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10. Ubungsblatt Zahlentheorie

Aufgabe 1: (5 Punkte) :
a) Berechnen Sie die Quaternion ————— !
) Q T+i+j+k
b) Dem Vektor v € R3 werde die Quaternion gy = vii+Vv2j+vsk zugeordnet. Driicken Sie das
Produkt qyq zweier solcher Quaternionen aus durch das Vektor- und das Skalarprodukt
der Vektoren v, w € R3 !

c) Bestimmen Sie alle Quaternionen q mit g2 = —1!

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Eine Quaternion a + ib + jc + kd heile ganz, wenn a,b,c,d € Z ganze Zahlen sind;
sie heifle Einheit, wenn zusatzlich auch ihr multiplikatives Inverses ganz ist. Sie heifle
irreduzibel, wenn sie nicht als Produkt zweier ganzer Quaternionen geschrieben werden
kann, von denen keine eine Einheit ist.

a) Bestimmen Sie alle Einheiten unter den Quaternionen.
b) Zeigen Sie, dal 1+ 2i, 1 £+ 2j und 1 + 2k irreduzibel sind!
c) Im Ring der ganzen Quaternionen ist

S5=(14+21)(1-2i) =(14+2j)(1—-2j) =(1+2k)(1 —2k)
=2+1)2-1)=24+)2-j)=2+Kk)(2—-K).

Gibt es irgendwelche zwei unter den zwolf Faktoren in diesen Zerlegungen, die sich nur
durch eine Einheit unterscheiden?

Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Finden Sie (ohne Computer oder sonstiges stumpfsinniges Ausprobieren) alle Darstellun-
gen von 10000 als Summe zweier Quadrate ganzer Zahlen!

b) ditto fiir 810 000.

Aufgabe 4: (7 Punkte)
a) Schreiben Sie 65 als Produkt irreduzibler Elemente von Z[i] !
b) Finden Sie alle Darstellungen von 65 als Summe zweier Quadrate!

c) Leiten Sie daraus eine Formel fiir 7t ab, und berechnen Sie iiber die zugehdrige Potenzrei-
henentwicklung die Zahl 7t mit einer Genauigkeit von mindestens fiinf Dezimalstellen!

Abgabe bis zum Donnerstag, dem 14. Mai 2009, um 15.30 Uhr



