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iẗa

t
G

öt
tin

ge
n,

w
o

er
19

52
pr

om
ov

ie
rt

e.
D

an
ac

h
ar

be
i-

te
te

er
be

i
de

n
A

T
&

T
B

el
l

La
bo

ra
to

rie
si

n
M

ur
-

ra
y

H
ill

,
N

ew
Je

rs
ey

au
f

de
m

G
eb

ie
td

er
A

ku
st

ik
;

di
es

e
A

rb
ei

t
fü
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üc
he

r,u
nt

er
an

de
re

m
N

u
m

b
e

rt
h

e
o

ry
in

S
ci

e
n

ce
a

n
d

C
o

m
m

u
n

ic
a

tio
nu

nd
F

ra
ct

a
ls

,C
h

a
o

s,
Po

w
e

rL
a

w
s.

D
er

In
ha

lt
di

es
es

A
bs

ch
ni

tts
is

tk
ur

z
im

er
st

en
di

es
er

B
üc
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üs
se

nw
ir

ni
ch

tv
on

je
de

rZ
ah

ln
ac

h-
pr

üf
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ẗ u

rli
ch

e
Z

ah
l

= hei
ß

t
C

A
R

M
IC

H
A

E
L
-Z

ah
l,

w
en

n
si

e
ke

in
e

P
rim

za
hl

is
t,

ab
er

tr
ot

zd
em

f ü
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üb

er
leg

en
,d

aß


M

3
is

t.
W

är
e

= =

@

nu
rd

as
P

ro
du

kt
zw

ei
er

P
rim

za
hl

en
,m

üß
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hö

ch
st

en
et

-
w

a
102 3

0 ,d
aß

be
id

e
Te

st
sd

as
fa

ls
ch

eE
rg

eb
ni

sl
ie

fe
rn

.D
ie

s
so

llt
e

fü
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ẗa

nd
lic

h
w

ar
di

es
ni

ch
td

er
er

st
e

P
rim

za
hl

te
st

,d
er

de
ut

lic
h

sc
hn

el
le

ra
ls

P
ro

be
div

is
io

ne
nz

ei
gt

,o
b

ei
ne

ge
ge

be
ne

Z
ah

lp
rim

is
to

de
r

ni
ch

t;
es

is
ta

uc
hb

ei
w

ei
te

m
ni

ch
td

er
sc

hn
el

ls
tes

ol
ch

eT
es

t.E
rh

at
ab

er
ge

ge
n̈u

be
ra

nd
er

en
so

lc
he

nT
es

ts
zw

ei
B

es
on

de
rh

ei
te

n:
1.

Z
u

se
in

em
V

er
sẗa
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iẗ a
te

nP
rin

ce
to

nu
nd

S
in

ga
pu

r.
D

er
ze

it
ar

be
ite

te
ra

ls
P

os
td

oc
in

de
rG

ru
pp

eQ
u

a
n

tu
m

C
o

m
p

u
tin

ga
n

d
A

d
va

n
ce

dS
ys

te
m

sR
e

se
a

rch
am

C
en

-
tr

um
vo

or
W

is
ku

nd
ee

n
In

fo
rm

at
ic

ai
n

A
m

st
er

da
m

.S
ei

n
In

te
re

ss
eg

ilt
fü

ra
lg

or
ith

m
is

ch
en

V
er

fa
hr

en
de

rA
lg

eb
ra

un
d

Z
ah

le
nt

he
or

ies
ow

ie
F

ra
ge

nd
er

K
om

pl
ex

itä
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fü
re

in
en

(k
ur

z-
en

un
d

el
em

en
ta

re
n)B

ew
ei

sd
er

K
om

pl
ex

itä
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ẗu

rli
ch

al
le

P
ol

yn
om

e
m

od
ul

o

q. 0

1
be

tr
ac

ht
et

.

U
nm

itt
el

ba
ra

us
de

rD
efi

ni
tio

n
fo

lg
t,

da
ß

di
e

ve
rs

ch
ie

de
ne

nA
ut

om
or

-
ph

is
m

en

{ � m
ite

in
an

de
rk

om
m

ut
ie

re
n;

ge
na

ue
ris

t

{ ��
{ � � =

{ � �
� { � =

{ �� �

,

de
nn

in
al

le
n

dr
ei

Fä
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Fü

ri
rg

en
de

in
so

lc
he

sE
le

m
en

td
efi

ni
er

en
w

ir
ei

ne
nH

om
om

or
ph

is
m

us

	%� :| U � [

q ]

}� ~�}
~ (� )

.

D
a

	%� (q. 0

1)
=

�. 0

1
ve

rs
ch

w
in

de
t,in

du
zi

er
t	 � ein

en
R

in
gh

om
om

or-
ph

is
m

us

� :

y }
� .

D
ie

an
ge

k̈u
nd

ig
te

n
A

bs
cḧ
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be

r

U � ein
H

om
om

or
ph

is
m

us
.D
a

m
it

zw
ei

E
le

m
en

te
ns

te
ts

au
ch

de
re

nP
ro

du
kt

in
� (
� )l

ie
gt

,l
ie

ge
nd

ah
er

di
e

R
es

tk
la

ss
en

m
od

ul
o
 a

lle
rE

le
m

en
te

vo
n

� in

� (

� ).
In

sb
es

on
de

re
si

nd
da

he
r

z un
d

z� E
le

m
en

te
vo

n

� (

� ),
d.

h.

{ � (

� )
=

�� un
d

{ � � (
� )

=

��� .

W
eg

en

z 3
z� m

od


 ist
ab

er

{ � d
ie

se
lb

eA
bb

ild
un

g
w

ie

{ �� ;
da

he
ris

t

�� =

��� fü
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fü

r

x =
1$---

$w .
D

a


)

)
NM
� ist,s

in
d

di
e

Z
ah

le
n

vo
n

1
bi

s

�

au
ch

m
od

ul
o


 pa
ar

w
ei

se
ve

rs
ch

ie
de

n.D
ie

Te
ilm

en
ge

j =

��>� �

=
1

(

q +

x )

J �������
�o� 0$ 1

  un
d

� r �

=
1

� �G
�¡

vo
n

U � [q ]
en

tḧ
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üs
se

nw
ir

nu
n

nu
r

no
ch

ze
ig

en
,d

aß
di

e
S

ch
ra

nk
en

au
sd

en
be

id
en

le
tz

te
nL

em
m

at
a,

di
e

ja
un

te
r

de
rV

or
au

ss
et

zu
ngb

ew
ie

se
nw

ur
de

,d
aß

ei
ne

zu
sa

m
m

en
ge

se
tz

teZ
ah

la
ls

pr
im

er
ka

nn
tw

ird
,e

in
an

de
rw

id
er

sp
re

ch
en

,da
ßa

ls
od

ie
un

te
re

S
ch

ra
nk

e
gr

öß
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rö

ß
en

or
dn

un
gs

uc
he

n(
z.

B
.

fü
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ëu
be

ra
lle

P
rim

za
hl

en
kl

ei
ne

ro
de

rg
le

ic
h

= durc
h

di
e

S
um

m
ea

lle
rn

aẗ
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cḧ
at

zu
ng

en
,da

ß

lo
g

= !=

r �ª :
³ = 
´ lo

g


 +

® (

= ).
D

ie
s

kö
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fü
rj

ed
es

+o¥

lim «Æ
º

"C lo
g

"
"C (lo

g

" 0+ )
=

lim «Æ
ºlo

g

" 0+

lo
g

"=
10

lim «Æ
º+

lo
g

"=1
,

un
d

es
is

ta
uc

hn
ic

ht
sc

hw
er

zu
ze

ig
en

,d
aß

lim «Æ
º"C lo

g

"

Li
(

" )=
1

is
t.

N
ac

h
de

m
P

rim
za

hl
sa

tzi
st

da
he

ra
uc

hf
ür

je
de

s

+o¥

¤ (" )

Ç
"

lo
g

" 0+

un
d

¤ (" )
Ç Li(
" ).

W
ie

D
E

LA
V

A
LL

É
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iẗa

t
G

öt
tin

ge
n

f ü
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fü

r
de

n
ge

br
oc

he
ne

nA
nt

ei
lv

on

" .Für
ei

ne
ga

nz
e

Z
ah

l

z is
ts

om
it

� "  =

" 0z

fü
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cḧ
at

zu
ng

vo
n

= !int
er

es
si

er
tu

ns
sp

ez
ie

ll
de

r
Fa

ll,
da

ß

� (

" )=l
og

" der
na

ẗu
rli

ch
e

Lo
ga

rit
hm

us
is

t;
hi

er
w

ird
di

e
E

U
LE

R
sc

he
S

um
m

en
fo

rm
elz

u

lo
g

= !=

: Â

1

lo
g

"Ä " +
lo

g

=

2
+

: Â

1

� "  0

1 2 "
Ä "

=

" (log

" 0 1)

�������: 1

+
lo

g

=

2
+

: Â

1

� "  0

1 2 "
Ä "

=

= (log

= 0 1)
+

1
+

lo
g

=

2
+

: Â

1

� "  0

1 2 "
Ä " .

In
di

es
er

Fo
rm

el
st

ör
tn

oc
h

da
sr

ec
ht

eI
nt

eg
ra

l;
di

es
es

kö
nn

en
w

ir
w

ie
fo

lg
ta

bs
cḧ
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fü
rd

as
st

ör
en

de
In

te
gr

al
au

sd
er

ob
ig

en
Fo

rm
el

.

W
ie

w
oh

lj
ed

er
sc

ho
ne

in
m

al
in

ei
ne

rA
na

ly
si

sI
Ü
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nü

be
rd

ie
zu

fa
kt

or
is

ie
re

nd
eZ

ah
lk

an
n

be
id

er
W

ah
l

ei
ne

s
ge

ei
gn

et
en

V
er

fa
hr

en
sh

el
fe

n:
B

ei
ei

ne
m

R
S

A
-M

od
ul

,d
er

da
s

P
ro

du
kt

zw
ei

er
P

rim
za

hl
en

äh
nl

ic
he

rG
rö
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fü

rd
ie

Fa
kt

or
si

er
un

g1
50

-s
te

lli
ge

r
R

S
A

-M
od

ul
n

he
ut

eo
pt

im
al

eV
er

fa
hr

en
,d

as
Z

ah
lk

ör
pe

rs
ie

b,
w

ird
be

im
V

er
su

ch
ei

ne
se

ch
ss

te
lli

ge
Z

ah
lz

u
fa

kt
or

is
ie

re
n,

of
t

ni
ch

ti
n

de
rL

ag
e

se
in

di
e

Fa
kt

or
en

zu
tr

en
ne

n,
un

d
se

lb
st

in
de

n
Fä
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aẗ
ur

lic
h

nu
ra

b
vo

n
de

n

Q � mo
d

2
un

d
de

n

� � � m
od

2;
w

ir
kö
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ra

lle

z o
B .

E
s

ge
n̈ u

gt
da

he
r,i

m
B

er
ei

ch
0

( "
G 
 0

1
na

ch
W

er
te

nz
u

su
ch

en
,f ü
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ß

ts
ic

h
le

ic
ht

be
st

im
m

en
,fü
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rd

er
Fa

kt
or

ba
si

sk
om

pl
et

tf
ak

to
ris

ie
rb

ar
is

t,
so

llt
e

da
nn

am
E

nd
e

de
re

nt
sp

re
ch

en
deF

el
de

in
tr

ag
bi

s
au

fR
un

du
ng

sf
eh

le
rgl

ei
ch

nu
ll

se
in

;u
m

ke
in

e
F

eh
le

rz
u

m
ac

he
n,

un
te

rs
uc

ht
m

an
da

he
rf

ür
al

le
F

el
de

le
m

en
te

,di
e

un
te

rh
al

be
in

er
ge

w
is

se
nG

re
nz

el
ie

ge
n,

du
rc

h
A

bd
i-

vi
di

er
en

,o
b

si
e

w
irk

lic
h

ko
m

pl
et

tf
ak

to
ris

ie
re

n,
un

d
m

an
be

st
im

m
ta

uf
di

es
eW

ei
se

au
ch

w
ie

si
e

fa
kt

or
is

ie
re

n.
D

am
it

lä
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