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Fragen: je zwei Punkte

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwet Zeilen
setn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begrindung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: f(z) = tanz ist eine auf ganz C meromorphe Funktion.

Losung: Richtig, denn cosz und sinz sind holomorphe Funktionen, und die Nullstellen

z—(k+1)m T _
cosz2 = lim (71):\)sinw =+l

= lim W

des Cosinus fiihren wegen lim _—
w—0 cos((w+(k+%)7‘t) w—0

z—(k+ 1)
nur zu Polen erster Ordnung.

Was ist _fy si‘lfz fiir den im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Einheitskreis y ?

Losung: Die einzige Polstelle in der Einheitskreisscheibe ist bei z = 0; wegen der TAYLOR-
3

Reihe sinz =z — 2- + ... hat 1/sinz dort das Residuum eins, das Integral ist also 27ri.

Was ist fy €% dz fiir den im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Einheitskreis y ?

Lésung: Nach der CAUCHYschen Integralformel ist das 27i - cos 0 = 27ti; nach dem Resi-
duensatz natiirlich auch.

1 2

t t t
Richtig oder falsch: e<0 2) = (eo Z;Czet )

Loésung: Falsch; da (; ;) die beiden verschiedenen Eigenwerte eins und zwei hat, ist
die Matrix diagonalisierbar; in der Exponentialmatrix kénnen also keine Terme wie te'

auftreten. (Die Matrizen ((1) g) und (8 (2)) kommutieren nicht!)

Richtig oder falsch: Die Matrix <] ]—i ! ]_l> hat lauter reelle Eigenwerte.

Lésung: Falsch; offensichtlich ist A = 1 ein Eigenwert. (Die Matrix ist zwar symmetrisch,
nicht aber HERMITESCh.)

Richtig oder falsch: Das Anfangswertproblem 1j(t) = 5y(t)%/> mit y(0) = 0 ist eindeutig
l6sbar.

Losung: Falsch: y(t) = 0 und y(t) = t° sind zwei verschiedene Losungen.

Richtig oder falsch: y(t) = siny(t) mit y(0) = 0 ist eindeutig losbar.

Losung: Richtig, denn die Ableitung cosy von siny ist beschrénkt, so dafl die rechte Seite
einer LIPSCHITZ-Bedingung geniigt; der Satz von PICARD-LINDELOF ist also anwendbar.



Aufgabe 1: (6 Punkte)

) x2—1
Berechnen Sie J 2219 dx!

—00
Loésung: Der Integrationsweg yr sei der Halbkreis um den Nullpunkt vom Punkt R durch
die obere Halbebene zum Punkt —R; in Formeln also yg:[0,71] — C; t— Relt.
Or sei der Integrationsweg, der mit yr beginnt und dann entlang der reellen Achse von
—R nach R geht. Damit ist o eine geschlossene Kurve, und Integrale entlang dr kénnen
nach dem Residuensatz berechnet werden.

Fiir R > 3 liegen im Innern des von 6r berandeten Halbkreises die beide Pole z; = 21 und
z5 = 3i; beide sind Pole erster Ordnung, d.h.

Res 2> 1 = lim (2 =222 — 1)
z=z, (22 +4)(z2 +9) T 25z, (22 4+4)(z2+9)
Somit ist
2?2 —1 . (z=20)(z2—-1) (z—21)(z2 - 1)
Res = lim = lm : p
z=21 (22 +4)(z2 4+ 9) 2521 (22 4+4)(z22+9) z-2i (z—21)(z+21)(z2 + 9)
(z2—-1) (21)2 —1 -5 i

z=2i (z+21)(224+9)  (2i+21)(21)2+9) 45 4

und
22 —1 o (z=3(22 =) (z—31)(z2—-1)
R 219 B 0219 S z13)z—3)
_ 1 (z2—-1) (3i)2 —1 I [ A
T % (24302244 (Bi+3)((BU2+4) 6i-(-5) 3
also

J e dz = 27 | Res 2t 1 + Res 2’ 1
(224+4)(z2+9) z=21i (22 +4)(z2 +9)  2=3i (22 +4)(z2 +9)

(1 T
_2m<1_§>_6'

Das ist auch der Wert des gesuchten Integrals, denn fiir R — oo geht wegen yg(t) = iRe't
der Integrand von

Or

dt

J 21 T (RZe2it — i) - iRet
(22 +4)(z2+9) - (R2e2it 4 4)(R2e2it + 9)
YR 0

gegen Null, also — wegen des festen Integrationsintervalls [0, 71] — auch das Integral, so dafl
das Integral iiber &g fiir R — oo gleich dem Integral iiber die reelle Achse wird.

Aufgabe 2: (9 Punkte)
Sei f(t) = [2 |sin t|] , wobei [x] fiir jede reelle Zahl x die gréfite ganze Zahl z < x bezeichnet.

a) Skizzieren Sie die Funktion f im Intervall [—2m, 27!

b) Welche Periode hat f ? Ist f gerade, ungerade oder keins von beiden?

Losung: Da [sint| eine gerade Funktion mit Periode 7t ist, gilt dasselbe auch fiir f. Im

Periodenintervall [0, 7] nimmt f im Mittelteil [Z, 27| abgesehen vom Punkt 5 iiberall



d)

den Wert eins an, f(5) = 2, und auflerhalb des Mittelteils ist f(t) = 0. Damit ergibt sich
folgendes Bild (diinn eingezeichnet 2 |sin t|):

\ /

-2m -11W6 -3W2 -7W6-T-5m6 -2 -6 O W6 12  5m6 T 76 3m2 116 2m

Berechnen Sie die FOURIER-Reihe von f!

Losung: Da f eine gerade Funktion ist, gibt es keine Sinusterme. Zur Berechnung des
konstanten Terms sowie der Koeffizienten der Cosinusterme konnen wir iiber irgendein

Periodenintervall integrieren, beispielsweise iiber das von 7 bis %‘. Da der isolierte Wert
f(3) = 2 bei der Integration keine Rolle spielt, kénnen wir davon ausgehen, da8 f von %
bis 57” den Wert eins hat und im restlichen Teil des Intervalls verschwindet; somit ist
7m/6 57/6
1 1 5-1 2
/6 /6
und fiir k >0
71t/6 571t/6
2 2 2 . 10kt . 2km
G = J f(t) cos 2kt dt = - J cos2ktdt = Tem <sm — —sin T)
/6 /6
1 ok km
e sin — ) .

Der Wert von sin % hangt nur ab von k modulo sechs und ergibt sich mit Hilfe des
Formelanhangs zur Klausur aus folgender Tabelle:

k mod 6 0 1 2 3 4 5
mie 0 £ & 0 4 g
5k mod 6 0 5 4 3 2 1

0 falls k =0 mod 3

Damit ist ax = —?{—E falls k = 1,2 mod 6 , und die FOURIER-Reihe von f ist
Y3 falls k = 4,5 mod 6
—1 fallsk=1,2modé6

2 & 2« V3 -
sf(t):§+Zakcos2kt:§+Z£kGCOSZkt mit Ek:{ 1 fallsk=4,5mod6 °
k=1

k=1
k#0 mod 3
2 = 3
In geschlossener Form ist S¢(t) = 3 + ];(—1 )[kTH] k—\/; cos 2kt.
k#0 mod 3

Fiir welche t € R konvergiert diese gegen f(t) ? Wohin konvergiert sie sonst?

Losung: Die FOURIER-Reihe konvergiert zumindest iiberall dort gegen f(t), wo f stetig
ist; dies ist im Intervall [0, 7] in genau drei Punkten nicht der Fall: Bei t = 71/6, bei



b)

t = 57/6 und bei t = 7t/2. An diesen Stellen konvergiert die FOURIER-Reihe gegen das
arithmetische Mittel aus links- und rechtsseitigem Grenzwert; das ist fiir t = 71/2 gleich
eins, da die Funktion sowohl links als auch rechts von 7t/2 gleich eins ist; an den beiden
anderen Stellen ist es 1/2. Beliebige t € R lassen sich als t = krt + T mit T € [0, 7r) und
k € Z schreiben; die Reihe verhdlt sich bei t genauso wie bei 7.

Fiir welche t € R tritt das GiBBs-Phidnomen auf?

Losung: Dafiir kommen nur die in d) bestimmten Unstetigkeitsstellen in Frage; bei /2
allerdings ist S¢(t) im Gegensatz zu f(t) stetig, so dafl hier kein GiBBs-Phanomen auftritt.
Bei t = 7t/6 und t = 57/6 gibt es echte Spriinge; dort tritt es auf, und genauso bei allen
Punkten der Form k7t + 71/6 mit k € Z..

Aufgabe 3: (3 Punkte)

Berechnen Sie die FOURIER-Transformierte von f(t) = te v

Lésung: Die FOURIER-Transformierte von ¢g(t) = et ist laut Formelanhang am Ende
der Klausur g(w) = \/7_re*‘”2/ 4. die Ableitung g(t) = —2te—*" hat somit FOURIER-Trans-

. 2
formierte iwg(w) = iw+/me—*"/4. Da f(t) = —1g(t) ist, folgt f(w) = _1\/;_rwe_wT .
Aufgabe 4: (4 Punkte)
Berechnen Sie die Faltung h = f * g von f(t) = e’ und glt) =d(t—1)+6(t+1)!
Loésung:
(o ¢] (e ]
h(t) = J f(t—s)g(s)ds = J e (t=s) (8(s—1)+8(s+1))ds
_ ;—(t—])z + e—(t—H)Z _7
Welche FOURIER-Transformierte hat h(t) ? Ist dies eine reellwertige Funktion?
Lésung: Laut Formelanhang ist ?(w) = \/ﬁe*wz/ 4, und
o0
Glw) = J (8(t—1)+5(t+ 1))e tdt = e 4 i = 2cosaw.
—o0
Also ist ﬁ(w) = A(w)@(w) = Zﬁe*wz/ 4 cosw, und das ist natiirlich eine reellwertige
Funktion.
Aufgabe 5: (10 Punkte) _(1) g (1) 8
Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A = sowie deren algebraische
. X 3 -4 0 3 0
und geometrische Vielfachheiten! 00 0 2

Losung: Entwicklung nach der vierten Zeile (oder Spalte) gefolgt von Entwicklung nach
der zweiten Zeile (oder Spalte) ergibt

—1—=A 0 1 NIETP O
det(A —AE) = (2— ) 0 2—-A 0 |=(@2-=n\ ‘
—4 0 3-A - 32

=2-N*((-1-NB=-N+4) =2-AN AN -2A+1)=A-1)*(A-2)>.




b)

Es gibt also die beiden Eigenwerte Ay = 1 und A, = 2 mit algebraischer Vielfachheit zwei.

N> = 2 hat offensichtlich den zweiten und den vierten Koordinateneinheitsvektor als Ei-
genvektoren; damit ist hier auch die geometrische Vielfachheit gleich zwei.

Fiir A7 = 1 miissen wir rechnen: Die Komponenten x1, X2, X3, X4 eines Eigenvektors miissen
das lineare Gleichungssystem

—2x14+x3 =0, x2=0, —4x1+2x3=0 und x4 =0

erfiillen, d.h. x) = x4 = 0 und x3 = 2x;. Damit ist der Eigenraum nur eindimensional, die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts also gleich eins.

Ist die Matrix A diagonalisierbar?

Lésung: Nein, denn es gibt keine Basis des R* aus Eigenvektoren von A.

Berziiglich welcher Basis hat A welche Dreiecksgestalt A?

Losung: Eine Dreiecksgestalt erhalten wir beziiglich einer Basis aus Eigen- und Haupt-
vektoren. Fiir A; = 1 haben wir nur einen linear unabhingigen Eigenvektor, z.B.

1
. 0
V1 = 2 )
0

wir brauchen also noch einen Hauptvektor zweiter Stufe.

|
cocoo
co—=o
cocoo
—oc oo

zeigt, daf} fiir jeden Vektor aus dem Hauptraum die zweite und die vierte Komponenten
verschwinden miissen; eine von V; linear unabhéngige Losung ist beispielsweise

0
10
27
0
Fiir die noch fehlenden beiden Basisvektoren nehmen wir eine Basis des Eigenraums zm
Eigenwert zwei, also z.B. Vi3 = €, und V4 = €4, wobei €; den i-ten Vektor aus der Stan-

dardbasis des R* bezeichnet. Fiir die Dreiecksgestalt fehlt nun nur noch das Bild von
V) = €3; es ist die dritte Spalte der Matrix A, also

1
0 o
3 =V +V7.
0

Beziiglich der Basis aus den Vektoren vq,V,,V3,V, hat A also die Dreiecksgestalt

1 0
1 0
A= 0 2
00

O O O —=
N OO



d) Berechnen Sie die Matrix e®*!

Loésung: Wir schreiben

10 00 01 00
. 01 00 00 00

A=D+N mit D= 00 2 0 und N = 000 ol
0 0 0 2 00 00

offensichtlich ist N? die Nullmatrix und da nach der allgemeinen Theorie DN = ND ist,
folgt

et 0 0 0 1t 00 et tet O 0
(o et 0 of[o1o00) [0 e o0 o0
“lo0o 0 et o 001 0] 0o 0 e o

0 0 0 et 0 0 0 1 0 0 0 et

e) Zeigen Sie, dafl das Differentialgleichungssystem g (t) = Ag(t) genau eine beschrénkte
Losung hat!

Loésung: Da alle Eigenwerte der Matrix positiv sind, ist die Nullésung die einzige be-
schrankte Losung.

Aufgabe 6: (6 Punkte)
a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems

x(t) = =3x(t) + 2y(t) + z(t), vy(t) =-3y(t) +2z(t), z(t) =—-3z(t)!

Losung: In Matrixschreibweise ist dies das System

x(t) x(t) -3 2 1
yt) | =A | yt) mit A= 0o -3 21;
z(t) z(t) 0 0 -3
wir miissen e! berechnen. Dazu schreiben wir
0 2 1
A=D+N mit D=-3E und N=|0 0 2| ;
0 0 0

da skalare Vielfache der Einheitsmatrix mit jeder Matrix vertauschbar sind, ist natiirlich
DN = ND. Auflerdem ist

N? =

o O O

0
0
0

[ @ JNN

und aller héheren Potenzen von N verschwinden, d.h. eNt = E 4+ Nt + %Ntz. Damit ist

1 2t t42t? e 3t 2te 3t (t+2t2)e 3t
erMt=ePteNt = (e 3'E) [0 1 2t =| 0 e 3t 2te 3t ,
0 0 1 0 0 e 3t



b)

b)

und die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems ist

x(t) = (%0 + (2yo + zo)t + 2zot?) e 3"
y(t) = (yo + 2zot)e "
z(t) = zpe

mit beliebigen Konstanten x¢,yo,zp € R. Diese Konstanten sind die Werte der drei
Losungsfunktionen an der Stelle null.

Bestimmen Sie die Lésung, die den Anfangsbedingungen x(0) =5, y(0) = 2 und z(0) = —1
geniigt!

Losung: Einsetzen von xp = 5,yp = 2 und zp = —1 in obige Losung ergibt

x(t) = (5+5t—2t%)e 3, yt)=(2—-t)e " und z(t)=—e>".

Aufgabe 7: (8 Punkte)
Losen Sie das Anfangswertproblem

Yy (4) +30(t) +3y(t) +y(t) =4cost —4sint mit y(0) =4(0) =0, y(0)=2!
Lésung: Zwei Moglichkeiten bieten sich an: Entweder wir 16sen zunéchst b), wo wir eine

Losung der inhomogenen Differentialgleichung erraten miissen, oder wir 16sen a) direkt
via LAPLACE-Transformation. Letzteres ergibt fiir Y(s) = L{y(t)}(s) wegen

?y(0) — sy(0) — §(0) = s>Y(s) — 2s

Ly (D)}(s) = s>Y(s) — sPy(
L{G(1)}(s) = s?Y(s) — sy(0) —y(0) = s*Y(s) — 2
L{Y(t)}Hs) = sY(s) —y(0) = sY(s)
die Beziehung (s +3s2+3s+1)Y(s)—2s —6 = 4;—_4 oder
s?+1
_ 3 2 3
(s+1)3Y(s) = 4s—j—|—£11 +2s4+6 = 28 +f§ ++]6S+2 = 2(332—:-]1) .

Damit ist Y(s) = und y(t) = 2sint.

s2+1
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

u®(t) +37(t) + 3y(t) + y(t) =4cost —4sint!

Losung: Die charakteristische Gleichung A% + 3A% +3A 4+ 1 = (A + 1)3 hat die dreifache
Nullstelle A = —1; die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung ist also
y(t) = (Cy + Cot+ c3t?)e "t mit beliebigen C; € R. Die allgemeine Losung der gegebenen
Gleichung entsteht daraus durch Addition irgendeiner speziellen Losung, z.B. der in a)
berechneten. Also ist die allgemeine Losung y(t) = 2sint + (C1 + Cat + c3t?)e™t.

Welche Moglichkeiten gibt es fiir das Langzeitverhalten dieser Losungen?

Losung: Da e ' schneller gegen Null geht als jedes quadratische Polynom gegen unend-
lich, ndhern sich alle Lésungen immer mehr der reinen Schwingung y(t) = 2sint an.



