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öß

er
un

d
fü
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Fü
rz

w
ei

m
al

st
et

ig
di

ff
er

en
zi

er
ba

reF
un

kt
io

ne
ng

ib
te

sb
ek

an
nt

lic
ha

uc
h

ei
ne

hi
nr

ei
ch

en
de

B
ed

in
gu

ng
so

w
ie

di
e

M
ög
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fü
rk

le
in

e
ne

ga
tiv

e

� kl
ei

ne
r.

D
ie

F
ra

ge
,w

el
ch

e
N

ul
ls

te
lle

n
de

s
G

ra
di

en
te

nw
irk

lic
h

E
xt

re
m

w
er

te
n

en
ts

pr
ec

he
n,i

st
sc

hw
ie

rig
er

;in
de

rP
ra

xi
s

w
ird

es
of

t
am

ei
nf

ac
hs

te
n

se
in

,s
ic

h
di

e
U

m
ge

bu
ng

de
sb

et
re

ffe
nd

en
P

un
kt

es
m

it
ir

ge
nd

w
el

ch
en

a
d

h
o

c-
M

et
ho

de
ng

en
au

er
an

zu
se

he
nu

nd
da

nn
zu

en
ts

ch
ei

de
n.

K
la

ss
is

ch
es

B
ei

sp
ie

le
in

es
P

un
kt

s,
in

de
m

de
rG

ra
di

en
tv

er
sc

hw
in

de
t,

oh
ne

da
ß

ei
n

E
xt

re
m

w
er

tv
or

lie
gt

,
is

t
de

r
in

A
bb

ild
un

g
54

ge
ze

ig
te



� 
�

H
öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

07
/2

00
8

-3
-2

-1
0

1
2

3
x

-3
-2

-1
0

1
2

3

y

-8-6-4-202468

A
bb

.5
4:

G
ra

ph
de

r
F

un
kt

io
n

� (

� �! )
=

� 2 "
! 2

S
at

te
lp

un
kt

,h
ie

rd
ar

ge
st

el
lta

ls
F

un
kt

io
ns

w
er

ẗu
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r
al

le
V

ek
to

re
n

�:9; =

� 0
au

s

�� gi
lt: 4 �:97 (

� 0
)

�:9< 0
.

b
)

7 he
iß

tn
eg

a
tiv

d
e

fin
it,

w
en

n
f ü
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ß
t,l

äß
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öh
e


 m
it

ei
ne

rG
ru

nd
fl̈a

ch
ev

om
R

ad
iu

s

L is
t

� (

L �
 )
=

2

XL2 +
2

XL �

 ;

di
e

N
eb

en
be

di
ng

un
gfü
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zü

be
rim

pl
iz

ite
F

un
kt

io
ne

n(
[H

M
I]

,K
a

p
.2

,

@ 3
d)

ei
ne

U
m

ge
bu

ng

R vo
n

(

� 1�//
/��
� _ 1)u

nd
ei

ne
F

un
kt

io
n


 :

R �
�

m
it


 (

� 1�//
/��
� _ 1)

=

� � ,so
da

ß

K� � 1�//
/��
� _ 1�


 (

� 1�//
/��
� _ 1)

� =
0

fü
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fü

r
be

lie
bi

ge
S

ys
te

m
ev

on
P

ol
yn

om
-

gl
ei

ch
un

ge
nv

er
su

ch
t;d

ie
G

le
ic

hu
ng

en
,d

ie
di

es
er

A
lg

or
ith

m
us

lie
fe

rt
,b

ez
ei

ch
ne

tm
an

al
s

G
R

Ö
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ḧa

ng
en

;w
ir

sc
hr

ei
be

ne
s

in
de

rF
or

m

� � 1
(

V )�//
/��
� (V )

�

un
d

ne
hm

en
an

,d
aß

di
e

F
un

kt
io

ne
n

� l (V )
st

et
ig

di
ff

er
en

zi
er

ba
rs

ei
en

.
(E

in
in

te
re

ss
ie

rt
er

Le
se

rk
an

n
si

ch
an

ha
nd

de
s

S
at

ze
s ü
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ḧo

he
n.

D
ie

E
rh

öh
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ti

m
sc

hl
im

m
st

en
Fa

ll
ha

ta
ls

o
fü
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nä
ch

st
es

be
tr

ac
ht

en
w

ir
de

n
P

un
kt

� 1
= de

f

� 0
+

� 
 0
,

be
re

ch
ne

nd
or

td
en

G
ra

di
en

te
n

�� (

� 0
),

se
tz

en
m

it
ge

ei
gn

et
em

} 1

��
 1
=

~
} 1

{ �� (

� 1
)

{�� (

� 1
)

(+
fü
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öß

er
eF

un
kt

io
ns

w
er

te
er

re
ic

ht
al

s
im

lo
ka

le
n

M
ax

im
um

,in
de

m
w

ir
sc

hl
ie

ß
lic

hg
el

an
de

ts
in

d.

D
ie

s
is

t
ei

n
gr

un
ds̈

at
zl

ic
he

sP
ro

bl
em

vo
n

G
ra

di
en

te
nve

rfa
hr

en
:F

al
ls

m
an

si
e

in
de

rN
äh

e
de

s(
ab

so
lu

te
n)

O
pt

im
um

ss
ta

rt
en

lä
ß

t,
fü
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fü

r
M

ax
im

a

L
U

D
W

IG
B

O
LT

Z
M

A
N

N
(1

84
4–

19
06

)w
uc

hs
au

fu
nd

st
u-

di
er

te
in

W
ie

n;
da

na
ch

le
hr

te
er

in
G

ra
z,

H
ei

de
lb

erg
,

B
er

lin
,G

ra
z,

W
ie

n,
G

ra
z,

W
ie

n,
Le

ip
zi

g
un

d
W

ie
n.

E
r

w
ar

P
ro

fe
ss

or
fü
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tö
ru

ng
en

ei
ne

nF
eh

le
r

(

` +
1)

�y pr
od

uz
ie

rth
ab

en
.E

nt
sp

re
ch

en
dis

ta
uc

hk
la

r,
da

ß
di

e
S

um
m

e
al

le
rZ

ah
le

n
in

de
r

D -t
en

Z
ei

le
gl

ei
ch

2

� is
t,

de
nn

in
de

rn
ul

lte
n

Z
ei

le
ha

be
nw

ir
S

um
m

ee
in

s,
un

d
da

di
e

je
w

ei
ls

ne
uh

in
zu

ko
m

m
en

de
S

tö
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ög

lic
hk

ei
te

n
zu

rF
eh

-
le

re
rz

eu
gu

ng
ha

be
n,

is
t

di
e

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
fü
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üb

er
di

e
V

er
te

ilu
ng

re
al

er
M

eß
fe

hl
er,

da
da

sL
A

P
LA

C
Es

ch
e

F
eh

le
rm

od
el

lvo
n

un
re

al
is

tis
ch

ei
nf

ac
he

nA
nn

ah
m

en
au

sg
eh

t;n
ac

h
ei

-
ne

m
de

rf
un

da
m

en
ta

leG
es

et
ze

de
rS

ta
tis

tik
,d

em
ze

n
tra

le
n

G
re

n
zw

e
rt

-
sa

tz
,f

üh
re

n
ab

er
au

ch
re

al
is

tis
ch

er
eA

nn
ah

m
en

zu
ge

na
u

de
rs

el
be

n
V

er
te

ilu
ng

:S
in

d

² 1�//
/�²
� bel

ie
bi

ge
Q

ue
lle

nv
on

Z
uf

al
ls

fe
hl

er
n,

üb
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gä

be
,h

ät
te

di
es

er
la

ut
er

id
en

tis
ch

eK
om

po
ne

nt
en̂

� .
Ta

ts̈
ac

hl
ic

h
is

td
ie

s
na

ẗu
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cḧ

at
zw

er
tf

ür
de

n
un

be
ka

nn
te

nk
or

re
kt

en
W

er
tˆ

� .

A
ls

M
aß

fü
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üg
en

un
sd

ah
er

im
nä
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nn
en

w
ir

si
nn

vo
lle

rw
ei

se
nu

rf
ra

-
ge

n,
m

it
w

el
ch

er
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it

di
e

W
er

te
in

ei
ne

m
ge

ge
be

ne
n

In
te

rv
al

l[

���� ]
lie

ge
n.

W
ie

sa
ge

n,
di

e
Z

uf
al

ls
va

ria
bl

e

É ha
be

di
e

W
a

h
r-

sc
h

e
in

lic
h

ke
its

d
ich

te

� ,w
en

n
di

es
eW

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it

gl
ei

ch

ÊÌË Í� (

� )

G �

is
t.

Z
w

ei
fo

rm
al

e
K

on
se

qu
en

ze
nde

rD
efi

ni
tio

n
si

nd
of

fe
ns

ic
ht

lic
h:

Im
di

s-
kr

et
en

Fa
ll

is
t

0

j � l
j 1

f ü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

07
/2

00
8

se
lb

st
in

te
re

ss
an

tis
t,

an
de

re
rs

ei
tsa

be
ra

uc
hz

w
ei

de
rw

ic
ht

ig
st

en
ko

nt
i-

nu
ie

rli
ch

en
V

er
te

ilu
ng

en
al

s
G

re
nz

f̈ a
lle

lie
fe

rt
.

A
us

ga
ng

sp
un

kti
st

da
s

D -m
al

ig
eW

er
fe

ne
in

er
M

ün
ze

;d
ie

se
fa

lle
je

w
ei

ls
m

it
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it

� so
,d

aß
K

o
p

fo
be

nl
ie

gt
un

d
de

m
en

ts
pr

ec
he

nd
m

it
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it

Õ =
1

$� so
,d

aß
di

e
Z

a
h

lz
u

se
he

ni
st

.W
ir

w
ol

le
n

di
e

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
da

fü
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Fü
r

kl
ei

ne
W

er
te

vo
n

¢ l äßt
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

07
/2

00
8

D
ie

B
er

ec
hn

un
gv

on
E

rw
ar

tu
ng

sw
er

tu
nd

S
ta

nd
ar

da
bw

ei
ch

un
gun

m
it-

te
lb

ar
au

s
de

r
D

efi
ni

tio
n

is
t

w
eg

en
de

r
da

zu
au

sz
uw

er
te

nd
en

S
um

-
m

en
m

it
vi

el
en

B
in

om
ia

lk
oe

ffi
zi

en
te

n
eh

er
un

an
ge

ne
hm

;gl
üc
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hë

ub
er

se
tz

tbe
de

ut
en

gr
oß

es

D un
d

kl
ei

ne
s

� ,d
aß

w
ir

di
e

H
äu
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ẗu

rli
ch

au
ch

se
lb

st
de

n
E

rw
ar

tu
ng

sw
er

t

A .D
ie

Va
ri
a

n
z

ei
ne

rB
in

om
i-

al
ve

rt
ei

lu
ng

m
it

Pa
ra

m
et

er
n

D un
d

� is
t

D ��
�Õ =

D ��
� (1

$� )
=

D� $
D�2 =

A $
� �A .

D
a

di
e

PO
IS

S
O

N-
V

er
te

ilu
ng

de
rG

re
nz

w
er

tf ü
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fü

r
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
ite

n
bi

s
et

w
a

5%
,d

.h
.

�j

0� 05
,

di
e

B
in

om
ia

lv
er

te
ilu

ng
du

rc
h

di
e

er
he

bl
ic

h
ei

nf
ac

he
rz

u
be

re
ch

ne
nd

e
PO

IS
S

O
N-

V
er

te
ilu

ng
er

se
tz

en
ka

nn
,o

hn
ee

in
en

ne
nn

en
sw

er
te

nF
eh

le
rz

u
m

ac
he

n.
A

uc
h

fü
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Ü

be
re

in
st

im
m

un
g

im
al

lg
em

ei
ne

ns
ch

on
re

ch
tg

ut
.

B
ei

sp
ie

le
fü
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ẗo
te

te
n

O
ffi

zi
er

e
pr

eu
ß

is
ch

er
K

av
al

le
-

rie
re

gi
m

en
te

r:E
in

e
U

nt
er

su
ch

un
gv

on
ze

hn
R

eg
im

en
te

rn
üb
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

07
/2

00
8

un
s,

da
ß

u
n

a
b

ḧa
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r,

da
ß

É +

ä ei
ne

nW
er

ta
us

[

���� ]a
nn

im
m

t
is

t
da

he
rn

ac
h

de
m

S
at

z
vo

n
FU

B
B

IN
I

un
d

w
eg

en
de

rU
na

bḧ
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rg

ro
ß

eW
er

te
vo

n

� is
t

èc �

kl
ei

n,
un

d
fü
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lä
ß

ts
ic

h
di

e
W

ah
rs

ch
ei

n-
lic

hk
ei

td
af

ür
,d

aß

Vj
N =

� $
�

¸
jG

is
tb

er
ec

hn
en

al
s

[ (

G )

$[ (

V ),
un

d
da

m
itl

äß
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lä
ch

e,
un

d
de

re
nK

om
pl

em
en

tis
t

[ (

N ).
A

ls
o

is
t

[ (

$N )
=

1

$[ (

N ),

un
d

es
re

ic
ht

,w
en

n
w

ir
di

e
W

er
te

vo
n

[ im
po

si
tiv

en
B

er
ei

ch
ke

nn
en

.

O
ft

in
te

re
ss

ie
rta

uc
h

di
e

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
da

fü
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nd
un

ge
nf

ür
di

e
M

et
ho

de
de

rk
le

in
st

en
Q

ua
dr

at
e(

di
e

er
be

is
ow

oh
lb

ei
se

in
en

as
tr

o-
no

m
is

ch
en

A
rb

ei
te

n
w

ie
au

ch
be

id
er

vo
n

ih
m

ge
le

ite
te

nV
er

m
es

su
ng

de
sK

ön
ig

re
ic

hs
H

an
no

ve
rz

w
is

ch
en

18
18

un
d

18
32

sẗ
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ẗ u
rli

ch
ab

su
rd

is
t.

E
in

K
om

pr
es

si
on

sve
rfa

hr
en

ka
nn

al
so

nu
r

au
fD

at
ei

en
m

it
sp

ez
ie

lle
r

S
tr

uk
tu

r
er

fo
lg

re
ic

h
an

ge
w

an
dt

w
er

de
n

un
d

m
uß

di
e

sp
ez

ie
lle

R
ed

-
un

da
nz

in
di

es
en

D
at

ei
en

au
sn

ut
ze

n.I
n

Te
xt

da
te

ie
nb

ei
sp

ie
ls

w
ei

se
is

t
di

es
di

e
R

ed
un

da
nz

de
rS

pr
ac

he
,d

ie
sc

ho
n

be
ib

lo
ß

er
B

ea
ch

tu
ng

de
r

hö
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üc
k

nu
r

w
en

ig
e

ab
ru

pt
eÜ
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bḧ
an

gi
g

se
in

k ö
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ḧa

ng
ig

,fa
lls

fü
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r

so
rg

en
,d

aß
si

ch
ei

n
P

ix
el

nu
rs

el
te

nv
on

se
in

en
N

ac
hb

ar
nu

nt
er

sc
he

id
et

;au
ch

”Le
nn

a“
un

d
”S

ai
l-

bo
at“

w
er

de
nv

on
fl ä
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üb
er

tr̈a
gt

nu
rd

ie
D

iff
e

re
n

ze
n

,a
ls

o

É 1�
É 2

$É 1�//
/�É �$

É � _ 1.
D

er
N

ac
ht

ei
ld

ie
se

sV
er

fa
hr

en
si

st
,

da
ß

so
w

oh
ld

ie
se

D
if

fe
re

nz
en

al
s

au
ch

di
e

� l vo
n

Z
ei

t
zu

Z
ei

t
se

hr
gr

oß
w

er
de

n
m

ü
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sẗ
uc

k
ge

leg
en

tli
ch

ea
br

up
te

V
er̈

an
de

ru
ng

en
gi

bt
.

D
ie

Id
ee

hi
nt

er
al

le
n

K
om

pr
im

ie
ru

ng
sve

rfa
hr

en
,d

ie
au

fT
ra

ns
fo

rm
at

io
-

ne
n

be
ru

he
n,

is
te

s,
an

st
el

le
de

rZ
uf

al
ls

va
ria

bl
en

É l ge
ei

gn
et

eL
in

ea
r-

ko
m

bi
na

tio
ne

n

ä l =

� m v =
1

e lv
É v

zu
be

tr
ac

ht
en

,w
ob

ei
(

e lv )e
in

e
in

ve
rt

ie
rb

a
re

DE
D -M

at
rix

is
t,

so
da

ß
si

ch
au

ch
um

ge
ke

hr
td

ie

É l wi
ed

er
au

sd
en

ä v re
ko

ns
tr

ui
er

en
la

ss
en

.
D

ie
se

M
at

rix
w

ird
so

ge
w

äh
lt,

da
ß

di
e

ne
ue

nV
ar

ia
bl

en
m

ög
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È

V
E

(1
90

7–
19

79
),n

ac
hd

en
en

si
e

in
de

rt
ec

hn
is

ch
en

Li
te

ra
-

tu
rb

en
an

nt
w

ird
.

K
ap

.5
:O

pt
im

ie
ru

ng
,F

eh
le

rr
ec

hn
un

g
un

d
S

ta
tis

tik
� ]^

D
ie

M
at

rix

7 de
rl

in
ea

re
nT

ra
ns

fo
rm

at
io

nh
än

gt
nu

rv
on

û ab
un

d
ka

nn
da

he
rf

ür
g ä
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È
V

E
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

nis
ta

ls
o

ei
nf

ac
h

di
e

M
ul

tip
lik

at
io

n
m

it
ei

ne
rb

e-
ka

nn
te

nM
at

rix
.

e)
D

ie
di

sk
re

te
K

os
in

us
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

n

Fü
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nä
he

ru
ng

sw
ei

se
be

-
re

ch
ne

tw
er

de
n,

un
d

au
ch

di
e

E
ig

en
ve

kt
or

en
la

ss
en

si
ch

be
st

im
m

en
.

D
ie

se
so

lle
nh

ie
rj

ed
oc

hn
ic

ht
nu

m
er

is
ch

an
ge

ge
be

nw
er

de
n:

E
in

e
Fo

lg
e

vo
n

ac
ht

re
el

le
nZ

ah
le

ni
st

sc
hl

ie
ß

lic
hi

m
al

lg
em

ei
ne

ne
he

ru
na

ns
ch

au
-

lic
h.

S
ta

ttd
es

se
ns

in
d

in
de

n
A

bb
ild

un
ge

n7
0

bi
s

77
di

e
E

ig
en

ve
kt

or
en

g
ra

p
h

is
ch

da
rg

es
te

llt
,w

ob
ei

ei
ne

m
V

ek
to

r

(

� 1�//
/�� 8

)

�� 8



� ]


H
öh
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nn
en

di
e

A
n-

za
hl

en
au

ch
va

ria
be

lin
A

bh
än

gi
gk

ei
tv

on
ei

ne
rQ

ua
liẗ
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üb
er

W
av

el
et

s
fin

de
tm

an
et

w
a

be
i

B
A

R
B

A
R

A
B

U
R

K
E

H
U

B
B

A
R

D
:

W
av

el
et

s:
D

ie
M

at
he

m
at

ik
de

rk
le

in
en

W
el

le
n,

B
ir
kh

ä
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