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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 15. November 2007

a) Formulieren Sie das Anfangswertproblem y(t) = ty(t) mit y(0) = 1 um in eine Fixpunkt-
gleichung und berechnen Sie, ausgehend von yo(t) = 1, mindestens die ersten drei Itera-
tionen zur Bestimmung des Fixpunkts! Erraten Sie auf Grund dieser Naherungslésungen
den Fixpunkt und weisen Sie nach, daf3 Sie richtig geraten haben!

Lésung: Das Anfangswertproblem ist dquivalent zur Fixpunktgleichung

yt) =1 +JQ(T) dr=1 +JTy(’T) dt dffT(y)(t).
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Ausgehend von yo(t) = 1 erhalten wir
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Spatestens jetzt wird man vermuten, dafl die Nenner etwas mit Zweierpotenzen zu tun
haben; da
2=2".1, 8=22.2, 48=2%-6 und 384=2%.24

ist, sollte der Nenner bei t2¥ wohl 2* - k! sein, d.h.
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ist. Diese Funktion hat die Ableitung y(t) = tet’/2 = ty(t), erfiillt also in der Tat die
Differentialgleichung und natiirlich auch die Anfangsbedingungen.

b) Formen Sie das Anfangswertproblem y(t) = 2t - (y(t) — 2) mit y(0) = 1 um in eine
Fixpunktgleichung, und berechnen Sie die ersten Iterationen! Erraten Sie anhand dieser
die Losungsfunktion, und bestdtigen Sie dies durch Einsetzen!

Lésung: Wir schreiben die Differentialgleichung um in



und beginnen mit der konstanten Funktion yo(t) = 1. Dann ist
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Dies sieht nach Fakultdten im Nenner aus, allerdings sind die Exponenten doppelt so grof3
wie bei der Exponentialfunktion und auch die Vorzeichen sind, abgesehen vom ersten,

minus statt plus. Also miissen wir et” betrachten und dies geeignet modifizieren:
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Wir kénnen daher unser Gliick versuchen mit y(t) =2 — et’: Dann ist

Ylt) = —2tet” =2t(—e'’) = 2t(y(t) —2),

die erratene Funktion ist also tatsdchlich eine Losung.

Bestimmen Sie die sdmtlichen Lésungen der folgenden Differentialgleichungen und disku-
tieren Sie deren Langzeitverhalten!

y(t) + 2ty(t) =4t (1) (t)+y +et=0 (2)
y(t) = a+ bt +cy(t) (3) (1+t)y ( )yt +t2+t3 =0  (4)
U(t) +y(t) = 2sint (5) U(t) +sinty(t) =sint (6)

Losung: (1) - (6) sind inhomogene lineare Differentialgleichungen.
Die homogene Gleichung zu (2) ist

u(t) +2tu(t) =0 = Inu(t) = —JZt dt =—t>+C,

2

—t" und

also ist u(t) =e
y(t) = et (J —4tet’ dt) —et (Zetz +C)=2+ Ce t.

Die homogene Gleichung zu (2) ist

u(t)+@ — 00— Inu(t) :—J% ~ _Int,

also ist u(t) = C/t mit einer beliebigen Konstanten C. Durch partielle Integration finden
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Im Falle von (3) ist die homogene Gleichung 1t(t) = cu(t) mit Lésung u(t) = Ce'; damit

ist a b bt
y(t) =ect (J(a+bt)60t dt) = et (_ (_ + — + _) e—ct + C)
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=Ce°‘—<9+3+ﬁ) :
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Gleichung (4) miissen wir zundchst durch (14 t) dividieren um die iibliche Standardform
zu erhalten:

. yt) 4+,
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Die homogene Gleichung ist dann
. u(t) [ 4t —In(14+t)+C C
_— = T+t = = —
u(’c)—i—1+t 0= u(t)=e e e
__ 1 2 _ EB+tt4 0 C

Bei Gleichung (5) sehen wir die allgemeine Losung Ce™* der homogenen Gleichung auch
ohne Rechnung. Die Lésung der Differentialgleichung selbst ist

y(t) =2e" (J sint - et dt) ,

wobei wir das Integral durch eine zweifache partielle Integration ausrechnen konnen. (Es
ginge natiirlich auch iiber die EULERschen Formeln.)

J'sintet dt = —coste' —I—J'cos’cet dt = —coste' +sintet —Jsintet dt,
also ist
ZJ'sintet dt = (sint —cost)e* + C und y(t) =sint—cost+ Ce™".

Beim letzten Beispiel schliellich hat die homogene Gleichung 1i(t) + sintu(t) = 0 die
Losung u(t) = Ce®st und

y(t) = e cost (J sin3 t ecost dt) .
Setzen wir x = cos t, ist dx = —sin t dt, also
Jsin3te°°5tdt = —Jsinztex dx = —J(] —x2) e dx:J(x2 —1)e*dx,

= (x> —1)e* —Jerx dx = (x? —1)e* — 2xe* +J2€X dx = (x> —=2x+1)e*+ C
= (cos®t —2cost+1)e*t + C.
Damit erhalten wir die Lésung y(t) = cos?t —2cost+ 1+ Ce st

Welche der folgenden Anfangswertprobleme sind eindeutig 16sbar?
y(t) =cosy(t), y(0) =0 (1) 2y(t)y(t) =1, y(0)=0 (2)
90 = 3u®3, v =0 Q) g(t)zsiﬁ'j%“),ym):] (4)
y(t)? =4y(t), y(0)=0 (5) ylt) = —= y(0)=1 (6)

y(t)’

Losung: Die rechte Seite cosy(t) von (1) hangt nur von y ab, und die Ableitung —siny
von cosy nach y ist iiberall vom Betrag hochstens eins. Damit haben wir eine LIPSCHITZ-
Bedingung (mit LiPscHITZ-Konstante eins), und die Behauptung folgt aus dem Satz von
PI1CARD-LINDELOF.

Bei (2) sind y(t) = £/t zwei Losungen — zumindest wenn man fiir t = 0 damit zufrieden
ist, daB lim_,o 2y(t)y(t) = 1 ist. Eine Losung mit fiir t — 0 beschréankter Ableitung kann
es natiirlich nicht geben, denn fiir diese ware y(0) - y(0) = 0.

Bei (3) gibt sind s&mtliche Funktionen y(t) = Ct>/3 Losungen des Anfangswertproblems.
Bei (4) ist die partielle Ableitung %
dafl wir den Satz von PICARD-LINDELOF anwenden konnen; das Anfangswertproblem ist

also eindeutig 16sbar.

der rechten Seite nach y beschrankt, so



Bei (5) dagegen sind y(t) = t? und y(t) = 0 zwei verschiedene Losungen.
-1
Bei (6) schliefllich ist die partielle Ableitung y_2 beschrankt in der Umgebung eines Punk-

tes t mit y(t) = 1, also ist zumindest eine lokal eindeutige Lésung garantiert.

Finden Sie die allgemeine reelle Losung der folgenden Differentialgleichungen, und iiber-
legen Sie sich, wo t liegen muf}, damit diese Losungen existieren:

2 t
y(t) = e;(t) (1) y(t) = y(et)z (2) y(t) = ety (3)
2 2
N L T LA ="TUE g
tan & + tan 3
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Loésung: Bei allen diesen Differentialgleichungen funktioniert die Methode der Trennung
der Veranderlichen:
: t? (t) 2 2 t3
y(t):W(E)ey Yyt)dt=t" &< |eYdy= |t dt & ¢Y :§—|—C,
e
die allgemeine Losung von (1) ist also y =In (% + C), und sie existiert fiir t > — 3/3C.
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yt) = © 5 Jy(t)zy(t) d’c—Jet dt = ElOM —et+ Ce=y(t) = V3et+C

y(t)? 3

mit C = 3C. Da die Kubikwurzel R bijektiv auf sich selbst abbildet, existieren diese
Losungsfunktionen fiir alle t € R.

yt) =ettvt) —et. gv(V) o Jey(t)g(t) dt = Jet dt & —e Y —et 4+ C.

Die Lésungen von (3) sind also die Funktionen y(t) = —1In(C—e") ; sie existieren fiir
C>0und t<InC.

y(t)? y 3 FENCH
Die Losung existiert nicht im Punkt t = — */C und kann damit auch nicht iiber diesen

Punkt hinaus fortgesetzt werden.

2 3 3 L
g%ﬁ¢¢memuu_J¥m¢¢y? — T+l = Ve iC,

die Losung existiert fiir alle Werte von t.

y(t) =

YL +y(t)? MO J dy —J dt
Y a 1+1t2 1+y(t)2_]+t2 1—|—y2_ 1412
& arctany(t) = arctant 4+ C <= y(t) = tan(arctant + C) = %
—ttan

Mit C = tan C ist also
t+C
y(t) =

1—-Ct’

Die Lésung existiert in allen Intervallen, die den Punkt t = % nicht enthalten.




f) Lésen Sie die folgenden Anfangswertprobleme und geben Sie jeweils an, wo die Losungen

existieren:
N . _ . _
y(t) = "o mit y(0) =3 und mit y(0) 3 (1)
y(t) = sin? t - cos? y(t) mit y(0) = ; (2)
U(t) =1+yt)? mit y(0) =0 und mit y(0)=1 (3)
yt) )+ (T+y()?)sint=0 mit y(0)=1 (4)

Losung: Hier geht es in allen Fallen um Differentialgleichungen mit getrennten Verander-
lichen.
Unter der Anfangsbedingung y(0) = 3 ist

aquivalent zu

y
Jndn:JTdT oder yj ;Z_'

Multiplikation mit zwei und Auflésen nach y macht daraus y = v/9 + tZ, denn wegen der
Anfangsbedingung y(0) = 3 kommt fiir die Wurzel nur das positive Vorzeichen in Frage.
Ist dagegen y(0) = —3, so miissen wir zwar links ab —3 integrieren, bekommen aber fiir
y? trotzdem dasselbe Ergebnis, da auch (—3)? = 32 ist. Beim Wurzelziehen aber miissen
wir jetzt das negative Vorzeichen nehmen, d.h. y(t) = —v/9 + t2.

. . y(t .

y(t) =sin? t - cos? y(t) & L =sin®t

cos?y(t)

wird unter der Anfangsbedingung y(0) = 7 &quivalent zu

sintcost.
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Da 7/4 im Winkelmaf 45° sind, ist tan 7 = 1, also y(t) = arctan (1 + 51— %sintcos t) .

y(t)

_
T4+ y(t)?

yt) =14y(t)?

wird unter der Nebenbedingung y(0) = a zu

y t
J dn J dt oder arctany —arctana=t.
1412
a 0
Da arctan0 = 0 und arctan 1 = 7 ist, folgt
(t) = tant fiir y(0) =0
Y tan(t+ %) fiiry(0)=1"
. . y(t)y(t) .
tyt) + (1 t)?) sint =0 22 — —sint
y(ty(t) + (1 +y(t)7) sin S g
wird unter der Nebenbedingung y(0) = 1 dquivalent zu
{ nd ( 1
J nan :_JSianT oder z((ln(1+y2)—ln2) =cost—1.

1+n?
1
(Beim ersten Integrand ist der zweifache Zahler Ableitung des Nenners.) Damit ist

In(1+y(t)?) =2cost—2+1n2 und y(t)=+/2e2c0st-2 1,



g)

h)

7)

k)

1960 wurde anhand der damals vorliegenden Daten (von drei amerikanischen Elektrotech-
nikern) vorgeschlagen, dafl die Weltbevolkerung N(t) zum Zeitpunkt t gemé&fl dem Gesetz
N(t) = aN(t)? wachsen sollte mit a > 0 und b > 1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung
dieser Differentialgleichung!

Losung: Wir schreiben die Gleichung um als N(t) ?N(t) = a; durch Integration wird
daraus N(t)!-b
1-b

Da 1 — b negativ ist, N(t) aber fiir jede realistische Lésung positiv, mul at + C negativ
sein. Schreiben wir C = —aty mit einer neuen Integrationskonstante ty, so bekommen wir

Nt P=ab-1)(to—t) und N(t)= 1 — . 1 ,

(ab—1)F7 (to—t)FT

=at+C oder N(t)'®=(at+C)(1—0).

wobei der Exponent })171 eine positive Zahl ist.

Diskutieren Sie das qualitative Verhalten der Losungsfunktionen!

Losung: Wesentlich ist natiirlich nur der zweite Faktor; der erste ist einfach eine Kon-
stante. Offensichtlich geht die Losung fiir t — to, also zu einem endlichen Zeitpunkt
gegen unendlich; nach diesem Modell wird also die Weltbevélkerung zu einem endlichen
Zeitpunkt unendlich grof.

Welche Bedingung muf} die Integrationskonstante C mindestens erfiillen, falls diese Glei-
chung fiir den gegenwartigen Zeitpunkt ein realistisches Modell sein sollte?

Losung: Offensichtlich mufl to > 2007 sein, denn noch ist die Weltbevilkerung end-
lich. Viel Zeit bleibt aber nicht mehr: Nach FOERSTER, MORA und AMIOT ist die beste
Schitzung fiir to Freitag, der 13. November 2026, um 13'3 Uhr; siehe ihre Arbeit Dooms-
day: Friday, 13 November, A.D. 2026 in Science 138, November 1960, Seite 1291-1295.

Finden Sie eine Differentialgleichung mit den Hyperbeln y? — t?> = C als Losungskurven!
Loésung: Wir suchen eine Differentialgleichung, deren Loésungen sich in der Form
Fly,t) =y’ —t*=C

schreiben lassen. Da die Ableitung einer Konstanten nach der Zeit verschwindet, miissen
wir dazu einfach F(y(t)) nach t ableiten und auf Null setzen:

4 Fy) =2

_ = 242y . _ _ : o+
m _dt(y(t) t9) =2y(t)y(t) —2t =0 oder y(t)y(t)—t=0.

Ditto fiir die Lemniskaten (y? + t2)? = 2C?(t> —y?)! (Hier kann man viel kirzen!)

Lésung: Um dies auf die Form F(y, t) = Konstante zu bringen, miissen wir durch t*> —y?
dividieren und erhalten

F(y,t) = =2C2.

Diese Funktion leiten wir besser nicht als ganzes ab, sondern berechnen die partiellen
Ableitungen nach y und t jeweils fiir sich; sobald wir diese kennen, haben wir auch die
Differentialgleichung 3 3

5y Fu(, W90 + 5, =0.

Hier ist
2 47 =y + )y H2y(yP + 7)) 2y(y? + )3t —y?)
oy (t2 —y?)? B (y2 —t2)?




und O )= 47 —yP) (Y + 1) = 2t(y* + t7)* _ 2t(y* + 7)) (t* —3y?)

The (2 —y2)? GG

wir haben also die Differentialgleichung
2y(t) (y(t)? +t2) 3> —y(1)?) .

(y(t)z—tz)z yt) =

2t(y(0)2 +2) (12 —3y(1)?)
()2 —1)*

(2 —v?)°*

2(2 +y(t)?

y(B) (382 —y(®)*))H(t) + t(t* - 3y(1)?) =0.

Die Losungskurven fiir C = 1 (innere Kurve), C = v/2 und C = 2 (dufere Kurve) sind
in der folgenden Zeichnung zu sehen:

’

die erheblich schoner aussieht, wenn wir sie noch mit ) multiplizieren zu

1

0.5

2 1

—0.5

=1

) Hat diese Differentialgleichung auch noch weitere Losungskurven?

Losung: Ja, natiirlich: Die Kurven, bei denen C? durch einen negativen Wert ersetzt
wird, sind auch Losungen, wenn auch keine sehr verschiedenen: Sie entstehen aus den
angegebenen durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden.



