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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 8. November 2007

e ¢ ¢ Wenn Sie die Beispielaufgaben der letzten Woche o o o
e ¢ ¢ noch nicht vollstindig verstanden haben, e e o
e o ¢ sollten auch davon einige wiederholt werden. e e o

Schreiben Sie die Differentialgleichung
) +u(t) +y(t)=0

um in ein dquivalentes System von Differentialgleichungen erster Ordnung, und bestimmen
Sie so ihre Ldsung!

Loésung: Wir fithren den neuen Namen z(t) fiir y(t) ein und erhalten dann das System

<i(t)i(tl:(tz)(t—)z(t)) oder (3((:))>:<—? —}) (%)

Die Matrix hat das charakteristische Polynom

A 1 B 32 B 2 3
‘_] _]_}\‘—7\(7\+1)+1—?\ +7\+1_<7\+§) +3
die Eigenwerte sind also
1, V3,
A1/2——z:|:71.

Damit sind alle Losungsfunktionen Linearkombinationen von e~/ 2£1v/3/2)t | Die reellen
Losungen lassen sich allerdings iibersichtlicher darstellen als die reellen Linearkombina-
tionen von e /2 cos(v/3t/2) und e /2 sin(v/3t/2).

Losen Sie die Differentialgleichung y3) (t) — {j(t) + y(t) —y(t) = 0!
Losung: Die charakteristische Gleichung ist
M —A+A-1=0.

VIETE schlagt die Lésungskandidaten +1 vor, von denen offensichtlich nur A = 1 wirklich
eine Losung ist. Die beiden anderen erhdlt man entweder durch Polynomdivision

A=A+ A=1):(A=1)=A2+1

oder nach VIETE: Ihre Summe muf3 null sein und ihr Produkt eins, also kommen nur 1
und —i in Frage. Die allgemeine Losung ist daher

y(t) = ae* + be'* +ce ' =ae' + Bcost+ysint

mit beliebigen Konstanten a,b,c, 3,y € R.

Losen Sie die Differentialgleichung y*) (t) + 4y ) (t) + 6{(t) 4+ 4y(t) + y(t) =0!
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Losung: Wer die binomische Formel kennt, sieht sofort, dafl die charakteristische Glei-
chung hier
MEANS +6N+A+1=A+1)" =0

ist; wir haben also die vierfache Nullstelle A = —1. Die allgemeine Losung ist somit

yt) = (at> +bt? +ct+d)e”t mit a,b,c,deR.

Bestimmen Sie Basen sowohl fiir den reellen als auch den komplexen Losungsraum der
Differentialgleichung y*) (t) — 4y3)(t) + 8y(t) — 8y(t) + 4y(t) = 0!
Hinweis: N* —4X\3 + 8\ — 8\ +4 = (A2 — 22 4 2)?

Losung: Nach dem Hinweis ist die linke Seite der charakteristischen Gleichung Quadrat
des Polynoms
A —2A+2=A-1)2+1,

die Nullstellen sind also 1 & 1 mit, beziiglich der charakteristischen Gleichung, Vielfach-
heit jeweils zwei. Eine mogliche Basis des komplexen Losungsraums bilden daher die vier
Funktionen

e(H—i)t’ e(l—i)t’ te1+Ut  4nd te(1—i)t;

eine andere, die gleichzeitig Basis des reellen Lésungsraums ist, bilden die Funktionen

etcost, e'sint, te'cost und te'sint.

Bestimmen Sie die samtlichen reellen Losungen der folgenden Differentialgleichungen:
U(t) +4y(t) + 13y(t) = 40sin 3t (1)
3)(t)+3y( t)+3y(t) +y(t) = cost (2)
(1) +§(t) + () +y(t) = 80sin3t 3)
y (1) —T6y(t) = 80 — 48t (4)
D (t) + 8y (t) + 16y(t) = 400 (5)

Losung: (1) hat die charakteristische Gleichung
A +AN+13=(A+2)>+9=0

mit den beiden Wurzeln —2 4 3i. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist also
eine Linearkombination der beiden Funktionen e 2! cos3t und e 2*sin 3t.

Da (1) die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung mit nichtverschwinden-
dem Dampfungsterm ist, wissen wir, dafl es eine ungedampfte Losung gibt, die mit der
anregenden Frequenz schwingt. Setzen wir

y(t) = acos3t + bsin3t,
so ist y(t) = —3asin3t + 3bcos 3t und {j(t) = —9a cos 3t — 9b sin 3t, also
y(t) +4y(t) + 13y(t) = (4a + 12b) cos 3t + (4b — 12a) sin 3t.
Dies muf} gleich der rechten Seite von (1) sein, d.h.

4a+12b=0 und 4b—12a=40.



Die erste Gleichung ist dquivalent zu a = —3b, und damit wird die zweite zu 4b+36b = 40,
d.h. b =1 und a = —3. Die allgemeine Lésung von (1) ist daher

y(t) = —3cos 3t + sin 3t + e 2(C; cos 3t + C; sin 3t), Ci,Cr eR.

Die charakteristische Gleichung von (2) ist
M43 43N +T1=A+1)3=0

mit der dreifachen Nullstelle A = —1; der Losungsraum der der homogenen Gleichung wird
also aufgespannt von e, te™! und t?et.

Da die rechte Seite eine reine Schwingung ist, konnen wir spekulieren, daf3 es unter den
Losungen von (2) vielleicht eine reine Schwingung derselben Frequenz gibt, versuchen also
unser Gliick mit dem Ansatz y(t) = acost+ bsint. Dann ist

y® (1) 4+ 37(t) + 3y(t) +y(t) = (2b — 2a)cost — (2a + 2b) sint;

unsere Spekulation war somit erfolgreich, falls wir a, b € R finden kénnen mit 2(b—a) =
und a+b = 0. Einsetzen von b = —a in die erste Gleichung ergibt —4a =1, alsoist a = —

und b = 2—1. Damit kennen wir die allgemeine Losung

1
1
1

1 1
y(t):—Zcost+Zsint+e*t(Co+C1t+C2tz) mit Cy,Cq1,Cr € R.

Die charakteristische Gleichung A3 +A% +A+1 = 0 von (3) hat offensichtlich die Nullstelle
A = —1; Division der rechten Seite durch (A + 1) oder der Satz von VIETE zeigen, dafl
A = +i die beiden anderen sind. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist also

y(t):Coe_t+C1cost+Czsint mit Cpy,Cq,Cr €R.

Der Ansatz
y(t) = acos3t+ bsin3t

fiir eine reine Schwingung mit der Kreisfrequenz drei der rechten Seite fiihrt auf

y3 () +9(t) +ut) + y(t) = —(8a + 24b) cos 3t + (24a — 8b) sin 3t .

Dies ist gleich 80sin3t, wenn 8a + 24b = 0, also a = —3b und 24a — 8b = 80 oder
—80b = 80, also b = —1 ist. Damit kennen wir die allgemeine Ldsung

y(t) =3cos3t —sin3t + Coe '+ Cycost+ Cpsint mit Cy,Cq,Cr €R.

(4) hat die charakteristische Gleichung A*—16 = 0 mit Wurzeln +2 und +2i; die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung ist also

y(t) = Cre?t + Cre 2t + C3cos 2t + Cysin2t.

Die rechte Seite von (4) ist linear; wir kénnten also rein spekulativ versuchen, ob es
vielleicht eine lineare Losung y(t) = at + b gibt. Deren vierte Ableitung verschwindet
natiirlich, d.h. fiir eine solche Lésung miifite

—16y(t) =80 —48t oder y(t)=3t-—5

sein. Da die vierte Ableitung dieser Funktion verschwindet, ist sie tatsdchlich eine Losung.
Die allgemeine Lésung von (4) ist somit

y(t) =3t—5+ Cre?t + Cre 2t + C3cos2t + Cysin2t mit C;,Cz,C3,Cq €R.

(5) schliefllich hat die charakteristische Gleichung
A+ +16= (A +4) =0
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mit den jeweils doppelten Nullstellen A = +2i. Der Losungsraum der homogenen Glei-
chung wird also aufgespannt von den Funktionen

cos2t, sin2t, tcos2t und tsin2t.

Wenn wir sehr mutig sind, konnen wir hoffen, daf es vielleicht eine konstante Lésng von (5)
gibt. Deren sdmtliche Ableitungen verschwinden, also mufl 16y(t) = 400 oder y(t) = 50
sein, was die Differentialgleichung auch tatséchlich 16st. Die allgemeine Loésung von (5) ist
daher

y(t):50+(C1t+C2)cos2t+(C3t+C4)sin2t mit C],Cz,C3,C4€R.

Losen Sie die Differenzengleichung x, =X 1 —Xn_2 mit xgo =3 und x; =5!

Losung: Das charakteristische Polynom A> — A + 1 hat die Nullstellen A, )2 = %(1 +1v/3),
d.h.
Xn = aAl" +bA} mit a,beC.

Die Bedingungen xo = 3 und x; = 5 fithren auf das lineare Gleichungssystem

a+b=3 und %(1+i\/§)+§(1—i\/§): a—;—b+1(a—2b)\/§:5'

Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung gibt

i(a—b)V3 3 7 7 7iV3
—————=5—-——-=- oder a—-b=—+=— .
2 272 iv3 3

Zusammen mit a + b = 3 ergibt dies

1 7iV3 1 7iV/3
a—§<3— 3 ) und b—§<3+ 3 )

1 73\ (1+iv3)\ 1 7iv3) (1=iv3\
() (520) 2 () ()

Was ist X1000000 ?

Also ist

Lésung: Da ?\?/2 = —1 ist, ist ?\?/2 =1, d.h. x,, ist periodisch mit Periode sechs. Somit
ist X1 000000 = %4. Dies 148t sich am schnellsten iiber die Rekursionsvorschrift berechnen:

X2 = X1 —onz, X3 = X2 —X1 :—], X4:X3—X2:—3.

Also ist X1000000 = -3.



