
K
ap

ite
l

2
M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

Im
le

tz
te

nK
ap

ite
lh

at
te

nw
ir

lin
e

a
re

F
un

kt
io

ne
nz

w
is

ch
en

V
ek

to
rr̈a

um
en

be
tr

ac
ht

et
,in

sb
es

on
de

rea
ls

o
au

ch
F

un
kt

io
ne

nv
on

�� na
ch

�� .
U

m
so

lc
he

F
un

kt
io

ne
n

so
ll

es
au

ch
in

di
es

em
K

ap
ite

lg
eh

en
,a

lle
rd

in
gs

la
ss

en
w

ir
nu

n
di

e
Fo

rd
er

un
gd

er
Li

ne
ar

iẗa
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ch
ei

st
.

–1

–0
.5

0

0.
5

1

x

–1

–0
.5

0

0.
5

1

y

1.
5

1.
6

1.
7

1.
8

1.
92

A
bb

.2
5:

G
ra

ph
de

r
F

un
kt

io
n

' (

(	)* )
=

& 4

+( 2

+* 2

E
in

e
an

de
re

M
ög
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ẗu

rli
ch

au
fd

as
E

in
he

its
qu

ad
ra

tal
s

de
m

D
efi

ni
tio

ns
be

-
re

ic
h

vo
n

� .

–1

–0
.50.
51

–1
–0

.5
0.

5
1

A
bb

.2
6:

N
iv

ea
ul

in
ie

n
de

r
F

un
kt

io
n

' (

(	)* )
=

& 4

+( 2

+* 2

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
��
6

Fü
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rü

be
rf

or
de

rn
,a

be
rd

ie
Fa

rb
da

rs
te

llu
ng

zw
ei

er
D

im
en

si
on

en
et

w
a

du
rc

h
ei

ne
Lu

m
in

an
z-

un
d

ei
ne

C
hr

om
in

an
zko

or
di

na
te

is
td

ur
ch

-
au

sa
ns

ch
au

lic
h.

E
in

ei
ge

ne
sF

or
sc

hu
ng

sg
eb

ie
tde

rM
at

he
m

at
ik

un
d

In
fo

rm
at

ik
,d

ie
V

i-
su

al
is

ie
ru

ng
,b

es
cḧ
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fü

r
ei

ne
st

et
ig

e
F

un
kt

io
n

� is
t

au
ch

7 �7

ei
ne

st
et

ig
e

F
un

kt
io

n)
un

d
si

e
ha

td
ie

E
ig

en
sc

ha
fte

na
)

bi
s

c)
:

a
)

un
d

b
)

si
nd

,w
ie

in
de

n
m

ei
st

en
Fä
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dü

nn
eS

ch
ic

ht
en

un
d

B
eu

gu
ng

sp
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fü

rd
ie

et
w

as
w

ei
te

rv
om

N
ul

lp
un

kt
en

tfe
rn

te
n

� -W
er

te
;b

ei

� =0
si

eh
ta

lle
sh

ar
m

lo
su

nd
zi

em
lic

h
eb

en
au

s.

-0
.1

-0
.0

5
0

0.
05

0.
1

x

-0
.1

-0
.0

5
0

0.
05

0.
1

y

-1

-0
.50

0.
51

A
bb

.2
7:

Is
td

ie
se

F
un

kt
io

n
st

et
ig

?

N
un

is
t

de
ra

bg
eb

ild
et

eG
ra

ph
na

ẗu
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ẗa

t
in

G
öt

tin
ge

n.
19

33
ve

rlo
r

er
se

i-
ne

n
do

rt
ig

en
Le

hr
st

uh
l,d

en
n

di
e

S
tu

de
nt

en
bo

yk
ot

ie
r-

te
n

se
in

eV
or

le
su

ng
en

,da
si

e
m

ei
nt

en
,s

ie
kö
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fü

rk
le

in
e

�

� (

� +

� )

�� (

� )+

��{ (

� ),
is

t,
d.

h.
di

e
F

un
kt

io
n

� si
eh

ti
n

ei
ne

rh
in

re
ic

he
nd

kl
ei

ne
n

U
m

ge
bu

ng
vo

n

� au
sw

ie
ei

ne
lin

ea
re

F
un

kt
io

n.
D

ie
A

bb
ild

un
ge

n2
9

bi
s

32
ze

ig
en

di
es

fü
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öß

er
t

w
ird

.

-1
.5-1

-0
.50

0.
51

1.
5

-4
-2

0
2

4
6

x

A
bb

.2
9:

G
ra

ph
de

r
F

un
kt

io
n

* =s
in

(
D

ie
s

l ä
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öß

er
un

g
si

eh
td

ie
F

un
kt

io
n

pr
ak

tis
ch

lin
ea

r
au

s



�6
[

H
öh
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ḧa

ng
ta

be
rt

ro
tz

de
m

ei
ne

re
ch

tg
ut

e
N

äh
er

un
gi

st
:

Fü
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fü
rd

as
au

ch
no

ch

� +

� in
(

L �M )l
ie

gt
,e

in
er

ee
lle

Z
ah

l0

3 �
3 1,

so
da

ß
gi

lt:

� (

� +

� )

$� (

� )

�

=

�{ (

� +�
� ).

D
er

D
if

fe
re

nz
en

qu
ot

ie
nti

st
al

so
gl

ei
ch

de
m

D
if

fe
re

nt
ia

lq
uo

tie
nt

an
ei

-
ne

m
Z

w
is

ch
en

pu
nk

t.

Z
um

B
ew

e
is

be
tr

ac
ht

en
di

e
F

un
kt

io
n

~ :� [0

� 1]

��

�
%�
� (

� +�
� )

$�
O � (
� +
� )

$� (

� )P

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
�6
e

η
x+

  h
x+

h
x

A
bb

.3
3:

A
n

ei
ne

m
Z

w
is

ch
en

pu
nk

ti
st

di
e

Ta
ng

en
te

pa
ra

lle
lz

ur
S

eh
ne

W
eg

en
de

rS
te

tig
ke

it
vo

n
� is

t
au

ch

~ ein
e

st
et

ig
eF

un
kt

io
n;

si
e

m
uß

al
so

im
In

te
rv

al
l[

0� 1
]m

in
de

st
en

se
in

E
xt

re
m

um
an

ne
hm

en
.D

a

~ (0)
=

~ (1)
=

� (

� )is
t,

w
ird

di
es

es
E

xt
re

m
um

in
ei

ne
m

in
ne

re
nP

un
kt�

vo
n

[0

� 1]
an

ge
no

m
m

en
,un

d
do

rt
is

t
~{ (� )

=

�{ (

� +�
� ):
� $
O � (

� +

� )

$� (

� )P =
0

,

al
so

�{ (

� +�
� )

=

� (

� +

� )

$� (

� )

�

,

w
ie

be
ha

up
te

t.

Fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
07

0.
8

0.
9

1
1.

1
1.

2

x

0.
8

0.
9

1
1.

1
1.

2

y

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6 A

bb
.3

6:
N

oc
hm

al
ig

e
V

er
gr

öß
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Fü

re
in

eF
un

kt
io

n

� :

��
��

ka
nn

di
e

da
nn

ei
nz

ei
lig

eJ
A

C
O

B
I-M

at
rix

m
it

ei
ne

m
V

ek
to

ra
us

�� id
en

tifi
zi

er
tw

er
de

n;
di

es
er

V
ek

to
r

gr
ad

� (

� )= de
f

�� (

� )= de
f

C D� 1 . . . � �
E F

he
iß

tG
ra

d
ie

n
tv

on

� im
P

un
kt

��
� .

D
as

S
ym

bo
l

� si
eh

tz
w

ar
au

sw
ie

ei
n

gr
ie

ch
is

ch
er

B
uc

hs
ta

be
,is

ta
be

r
ke

in
er

;e
s

is
t

ei
n

au
fd

en
K

op
f

ge
st

el
lte

sg
ro

ß
es

D
el

ta
(

� ).

�� w
ird

”N
ab

la
f“

au
sg

es
pr

oc
he

nna
ch

de
m

gr
ie

ch
is

ch
en

W
or

t

��
� ; �

=
Le

ie
r;

di
e

B
ez

ei
ch

nu
ng

w
ur

de
ei

ng
ef̈

uh
rt

vo
n

de
m

iri
sc

he
nM

at
he

m
at

ike
rW

IL
-

LI
A

M
R

O
W

E
N

H
A

M
IL

T
O

N
,d

en
di

e
Fo

rm
vo

n

� an
ei

ne
Le

ie
re

rin
ne

rt
e.

W
IL

LI
A

M
R

O
W

E
N

H
A

M
IL

T
O

N
(1

80
5–

18
65

)w
ur

de
in

D
u-

bl
in

ge
bo

re
n;

be
re

its
m

it
f ü
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iẗa
t

B
er

lin
un

d
ab

18
26

in

K
ön

ig
sb

erg
le

hr
en

ko
nn

te
.1

83
2

w
ur

de
er

do
rt

P
ro

fe
ss

or.
Z

eh
n

Ja
hr

es
p̈a

te
rm

uß
te

er
au

s
ge

su
nd

he
itl

ic
he

nG
r ü
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fü

rj
ed

en
V

ek
to

r

�^� gi
lt

�O �

+

� �P =

� (

� )+

�O� �
P +

} (@
�^�@ ),



��
�

H
öh
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nn

en
w

ir
au

ch
be

id
en

üb
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
07

Fü
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fü
rd

ie
M

at
he

m
at

ike
rd

es
18

.J
ah

rh
un

de
rt

sw
ie

N
IC

O
LA

U
S

I.
B

E
R
-

N
O

U
LL

I,
de

r1
71

9
da

r̈u
be

rs
ch

rie
b,

L
E

O
N

A
R

D
E

U
LE

R
(1

73
0)

,J
O

S
E

P
H-

L
O

U
IS

L
A

G
R

A
N

G
E

(1
77

2)
un

d
vi

el
e

an
de

re
al

s
se

lb
st

ve
rs

ẗa
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ḧa

n
g

ig
e

r
Vo

ra
u

ss
e

t-
zu

n
ge

n
zu

m
B

ew
e

is
d

e
sS

a
tz

e
s

Ù Ù rOÙ� (

Q Tr ) Ù Q
P =

Ù Ù QOÙ� (

Q Tr ) Ù r
P .

A
ls

G
eg

en
be

is
pi

elb
et

ra
ch

te
te

rd
ie

in
A

bb
ild

un
g

38
da

rg
es

te
llt

eF
un

k-
tio

n

� (

���� )
=

# �2
ar

ct
an

Q r
$�2

ar
ct

an

r Q
fü
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fü

ra
lle

��
� un

d
al

le


Ú�Õ

m
it

1

"
Ú�
Õ "
 .

B
ew

e
is

:D
a

be
id

er
pa

rt
ie

lle
nD

if
fe

re
nt

ia
tio

na
lle

V
ar

ia
bl

en
au

ß
er

ei
ne

r
al

s
ko

ns
ta

nt
be

tr
ac

ht
et

w
er

de
n,

kö
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üb
er

de
n

A
us

dr
uc

k

� (

� +

� ��

+

� )

$� (

����

+

� )

$� (

� +
� �� )

+

� (

���� )

��

fü
r

� ��
� 0;

es
lie

gt
al

so
na

he
,s

ic
h

di
es

en
A

us
dr

uc
kg

en
au

er
an

zu
-

sc
ha

ue
n.

Fü
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ẗ u
rli

ch
k ö
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hö
he

re
rO

rd
nu

ng
be

tr
ac

ht
et

,z
ei

gt
,d

aß
ei

ne
F

un
kt

io
n

� �
N 2 (

�à�� )
zw

ei
fa

ch
di

ff
er

en
zi

er
ba

ris
t,

un
d

da
ß

en
ts

pr
ec

he
nd

ei
ne

F
un

kt
io

n

� au
s

NØ (

�à�� )
bi

s
au

fe
in

en
F

eh
le

rd
er

G
rö
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tḧ

al
tu

n-
te

ra
nd

er
em

TA
Y

LO
R

-P
ol

yn
om

e(
di

e
in

S
pe

zi
al

f̈ al
le

n
be

-
re

its
L

E
IB

N
IZ

,
N

E
W

TO
N

un
d

an
de

re
nb

ek
an

nt
w

ar
en

),
so

w
ie

di
e

M
et

ho
de

de
rp

ar
tie

lle
n

In
te

gr
at

io
n.

W
ei

te
re

B
üc
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ög

lic
h,

be
is

pi
el

sw
ei

se
lä
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nö
tig

en
fa

lls

� n
oc

h
et

w
as

ve
rk

le
in

er
n,

kö
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nä

ch
st

es
m

üs
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fü
r

da
sa

uc
h

no
ch

� +

� in

õ lie
gt

,i
st

na
ch

D
efi

ni
tio

n
vo

n

�

èO �

+

� �� (

� +

� )

P =
0

.

A
nd

er
er

se
its

kö
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Fü
r

 =
1

is
t

je
de

 �
 - ”M

at
rix

“
sy

m
m

et
ris

ch
,e

s
gi

bt
al

s
ke

in
en

an
tis

ym
m

et
ris

ch
en

A
nt

ei
l.

Fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
07

(D
er

L
A

P
LA

C
E-

O
pe

ra
to

ris
tä

lte
ra

ls
D

iv
er

ge
nz

,G
ra

di
en

t,R
ot

at
io

nu
nd

so
w

ei
te

r;
er

sp
ie

lt
ei

ne
gr

oß
e

R
ol

le
so

w
oh

lb
ei

W
el

le
n

al
s

au
ch

be
i

P
ot

en
tia

lfe
ld

er
n.

H
A

M
IL

T
O

N
w

äh
lte

da
s

Z
ei

ch
en

� in
A

nl
eh

nu
ng

an
di

es
en

O
pe

ra
to

r;f
or

m
al

ka
nn

m
an

� =

� :
� sc

hr
ei

be
n.

)

A
uc

h
di

e
R

ot
at

io
n

ei
ne

s
G

ra
di

en
te

nf
el

ds
lä
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re

in
lin

ea
re

sV
ek

to
rf

el
d

� < :

��
��
� ;

� %
�Y
� � m

it

Y
��
�X �

is
t

di
v

� < =

� \ � =
1

� < � � � �

=

� \ � =
1

L �� =
S

pu
rY

un
d,

im
Fa

lle

 =3
,

ro
t

� < =

� L 32

$L 23

L 13

$L 31

L 21

$L 12

� ;

fü
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ẗo

rt
,i

nd
em

w
ir

in
ei

ne
m

ka
rt

es
is

ch
en

K
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
re

ch
ne

te
n.

H
ie

r
w

ol
le

n
w

ir
un

s
be

sc
ḧa
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Fü
r

ei
ne

F
un

kt
io

n

� (

���� )
au

fe
in

er
Te

ilm
en

ge
de

s

� 2 kö
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ch
en

l =
ko

n
st

a
n

tZ
yl

in
de

rs
in

d.
In

sb
es

on
de

rei
st

di
e

K
oo

rd
in

at
el

hi
er

ni
ch

tm
eh

rg
le

ic
h

de
m

A
bs

ta
nd

ei
ne

s
P

un
kt

es
vo

m
N

ul
lp

un
kt

,s
on

de
rn

gl
ei

ch
de

m
A

bs
ta

nd
vo

n
de

r

x -Ac
hs

e.

D
a

di
e

x -Ko
or

di
na

te
de

sk
ar

te
si

sc
he

nK
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
s̈ub

er
no

m
m

en
w

ird
,b

ra
uc

he
nw

ir
fü
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Ä
qu

at
or

,d
.h

.
de

rS
ch

ni
ttk

re
ise

in
er

K
ug

el
um

de
nN

ul
lp

un
kt

m
it

de
r(

���� )
-E

be
ne

n,d
ie

B
re

ite
N

ul
lh

at
,is

te
si

n
de

rM
at

he
m

at
ik

,P
hy

si
k

un
dT

ec
hn

ik
üb
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