
K
ap

ite
l

2
M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s

Im
le

tz
te

nK
ap

ite
lh

at
te

nw
ir

lin
e

a
re

F
un

kt
io

ne
nz

w
is

ch
en

V
ek

to
rr̈a

um
en

be
tr

ac
ht

et
,in

sb
es

on
de

rea
ls

o
au

ch
F

un
kt

io
ne

nv
on

�� na
ch

�� .
U

m
so

lc
he

F
un

kt
io

ne
n

so
ll

es
au

ch
in

di
es

em
K

ap
ite

lg
eh

en
,a

lle
rd

in
gs

la
ss

en
w

ir
nu

n
di

e
Fo

rd
er

un
gd

er
Li

ne
ar

iẗa
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Fü
r

F
un

kt
io

ne
nv

on
m

eh
ra

ls
zw

ei
V

er̈
an

de
rli

ch
en

is
t

di
e

V
is

ua
lis

ie
-

ru
ng

na
tu

rg
em̈

aß
sc

hw
ie

rig
er

;w
ir

k ö
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td

er
N

or
m

.

D
efi

ni
tio

n:
E

in
no

rm
ie

rt
er

V
ek

to
rr

au
m

is
te

in

� -
od

er

? -V
ek

to
rr

au
m

<

zu
sa

m
m

en
m

it
ei

ne
rA

bb
ild

un
g

@ :@ :

<
��

m
it

de
n

E
ig

en
sc

ha
fte

na
)

bi
s

c)
.

D
am

it
is

t
al

so
je

de
rE

U
K

LI
D

is
ch

e
od

er
H

E
R

M
IT

E
sc

he
V

ek
to

rr
au

m
in

s-
be

so
nd

er
ea

uc
he

in
no

rm
ie

rt
er

V
ek

to
rr

au
m

,e
sg

ib
ta

be
ra

uc
hn

or
m

ie
rt

e
V

ek
to

rr̈a
um

e,
de

re
nN

or
m

ni
ch

ts
m

it
ei

ne
m

S
ka

la
rp

ro
du

ktz
u

tu
n

ha
t:

B
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

er
f ü
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gä
be

es
ei

n
S

ka
la

rp
ro

du
kt

G mi
t

@ �98@ A
=

4 �98G
�98 ;so

w
är

e
et

w
a

im

� 2

H 1 0

I GH 1 0

I =

J�J�J�JH 1 0

IJ�J�J�J2 A

=
1

un
d

H 0 1

I GH 0 1
I =

J�J�J�JH 0 1

IJ�J�J�J2 A

=
1

,

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
��
K

al
so

1
=

J�J�J�JH 1 1

IJ�J�J�J2 A

=

HH 1 0

I +

H 0 1

II
GHH 1 0

I +

H 0 1

II
=

1+
1+

2

H 1 0

I GH 0 1

I

un
d

so
m

it

H 1 0

I GH 0 1

I =

$1 2
un

d

H 2 0

I GH 0 1
I =

$ 1.M
ith

in
w

är
e

4
=

J�J�J�JH 2 1

IJ�J�J�J2 A

=

HH 2 0

I +

H 0 1

II
GHH 2 0

I +

H 0 1

II

=
4

+
1

$ 2=
3

,

ei
n

of
fe

ns
ic

ht
lic

he
rW

id
er

sp
ru

ch
.

M
ax

im
um

sn
or

m
en

la
ss

en
si

ch
ni

ch
t

nu
r

f ü
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hr

te
zu

S
pa

nn
un

ge
nm

it
de

rT
he

ol
og

ie
;

m
eh

re
re

T
he

ol
og

en
ve

rö
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fü

r
je

de
n

P
un

kt

� =
(

� 1�``
`�
� � )

�
� gi

lt:
Fa

lls

7 � �
$� �
7 3
d is

tf
ür

al
le


 ,d
an

ni
st

7 � (

� )

$� (

� )7
3 a .
Im

E
in

di
m

en
si

on
al

en
ka

nn
m

an
de

rg
ra

ph
is

ch
en

D
ar

st
el

lu
ng

ei
ne

rF
un

k-
tio

n
le

ic
ht

an
se

he
n,o

b
si

e
st

et
ig

is
to

de
rn

ic
ht

;w
ir

w
ol

le
n

sc
ha

ue
n,w

ie
di

es
im

M
eh

rd
im

en
si

on
al

en
is

t.



��m

H
öh
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ch

st
es

m
öc
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öß
er

un
g

um
de

n
Fa

kt
or

fü
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üb
er

O
pt

ik
,D

yn
am

ik
un

d
A

lg
eb

ra
.

C
A

R
L

G
U

S
TA

V
JA

C
O

B
JA

C
O

B
I

(1
80

4–
18

51
)w

ur
de

in
P

ot
sd

am
al

s
S

oh
n

ei
ne

s
jü
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fü
rF

un
kt

io
ne

ne
in

er
V

er̈
an

de
rli

ch
er

:A
uf

di
es

eW
ei

se
is

td
ie

A
bl

ei
tu

ng
zw

ar
d

e
fin

ie
rt

,a
be

rs
ie

w
ird

–
au

ß
er

ha
lb

vo
n

A
nf

än
ge

rvo
rle

su
ng

en
–

pr
ak

tis
ch

ni
e

so
au

sg
er

ec
hn

et
.E
nt

sp
re

ch
en

ds
ol

lte
n

w
ir

au
ch

f ü
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nü
bl

ic
he

nR
eg

el
n

de
r

D
if

fe
re

nt
ia

lre
ch

nu
ng

fü
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aẗ
ur

lic
h

au
sd

er
E

xi
st

en
zd

es
G

ra
di

en
te

nn
ic

ht
di

e
D

if
fe

re
nz

ie
rb

ar
kei

td
er

F
un

kt
io

n;
si

eh
eo

bi
ge

s
B

ei
sp

ie
le

in
er

un
st

et
ig

en
F

un
kt

io
n,

f ü
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fü
r(

���� )
=

(0

� 0)
.

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
��
j

-2
-1

0
1

2

x

-2
-1

0
1

2

y

-0
.6

-0
.4

-0
.20

0.
2

0.
4

0.
6

A
bb

.3
8:

E
in

G
eg

en
be

is
pi

el
zu

m
V

er
ta

us
ch

un
gs

sa
tz

Ih
re

er
st

en
pa

rt
ie

lle
nA

bl
ei

tu
ng

en
si

nd

� Q (
���� )

=

# �
$ 2

� arc
ta

nr Q

fü
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fü

rj
ed

es

 

si
nh

� =

� _

1 \ � =
0

�2� +
1

(2


 +
1)

!
+

ä 2

� +1(0
�� )

,

so
nd

er
na

uc
hi

m
Li

m
es

si
nh

� =
A \ � =

0

�2� +
1

(2

 +

1)
!

.

Im
S

in
ne

de
r

ob
ig

en
D

efi
ni

tio
ne

n
is

t
al

so
de

r
C

o
si

n
u

sh
yp

e
rb

o
lic

u
s

an
al

yt
is

ch
im

N
ul

lp
un

kt
;t

at
s̈a

ch
lic

h
üb

er
ze

ug
tm

an
si

ch
le

ic
ht

,d
aß

er
so

ga
ra

na
ly

tis
ch

au
fg

an
z

� is
t.

E
in

e
F

un
kt

io
n

ka
nn

na
ẗu
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fü
r

,s =
0

du
rc

h

x =

$L�
$M
�

,



�K m

H
öh
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kö
nn

en
w

ir
an

ne
hm

en
,da

ß
di

es
fü
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fü
ra

lle

��
õ .



�[�

H
öh
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ch
ig“

ze
ic

hn
et

,w
ob

ei
di

e
L

än
ge

de
sV

ek
-

to
rs

pr
op

or
tio

na
lz

ur
F

lä
ch

e
de

s
ei

ng
ez

ei
ch

ne
te

nP
fe

ils
is

t,
ab

er
au

ch
da

sh
ilf

t
ni

ch
ts

eh
rv

ie
l.

-4-2024

y

-4
-2

0
2

4
x

A
bb

.4
1:

D
as

R
ic

ht
un

gf
el

d
zu

m
ob

ig
en

F
el

d

D
a

ge
ra

de
di

e
R

ic
ht

un
gs

eh
rw

es
en

tli
ch

fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
07

au
ch

di
e

M
en

ge

NØ (

�à��
� )

al
le

r

� -f
ac

h
st

et
ig

di
ff

er
en

zi
er

ba
re

rF
un

k-
tio

ne
nv

on

� na
ch

�� al
sM

en
ge

al
le

rF
un

kt
io

ne
n,

de
re

nK
om

po
ne

nt
en

� �
�N
Ø (

�à�� )

� -m
al

st
et

ig
di

ff
er

en
zi

er
ba

rs
in

d.

W
ie

be
is

ka
la

rw
er

tig
en

F
un

kt
io

ne
nü
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üb

er
leg

en
,w

ie
m

an
di

e
D

iv
er

ge
nz

ei
ne

sV
ek

to
rf

el
ds

ta
ts̈a

ch
lic

h
au

sr
ec

hn
et

.D
ie

D
iv

er
ge

nz
is

t

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
�e
�

na
ch

D
efi

ni
tio

n
gl

ei
ch

de
rS

pu
rd

er
JA

C
O

B
I-M

at
rix

,a
ls

o
is

t

di
v

� < =
S

pu
r

� î � (

� )=
S

pu
r

C ò�ò�òóDÙ � 1 Ù Q 1

Ù � 1 Ù Q 2

```
Ù � 1 Ù Q Ä

Ù � 2 Ù Q 1

Ù � 2 Ù Q 2

```
Ù � 2 Ù Q Ä

. . .
. . .

. .
.

. . .

Ù � Ä Ù Q 1
Ù � Ä Ù Q 2

```
Ù � Ä Ù Q Ä

E ô�ô�ôóF

=

� < 1 � � 1
+

� < 2 � � 2
+

:::

+

� < � � � �
.

G
en

au
so

w
ie

w
ir

de
n

G
ra

di
en

te
ne

in
er

sk
al

ar
w

er
tig

en
F

un
kt

io
n

� au
ch

al
s

�� sc
hr

ei
be

n,s
ch

re
ib

en
w

ir
di

e
D

iv
er

ge
nz

ei
ne

sV
ek

to
rf

el
ds

� < au
ch

al
s

�� < .
B

ei
de

sk
an

n
fo

rm
al

au
ch

al
s

P
ro

du
kt

b
zw

.
S

ka
la

rp
ro

du
kt

m
it

ei
ne

m
ve

kt
or

w
er

tig
en

O
pe

ra
to

rin
te

rp
re

tie
rtw

er
de

n:
�� =

C ò�ò�ò�DÙ Ù Q 1 Ù Ù Q 2 . . . Ù Ù Q Ä
E ô�ô�ô�F:�

=

C ò�ò�ò�DÙ� Ù Q 1 Ù� Ù Q 2 . . . Ù� Ù Q Ä
E ô�ô�ô�F

un
d

�� < =

C òóò�ò�DÙ Ù Q 1 Ù Ù Q 2 . . . Ù Ù Q Ä
E ôóô�ô�F
C òóò�ò�D< 1 < 2 . . . < �
E ôóô�ô�F=

� < 1 � � 1
+

� < 2 � � 2
+

:::

+

� < � � � �

.

D
ie

se
In

te
rp

re
ta

tio
nd

ar
fa

lle
rd

in
gs

ni
ch

tz
u

er
ns

tg
en

om
m

en
w

er
de

n,
de

nn
ob

w
oh

lS
ka

la
rp

ro
du

kt
un

d
P

ro
du

kt
m

it
ei

ne
m

S
ka

la
rb

ei
de

ko
m

-
m

ut
at

iv
si

nd
,i

st
w

ed
er

di
e

G
le

ic
hu

ng

�� <

=

� <�

no
ch

di
e

G
le

ic
hu

ng

�� =

� � au
ch

nu
ra

nn̈
ah

er
nd

si
nn

vo
ll,

ge
sc

hw
ei

ge
de

nn
ric

ht
ig

.

d)
V

ek
to

rp
ro

du
kt

un
d

R
ot

at
io

n
im

D
re

id
im

en
si

on
al

en

E
rin

ne
rn

w
ir

un
sz

un̈
ac

hs
ta

n
sy

m
m

et
ris

ch
eu

nd
an

tis
ym

m
et

ris
ch

eM
a-

tr
iz

en
:E

in
e

M
at

rix
he

iß
ts

ym
m

e
tr

is
ch
,w

en
ns

ie
gl

ei
ch

ih
re

rt
ra

ns
po

ni
er-

te
ni

st
,w

en
na

ls
o

L �Z =

L Z� i
st

fü
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üs

se
n

w
ir

zu
n̈a

ch
st

di
e

P
ro

du
kt

ed
er

K
oo

rd
in

at
en

ei
nh

ei
ts

vek
to

re
n

� � � ke
nn

en
.

D
a

si
e

al
le

sa
m

td
ie

L
än

ge
ei

ns
ha

be
nu

nd
pa

ar
w

ei
se

au
fe

in
an

de
rse

nk
-

re
ch

ts
te

he
n,

is
tk

la
r,

da
ß

da
sP

ro
du

kt
zw

ei
er

ve
rs

ch
ie

de
ne

rdi
es

er
V

ek
-

to
re

n
bi

s
au

fs
V

or
ze

ic
he

ng
le

ic
h

de
m

dr
itt

en
is

t;
da

sV
or

ze
ic

he
nh

än
gt

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
�e
K

ab
vo

n
de

rO
rie

nt
ie

ru
ng

de
s

K
oo

rd
in

at
en

sy
st

em
s.D

as
P

ro
du

kt
ei

ne
s

V
ek

to
rs

� � � m
it

si
ch

se
lb

st
is

tn
aẗ
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ẗu

rli
ch

ge
ra

de
da

sn
eg

a-
tiv

e
da

vo
n,

un
d

� � ��
� � � =

0.
F ü
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ß

ts
ic

h
fü
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üb
lic

he
nA

bl
ei

tu
ng

sr
eg

el
n

fo
lg

ts
of

or
t,

da
ß

� þ 1 � �

=

 

4

!a 0

H $3 2

I � :

2

�
���� ����5

=

$3

 

4

!a 0

�� ���� ����5
is

t,
un

d
an

al
og

is
ta

uc
h

� þ 2 � �

=

 

4

!a 0

H $3 2

I � :

2

�
���� ����5

=

$3

 

4

!a 0

�� ���� ����5
.

D
ie

� -Ko
m

po
ne

nt
ev

on
ro

t

� þ is
ts

om
it

� þ 2 � �
$� þ 1 � �

=
0

,

un
d

ge
na

us
öu

be
rz

eu
gt

m
an

si
ch

au
ch

vo
m

V
er

sc
hw

in
de

nd
er

an
de

re
n

K
om

po
ne

nt
en

.

S
om

it
is

ta
ls

o
da

sF
el

d
ei

ne
rP

un
kt

la
du

ng
au

ß
er

ha
lbd

es
P

un
kt

es
se

lb
st

so
w

oh
l

qu
el

le
n-

al
s

au
ch

w
irb

el
fr

ei
,

ge
na

u
w

ie
es

na
ch

de
n

M
A

X
-

W
E

LL
sc

he
nG

le
ic

hu
ng

en
au

ch
se

in
m

uß
.



�h �

H
öh
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

IS
S

20
07

D
ie

se
sL

em
m

aw
en

de
nw

ir
gl

ei
ch

an
au

fd
as

F
el

d

� Ó (

� );h
ie

ri
st

� ~ � �(

� )=

$ 2�
:õ

4

! (� 2
+

� 2 )2
un

d

� ~ � �(

� )=

$ 2� :
õ

4

! (� 2
+

� 2 )2
,

d.
h.

gr
ad

~ (� )
=

$ 2õ

4

! (� 2
+

� 2 )2

� � � 0

� .

S
om

it
is

t

� î # (

� )=

õ

4

! (� 2
+

� 2 )

� 0

$ 1
0

1
0

0
0

0
0

�

+

� 0

$ 1
0

1
0

0
0

0
0

�
� � � x� :

$ 2õ

4

! (� 2
+

� 2 )2

$ �
� 0

%

=

õ

4

! (� 2
+

� 2 )2

�
�

0

$�2

$�2
0

�2 +

�2
0

0
0

0
0

�

+

� $
� � 0

� :$
$ 2�
$ 2�

0

%
�

=

õ

4

! (� 2
+

� 2 )2

�
�

0

$�2

$�2
0

�2 +

�2
0

0
0

0
0

�

+

� 2

��

2

�2
0

$ 2�2

$ 2�
� 0

0
0

0

�
�

=

õ

4

! (� 2
+

� 2 )2

� 2

��
�2

$�2
0

�2

$�2

$ 2�
�

0
0

0
0

� .

D
ie

se
M

at
rix

is
ts

ym
m

et
ris

ch
un

d
ha

tS
pu

rN
ul

l,
d.

h
au

ch
hi

er
is

t

di
v

� Ó (

� )=
0

un
d

ro
t

� Ó (

� )=
� 0

,

un
d

au
ch

di
es

na
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üb

lic
h,

na
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fü
hr

tb
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

au
fd

ie
Fo

rm
el

� � =

� QQ +

� rr +

� ��

=

è áá +
2

è á l

+

è(''
l 2

si
n2

, +

è/.. l 2
+

è/.
l 2

ta
n

,.

A
ls

B
ei

sp
ie

lw
ol

le
n

w
ir

da
m

it
no

ch
ei

nm
al

di
e

D
iv

er
ge

nz
de

se
le

kt
ri-

sc
he

nF
el

ds
ei

ne
rL

ad
un

g

 im
N

ul
lp

un
kt

be
re

ch
ne

n:D
ie

se
er

ze
ug

te
in

P
ot

en
tia

l

û (l �
~ �, )

=

 

4

!a 0l,
da

sF
el

d
is

t

�^þ =

$ gra
d

û un
d

di
v

� þ =

$ div
gr

ad

û =

$�
û =

$
 

4

!a 0
H 2 l 3

+
2 l:

$ 1 l 2

I =
0

.

K
ap

.2
:M

eh
rd

im
en

si
on

al
e

A
na

ly
si

s
�j
K

§
3:

In
te

gr
al

re
ch

nu
ng

D
ie

In
te

gr
al

re
ch

nu
ng

is
t

ne
be

n
de

r
D

if
fe

re
nt

ia
lre

ch
nu

ng
di

e
zw

ei
te

w
ic

ht
ig

e
S ä
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