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WoLrcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschlige fiir die kleinen Ubungen am 4. Juni 2007

Die Funktion f: R? <. {(0,0)} — R? hinge, in Polarkoordinaten (r, @) geschrieben, nur ab
von ¢. Wie sehen die Niveaulinien von f aus?

Losung: Es sind Vereinigungen von Strahlen, die allesamt vom Nullpunkt ausgehen, die-
sen aber nicht enthalten.

Die Funktion f: R3 \ {(0,0)} — R? hinge, in Kugelkoordinaten (v, ¢,?d) geschrieben, nur
ab von ¥. Wie sehen die Niveauflichen von f aus?

L6sung: Es sind Vereinigungen von Kegeln mit dem Nullpunkt als (nicht darin enthalte-
ner) Spitze.

Das Vektorfeld V auf R? « {(0,0)} ordne dem Punkt mit Polarkoordinaten (T, @) den
Vektor (—ngn(p@) aus R? zu. Zeigen Sie, daB dieser Vektor in jedem Punkt (x,y) senkrecht
auf dem Ortsvektor (:) steht!

Losung: In Polarkoordinaten ist () = (15 ¢), und dieser Vektor hat in der Tat Skalar-

; ; Tsin @
produkt null mit (12;“(;").

Bestimmen Sie durch Ubergang zu Polarkoordinaten alle relativen Extrema der Funktion
f(x,y) = cos(x? + y?) +sin(x? + y?)!

Lo6sung: In Polarkoordinaten haben wir die Funktion

2 2

F(r, @) = f(rcos @, Tsin @) = cos(12 cos? @ + % sin’ @) + sin(r? cos® ¢ + ¥ sin” )

= cos (T‘Z) + sin(rz) .
Die Funktion f(x) = cosx + sinx hat Ableitung —sin x + cos x; dies verschwindet in allen
Punkten x, fiir die sinx = cosx ist, d.h. tanx =1 oder x = 7 + k7 fiir k € Z. Fiir k € Ny

ist das eine positive Zahl; die relativen Extrema von f liegen also auf den Kreisen

T:,/%[—f—k%r oder xz—l—yzzg—l—kg

Berechnen Sie A( (x,v,z) # (0,0,0) fiir beliebiges n € R \ {0} via Kugelko-

S R
X2 tyZizZ)
ordinaten, und zeigen Sie, dafl dies genau fiir n = % verschwindet!

mit k € Np.

Losung: In Kugelkoordinaten ausgedriickt haben wir die Funktion F(r,@,d) = 1/r?™.
Auf Grund der Formel
Af =1 +fyy + T2z
2F. Foo Foo Fo

—F+ L4200 %0
et +rzsin2{} 2 r2tand

ist daher
1 _-2n(-2n—-1) 2.-In _4n2—2n_2n(2n—1)

(XZ + yZ + ZZ)n - r2n+2 T.r2n+tl - r2n+2 - r2n+2

Dies verschwindet im positiven Bereich in der Tat genau fiir n = %
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Beschreiben Sie den Graphen der Betragsfunktion zwischen x = —3 und x = 3 durch ein
Kurvenstiick oder durch eine Kurve!

Losung: Da der Graph im Nullpunkt einen Knick hat, geht das nicht mit nur einem
Kurvenstiick; wir brauchen zwei. Eine Moglichkeit ist etwa

) [=3,00 = R? 4 v [0, 3] — R?
v teo (t,—t) oY tes (t, t)

Richtig oder falsch: Ein konservatives Vektorfeld ist quellenfrei.

Losung: Falsch, ist etwa V(x,y,z) —grad @(x,y,z) mit @(x,y,z) = x> +y? + 22, so ist
div V(X,U,Z) = A(p(X,y,Z) — 6.

Richtig oder falsch: Falls fiir zwei Vektorfelder V und W auf U C R™ und eine Kurve 2%
in U gilt J'y V.dx = j‘y W - dX, so ist V(x) = W(x) fiir alle Kurvenpunkte x = y(t).

Losung: Falsch; ist etwa y eine geschlossene Kurve, so verschwindet das Integral fiir
jedes beliebige konservative Vektorfeld. Da mit V auch jedes Vielfache von V konservativ
ist, fiihrt allein dies zu zahlreichen Gegenbeispielen.

Richtig oder falsch: Das Vektorfeld V(x,y) = ( ¥/ *Y})) hat eine Stammfunktion.
Losung: Falsch, denn die Ableitung der ersten Komponente nach y ist 2xy/(x? +y?)?,
die der zweiten nach x aber das negative davon. (Falls es eine Stammfunktion F gébe,
miifite beides gleich Fy, sein.)

Integrieren Sie das Vektorfeld V(X,y) = (f’;) langs des Dreiecks mit Ecken (1,0), (1,1)
und (0,0)!

Losung: Zunidchst miissen wir die drei Seiten des Dreiecks A als Kurvenstiicke darstellen
und die Tangentenvektoren dieser Kurvenstiicke bestimmen:

2
Y1: { 0,11 :]ER] 0 fithrt von (1,0) nach (1,1), vi(t) = (?)
2
Ya: { 0,11 :](R] 1oy fiihrt von (1,1) nach (0,0),  v2(t) = (j)
2
v3: { 0,11 :]i 0 fiihrt von (0,0) nach (1,0),  v3(t) = (2))
Damit ist
N ! 12 1
Vixuas= [vinmpma= [ (1) (7) a=[a-1,
1;1 E) ( 0
A 1 1 - 1 5 : 5
Vixulas= [Vinm)ame= [ ([} )( ar=-2f0-vrac=30-v| =3,
J J J 0
Y2 0 0 0
. 3 ! 0
Vi y)ds = [Virs(0)ys(t) at = <t2)<) - [oat=o,
1;3 0
und 51
JV(x,y)ds—J (x,y) ds+Jny ds+JV( ,y)d 1—§:§.

A Y1 Y2 Y3



k) Integrieren Sie das Vektorfeld W(x,y) = (2;3’) langs der beiden Teilbdgen des Einheits-

D)

0,100
m)Das Kurvenstiick y sei gegeben durch vy: { 1,

kreises, die den Punkt (1,0) mit (0, 1) verbinden!

Losung: Die iibliche Parametrisierung y(t) = (cos t, sint) des Einheitskreises durchlduft
diesen im mathematisch positiven Sinn, dem Gegenuhrzeigersinn also; um vom Punkt
(1,0) zu (0,1) zu kommen, miissen wir das Parameterintervall von 0 bis 71/2 betrachten.

Somit ist
%
v v [ sint Ztsint) [—sint
JW(X,U)dSZ W(COSt,Slnt) s dt:J COos Slrzl sin &t
cost cost sin“ t cost
Y 0

(—cos? t sin® t + cos? t sin®t) dt = 0.

O Ny O 3

Fiir den Uhrzeigersinn:

Wegen der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen kénnen wir den Kreisbogen im
Uhrzeigersinn durchlaufen, indem wir einfach den Parameter t durch —t ersetzen; wir
betrachten also das Kurvenstiick

v(t) = (cos(—t)) = < o8 t) mit Tangentenvektor v(t) = <_ sint) .

sin(—t) —sint —cost
Der Punkt (1,0) gehort zum Parameterwert null, und fiir t = 37/2 erhalten wir den

Punkt (0, 1); daher ist
(— cos? t sin t) (— sin t>
.2 dt
costsin“t —cost

5

<

J/W(x,y) ds

. —sint
(cost,—smt)( ) dt =
—cost

s

(cos® t sin®t — cos® t sin®t)dt =0.

Ol o

Ist eines der Vektorfelder V oder W konservativ?

Loésung: V ist nicht konservativ, da das Integral langs des (geschlossenen) Dreiecks A
nicht verschwindet.

Fiir W haben die beiden Integrale aus den vorigen Aufgaben denselben Wert, W ist aber
trotzdem nicht konservativ, denn gébe es eine Stammfunktion @, so waren Oy = x2y
und O, = xy? die beiden Komponenten von W; da diese stetig differenzierbar sind,

miifite nach dem Lemma von SCHWARZ

0 0

2 2
=—0,=—0, =

x oy T dx Y

sein, was offensichtlich fiir die meisten Punkte falsch ist.

m — R3
t— (2cos2t, 2sin2t, 3t)

Beschreiben Sie dieses Kurvenstiick geometrisch und berechnen Sie seine Bogenlédnge!

Losung: Es handelt sich um eine zylindrische Spirale vom Radius zwei, die hundert

Windungen hat und eine Héhe von 3007t. —4sin 2t
Der Tangentenvektor an y im Punkt y(t) ist y(t) = | 4cos2t |;sein Skalarprodukt mit
sich selbst ist 3

V(1) - y(t) = 16sin? 2t + 16cos? 2t + 9 =16 + 9 = 25,



er hat also in jedem Punkt die Lange fiinf. Die Gesamtlange der Spirale ist somit
1007

J 5dt =5007.
0

n) Berechnen Sie die Lange der Kurve y = coshx iiber dem Intervall [—c, c]!

Losung: In Parameterdarstellung konnen wir diese Kurve beispielsweise beschreiben

durch
[—c,cl — R? L 1
: t = .
Y { t— (t,cosht) mit y(t) sinh t

Somit ist die Bogenldnge gleich

C C C
J V14 sinh? t dt = J Vcosh? t dt = J coshtdt = sinh ¢ — sinh(—c) = 2sinhc.

—C —C —C



