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Themenvors
hl�age f�ur die kleinen �Ubungen am 4. Juni 2007a) Die Funktion f: R 2 r f(0; 0)g ! R 2 h�ange, in Polarkoordinaten (r;') ges
hrieben, nur abvon '. Wie sehen die Niveaulinien von f aus?L�osung: Es sind Vereinigungen von Strahlen, die allesamt vom Nullpunkt ausgehen, die-sen aber ni
ht enthalten.b) Die Funktion f: R 3 r f(0; 0)g ! R 3 h�ange, in Kugelkoordinaten (r;'; #) ges
hrieben, nurab von #. Wie sehen die Niveau
�a
hen von f aus?L�osung: Es sind Vereinigungen von Kegeln mit dem Nullpunkt als (ni
ht darin enthalte-ner) Spitze.
) Das Vektorfeld ~V auf R 2 r f(0; 0)g ordne dem Punkt mit Polarkoordinaten (r;') denVektor �- sin'
os' � aus R 2 zu. Zeigen Sie, da� dieser Vektor in jedem Punkt (x; y) senkre
htauf dem Ortsvektor �xy� steht!L�osung: In Polarkoordinaten ist �xy� = �r 
os'r sin'�, und dieser Vektor hat in der Tat Skalar-produkt null mit �- sin'
os' �.d) Bestimmen Sie dur
h �Ubergang zu Polarkoordinaten alle relativen Extrema der Funktionf(x; y) = 
os(x2 + y2) + sin(x2 + y2) !L�osung: In Polarkoordinaten haben wir die FunktionF(r;') = f(r 
os'; r sin') = 
os�r2 
os2'+ r2 sin2'�+ sin(r2 
os2'+ r2 sin2'�= 
os�r2�+ sin�r2� .Die Funktion f(x) = 
os x+ sin x hat Ableitung - sin x+ 
os x; dies vers
hwindet in allenPunkten x, f�ur die sin x = 
os x ist, d.h. tan x = 1 oder x = �4 + k�2 f�ur k 2 Z. F�ur k 2 N 0ist das eine positive Zahl; die relativen Extrema von f liegen also auf den Kreisenr =r�4 + k�2 oder x2 + y2 = �4 + k�2mit k 2 N 0 .e) Bere
hnen Sie � 1(x2+y2+z2)n ; (x; y; z) 6= (0; 0; 0) f�ur beliebiges n 2 R r f0g via Kugelko-ordinaten, und zeigen Sie, da� dies genau f�ur n = 12 vers
hwindet!L�osung: In Kugelkoordinaten ausgedr�u
kt haben wir die Funktion F(r;'; #) = 1=r2n.Auf Grund der Formel�f = fxx + fyy + fzz= Frr + 2Frr + F''r2 sin2 # + F##r2 + F#r2 tan#ist daher� 1(x2 + y2 + z2)n = -2n(-2n- 1)r2n+2 - 2 � 2nr � r2n+1 = 4n2 - 2nr2n+2 = 2n(2n- 1)r2n+2 .Dies vers
hwindet im positiven Berei
h in der Tat genau f�ur n = 12 .



f) Bes
hreiben Sie den Graphen der Betragsfunktion zwis
hen x = -3 und x = 3 dur
h einKurvenst�u
k oder dur
h eine Kurve!L�osung: Da der Graph im Nullpunkt einen Kni
k hat, geht das ni
ht mit nur einemKurvenst�u
k; wir brau
hen zwei. Eine M�ogli
hkeit ist etwa
1:Æ [-3; 0℄! R 2t 7! (t;-t) und 
2:Æ [0; 3℄! R 2t 7! (t; t) .
g) Ri
htig oder fals
h: Ein konservatives Vektorfeld ist quellenfrei.L�osung: Fals
h; ist etwa ~V(x; y; z) = grad'(x; y; z) mit '(x; y; z) = x2 + y2 + z2, so istdiv ~V(x; y; z) = �'(x; y; z) - 6.h) Ri
htig oder fals
h: Falls f�ur zwei Vektorfelder ~V und ~W auf U � Rn und eine Kurve 
in U gilt R
 ~V � d~x = R
 ~W � d~x, so ist ~V(x) = ~W(x) f�ur alle Kurvenpunkte x = 
(t).L�osung: Fals
h; ist etwa 
 eine ges
hlossene Kurve, so vers
hwindet das Integral f�urjedes beliebige konservative Vektorfeld. Da mit ~V au
h jedes Vielfa
he von ~V konservativist, f�uhrt allein dies zu zahlrei
hen Gegenbeispielen.
i) Ri
htig oder fals
h: Das Vektorfeld ~V(x; y) = � y=(x2+y2)-x=(x2+y2)� hat eine Stammfunktion.L�osung: Fals
h, denn die Ableitung der ersten Komponente na
h y ist 2xy=(x2 + y2)2,die der zweiten na
h x aber das negative davon. (Falls es eine Stammfunktion F g�abe,m�u�te beides glei
h Fxy sein.)
j) Integrieren Sie das Vektorfeld ~V(x; y) = �y2x2� l�angs des Dreie
ks mit E
ken (1; 0), (1; 1)und (0; 0) !L�osung: Zun�a
hst m�ussen wir die drei Seiten des Dreie
ks � als Kurvenst�u
ke darstellenund die Tangentenvektoren dieser Kurvenst�u
ke bestimmen:
1: Æ [0; 1℄! R 2t 7! (1; t) f�uhrt von (1; 0) na
h (1; 1) ; _
1(t) = �01�


2: Æ [0; 1℄! R 2t 7! (1- t; 1- t) f�uhrt von (1; 1) na
h (0; 0) ; _
2(t) = �-1-1�

3: Æ [0; 1℄! R 2t 7! (t; 0) f�uhrt von (0; 0) na
h (1; 0) ; _
3(t) = �10�Damit istZ

1 V(x; y)ds =

1Z
0 V�
1(t)� _
1(t)dt =

1Z
0
�t21��01�dt = 1Z

0 dt = 1 ,Z

2 V(x; y)ds =

1Z
0 V�
2(t)� _
2(t)dt =

1Z
0
�(1- t)2(1- t)2��-1-1�dt = -2 1Z

0(1- t)2 dt = 23 (1- t)3 ����10 = - 23 ,Z

3 V(x; y)ds =

3Z
0 V�
3(t)� _
3(t)dt =

1Z
0
� 0t2��10�dt = 1Z

0 0dt = 0 ,und Z
� V(x; y)ds = Z


1 V(x; y)ds+
Z

2 V(x; y)ds+

Z

3 V(x; y)ds = 1- 23 = 13 .



k) Integrieren Sie das Vektorfeld ~W(x; y) = �x2yxy2� l�angs der beiden Teilb�ogen des Einheits-kreises, die den Punkt (1; 0) mit (0; 1) verbinden!L�osung: Die �ubli
he Parametrisierung 
(t) = �
os t; sin t) des Einheitskreises dur
hl�auftdiesen im mathematis
h positiven Sinn, dem Gegenuhrzeigersinn also; um vom Punkt(1; 0) zu (0; 1) zu kommen, m�ussen wir das Parameterintervall von 0 bis �=2 betra
hten.Somit istZ

 ~W(x; y)ds = �2Z

0 ~W(
os t; sin t)�- sin t
os t�dt = �2Z
0
�
os2 t sin t
os t sin2 t��- sin t
os t�dt

= �2Z
0 (- 
os2 t sin2 t+ 
os2 t sin2 t)dt = 0 .F�ur den Uhrzeigersinn:Wegen der Periodizit�at der trigonometris
hen Funktionen k�onnen wir den Kreisbogen imUhrzeigersinn dur
hlaufen, indem wir einfa
h den Parameter t dur
h -t ersetzen; wirbetra
hten also das Kurvenst�u
k
(t) = �
os(-t)sin(-t)� = � 
os t- sin t� mit Tangentenvektor _
(t) = �- sin t- 
os t� .Der Punkt (1; 0) geh�ort zum Parameterwert null, und f�ur t = 3�=2 erhalten wir denPunkt (0; 1); daher istZ


 ~W(x; y)ds = 3�2Z
0 ~W(
os t;- sin t)�- sin t- 
os t�dt = 3�2Z

0
�- 
os2 t sin t
os t sin2 t��- sin t- 
os t�dt

= �2Z
0 (
os2 t sin2 t- 
os2 t sin2 t)dt = 0 .

l) Ist eines der Vektorfelder ~V oder ~W konservativ?L�osung: ~V ist ni
ht konservativ, da das Integral l�angs des (ges
hlossenen) Dreie
ks �ni
ht vers
hwindet.F�ur ~W haben die beiden Integrale aus den vorigen Aufgaben denselben Wert, ~W ist abertrotzdem ni
ht konservativ, denn g�abe es eine Stammfunktion �, so w�aren �x = x2yund �y = xy2 die beiden Komponenten von ~W; da diese stetig di�erenzierbar sind,m�u�te na
h dem Lemma von S
hwarzx2 = ��y�x = ��x�y = y2sein, was o�ensi
htli
h f�ur die meisten Punkte fals
h ist.
m)Das Kurvenst�u
k 
 sei gegeben dur
h 
:Æ [0; 100�℄! R 3t 7! �2 
os 2t; 2 sin 2t; 3t� .Bes
hreiben Sie dieses Kurvenst�u
k geometris
h und bere
hnen Sie seine Bogenl�ange!L�osung: Es handelt si
h um eine zylindris
he Spirale vom Radius zwei, die hundertWindungen hat und eine H�ohe von 300�.Der Tangentenvektor an 
 im Punkt 
(t) ist _
(t) = 0�-4 sin 2t4 
os 2t3

1A; sein Skalarprodukt mitsi
h selbst ist _
(t) � _
(t) = 16 sin2 2t+ 16 
os2 2t+ 9 = 16+ 9 = 25 ,



er hat also in jedem Punkt die L�ange f�unf. Die Gesamtl�ange der Spirale ist somit100�Z
0 5dt = 500� .

n) Bere
hnen Sie die L�ange der Kurve y = 
osh x �uber dem Intervall [-
; 
℄ !L�osung: In Parameterdarstellung k�onnen wir diese Kurve beispielsweise bes
hreibendur
h 
:Æ [-
; 
℄! R 2t 7! (t; 
osh t) mit _
(t) = � 1sinh t� .Somit ist die Bogenl�ange glei
h
Z
-

q1+ sinh2 t dt = 
Z

-
p
osh2 t dt = 
Z
-
 
osh t dt = sinh 
- sinh(-
) = 2 sinh 
 .


