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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 14. Mai 2007

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Untervektorraums x + 2y + 5z = 0 des R mit
seinem Standardskalarprodukt.

Losung: Zunéchst brauchen wir irgendeine Basis dieses Untervektorraums. Als Kern einer
surjektiven linearen Abbildung von R3 nach R ist er zweidimensional, und offensichtlich
sind die beiden Vektoren

. 2 . 5
b] = —1 und bz = 0
0 -1

zwei linear unabhédngige Elemente daraus.

Zur Konstruktion einer Orthogonalbasis nach GRAM-SCHMIDT setzen wir C; = by und
machen fiir ¢, einen Ansatz der Form ¢, = b, + ACj.

G & =0y A= 22 G
C1-C
5 2 2 2
bo-ai=| o]l-|=1]=10 und & -&;=|-1]|-|-1]=22+12=5.
-1 0 0 0
Somit ist A = —2 und
5 2 1
Cr = o]l -2 -1]= 2

—1 0 —1

Dieser Vektor hat die Lange v12 + 22 + 12 = v/4 = 2, und ¢; hat, wie wir bereits nach-
gerechnet haben, Linge /5. Daher bilden
2

1 1
— | -1 und = 2
V5 o 2\ 4
eine der gesuchten Orthonormalbasen.
2
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von R3, die den Vektor = | 1 | enthalt!
2

Lésung: Wir ergénzen zu irgendeiner Basis des R3> und wenden darauf das GRAM-
ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren an. Zur Rechenersparnis empfiehlt es sich, die
neuen Basisvektoren gleich so zu wahlen, daf} sie auf dem gegebenen Vektor b; senkrecht
stehen, also im Untervektorraum 2x +y + 2z = 0 liegen, z.B.

1 1

62 =1 -2 und ‘53 = 0

0 -1
Dann sind 51 und Ez bergits or'ghogonal zueinandgr, wir _{nﬁssen also nur noch einen
dritten Vektor C3 :p3 + 7\‘21 + ub, finden, der auf by und b, senkrecht steht, wobei wir
bereits wissen, dal b3 auf by senkrecht steht:

C3-b1 =b3z-by +Ab1-by +ubyb =A=A=0
63-62:63 -62—}-7\61 -62+u6262253-62+u52-52,



d)

1 1 1 1

- o - o 1
b3 by = O]-1 -2]=1 und by-bop=|-21]-| -2 :5=>p.:—g
—1 0 0 0
msoist & =6, 15 (2 mit g SHAEB 9
R R W 3BT s T 5 5
Damit kennen wir auch alle Langen, und kénnen nun leicht eine Orthonormalbasis hin-
. 2 1 1 V5 4
schreiben: 3 11, —|[-2], 3 2
2] Y5\ o 5
. 2 . 2+3i
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von by = | 31 | und by = | 4+ 31 | aufge-
6 6+1

spannten Untervektorraums von C3 mit seinem iiblichen HERMITEschen Skalarprodukt!

Lésung: Um zunichst eine Orﬁhogonalbaﬁis zu bekommen, ersetzen wir 62 durch eine
Linearkombination ¢; = b, + Abq, die auf b; senkrecht steht. Also ist

_'2-6‘1:62-6]'1'}\6]-6]:0:}7\:—%.
by - by
Hier ist
2431 2
bo-by=|4+3i 3| =(2431)-2+(4+31) - (=31)+ (6+1)- 6 =49
6+1 6
und

2 2
51-51<3i 3] =2243%2+6%2=49.
6

Somit ist A = —1 und

. . 2+ 31 2 3i
CGr=by—bi=[4+3 |- [3i] =] 4 mit ¢ - =324+4>+12=26.
6+1 6 i
Damit bilden die beiden Vektoren
1 2 1 31
=1 3 und — | 4
7\ 6 V26 \ 4

eine Orthonormalbasis des von by und b, erzeugten Untervektorraums.

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von 1 und e* aufgespannten Untervektorraums

1
von C°(R, R) mit dem Skalarprodukt (f, g) = [ f(x)g(x) dx!
0

1
Lésung: Wegen (1,1) = [ 12 dx = 1 hat 1 bereits die Lénge eins, wiahrend
0

1
2 _
(eX, eX) = Jer dx =& ]
2
0

1
ist. Wegen (1, e¥) = [e*dx = e — 1 folgt
0

e*+A =N+ 1NN=e—T4+A=0&=A=1—c¢,



d.h. der , Vektor” e* + 1 — e steht senkrecht auf 1. Seine Lange ist

2 _
(eX*+1—e, e*+1—e) = (e*, e*)+(1—e, 1—e)+2(e*, 1—e) = ¢ > 1—|—(1—e)z—l-2(1—e)-(e—1)

e’ —1 , e2—1-2e*+4e—2 4de—e’>-3
=g s = 2 -T2
als Orthonormalbasis konnen wir also die Eins nehmen zusammen mit
e“+1—e V2 (e*+1—¢e)

4e-e2-3  +ie—el—3
V2

~ 0,242 ;

01 2 3
Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix A={3 2 1 0 ]!
0 1

2 3

Losung: Wir wenden das GRAM-SCHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren an auf die
Spalten von A: Die erste Spalte ist das Dreifache des zweiten Koordinateneinheitsvektors,
also ist die erste Spalte von Q gerade dieser Vektor, und die erste Spalte von R enthélt
als ersten Eintrag eine Drei, sonst lauter Nullen:

0 3
CT] = 1 und 171 = 0
0 0

Fiir einen dazu orthogonalen Vektor ¢; machen wir mit dem zweiten Spaltenvektor a;
von A den Ansatz g, = d, + Adq; die Bedingung > - d; = 0 filhrt dann auf

1

A=—S2"91 5 dh &GH=d—2d =0
qi - q1 1
Dieser Vektor hat die Lange /2, also setzen wir
a1y
V2T v2
Dann ist
2
dr = 2§71 + ¢ =231 +V2§,, dh T =| V2
0

Nun suchen wir einen zu ¢; und ¢, orthogonalen Vektor der Form C3 = ds + Aq1 + 1qz;
dabei ist

}\:_(13-C|] =—1 und u:_as-qz 2—2\/2,

G- qr G2- 42
also
2 0 2 .
G3=a3— 1 —2V2G,=|1]|—=([1]|=]0]=0,
2 0 2

wir bekommen also keinen neuen Basisvektor, sondern nur die Darstellung
d; = d1 +2v24ds .

1
Wir erhalten damit keine neue Spalte von Q, aber ¥3 = | 2v/2 | als dritte Spalte von R.
0

Im nachsten Schritt suchen wir daher noch einmal nach einem Vektor C3, der auf ¢; und

G2 senkrecht steht, dieses Mal von der Form C3 = d4 + AJ7 + pq2. Hier ist
A:_a4-q1 =0 und u:_a4-q2 =-32,

di-dr d2 - 42




f)

g)

h)

wir erhalten also wieder den Nullvektor. Als vierte und letzte Spalte von R bekommen wir
0
Fi=|3V2
0

Was noch fehlt ist die letzte Spalte von Q; da wir alle Spalten von A bereits aus den ersten
beiden Spalten von A linear kombinieren kénnen, miissen wir G, §> einfach auf irgendeine
Weise zu einer Orthonormalbasis von R3 ergénzen. Dazu kénnten wir GRAM-SCHMIDT auf
den ersten oder dritten Einheitsvektor anwenden; andererseits sieht man aber auch sofort,
daB - genau wie (}) und (_]) orthogonal zueinander sind - der Vektor

1 1

G3=—142| O
V2
die Orthonormalbasis vervollstandigt. Somit ist
0 & 5 3.2 1 0
V2 V2
Q=11 0 0 und R=|0 V2 2v2 3V2
1 1
0 7 Tva 0 0 0 0

Natiirlich ist nicht nur A = QR, sondern, da wir die dritte Spalte von Q nicht brauchen,

auch
0o L

A*1{)i 32 1 0
"o L )\o v2 2v2 3v2)

Richtig oder falsch: Ist A € R™*™ orthogonal, so ist iA € C™*™ unitar.

Losung: Richtig, denn (1A)* = YiA)

= {tA = —'A = —{'A; fiir eine orthogonale Ma-
trix A ist also (1A)*(1A) = (—1'A)(1A) = (—i-

i-1)'AA =*AA =E.

Richtig oder falsch: Ist A € C™*™ unitér, so auch iA.

Lésung: Richtig, denn (1A)* = {iA) = {!A = —i'A = —{A*; fiir eine unitdre Matrix A
ist also (1A)*(iA) = (—iA*)(i1A) = (—i-1)A*A = A*A =E.

Fiir welche Wahl der Vorzeichen sind die folgenden Matrizen orthogonal bzw. unitar?

1/(3 +4 1 (1 i 1 (i 41
A‘_5<4 i3>’ AZ_E(] ii)’ A3_ﬁ(1 :I:i)’
i

0 £ 0 NER<E

Aa=|%1 0 0], As==
0 o 41 2 1w 1
1l -1

Loésung: Unabhédngig von den Vorzeichen haben in allen Féallen alle Spaltenvektoren die
Léange eins; es geht also nur darum, wann die Spaltenvektoren mit noch nicht festgelegten
Vorzeichen auf den anderen senkrecht stehen. (Die drei festen Spaltenvektoren von As
sind offensichtlich paarweise orthogonal.)

Bei A7 und A, miissen dazu offenbar die beiden Vorzeichen verschieden sein, bei A3
dagegen gleich, denn (})(!) =i-1+1-1 = 0. Bei A4 konnen die Vorzeichen beliebig
gewdhlt werden; die Skalarprodukte verschiedener Spalten sind stets null.

Bei A5 schliefllich verschwindet das Skalarprodukt der ersten beiden Spalten genau dann,
wenn in der zweiten Spalte sowoh!l die ersten beiden als auch die letzten beiden Ein-
trédge dasselbe Vorzeichen haben. Das Skalarprodukt der zweiten und der dritten Spalte
verschwinden, wenn sowohl die erste und die vierte als auch die zweite und die dritte



Komponente verschiedene Vorzeichen haben. Beides zusammen erzwingt die Vorzeichen-
verteilung ++—— oder ——++. In beiden Féllen ist auch das Produkt mit der vierten Spalte
null.

Fiir die ndchsten Themenvorschlidge sei V ein EukLIiDischer oder HERMITEscher Vektor-
raum, U < V ein Untervektorraum und 7ty: V — U die orthogonale Projektion auf U.

Richtig oder falsch: my(¥)-v =0 & v € Ut

Losung: Richtig: V = 1i+W sei die eindeutige Zerlegung von V in die beiden Komponente
i€ Uund w € U*. Dann ist my (V) =G und iy (V) - V=1 (G+W) =1 -0+1-Ww=1-1,
da - w = 0 ist. Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts verschwindet daher
7w (V) - V genau dann, wenn 1ii der Nullvektor ist, d.h. wenn vV = W in U" liegt.

j) Richtig oder falsch: |[V-1| < [V-my (V)| firalletie U veV
Lésung: Falsch, denn wir kénnen den Vektor i € U beliebig lang wahlen. Falls v - iy (V)
nicht verschwindet, ist die Ungleichung beispielsweise falsch fiir 1 = 27y (V).
k) Richtig oder falsch: |my (V)| < |[V| fiiralleveV
Losung: Mit V = 1i+W wie beim vorletzten Problem ist |\7’|2 = (U+wW)-(d+w) = d-i+w-w.
Da w-w > 0 ist, folgt |t| < |V|, wie behauptet.
1) Was ist 7ty (V) + mya (V) ?
Lésung: Mit v = il + W wie eben ist 7ty (V) = i und 7,1 (V) =W, da (U+)+ = U ist. Die
Summe ist daher i +w = V.
1 1 1
m)Berechnen Sie die orthogonale Projektion von V= | 2 | auf U = 11,12 !

4 2 3

Loésung: Wir miissen eine Orthogonalbasis von U = [51 ,52] finden. Dazu nehmen wir als
ersten Vektor C; = by, fiir den zweiten machen wir nach GRAM-SCHMIDT den Ansatz

C2=bp+AC; mit C,-¢; =0.

Hier ist . L.
by-€i=by-b1=14+2+6=9
und L.
1=b;-b1=14+14+4=6,
1 —1
alsoist A\=— 2 und ¢ bz— —c1 = = 1

2

Also ist C7,C; eine Orthogonalbasis; besser ist allerdmgs die Basis ¢, d, mit dy = 284,
weil wir dann mit ganzen Zahlen rechnen konnen.

Als nichstes kénnen wir die Basis ¢, d> zu einer Basis ¢, d,, ¢3 von R3 erginzen; da wir
den Vektor C3 im Augenblick fiir nichts explizit brauchen, gibt es aber keinen Grund, ihn
auszurechnen.

Ist v =AcCq +u52+v63, so ist 7Ty (V) = ACy +u&2; wir miissen also diese beiden Koeffizienten
berechnen. Da wir eine Orthogonalbasis haben, ist

VT =A& ¢ und V-dy =pd;-ds.
Wir kennen bereits ¢ - C; = 6, die restlichen drei Produkte miissen wir ausrechnen:
V& =14248=11, v-dj=—-142=1 und dy-dy=1+1=2,



11 1 11 ! 1 -1 % 1 4
= — = — V) = — — = H = —
dh. A= o H=3 und 7ty (V) c 1 -|—2 1 3 3 7
3

11

n) Zeigen Sie, dafl das folgende lineare Gleichungssystem unlésbar ist:

x+y=1 x+2y=2 und 2x+3y=4 (%)

Losung: Klar, denn die Summe der ersten beiden Gleichungen ist gleich der dritten mit
durch drei ersetzter rechter Seite.

Finden Sie reelle Zahlen x, y, so daf} () mit diesen Zahlen im Sinne der kleinsten Quadrate
moglichst wenig falsch ist!
Variante I: Verwenden Sie den vorletzten Themenvorschlag!

Losung: Die gesuchten Zahlen 16sen das lineare Gleichungssystem, wenn wir die rechte
Seite ersetzen durch ihre Projektion auf den Untervektorraum, den die Spalten der Matrix
erzeugen. Das ist genau der Vektor, den wir beim vorletzten Themenvorschlag berechnet
haben, d.h. das zu 16sende Gleichungssystem ist
4 7 11

X+y= 3 x4+ 2y = 3 und 2x+3y = 3
Da wir wissen, dafl dieses Gleichungssystem 1sbar ist (falls wir uns bei der Berechnung
der Projektion nicht verrechnet haben ... ), geniigt es, die ersten beiden Gleichungen zu
betrachten. Ihre Differenz zeigt, dafl y = 1 ist, also ist x = % Zu unserer Beruhigung
sollten wir noch nachrechnen, dafl diese beiden Zahlen auch die dritte Gleichung erfiillen.

Variante II: Verwenden Sie die allgemeine Theorie aus der Vorlesung!

Losung: Die Matrix des Gleichungssystems ist

1T 1

Ao (1 2] me aowe(112).
2 3

Wir miissen das lineare Gleichungssystem (*‘AA)X = ‘Ab 16sen, wobei b die rechte Seite
des gegebenen Gleichungssystems ist. Wegen

11 1
tarn (1 1 2 (6 9 e (1 1 2 Al
AA—<1 2 3) P2 —<9 14) und Ab—(] 2 3) 2 —(17>
2 3 4
ist dies das Gleichungssystem

6x+9y =11 und 9x+14y=17.

1
2
sein muf.

Subtraktion von 1% mal der ersten Gleichung von der zweiten fiihrt auf %y = also

y = 1, und damit folgt aus jeder der beiden Gleichungen schnell, dal x = %
Betrachtet man den Gesamtaufwand fiir die Losung, ist dieser Weg offensichtlich erheblich
effizienter.



