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Berechnen Sie die Determinante

1 1 1 1

1

12 4 8 16

13 9 27 8l !
1 4 16 64 256

1 5 25 125 625

Losung: Offensichtlich handelt es sich hier um die VANDERMONDEsche Determinante fiir
1,2,3,4,5; ihr Wert ist also

(5—4)(5—3)(5—2)(5—1)(4—3)(4—2)(4—1)(3—2)(3—1)(2—1) = 4!.3!-2- 1] = 24-6-2 = 288..

Unter welchen Bedingungen an a, b, c, d, e 148t sich das lineare Gleichungssystem

x+ay+a’z=1; x+by+b’z=d; x+by+biz=e

nach der CRAMERschen Regel 16sen?

Losung: Genau dann, wenn die Determinante der Matrix des Gleichungssystems nicht
verschindet. Diese Determinante ist die VANDERMONDESsche Determinante

1 2

a a
1 b b?|=(c—b)(c—a)(b—a);
1 ¢ ¢2

somit liefert die CRAMERsche Regel genau dann eine Ldsung, wenn a, b, ¢ drei verschiedene
Zahlen sind. Auf die rechten Seiten kommt es nicht an, denn wenn die Determinante der
Matrix ungleich null ist, gibt es fiir jede rechte Seite genau eine Lésung.

Bestimmen Sie diese Losung fird =e=1!

Lésung: Nach der CRAMERschen Regel ist fiir a #b #c # a
2 1

1 a a 1 a a 1

1 b b? 1 1 b2 1 b 1

1 ¢ c? ] 1 1 2 0 q c 1 0
1 a &2 YT e @2 MR T

1 b b? 1 b b2 1 b b?

1 ¢ c? 1 ¢ c? 1 ¢ ¢?

da in diesen beiden letzten Féllen die Matrix im Z&hler zwei gleiche Spalten enthalt.
Bemerkung: x = 1 und y = z = 0 ist zwar unabhéngig von a,b,c stets eine Lésung,
aber wenn die Determinante des Gleichungssystems verschwindet, bekommen wir diese
erstens nicht {iber die CRAMERsche Regel, und zweitens mufl es in diesen Féllen auch
noch weitere Losungen geben.



d) Datto fiir d =e =0!

Losung: Hier erhalten wir fiir a # b # ¢ # a die Formeln

1 a a
0 b b2 b b?
0 ¢ c2 c c? bc? — cb? be
1 a &2 |1 a a2 ~ (c=b)(c—a)(lb—a) (c—a)(b—a)’
1 b bl 1 b bl
1 ¢ ¢? 1 ¢ c?
1 1 a?
1 0 b? 1 b2
1 0 ¢ ‘1 c? c? —b? b+c
V"1 e @] @ @] e-bvlc—ab-a (c—ab-a’
1 b b2 1 b b2
1 ¢ c? 1 ¢ c?
1 a 1
1 b O 1 b
1 ¢ 0 ‘1 c c—b 1
T ad @] 1 a ] (c-blc—av—a) (c—ab-a "
1 b b2 1 b b2
1 ¢ c? 1 ¢ c?

e) Zeigen Sie: Eine n x n-Matrix A mit ganzzahligen Eintrdgen hat genau dann eine inverse
Matrix mit ganzzahligen Eintragen, wenn det A = +1 ist.

Losung: Falls A und A~' nur ganzzahlige Eintrige haben, sind det A und det A~' ganze
Zahlen und det A - det A~' = det E = 1. Dies ist nur moglich, falls det A = det A~' = +1
ist.

Umgekehrt sei det A = £1 und alle Eintrdge von A ganzzahlig. Der i-te Spaltenvektor
von A ist die Lésung des linearen Gleichungssystems AX = €;, wobei €; der i-te Einheits-
vektor ist. Nach der CRAMERschen Regel ist berechnen sich die Komponenten von X als
Quotienten zweier Determinanten, wobei im Nenner det A = +1 steht und im Z&hler die
Determinante einer Matrix mit ganzzahligen Eintrégen, also eine ganze Zahl. Somit sind
alle Losungen ganzzahlig und mithin auch alle Eintrdge von A~'.

f) Fiir die Vektorrdume FJ' sei eine Bilinearform F}* x F* definiert durch die iibliche Formel

n
V-W = ) viw;. Welche Vektoren aus F}* haben dann Produkt Null mit sich selbst?

i=1

n n

Lésung: V-V Z = ) Vi, da jedes der beiden Elemente von [, sein eigenes Quadrat
i=1 i=1

ist. Losungen sind also die Vektoren mit einer geraden Anzahl von Einsen unter ihren

Komponenten.

g) C? sei mit seinem Standard HERMITEschen Produkt ausgestattet. Berechnen Sie

(6)- () (©)-G) = ()-6)



Lo6sung:

h) Richtig oder falsch: R? mit dem Produkt (V]) ® <W1> = viwy — vow; ist ein BU-

7)

V2 w2

KLIDischer Vektorraum.

Loésung: Falsch, denn das Produkt ist nicht symmetrisch.

Was dndert sich, wenn man stattdessen |V ® w| als Produkt nimmt?

Loésung: Jetzt ist es zwar symmetrisch, aber nicht mehr linear.

Welche der folgenden vier Vorschriften definiert ein Skalarprodukt auf R3 ?

v W (vi + 2v2)(wq + 2w3) +4vsws (
vr | © [ | = (1 2v2) (w1 +2w2) —dvaws (
Vs W VIW2 + Vw3 + vawy E

Viwg + 2vowy + 3vzws +vo (wy +ws) + (vi +v3)ws

Losung: Die Bilinearitdt ist in allen Fallen trivial, symmetrisch sind (1), (2) und (4).
Positive Semidefinitheit ist klar bei (1), aber das Produkt ist nicht definit, da z.B.

-2 -2
116 1]1=0
0 0

ist. (2) ist nicht einmal positiv semidefinit, denn

1 1
1Tlol1]=001+22%2-4-2-2=-7.
2 2
Was (4) betrifft, so ist
V1 V1
v ol v ]| = v% + Zv% + 3v§ +2va(vy +v3).
V3 V3

Quadratische Erganzung macht daraus
(vq +V2)2 + (v2 +V3)2 + 2\)% ,

was nie negativ sein kann. Der Ausdruck verschwindet genau dann, wenn alle drei Quadrate
verschwinden, d.h.
vi=—v2, v2=-—v3 und v3=0.

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn alle Komponenten v; verschwinden. Damit
definiert (4) und nur (4) ein Skalarprodukt.



X1 X2

k) Richtig oder falsch: Die LORENTZ-Form 21 . 22 =x1X2 +Y1yz2 + 2122 — 2tz
macht R* zum EUKLIDischen Vektorraum.| *’ t2
1 2

)

Ldsung: Falsch, denn sie ist offensichtlich nicht positiv definit. (Aber trotzdem niitzlich!)

Richtig oder falsch: (g) ©) (fl) = ac+bd definiert ein HERMITEches Skalarprodukt auf C2.

Losung: Falsch, es ist nicht linear im ersten Argument: (1(1)) ® G) = (7]1) ® (}) =1i-1,
aber i ()@ (7)) =il - =i+1.

m ) Driicken Sie fiir ein HERMITEsches Skalarprodukt das Produkt (iV) - (iw) aus durch v - w!

Lésung: (i¥) - (W) = (¥ - (iw)) = ii(F- W) =¥ W.

n) Gibt es ein HERMITEsches Skalarprodukt auf C™, das nur reelle Werte annimmt?

Loésung: Natiirlich nicht; wegen der Linearitdt im ersten Argument kann jedes HERMI-
TEsche Skalarprodukt jede komplexe Zahl als Wert annehmen.



