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ge

;d
as

P
ro

du
kt

�� � �
� � ha

ta
ls

o
w

eg
en

de
rs

pe
zi

el
le

nF
or

m
en

vo
n

� un
d

� P
ro

du
kt

ev
on

P
ol

yn
om

en
in

� m
it

��� al
s

E
in

tr ä
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fü
rs

eh
rk

le
in

es

� dom
in

ie
rt

��� � la
ng

fr
is

tig
je

de
be

sc
hr̈a

nk
te

F
un

kt
io

n.

H
ab

en
da

ge
ge

n
a

lle
E

ig
en

w
er

te
vo

n

� ne
ga

tiv
en

R
ea

lte
il,

ge
ht

je
de

r
Te

rm

�� �� �
ge

ge
n

N
ul

l
fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

ko
m

bi
na

tio
nd

er
be

id
en

re
el

le
nF

un
kt

io
ne

n

�&� co
s

% � un
d

�&� si
n

% �

sc
hr

ei
be

n.
D

ie
Im

ag
in̈

ar
te

ile
br

in
ge

n
al

so
S

ch
w

in
gu

ng
sa

nt
ei

lei
n

di
e

L
ös

un
gs

fu
nk

tio
ne

n.

U
m

ei
ne

n
er

st
en

E
in

dr
uc

k
vo

m
L

ös
un

gs
ve

rh
al

te
nl

in
ea

re
rh

om
og

en
er

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
ss

ys
te

m
em
it

re
el

le
nK

oe
ffi

zi
en

te
nz

u
be

ko
m

m
en

,
w

ol
le

n
w

ir
un

s ü
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Fü
rj

ed
en

L
ös

un
gs

ve
kt

or

� � (� )
de

sD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
ss

ys
te

m
sis
td

ie
nu

llt
e

K
om

po
ne

nt
en

� 0
(

� )
L

ös
un

gd
er

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng

�(� ) (

� )
+

# �  1�(�  1
) (

� )
+000

+

# 1

� � (� )+

# 0

� (� )
=

0
,

un
d

di
es

eK
om

po
ne

nt
eb

es
tim

m
ta

uc
hd

ie
an

de
re

nK
om

po
ne

nt
en

� C (� ),
di

e
ja

ge
ra

de
di

e
A

bl
ei

tu
ng

en
vo

n

� 0
(

� )
si

nd
.D

ah
er

bi
ld

en
au

ch
di

e



�BW

H
öh
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üs
se

nw
ir

di
e

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng

¨� (� )'�

(

� )
=

6
si

nh

�

um
sc

hr
ei

be
nin

ei
n

S
ys

te
m

vo
n

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

er
st

er
O

rd
nu

ng
,

al
so

in

� � (� )
=

A (� )

� A (� )
=

� (� )+
6

si
nh

� .

H
ie

ri
st

� =

7 0
1

1
0

8 un
d

� % (

� )
=

7 0
6

si
nh

�8 ;

w
ir

m
üs
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aẗ

ur
lic

h
di

e
N

ul
lfu

nk
tio

n
al

s
L

ös
un

g,
ab

er
au

ch
di

e
st

et
ig

di
ff

e-
re

nz
ie

rb
ar

eF
un

kt
io

n

� (� )
=

� � 2
fü

r

�� 0

'� 2
fü
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fü

rj
ed

es

� �
V di

e
F

un
kt

io
n

� (� )
=

� � 19 �

2

ei
ne

L
ös

un
gi

st
.D

ie
se

F
un

kt
io

ni
st

zw
ar

a
p

ri
o

ri
fü
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lä

ß
ts

ic
h

al
so

n
ic

h
ts

au
ss

ag
en

.E
rs

t
w

en
n

4 (� 0
)

fü
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ög

lic
h

is
t,

w
en

n

¦ A '
�¦ ve

rs
ch

w
in

de
t,w

en
n

al
so

üb
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Ö
F

(1
87

0–
19

46
)w

ur
de

in
H

el
-

si
nk

ig
eb

or
en

,a
ls

F
in

nl
an

dn
oc

h
ei

ne
ru

ss
is

ch
eP

ro
vi

nz
w

ar
.

S
ei

n
V

at
er

w
ar

M
at

he
m

at
ik

pr
of

es
so

ran
de

r
da

-
m

al
sn

oc
h

sc
hw

ed
is

ch
en

(h
eu

te
fin

ni
sc

he
n)

U
ni

ve
rs

iẗa
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fü
hl

t.

0

20
0

40
0

60
0

80
0

10
00

2
4

6
8

10
12

t

A
bb

.3
7:

E
in

e
Lö
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fü

hr
te

di
e

lo
gi

st
is

ch
eG

le
ic

hu
ng

,w
ie

be
re

its
er

w
äh

nt
,z

ur
M

od
el

lie
ru

ng
de

s
B

ev
öl

ke
ru

ng
sw

ac
hs

tu
m

se
in

,a
lle

rd
in

gs
ze

ig
en

w
e-

de
r

di
e

D
at

en
fü
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fü

r
ei

ne
n

üb
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fü

re
in

en
ne

ue
nT

re
nd

.

e)
E

xa
kt

e
D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

un
d

in
te

gr
ie

re
nd

eF
ak

to
re

n

Im
le

tz
te

n
A

bs
ch

ni
tt

lie
ß

si
ch

di
e

L
ös

un
g

ei
ne

rD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
ge

leg
en

tli
ch

nu
ri

n
de

ri
m

pl
iz

ite
n

Fo
rm

» (

� 6� 6
� )

=
0

an
ge

be
n,w

ob
ei

�

di
e

In
te

gr
at

io
ns

ko
ns

ta
nt

ew
ar

.

Fa
lls

di
e

L
ös

un
gs

fu
nk

tio
ne

n,w
ie

di
es

im
al

lg
em

ei
ne

nd
er

Fa
ll

se
in

w
ird

,
w

irk
lic

h
vo

n

� ab
ḧa
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r

� eine
F

un
kt

io
n

� (� )
ei

n,
so

is
tn

ac
hd

er
K

et
te

nr
eg

el

y y ��, � (� )6�/ =

¤ � ¤ �, � (� )6�/10
� � (� )

+

¤ � ¤ �, � (� )6�/ .

D
a

�, � (� )6�/
=

� ko
ns

ta
nt

is
t,

m
uß

di
es

ve
rs

ch
w

in
de

n;
di

e
ge

su
ch

te
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

is
ta

ls
o

¤ � ¤ �, � (� )6�/10
� � (� )

+

¤ � ¤ �, � (� )6�/ =
0

.

A
nd

er
er

se
its

ve
rs

ch
w

in
de

td
ie

A
bl

ei
tu

ng
ei

ne
rF

un
kt

io
n

ge
na

ud
an

n,
w

en
n

di
e

F
un

kt
io

n
ko

ns
ta

nt
is

t;
di

e
L

ös
un

ge
nd

ie
se

rD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

i-
ch

un
gs

in
d

al
so

ge
na

ud
ie

F
un

kt
io

ne
n,

di
e

(in
im

pl
iz

ite
rF

or
m

)g
eg

eb
en

si
nd

du
rc

h

�, � (� )6�/ =

� m
it

� �
V .

A
ls

B
ei

sp
ie

lb
et

ra
ch

te
nw

ir
di

e
S

ch
ar

vo
n

K
re

is
en

�2 +

� 2 =

h2 m
it

h�
V .

H
ie

ri
st

� (

� 6� )
=

�2 +

� 2 ,a
ls

o
er

ha
lte

nw
ir

di
e

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng

2

� (� )0� � (

� )+
2

� =
0

,

w
as

si
ch

au
ch

al
s

� (� )0� � (

� )
=

'�



��B

H
öh
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nü
tz

lic
he

ra
ls

di
e

ex
pl

iz
ite

:O
ffe

nb
ar

gi
bt

es
du

rc
h

je
de

n
P

un
kt

(

� 0

6� 0
)

ge
na

ue
in

e
L

ös
un

gs
ku

rve
.A

uf
lö
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se
n:

W
en

nw
ir

du
rc

h

� 2 di
vi

di
er

en
,e

rh
al

te
nw

ir
di

e
ob

ig
e

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
fü
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lä
ß

ts
ic

h
ei

n
in

te
gr

ie
re

nd
er

Fa
kt

or
au

ch
al

go
rit

hm
is

ch
pr

od
uz

ie
re

n;
an

-
so

ns
te

nk
an

n
si

ch
di

e
S

uc
he

al
s

sc
hw

ie
rig

er
w

ei
se

n.

Fü
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Ü
be

rd
en

ge
na

ue
nG

ru
nd

da
f ü
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lle
n

nu
rd

eu
tli

ch
w

en
i-

ge
rI

nf
or

m
at

io
n

au
sd

er
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

ex
tr

ah
ie

re
na

ls
in

di
es

em
B

ei
sp

ie
l.

E
in

en
er

st
en

Ü
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vö

lli
g

in
O

rd
nu

ng
,n

ur
vo

n
V

ek
to

re
nz

u
re

de
n:

D
or

tg
ib

te
se

in
en

w
oh

ld
efi

ni
er

te
nN

ul
lp

un
kt

,s
o

da
ß

si
ch

P
un

kt
e

un
d

V
ek

to
re

ni
n

ka
no

ni
sc

he
rW

ei
se

en
ts

pr
ec

he
n.

Z
ur

ge
om

et
ris

ch
en

In
te

rp
re

ta
tio

nv
on

����� (� )
=

�, ��� (� )
/ is

te
s

ab
er

si
nn

-
vo

lle
r,

da
sA

rg
um

en
t

��� von

� al
s

P
un

kt

� aufz
uf

as
se

nu
nd

de
n

F
un

k-
tio

ns
w

er
ta

ls
Ta

ng
en

te
nve

kt
o

ri
n

di
es

em
P

un
kt

zu
in

te
rp

re
tie

re
n.

E
in

e

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

�)2

40
0

45
0

50
0

55
0

60
0

y

12
00

14
00

16
00

18
00

20
00

22
00

24
00

26
00

28
00

30
00

32
00

x

A
bb

.4
3:

D
as

V
ek

to
rf

el
d

zu
r

R
au

bt
ie

r-
B

eu
te

tie
r-

G
le

ic
hu

ng

L
ös

un
gs

ku
rve

de
rD

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

is
td

an
n

ei
ne

K
ur

ve
,d

ie
in

je
-

de
m

P
un

kt
� den

V
ek

to
r

� (

� )als
Ta

ng
en

te
nve

kt
or

ha
t.

A
bb

ild
un

g
43

ze
ig

td
as

V
ek

to
rf

el
d

im
be

tr
ac

ht
et

en
B

ei
sp

ie
l;e

sl
eg

tz
u-

m
in

de
st

di
e

V
er

m
ut

un
gn

ah
e,

da
ßd

ie
L

ös
un

ge
nz

yk
lis

ch
um

ei
ne

nP
un

kt
ro

tie
re

n.
G

e
n

a
uk

ön
ne

nd
as

w
ir

fr
ei

lic
h

au
fg

ru
nd

de
rg

ra
ph

is
ch

en
In

fo
r-

m
at

io
n

ni
ch

ts
ag

en
:E

in
e

vi
su

el
ln

ic
ht

w
ah

rn
eh

m
ba

reR
ic

ht
un

gs̈
an

de
-

ru
ng

de
rV

ek
to

re
ng

eḧ
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dü
rf

te
w

oh
la

uc
hk

la
r

se
in

,d
aß

ke
in

e
de

rb
is

la
ng

be
tr

ac
ht

et
en

K
ur

ve
n

fü
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rm
ig

e
n

F
lu

ss
e

sg
eg

e
n ü
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Ü
bu

ng
sa

uf
ga

be
üb
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fü
hr

en
w

ir
,

w
ie

ob
en

im
al

lg
em

ei
ne

nF
al

l,
ne

ue
V

ar
ia

bl
en

~ 6� un
d

�

ei
n,

di
e

de
n

A
bs

ta
nd

zu
m

F
ix

pu
nk

tb
es

ch
re

ib
en

,d.
h.

4 =

"� % (

h ' 1)
+

~ 6�

=

"� % (

h ' 1)
+

� un
d

A =h '

1
+

� .
Z

ur
Li

ne
ar

is
ie

ru
ng

in
de

rN
äh

ed
es

G
le

ic
hg

ew
ic

ht
sp

un
kt

ve
rn

ac
hl̈a

ss
i-

ge
n

w
ir

al
le

ni
ch

tli
ne

ar
en

Te
rm

ei
n

~ (� )6� (

� )
un

d

� (� );
da

se
nt

st
eh

en
de

lin
ea

re
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
mh

at
da

nn
di

e
JA

C
O

B
I-M

at
rix

im
F

ix
pu

nk
ta

ls
M

at
rix

,i
st

al
so �� ~ (� ) � � (� ) � � (� )

� =

�� ~ (� ) � (� ) � (� )

�

m
it

� =

� '
g

g

0
1

' 1

ì� % (

h ' 1)

"� % (

h ' 1)

"� % (

h ' 1)

'%
� .



�2 B

H
öh
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fü
r

di
e

ob
ig

e
Li

ne
ar

is
ie

ru
ng

ni
ch

tm
eh

rg
eg

eb
en

;d
ie

L
ös

un
g

ka
nn

da
he

rd
er

E
be

ne
ne

nt
ko

m
m

en
,w

ird
ab

er
üb
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