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r

B�
(

0
fü
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hä

ng
tn

ic
ht

ab
vo

m
W

er
tv

on
� ind

en
A

us
na

hm
ep

un
kt

en
;ih
re

A
bl

ei
tu

ng
st

im
m

td
or

t,
w

o
si

e
de

fin
ie

rt
is

t,
m

it

� übe
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ra
lle

( �
� ,

w
ie

be
ha

up
te

t.

D
as

w
ar

ei
n

la
ng

er
B

ew
ei

sf
ür

ei
ne

ni
ch

ts
on

de
rli

ch
au

fr
eg

en
de

A
us

sa
ge

;
de

rS
at

zh
at

je
do

ch
w

ei
tr

ei
ch

en
de

K
on

se
qu

en
ze

n:

E
in

de
ut

ig
ke

its
sa

tz
:a

)
H

ab
en

zw
ei

F
un

kt
io

ne
n

� 
@�

L
0

� (��

� )

di
e-

se
lb

en
FO

U
R

IE
R
-K

oe
ffi

zi
en

te
n,

so
si

nd
si

e
gl

ei
ch

.
b

)
H

ab
en

zw
ei

F
un

kt
io

ne
n

� 
@�

L

� (��

� )

di
es

el
be

n
FO

U
R

IE
R
-

K
oe

ffi
zi

en
te

n,
so

un
te

rs
ch

ei
de

ns
ie

si
ch

hö
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fü
hr

tz
u

��� � =

��/ �
)� *, -
. =

��� � =

��/ �
)� *, -
. =

� � � =
��/ �

)��+*
, -. .

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
s8

E
rs

et
ze

nw
ir

hi
er

in
no

ch

( du
rc

h3
( ,e

rh
al

te
nw

ir

� � � =

��/ �
)�+*, -

.
al

s
FO

U
R

IE
R
-R

ei
he

vo
n

� @ (( )
=

@ (3(

).

S
om

it
is

t

� A
� @ ein

e
F

un
kt

io
n

m
it

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

� � � =

��� �/ �
)� *, -

. .

D
a

di
e

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

ei
ne

rF
al

tu
ng

st
et

sg
le

ic
hm̈

aß
ig

ko
nv

er
gi

er
tu

nd
di

es
el

be
nF

O
U

R
IE

R
-K

oe
ffi

zi
en

te
n

ha
tw

ie
di

e
Fa

ltu
ng

se
lb

st
,fo

lg
t

au
s

de
m

E
in

de
ut

ig
ke

its
sa

tzd
es

vo
rig

en
A

bs
ch

ni
tts

,d
aß

di
es

eR
ei

he
in

je
de

m
P

un
kt

( ge
ge

n

� A� @ (
( )

ko
nv

er
gi

er
t.

S
pe

zi
el

lf ü
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gä
be

es
nä
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tä

nd
ig

ke
it

is
ta

lle
sa

nd
er

e
al

s
kl

ar
.

D
ie

se
sP

ro
bl

em
w

ol
le

n
w

ir
(w

ie
in

de
n

A
nw

en
du

ng
en

üb
lic

h)
w

ei
t-

ge
he

nd
ig

no
rie

re
n;

w
ir

be
ze

ic
hn

en
ei

nf
ac

h
fü
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fü
rs

te
tig

eF
un

kt
io

ne
ni

m
Li

m
es

��

1
ge

ra
de

d 0
is

t,
is

tf
ür

ei
ne

vo
rg

eg
eb

en
eF

un
kt

io
n

d 0

d (� 

� )=
� �A
d 0

(

� )=
1 2

�2

� &

0

(1

3
�2 )

d 0
(

» )
1

+

� 2 3

2

� cos
(

� 3
» )/»

ei
ne

Fo
rt

se
tz

un
gin

s
In

ne
re

m
it

¹ d (� 

� )=

0.
D

as
is

td
ie

PO
IS

S
O

Ns
ch

e
In

te
gr

al
fo

rm
el

zu
rL

ös
un

gd
ie

se
se

in
fa

ch
en

R
an

dw
er

tp
ro

bl
em

s.

SI
M

É
O

N
D

E
N

IS
PO

IS
S

O
N
(1

78
1–

18
40

)st
ud

ie
rt

ez
un̈

ac
hs

t
M

ed
iz

in
,d

an
na

b
17

98
M

at
he

m
at

ik
an

de
rE

co
le

Po
ly

-
te

ch
n

iq
u

e
be

iL
A

P
LA

C
E

un
d

L
A

G
R

A
N

G
E.

18
02

be
ka

m
er

ei
ne

S
te

lle
al

s
A

st
ro

no
m

am
B

u
re

a
u

d
e

s
L

o
n

g
itu

-
d

e
s,

18
09

w
ur

de
er

P
ro

fe
ss

or
f ü
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rn
ic

ht
pe

rio
di

sc
he

F
un

kt
io

ne
nim

A
llg

em
ei

ne
ne

in
ko

nt
in

ui
er

lic
he

sF
re

qu
en

zs
pe

kt
ru

m
;di
es

es
lie

fe
rt

un
s

fü
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rü
ck

fü
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di

e
Π

(

Ï )=

Ï !ist,
ab

er
w

ie
si

ch
ba

ld
he

ra
us

st
el

lte
,is

tΠ
(

Î )=

Ð (

Î +1)
,s

o
da

ß
nu

re
in

e
de

rb
ei

de
nF

un
kt

io
ne

n
w

irk
lic

h
ge

br
au

ch
tw

ird
.N

ac
h

ei
ni

ge
nM

od
ew

ec
hs

el
ni

m
le

tz
te

nJ
ah

rh
un

de
rte

nt
sc

he
id

et
m

an
si

ch
he

ut
em

ei
st

fü
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Fü
rn

ic
ht

ne
ga

tiv
e

ga
nz

eZ
ah

le
n

µ�
· 0

ve
re

in
fa

ch
ts

ic
h

di
es

zu

¿À (=
Á (

D )=

µ ! D= +1
.

In
sb

es
on

de
reis

td
ie

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
fo

rm
ie

rt
ee

in
er

ko
ns

ta
nt

en
F

un
kt

io
n

� (

( )
=

O gle
ic

h

O~ D .
G

en
au

di
es

el
be

T
ra

ns
fo

rm
ie

rt
eh

at
na

ẗu
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hr
ta

uf

& Ö ×), -Ø 0==

& Ö ×��� � =
0

(

� � )� 0�
�= � !

/ 0

=

� � � =
0

(

� � )� � !

& Ö ×0� �
= / 0 .

Fü
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rd

ie
ko

m
pl

ex
e

K
on

ju
ga

ti-
on

,s
o

da
ß

re
ch

ts
nu

r

�� ko
nj

ug
ie

rt
w

er
de

nm
uß

,d
.h

.d
er

C
A

U
C

H
Y
sc

he
H

au
pt

w
er

td
es

FO
U

R
IE

R
-I

nt
eg

ra
ls

is
t

� & ��
)�, -
. (=/
( =

Ô 3(

, - )Û Ü

1

(

= � 1)!

[�
fü
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ḧa
fti

gt
e

er
si

ch
m

it
E

le
kt

riz
itä
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nn
en

w
ir

ob
ig

e
G

le
ic

hu
ng

um
sc

hr
ei

be
na

ls

¿À � (

( +

� )Á (

D )=

)Gß ¿
À � (

( )
® (
( 3
� )Á (

D ).
Im

F
re

qu
en

zb
er

ei
chg

ib
te

sk
ei

ne
so

lc
he

nP
ro

bl
em

e;
hi

er
is

te
in

fa
ch

� � (

� +�

)
=

� & ��
� (
( )
)�, (- +ß

)

. / ( =

)�, ß
. � (

� )
un

d

¿À � (

( )

Á (
D +� )

=

� &

0

� (

( )

)� (G +

ß ). /
( =

¿À )
�ß. � (

( )

Á (

D ).
D

ie
se

Fo
rm

el
n

si
nd

au
ch

rü
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ẗu

rli
ch

ni
ch

t,
da

da
sF

O
U

R
IE

R
-I

nt
eg

ra
li

m
m

er
an

m
in

de
st

en
se

in
er

de
rb

ei
de

n
G

re
nz

en
di

ve
rg

ie
rt

.

S
ch

lie
ß

lic
h

k ö
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fü
r

di
e

In
ve

rs
io

n
de

rF
O

U
R

IE
R
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

n
fu

nd
am

en
ta

lse
in

w
ird

:

S
at

z
vo

n
F

ub
in

i:
Fü
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Fü
r

O7
�7
� se

i

® (

� )=

Ì & ß
] ^- & Mm (

é 
( )/é
_ `/ (

.

N
ac

h
de

rz
w

ei
te

nA
us

sa
ge

de
sg

er
ad

eb
ew

ie
se

ne
nL

em
m

as
is

td
an

n

®ê (

� )=

Ì & ßm (

� 
( )/ (

,

al
so

is
td

ie
lin

ke
S

ei
te

de
rz

u
be

w
ei

se
nd

en
G

le
ic

hu
ng

Ý & M
] ^Ì & ßm (

� 
( )/ (
_ `/

� =

Ý & M
®ê (

� )/
� =

® (

� )3
® (

O )=

® (

� ),

un
d

da
si

st
na

ch
K

on
st

ru
kt

io
ng

le
ic

h
de

rr
ec

ht
en

S
ei

te
.

D
er

ita
lie

ni
sc

he
M

at
he

m
at

ike
r

G
U

ID
O

FU
B

IN
I

(1
87

9–
19

43
)

ar
be

ite
te

zu
n̈a

ch
st

au
f

de
m

G
eb

ie
td

er
D

if
fe

-
re

nt
ia

lg
eo

m
et

rie
,in

te
re

ss
ie

rt
es

ic
h

da
nn

ab
er

im
m

er
m

eh
rf

ür
an

al
yt

is
ch

eT
he

m
en

w
ie

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

n-
ge

n
un

d
F

un
kt

io
ne

n
m

eh
re

re
rk

om
pl

ex
er

V
er̈

an
de

rli
-

ch
er

.
19

01
w

ur
de

er
P

ro
fe

ss
or

in
C

at
an

ia
au

fS
iz

ili
en

,
sp̈

at
er

in
G

en
ua

un
d

ab
19

08
in

T
ur

in
,w

o
er

bl
ie

b,
bi

s
er

19
39

tr
ot

z
se

in
er

an
ge

gr
iff

en
en

G
es

un
dh

ei
tw

eg
en

de
s

ita
lie

ni
sc

he
nF

as
ch

is
m

us
na

ch
U

S
A

em
ig

rie
rt

eu
nd

an
s

In
st

itu
te

fo
r

A
dv

an
ce

d
S

tu
dy

in
P

rin
ce

to
n

w
ec

hs
el

te
.

D
er

hi
er

zi
tie

rt
e

S
at

z
is

t
zw

ar
se

in
be

ka
nn

te
st

es
,ab

er
ga

nz
si

ch
er

ni
ch

ts
ei

n
be

de
ut

en
ds

te
sE
rg

eb
ni

s.

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n

{}}
W

ir
in

te
re

ss
ie

re
nu

ns
im

A
ug

en
bl

ic
kn

ic
ht

fü
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üs

se
nw

ir
al

so
no

ch
de

n
G

re
nz̈

ub
er

ga
ng

O 
�
� 3
� und
� 
/
� +

�

du
rc

hf̈
uh

re
n.

N
ac

h
de

m
W

E
IE

R
S

T
R

A
S

Ss
ch

en
K

on
ve

rg
en

zk
rit

er
iu

m
gi

bt
es

hi
er

ke
in

e
P

ro
bl

em
e,

fa
lls

di
e

be
tr

of
fe

ne
n

In
te

gr
al

e
ab

so
lu

tk
on

ve
r-

ge
nt

si
nd

.D
ie

fü
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fü
hr

en
ge

ra
de

w
eg

s
au

f
E

ig
en

-
sc

ha
fte

nd
er

FO
U

R
IE

R
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

n;
al

s
er

st
es

er
ha

lte
nw

ir

Le
m

m
a:

Is
td

ie
F

un
kt

io
n

� :

� �
� m

in
de

st
en

s� m
al

st
et

ig
di

ff
er

en
zi

er-
ba

ru
nd

ex
is

tie
re

n
di

e
FO

U
R

IE
R
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

ne
nv

on

� 
(�
� un

d

� (� ) ,
so

is
t

/� / �
�� � (

� )=
(3� )�

p (�� (

� )o
de

r

p (�� (

� )=

��/� / �
�� � (

� )
un

d

��� � (

� )=
(3� )�

Z � (� ) (

� )o
de

r

Z � (� ) (

� )=
(

� � )�� � (

� ).



{}�

H
öh
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äu

fig
en

Fa
ll

ei
ne

rl
in

ea
re

nD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
m

it
ko

ns
ta

nt
en

K
oe

ffi
zi

en
te

n,
d.

h.
w

ir
su

ch
en

ei
ne

F
un

kt
io

n

î (( ),
fü
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üs

se
n,

sc
hr

ei
be

nw
ir

di
e

G
le

ic
hu

ng
bi

s
au

fw
ei

te
re

s
in

de
rF

or
m ¨ô (

( )
+

ö| ô (

( )
+

Nô (

( )
=

0
m

it

ö =

ó òun
d

N =
1 ò� .

A
uß

er
de

m
sc

hr
ei

be
nw

ir

î (( )
an

st
el

le
vo

n

ô (

( ),
um

es
ei

ne
rs

ei
ts

m
it

ge
w

oh
nt

en
V

ar
ia

bl
en

zu
tu

n
zu

ha
be

nu
nd

an
de

re
rs

ei
ts

,w
ei

lw
ir

di
es

en



{}s

H
öh
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üs

se
nw

ir

D dur
ch

D +

§ er
-

se
tz

en
;d

ie
s

en
ts

pr
ic

ht
,w

ie
w

ir
ge

se
he

nh
ab

en
,d

er
M

ul
tip

lik
at

io
n

m
it

ei
ne

rE
xp

on
en

tia
lfu

nk
tio

n

)�à . :

¿À )
�à . co

s

�(Á (

D )=

D +

§

(

D +

§ )2
+

� 2
un

d

¿À )
�à . si

n

�(Á (

D )=

�

(

D +

§ )2
+

� 2.
W

ir
m

üs
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fü

nf
m

al
de

re
rs

te
nG

le
ic

hu
ng

vo
n

de
rz

w
ei

te
n

er
gi

bt

3 2

� =
6,

al
so

is
t

� =3

3
un

d

O =4
.D

am
it

is
t

÷ (

D )=
4 D +3

3

3 D +5
.

A
us

de
m

vo
rig

en
Pa

ra
gr

ap
he

nw
is

se
nw

ir
,d

aß
1

~ D di
e

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
-

fo
rm

at
io

nd
er

K
on

st
an

te
nE

in
si

st
,a

ls
oi

st
1

~ (

D +§ )d
ie

vo
n

)�à . .S
om

it
is

t

÷ (

D )di
e

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
fo

rm
ie

rt
ev

on
4

)� 3. 3

3

)� 5. ,
un

d
di

es
is

t
au

ch
di

e
ge

su
ch

te
L

ös
un

gs
fu

nk
tio

n.
In

di
es

em
B

ei
sp

ie
lg

eh
t

î (( )
al

so
ex

po
ne

nt
ie

llg
eg

en
N

ul
l.

A
ls

le
tz

te
sB

ei
sp

ie
lz

u
di

es
em

Ty
p

vo
n

G
le

ic
hu

ng
en

w
ol

le
n

w
ir

no
ch

da
sA

nf
an

gs
w

er
tp

ro
bl

em

¨î (( )+
8

| î (( )+
16

=
0

m
it

î (0)=
1


| î (0)
=

2

be
tr

ac
ht

en
.H

ie
ri

st

D2÷ (

D )3
D 3 2

+
8

2 D÷ (

D )3 1

5 +
16

÷ (

D )=
(

D2 +
8

D +16
)

÷ (

D )3
D 3 1

0
=

0




K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n

{�}
al

so ÷ (

D )=

D +1
0

D 2 +8

D +1
6

=

D +1
0

(

D +4
)2

=

D +4
(

D +4
)2

+
6

(

D +4
)2

=
1 D +4

+
6

(

D +4
)2

.

D
a

1

~ D2 di
e

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
fo

rm
ie

rt
ev

on

( is
t,

en
ts

pr
ic

ht
de

rz
w

ei
te

S
um

m
an

dd
er

F
un

kt
io

n
6

( )� 4

. ,
d.

h.

÷ (

D )is
t

di
e

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
fo

r-
m

ie
rt

e
vo

n

î (( )
=

)� 4.

+
6

( )� 4
. =

(1
+

6

( )

)� 4.

.

H
ie

r
ha

be
nw

ir
al

so
ei

n
P

ro
du

kt
ei

ne
rE

xp
on

en
tia

lfu
nk

tio
nm

it
ei

ne
r

lin
ea

re
nF

un
kt

io
n.

W
ie

A
bb

ild
un

g
20

ze
ig

t,
do

m
in

ie
rt

in
so

lc
he

nF
äl

le
n

fü
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ti
st

,d
es

to
sc

hn
el

le
r

ge
ht

di
e

L
ös

un
gs

fu
nk

tio
ng

eg
en

N
ul

l.

Fa
lls

N kle
in

er
is

ta
ls

ö2~ 4,
k ö
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gä

nz
en

de
sh

al
bd

en
S

tr
om

kr
ei

sa
us

A
bb

ild
un

g
18

du
rc

h
ei

ne
W

ec
hs

el
st

ro
m

qu
el

lem
it

K
re

is
fr

eq
ue

nz

� 0
.D

ie
D

if
fe

re
nt

ia
l-

gl
ei

ch
un

gw
ird

da
m

it
zu

ò ¨ô (

( )
+

ó| ô (

( )+

ô (

( ) � =

O cos

� 0

( +

� si
n

� 0

( ,

in
ab

st
ra

kt
-m

at
he

m
at

is
ch

erS
ch

re
ib

w
ei

se
ge

ht
es

al
so

um
D

if
fe

re
nt

ia
l-

gl
ei

ch
un

ge
nd

er
Fo

rm

¨î (( )+

ö| î (( )
+

Nî (( )
=

O cos

� 0

( +

� si
n

� 0

( .

B
et

ra
ch

te
nw

ir
au

ch
hi

er
zu

w
ie

de
rz

un̈
ac

hs
te

in
ig

e
B

ei
sp

ie
le

,e
tw

a
da

s
A

nf
an

gs
w

er
tp

ro
bl

em

¨î (( )
+

8

| î (( )+
25

î (( )
=

40
co

s

( +
40

si
n

( m
it

î (0)=
2


| î (0)
=

4
.

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n

{�
Y

D
ie

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
fo

rm
at

io
nm

ac
ht

da
ra

us

D2÷ (

D )3

2

D 3 4
+

8

2 D÷ (

D )3

2

5 +
25

÷ (
D )

=
(

D2 +
8

D +2
5)

÷ (

D )3

2

D 3 2
0

=
40

D +4
0

D 2 +1
,

un
d

w
ir

er
ha

lte
n ÷ (

D )=
2

D +2
0

D 2 +8

D +2
5

+
40

D +4
0

(
D 2 +1

)(

D 2 +8

D +2
5)

.

D
en

er
st

en
S

um
m

an
de

nk
en

ne
nw

ir
im

w
es

en
tli

ch
en

be
re

its
au

s
de

m
le

tz
te

n
A

bs
ch

ni
tt;

be
im

zw
ei

te
n

hi
lft

of
fe

ns
ic

ht
lic

h
nu

r
ei

ne
Pa

rt
ia

l-
br

uc
hz

er
leg

un
g:

W
ir

se
tz

en
an

40
D +4

0
(

D 2 +1
)(

D 2 +8
D +2

5)
=

OD +

�
D 2 +1

+

�D +/ D 2 +8

D +2
5

=
(

OD +
� )(

D2 +
8

D +2
5)

+
(

�D +/

)(

D2 +
1)

(

D 2 +1
)(

D 2 +8

D +2
5)

=
(

O +� )
D3 +

(8

O +�

+/ )

D2 +
(2

5

O +8

� +

� )D +
25

� +/

(

D 2 +1
)(

D 2 +8

D +2
5)

,

d.
h.

O +�
=

0

� 8

O +� +/ =
0


25

O +8

� +

� =4
0

un
d

25

� +/ =
40

.

D
am

it
is

t

� =3
O und

/ =
40

3 2
5

� ;
se

tz
en

w
ir

da
se

in
in

di
e

be
id

en
m

itt
le

re
n

G
le

ic
hu

ng
en

,fo
lg

t

8

O +�

+
40

3 2
5

� =
8

O 3 2
4

� +
40

=
0

un
d

24

O +8

� =
40

.

S
ub

tr
ah

ie
rtm

an
dr

ei
m

al
di

e
er

st
eG

le
ic

hu
ng

vo
n

de
rz

w
ei

te
n,

fo
lg

t,
da

ß
80

� =
16

0
is

t,
al

so

� =
2

un
d

O =1
.D

am
it

ke
nn

en
w

ir
au

ch

� =3

1
un

d

/ =3

10
un

d ÷ (

D )=
2

D +2
0

D 2 +8

D +2
5

+

D +2 D 2 +1

3
D +1

0

D 2 +8

D +2
5

=

D +2 D 2 +1
+

D +1
0

D 2 +8

D +2
5

=

D D 2 +1
+

2 D 2 +1
+

D +4
(

D +4
)2

+
32

+
2

[

3
(

D +4
)2

+
32

=

¿À co
s

( +
2

si
n

( +

)� 4.
2 co

s3

( +
2

si
n

3

(5 Á (

D ).



{�
�

H
öh
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üb

er
di

e
Z

er
-

le
gu

ng

÷ (

D )=

D +2 D 2 +1
+

D +4
(

D +4
)2 3

1
+

3
(

D +4
)2 3

1



{�s

H
öh
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

ab
fa

lle
nd

eE
yp

on
en

tia
lfu

nk
tio

ne
ne

rh
al

te
n.

In
je

de
m

Fa
ll

is
td

ie
L

ös
un

g
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
n

ei
ne

rr
ei

ne
n

S
ch

w
in

gu
ng

m
it

de
re

rr
eg

en
de

nF
re

-
qu

en
z

� 0
,

im
el

ek
tr

is
ch

en
S

ch
w

in
gk

re
is

al
so

de
rF

re
qu

en
zd

er
W

ec
h-

se
ls

tr
om

qu
el

le
,u

nd
ei

ne
rF

un
kt

io
n,

di
e

f ü
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rü

ck
en

)
so

ga
rk

at
as

tr
op

ha
lse

in
.

M
it

de
nF

or
m

el
n,

di
e

sc
ho

nh
ab

en
,k ö
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