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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 16. Oktober 2006

Lésen Sie das Anfangswertproblem

X(t) +x(t) =0, x(0) =sina, x(0)=cosa
via Laplace-Transformation und beweisen Sie so die Additionsformel fiir sin(t + a)!
Losung: Fiir X(s) = £{x(t)}(s) ist s2X(s) — sx(0) — x(0) + X(s) = 0, also

ssina + cosa ) S
X(s)=——————— =sina-——— +cosa-

1
S = o P = L{sinacost + cosasint}(s).

Da sin(a + t) das Anfangswertproblem offensichtlich 16st, folgt (modulo der noch nicht
gezeigten Umkehrbarkeit der LAPLACE-Transformation) sin(a+t) =sinacost+cosasint.

Wie kann man auf dhnliche Weise die Additionsformel fiir den Kosinus herleiten?

Lésung: cos(a + t) 16st das Anfangswertproblem X(t) + x(t) = 0 mit x(0) = cosa und
%x(0) = —sin a. Hier folgt entsprechend

scosa—sina

X(s) = T —sina- L = L{costcosa —sintsina}.

S
S oy ST

Somit ist cos(t + a) = costcos a —sin tsin a.
Laut Vorlesung ist L{t"}(s) = ST{‘% Konstruieren Sie mit Hilfe dieser Beziehung jene
Stammfunktion F(t) von f(t) = t™, fiir die F(0) = a ist!

Losung: F(t) erfiillt die Gleichung F(t) = f(t) und F(0) = a; daher ist

L{t"}(s) = sL{F(t)}(s) —a und

n! a T m+1! a1 .

LF)(s) = LEM(s) + < =

tTL+1
Alsoist F(t) =
n+1

bekommen hitte.

+a, was man natiirlich auch einfacher ohne LAPLACE-Transformation

Losen Sie das Anfangswertproblem y(t) = Ay(t) und y(0) = ¢ mit Hilfe von LAPLACE-
Transformationen!
Lésung: L{y(t)}(s) = sL{y(t)}(s) — c = AL{y(t)}, also ist

Liy(W)}s) = j y = cLs —A) = L{ce™}(s) = y(t) = ce*.

Losen Sie das Anfangswertproblem y4) — 16y(t) = 0 mit y(0) = 1, y(0) = 2, §(0) = 3
und y3)(0) = 0 mit Hilfe einer Tabelle von LAPLACE-Transformationen!

Lésung: L{y™® (t)}(s) = s*L{y(t)}(s) — s> — 2s? — 3s = 16L{y(t)}(s), also ist

3 2 2 3
Lly)s) = L=



1)

g)

h)

In der Tabelle auf der Riickseite des Ubungsblatts stehen LAPLACE-Transformationen mit
Nenner s* — w?* und Zihler s, s, s3; mit w = 2 erhalten wir

1 1 3
y(t) = Z(COSth + cos 2t) + 2 (sinh 2t + sin 2t) + 3 (cosh 2t — cos 2t)

7 1 1 . 1 .
= gcosh2t+ gCOSZt-I- Zstht—i— zstt.

Losen Sie die Differentialgleichung y(3)(t) = y(t) mit den Anfangsbedingungen y(0) =0,
y(0) =0 und §(0) =0!

Losung: L{y®) (t)}(s) = s> L{y(t)}(s) = Liy(t)}s) = L{y(t)}(s) =0 = y(t) =0.

Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung {j(t) 4+ 4y(t) = 6cost!

Loésung: Da wir bislang nur wissen, wie man Anfangswertprobleme 16st, 16sen wir das
Anfangswertproblem

U(t) +4y(t) =6cost mit y(0)=u und yY(0)=v

mit beliebigen Werten u,v € R: Irgendeinen Wert mufl y(0) bzw. y(0) schlieflich fiir jede
Funktion y(t) haben.

Fiir Y(s) = L{y(t)}(s) ist dann

6s
s2Y(s) —us —v+4Y(s) = o
also us +v 6s
Yis)= s2+4 + (s24+1)(s2+4)°
Wir setzen
6s :as—l—b_l_cs—i—d:(a+c)53—1—(b—|—d)sz+(4a—|—c)s+4b+d
(s2+1)(s2+4) s2+1  s2+4 (s241)(s2 +4) '
Also ist

a+c=0, 4b4+d=0 und 4a+c=6,
d.h.3a=60der a=—c =2 und b =d =0. Somit ist
6s 2s 2s

(s2+1)(s2+4)  s2+1 s2+4

= L{2cost — 2cos 2t}(s).

AuBlerdem ist
us +v

s2+4

wobei u,v € R beliebig gewdhlt werden konnen. Damit 148t sich jede Losung in der Form

= L{ucos 2t +  sin 2t}(s) ,

y(t) =2cost+ asin2t + bcos 2t

schreiben mit a,b € R. (Wie a,b von den Anfangswerten u,v abhdngen, interessiert uns
in diesem Zusammenhang nicht — auch wenn es hier trivial ist: a = J und b=u—2.)

Finden Sie eine Funktion f(t) mit L{f(t)}(s) = 52(32]74—1) !

Lésung: Wir konstruieren eine Partialbruchzerlegung

1 as+b cs+d (a+c)sP+(b+d)s®+es+d

s2(s2+1) s2 +sz—|—1 - s2(s2+1) '



dazu miissen wir also das lineare Gleichungssystem
a+c=0, b+d=0, a=0 und b=1

»losen“. Offensichtlich ist a =c¢ =0 und b = —d = 1. Somit ist

1 1 1 , _
2T s sryq - Litils) — Lsint)(s) = L{t —sinti(s).

s+
Cs2(s241)

Losung: Wir machen zur Partialbruchzerlegung denselben Ansatz wie in der vorigen
Aufgabe; dieses Mal wird das LGS zu

1) Finden Sie eine Funktion f(t) mit L{f(t)}(s)

a+c=0, b+d=0, a=1 und b=1.

Jetzt sind alsoa=b=1und c=d=-1, d.h.
1 s+ 1 s+ 1 1 s 1

I D 2 41 s T SZr1 241
= L{1}(s) + L{t}(s) — L{cos t}(s) — L{sin t}(s)

=L{t+1—cost—sint}(s).

. . c s . S .
j) Leiten Sie die LAPLACE-Transformierte 1wl von cos wt ab nach s und benutzen Sie
1

das Ergebnis zur Konstruktion einer Funktion f(t) mit £{f(t)}(s) = [CERIE !

Lésung: Nach der Quotientenregel ist die Ableitung gleich

s? + w? —2s?2 w?—s? w? s?

(s24+w2)2 (s24w?)?2  (s2+w?)? (s2+w?)?’

Der zweite Summand macht Probleme; daher schreiben versuchen wir, einen Summanden
mit Zahler s? + w? zu bekommen, bei dem wir kiirzen kénnen:

w? —s? 2w? — (5% + w?) 2w? 1

(s2+w2)2 (24 w?2)2 (24 w22 s2+w?’

Das Gangze ist die LAPLACE-Transformation von —t cos wt, und der letzte Summand ist
die von % sin wt, also ist

2w?

L{—tcoswt}(s) = 21 w?)?

— lE{sin wt}(s)
w

oder

1
(s24+ w2)2  2w?

L{—tcoswt}(s)+ L l sinwt,(s)=L smwt  tcoswt (s).
w 2w3 2w?2

k) Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = ist stark abfallend.

1+t2
3

Losung: Falsch; beispielsweise bleibt t3f(t) = nicht beschrankt fiir t — +o0.

1+t2



)

ist stark abfallend.

Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = o5

Losung: Richtig: Zunéchst hat jede Ableitung von f die Form
f(n)(t) _ P.(sinht,cosht)
cosh™*1t

1

wobei P, (x,y) ein Polynom vom Gesamtgrad hochstens n ist: Fiir n = 0 ist das klar mit
Po(x,y) = 1, und f(™*1) () ist die Ableitung von f(™(t), also ist nach der Quotientenregel

fntT) (1) — cosh™ ' t. %Pn(sinht,cosht) — Pn(sinht,cosht) - (n+ 1)cosh™ tsinht

cosh’™ "2 ¢
_ cosht: %Pn(sinh t,cosht) — P, (sinh t,cosht) - (n+ 1)sinht
cosh™2 ¢ '

Nach der Kettenregel

d—Pn(sinh t,cosht) = 3Pn(sinh t,cosht)cosht + iPn(sinht,cosh t)sinht
dt ox oy

hat die Ableitung von P, (sinh t, cosh t) hchstens denselben Grad wie das Polynom selbst,

also hat der Zahler hochstens Grad n + 1, womit die Behauptung induktiv folgt. Insbe-

sondere ist spatestens jetzt klar, dafl f(t) beliebig oft differenzierbar ist.

Wir schreiben den Nenner um als

t —t\ 1 1 4 g2t n+1
cosh™ 't = (%) =emt+it. (—;TR — e(M+Ntgq)

wobei g(t) = (1 + e 24)™+1 /21 fiir t — oo durch positive Schranken nach oben und
nach unten beschrankt bleibt. Genauso konnen wir ihn auch umschreiben als

)

1 eZt n+1 _
cosh™t!t = e (M+Dt, 7( +2n+]) = e (MIG(¢)

wobei ¢(t) fiir t — —oo durch positive Schranken nach oben und nach unten beschrénkt
bleibt. Den Z&dhler konnen wir entsprechend schreiben als

P,.(sinht,cosht) = e "th(t) = e™th(t),

wobei h(t) fiir t — oo und ﬁ(t) fiir t —» —oo betragsmiflig beschrankt bleibt. Insgesamt
ist also
fM(t) = e 'm(t) = e'm(t),

wobei m(t) fir t — oo und m(t) fiir t - —oo betragsmaflig beschrénkt bleibt. Damit ist
klar, daB auch fiir jedes v € Ny der Betrag von t"f(™(t) fiir t — o0 beschrankt bleibt.

m) Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = e~ !l ist stark abfallend.

Loésung: Falsch, denn sie ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.

n) Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = te™ ' ist stark abfallend.

Losung: Falsch, denn sie ist fiir t — —oo0 nicht beschréankt.

o) Richtig oder falsch: Die Summe zweier stark abfallender Funktionen ist wieder stark

abfallend.

Losung: Richtig: Sie ist wieder beliebig oft differenzierbar, und

if+9) ()] =

£ 09 (6) + 791 (1)) <

trf) (t)‘ +

g (y)



p)

q)

ist beschrankt fiir alle k,r € Ny.

Richtig oder falsch: Ist f stark abfallend, so auch jede Potenz f™ mit n € N.

Losung: Richtig: Mit der Differenzierbarkeit gibt es keine Probleme, und jede Ableitung
von f™(t) kann (via Kettenregel oder Produktregel) abgeschétzt werden durch Produkte
von Ableitungen von f(t).

Welche periodischen Funktionen sind stark abfallend?

Losung: Nur die Nullfunktion. Falls die Funktion ndmlich irgendwo einen von null
verschiedenen Wert annimmt, ist tf(t) fiir t — +oo nicht mehr beschrankt: Ist etwa
f(to) = a # 0 und T die Periode, so ist tf(t) an den Stellen t = ty + kT gleich a(ty + k),
was fiir k — +o0o nicht beschrankt bleibt.

Richtig oder falsch: Wenn die FOURIER-Transformierte von f € L?(R, R) existiert, ist f
stark abfallend.

Losung: Falsch; beispielsweise existiert die FOURIER-Transformierte eines Rechtecksim-
pulses, der als nicht differenzierbare Funktion aber nicht stark abfallend ist.



