Wolfgang K. Seiler A5, Zimmer C201 Tel. 2515

Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 2. Oktober 2006

a) Werten Sie die Fourier-Reihe ∞∑ ℓ=1 sin ℓωt ℓω aus an der Stelle t =^T_4 und berechnen Sie den

numerischen Wert der entstehenden Summe!

Lösung: Für t =^T_4 ist ωt =^π_2 , also ist ∞∑ ℓ=1 sin ℓω^T_4 ℓω = ∞∑ ℓ=1 sin^{ℓπ}_2 ℓω = ∞∑ k=0 (-1)^k (2k + 1)ω , denn für gerade Werte von ℓ ist^{ℓπ}_2 ein ganzzahliges Vielfaches von π, so daß der Sinus verschwindet, und für ungerades ℓ = 2k + 1 ist sin^{ℓπ}_2 = (-1)^k.

Um den numerischen Wert zu berechnen nützen wir aus, daß die Fourier-Reihe des Sägezahns überall gegen die Funktion konvergiert; speziell für t =^T_4 hat diese den Wert T 4 - 1 2 · T 4 = T 8 , also ist ∞∑ k=0 (-1)^k (2k + 1)ω = T 8 .

Multiplikation mit ω liefert die Summe ∞∑ k=0 (-1)^k (2k + 1) = ωT 8 = 2π 8 = π 4 .

b) Gibt es eine stückweise stetige periodische Funktion f mit Fourier-Reihe ∞∑ ℓ=1 sin ℓt √ ℓ ?

Lösung: Für eine solche Funktion wäre ∞∑ ℓ=1 b^2_ℓ = ∞∑ ℓ=1 1 ℓ die Summe der harmonischen

Reihe, also divergent, was nach der Besselschen Ungleichung bei der Fourier-Reihe einer stückweise stetigen periodischen Funktion nicht sein kann.

(Zur Erinnerung: Die harmonische Reihe ∞∑ k=1 1 k divergiert, denn

S_r = 2^r+1∑

k=2^r+1 1 k ≥ 2^r+1∑

k=2^r+1 1 2^{r+1} = 2^r 2^{r+1} = 1 2 , so daß 2^N∑

k=1 1 k = N-1∑ r=0 S_r ≥ N-1∑ r=0 1 2 = N 2 .)

c) Gibt es eine stückweise stetige periodische Funktion f mit Fourier-Reihe ∞∑ k=1 cos(2k + 1)t √ 2k + 1 ?

Lösung: Hier wäre entsprechend ∞∑ k=1 a^2_k = ∞∑ k=1 1 2k + 1 , was ebenfalls divergiert, denn 2k+ 1 ≤ 3k und 1 2k + 1 ≥ 1 3k d.h. ∞∑ k=1 1 2k + 1 ≥ 1 3 ∞∑ k=1 1 k kann durch eine harmonische Reihe nach unten abgeschätzt werden.

d) Zeigen Sie, daß die Reihe ∞∑ k=1 k^2 (k^2 + 1)^2 konvergiert, und finden Sie eine obere Schranke

für ihren Grenzwert! (Hinweis: Die Reihe S_f(t) = i sinh π π ∞∑ k=-∞ (-1)^kk k^2 + 1 e^{ikt} ist aus dem

Skriptum bekannt als Fourier-Reihe einer Funktion mit Periode 2π, die zwischen -π und π gleich dem Sinus hyperbolicus ist.)

Lösung: In der Fourier-Reihe ist

c_k = i sinh π π (-1)^kk k^2 + 1 und |c_k|^2 = sinh^2 π π^2 k^2 k^2 + 1 . Nach der Besselschen Ungleichung ist daher

sinh^2 π π^2 ∞∑ k=-∞ k^2 (k^2 + 1)^2 ≤ (f, f) = 1 2π π∫ -π sinh^2 t dt .

Da k^2/(k^2 + 1) unabhängig ist vom Vorzeichen von k und für k = 0 verschwindet, ist ∞∑ k=-∞ k^2 (k^2 + 1)^2 = 2 ∞∑ k=1 k^2 (k^2 + 1)^2 . Damit folgt ∞∑ k=1 k^2 (k^2 + 1)^2 ≤ π^2 2 sinh^2 π · 1 2π π∫ -π sinh^2 t dt = π 4 sinh^2 π π∫ -π sinh^2 t dt .

Der Integrand kann umgeschrieben werden als

sinh^2 t = ( e^t - e^{-t} 2 )_2 = e^{2t} + e^{-2t} 4 - 1 2 = cosh 2t - 1 2 , also ist π∫ -π sinh^2 t dt = 1 2 π∫ -π (cosh 2t - 1) dt = ( sinh 2t 4 - t 2 ) | |^π -π = sinh 2π 2 - π ,

und wir erhalten das Ergebnis ∞∑ k=1 k^2 (k^2 + 1)^2 ≤ π 4 sinh^2 π ( sinh 2π 2 - π ) = π 8 · sinh 2π - 2π sinh^2 π ≈ 0,769837 . (Nach dem Satz von Parseval können wir anstelle von ≤ auch ein Gleichheitszeichen schreiben.)

e) Finden Sie obere Schranken für ∞∑ k=1 1 (2k - 1)^2 und ∞∑ k=1 1 k^2 ! Lösung: Für die erste Summe sind Rechteckschwingungen ein guter Ansatz: Für f(t) = | h für 0 ≤ t <^T_2 -h für^T_2 ≤ t < T mit f(t + T) = f(t) für alle t ∈ R

ist S_f(t) = 4h π ∞∑ ℓ=1 sin(2ℓ - 1)ωt (2ℓ - 1) , speziell für h = π 4 also

b_ℓ = | 0 für gerade ℓ 1 ℓ für ungerade ℓ und c^ℓ = | 0 für gerade ℓ ±i 2ℓ für ungerade ℓ .

Damit ist ∑ k∈Z |c_k|^2 = 1 2 ∞∑ k=1 1 (2k - 1)^2 nach der Besselschen Ungleichung kleiner oder

gleich (f, f) = 1 T T∫ 0 f(t)^2 dt = 1 T T∫ 0 h^2 dt = h^2 = π^2 16 ,

also ist ∞∑ k=1 1 (2k - 1)^2 ≤ π^2 8 .

Für die zweite Summe betrachten wir Sägezahnimpule mit Periode 2π; für diese ist ω = 1,

so daß die Fourier-Reihe laut Vorlesung S_f(t) = ∞∑ ℓ=1 sin ℓt ℓ ist. Diesmal ist |c_k| = 1/2k

für alle k ≠ 0 und c_0 = 0, also ∑ k∈Z |c_k|^2 = 1 2 ∞∑ k=1 1 k^2 ≤ (f, f) . Hier ist (f, f) = 1 T T∫ 0 f(t)^2 dt = 1 2π 2π∫ 0 ( π - t 2 )_2 dt = 1 2π 2π∫ 0 ( t - π 2 )_2 dt

= 1 2π π∫ -π u^2 4 du = 1 2π ( π^3 12 + π^3 12 ) = π^2 12 ,

also ∞∑ k=1 1 k^2 ≤ π^2 6 . (Tatsächlich gilt natürlich auch hier nach dem Satz von Parseval in beiden Abschätzungen das Gleichheitszeichen.)

f) Die Funktionen f, g: R ) R seien periodisch mit Periode eins, und für 0 ≤ t < 1 sei f(t) = t und g(t) = t^2. Was ist f ∗ g ?

Lösung: Da wir wissen, daß f∗g wieder periodisch mit Periode eins ist, genügt es, f∗g(t) für 0 ≤ t < 1 zu berechnen. Auch hier schon müssen wir das Integral aufspalten, um einen geschlossenen Ausdruck für den Integranden zu bekommen, etwa als

f ∗ g(t) = 1 T T∫ 0 f(t - τ)g(τ) dτ = 1∫ 0 f(t - τ)g(τ) dτ = t∫ 0 f(t - τ)g(τ) dτ + 1∫ t f(t - τ)g(τ) dτ . Für das Intervall 0 ≤ τ < t ist t - τ mindestens Null und höchstens gleich t; ist also 0 ≤ t < 1, so liegt t - τ im Intervall [0, 1), so daß f(t - τ) = t - τ ist. Für das Intervall t < τ ≤ 1 ist t - τ negativ, kann aber für t aus dem Einheitsintervall nicht kleiner werden als -1. Somit ist dort f(t - τ) = t - τ + 1, also insgesamt

f ∗ g(t) = t∫ 0 (t - τ)τ^2 dτ + 1∫ t (t - τ + 1)τ^2 dτ = 1∫ 0 (t - τ)τ^2 dτ + 1∫ t τ^2 dτ

= ( tτ^3 3 - τ^4 4 )| | 1

0 + τ^3 3 | | 1

t = t 3 - 1 4 + 1 3 - t^3 3 = t - t^3 3 + 1 12 im Einheitsintervall, periodisch fortgesetzt auf R mit Periode eins.

Man beachte, daß f ∗ g eine stetige Funktion ist, denn t - t^3 verschwindet bei t = 0 und bei t = 1.

g) Die Funktionen f, g: R ) R seien periodisch mit Periode eins, und für -^1_2 ≤ t <^1_2 sei f(t) = t und g(t) = t^2. Was ist f ∗ g ?

Lösung: Hier gehen wir im wesentlichen genauso vor, allerdings bietet sich an, nun alle Integrale über eine Periode von -^1_2 bis^1_2 zu berechnen, da wir dann zumindest g einfach einsetzen können. Wir betrachten also nur Werte von t aus dem Intervall [ -^1_2 ,^1_2 ) . Allgemein ist - 1 2 ≤ t - τ / τ - t ≤ 1 2 / τ ≤ t + 1 2 und t - τ < 1 2 / τ - t > - 1 2 / τ > t - 1 2 . Für t ≥ 0 ist die erste Bedingung überall im Integrationsintervall erfüllt, die zweite allerdings nur für τ > t -^1_2 ; für kleinere τ liegt t - τ im Intervall zwischen^1_2 und^3_2 , d.h. f(t - τ) = t - τ - 1. Somit ist für 0 ≤ t <^1_2

f ∗ g(t) = 1 2∫ -^1_2 f(t - τ)g(τ) dτ = t-^1_2∫

-^1_2 f(t - τ)g(τ) dτ + 1 2∫ t-^1_2 f(t - τ)g(τ) dτ

= t-^1_2∫

-^1_2

(t - τ - 1)τ^2 dτ + 1 2∫ t-^1_2 (t - τ)τ^2 dτ = 1 2∫ -^1_2 (t - τ)τ^2 dτ - t-^1_2∫

-^1_2 τ^2dτ

= ( tτ^3 3 - τ^4 4 )| | 1 2 -^1_2 - τ^3 3 | | t-^1_2

-^1_2 = t 12 - (t -^1_2 )^3 3 - 1 24 = - t^3 3 + t^2 2 - t 6 .

Für negative t dagegen ist stets τ ≥ t-^1_2 , aber τ ≤ t+^1_2 ist nicht immer erfüllt. In diesem Fall liegt t - τ im Intervall zwischen -^3_2 und -^1_2 , d.h. f(t - τ) = t - τ + 1. Somit ist für -^1_2 ≤ t < 0

f ∗ g(t) = 1 2∫ -^1_2 f(t - τ)g(τ) dτ = t+^1_2∫

-^1_2 f(t - τ)g(τ) dτ + 1 2∫ t+^1_2 f(t - τ)g(τ) dτ

= t+^1_2∫

-^1_2

(t - τ + 1)τ^2 dτ + 1 2∫ t+^1_2 (t - τ)τ^2 dτ = 1 2∫ -^1_2 (t - τ)τ^2 dτ + 1 2∫ t+^1_2 τ^2dτ

= ( tτ^3 3 - τ^4 4 )| | 1 2 -^1_2 + τ^3 3 | | | 1 2 t+^1_2 = t 12 + 1 24 - (t +^1_2 )^3 3 = - t^3 3 - t^2 2 - t 6 . Für beliebige reelle Zahlen wird die Funktion wieder durch periodische Fortsetzung berechnet. Man beachte, daß auch hier f ∗ g eine stetige Funktion ist.

h) s(t) sei der Sägezahn aus der Vorlesung, d.h. die Fourier-Reihe von s ist ∞∑ ℓ=1 sin ℓωt ℓω . Berechnen Sie die Fourier-Reihe von s ∗ s !

Lösung: Die Fourier-Reihe von f ist

S_f(t) = ∞∑ ℓ=1 sin ℓωt ℓω = ∞∑ ℓ=1 e^{iℓωt} - e^{-iℓωt} 2iℓω , der komplexe Fourier-Koeffizient c_k ist also gleich 1/2ikω für k ≠ 0 und c_0 = 0. Die Fourier-Reihe von f ∗ f ist somit ∞∑ k=-∞ c^2_ke^{k·iωt} = ∞∑ k=-∞ k≠0 e^{k·iωt} -4k^2ω^2 = - ∞∑ k=1 e^{k·iωt} + e^{-k·iωt} 4k^2ω^2 = - 2 ω^2 ∞∑ k=1 cos kωt k^2 .

i) Geben Sie s ∗ s explizit als Funktion an, indem Sie die Formel s ∗ f(t) = F(t) + t T ( F(0) - F(T) ) - F(0) + F(T) 2 + F(T) - 1 T T∫ 0 F(τ) dτ aus der Vorlesung anwenden! (F ist eine Stammfunktion von f.)

Lösung: Als erstes brauchen wir eine Stammfunktion von s. Für s ∈ (-T/2, T/2) ist dies zum Beispiel S(t) = t∫ 0 s(t) dt = t∫ 0 ( T 2 - t ) , dt = T 2 · t - t^2 2 = t(T - t) 2 . Setzt man hier t = 0 oder t = T ein, erhält man den Wert null, d.h. die periodische Fortsetzung von S ist eine Stammfunktion von s. Damit ist s ∗ s(t) = S(t) - 1 T T∫ 0 S(t) dt = S(t) - T^2 12 .

j) Zeigen Sie: (_∞ ∑ ℓ=1 b_ℓ sin ℓωt ) ∗ (_∞ ∑ ℓ=1 p_ℓ sin ℓωt ) = - 1 2 ∞∑ k=1 b_kp_k cos kωt !

Lösung: Über die Eulersche Formel sin x =^1_{2i} (e^{ix} - e^{-ix}) lassen sich leicht die kom-

plexen Fourier-Koeffizienten c_k von (_∞ ∑ ℓ=1 b_ℓ sin ℓωt ) und d_k von (_∞ ∑ ℓ=1 p_ℓ sin ℓωt ) be- rechnen:

c_k = 1 2i b_k für k > 0 0 für k = 0 -^1_{2i} b_{-k} für k < 0 und d_k = 1 2i p_k für k > 0 0 für k = 0 -^1_{2i} p_{-k} für k < 0 . Die komplexen Fourier-Koeffizienten der Faltung sind die Produkte c_kd_k, also -^1_4 b_kp_k für k ≠ 0 und Null für k = 0. Der Term mit Index k der komlexen Fourier-Reihe und der mit Index -k ergänzen sich daher zu -^1_2 b_kp_k cos kωt, wie behauptet.

k) Was ist (_∞ ∑ k=1 a_k cos kωt ) ∗ (_∞ ∑ k=1 q_k cos kωt ) ? Lösung: Wir gehen genauso vor wie eben; der einzige Unterschied ist, daß nun die komplexen Fourier-Koeffizienten c_k unabhängig vom Vorzeichen gleich^1_2 a_{|k|} sind, entsprechend auch d_k. Also ist hier c_kd_k =^1_4 a_kq_k für k ≠ 0, wir erhalten somit bis aufs Vorzeichen dasselbe Ergebnis wie oben: (_∞ ∑ k=1 a_k cos kωt ) ∗ (_∞ ∑ k=1 q_k cos kωt ) = 1 2 ∞∑ k=1 a_kq_k cos kωt .

l) Richtig oder falsch: Für zwei Funktionen f, g ∈ L_T(R , C ) ist f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.

Lösung: Richtig, denn ( f ∗ (g + h) ) (t) = 1 T T∫ 0 f(t - τ) ( g(τ) + h(τ) ) dτ

= 1 T T∫ 0 f(t - τ)g(τ) dτ + 1 T T∫ 0 f(t - τ)h(τ) dτ = (f ∗ g)(t) + (f ∗ h)(t) .

m) Richtig oder falsch: Für eine Funktion f ∈ L_T(R , C ) ist f ∗^1_f = 1.

Lösung: Falsch: Bezeichnet c_k den k-ten komplexen Fourier-Koeffizient von f und d_k den von^1_f , so müßte sonst c_kd_k = 0 sein für alle k ≠ 0 und c_0d_0 = 1. Bei einem Rechteckimpuls (für den auch^1_f wieder eine Rechteckimpuls ist) ist das offensichtlich nicht der Fall. (Auch sonst spricht nicht das geringste dafür, daß so eine Formel gelten könnte.)

n) Richtig oder falsch: Die Fourier-Reihe von f(t) = |t| für |t| < π und f(π) = 0, periodisch fortgesetzt mit Periode 2π, zeigt bei der Konvergenz das Gibbs-Phänomen.

Lösung: Falsch, denn auch an den Unstetigkeitsstellen ist der linksseite Grenzwert gleich dem rechtsseitigen, nämlich π.

o) Richtig oder falsch: Die Fourier-Reihe von f(t) = |t| für 0 ≤ t < 2π, periodisch fortgesetzt mit Periode 2π, zeigt bei der Konvergenz das Gibbs-Phänomen.

Lösung: Richtig, denn jetzt gibt es einen echten Sprung der Höhe 2π.

p) f sei periodisch mit Periode 2π, und für -π ≤ t < π sei f(t) = t. Wohin konvergiert die Fourier-Reihe von f für t = π ?

Lösung: Gegen den Mittelwert aus linksseitigem Grenzwert π und rechtsseitigem Grenzwert -π, also Null.

q) Die Kippschwingung f(t) sei periodisch mit Periode 10, und für 0 ≤ t < 10 sei f(t) = e^{-t}.

Wohin konvergiert die Fourier-Reihe von f für t = 0 ?

Lösung: Gegen den Mittelwert aus linksseitigem Grenzwert e^{-10} und rechtsseitigem Grenzwert Eins, also^{1+e-10}_2 .

r) Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = |sin t| ist linear unabhängig von den Funktionen 1, cos kt, sin ℓt mit k, ℓ ∈ N . Lösung: Richtig, denn sonst wäre sie ein trigonometrisches Polynom. Wie wir gesehen haben, treten in ihrer Fourier-Reihe aber unendlich viele nichtverschwindende Koeffizienten auf. (Andere Begründung: Trigonometrische Polynome sind stetig differenzierbar, f aber nicht.)