WoLrFcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 18. September 2006

a) Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen: '
z1 =i(1-1), z2=03+1)3—-1), zz=(i+1D{A—-1), z4 =120, z5 =32 25 =%

Loésung:

z1=11—-1)=1-1—-1- 1—1—(—1):1+i

Zz—(3+l)( —1)—3,2 ?=9—(=1)=10

={1i+NDEi-1)= —12:—1—1:—2
24—12005 i 12004_1_(12)100221.(_1)100221.]501 —i
L, _5F2_ (5+420)(2-3) 10-2-(3)-15i+4i 16 11,
>T 2431 (2+31)(2-31) 22432 13 13
L 4+ (441241 8144420 7 6.
T 21 2-102+ 22412 55

b) Berechnen Sie fiir z = V3 +1 die Potenzen z2 Z3 24 z16 256 ynd 22994 sowie den Betrag!
Loésung:

2?2 = (f+1 = (V3?2 +i2+2V31=2+2V31

=22 z=( 2+2«f1 (V3+1) =2V3—-2V3+4+2i+2V3V3i=8i

=23 2=8i- \/_—H —8\/_1—81 = -8+ 8V3i

26 =215 2= (%)% 2= (81)° - (V3 +1) =8° (V3 +1) =-2"° +2"°V3i
225622255 Z_( 3)85 81 85 f+l 2255 \/__{_ _2255 —}—2255\/?;1',

Z2004 _ ( 3)668 (81)668 22004 L3668 _ 22004

= 183700911243880723877253312188429117443570832334191232076422837892122601822779250217065
517810641003186951354342237994043751539033738088853028149016986664509662607982632499648
001102046637184071794286283184101577991650584741834221382315707241664746166353447994493
059838094311407368997298639257862755152532290150670254375133608963807175692662494241495
642400686404346730601328835213011578050066818028613307530558392634269003234847773446467
455765093202465423094243347072887932453743475262656131131546608932408608680933961624845
3580582710912872142644412542122002806968460813165484333087447260194957618384470016

2| =V =/ (V3+1)(V3—1) = (f) 22— 37T1=

c) Finden Sie eine komplexe Zahl z € C \ R mit z3 = —1!

L(‘isung Aus der vorigen Aufgabe wissen wir, daB fiir zog = (v/3 + 1) gilt zg = 8i, also
(23)% = 2§ = —64 = —43. Somit hat Jz3 = 2+2‘/_1 =1+ ?i dritte Potenz —1.

d) Finden Sie eine komplexe Zahl z € C \ R mit z> = 1!

Losung: Da (—z)® = —z3 fiir jede komplexe Zahl z, kénnen wir einfach z = —J — @i
setzen.

1
e) Zeigen Sie: Fiir eine komplexe Zahl vom Betrag eins ist 2= z!

Losung: z-z = |z|2 =12=1



1)

g)

h)

7)

k)

Bestimmen Sie fiir f(z) = Z z* Realteil und Imaginarteil von f(ix) fiir x € R !
k=0
Losung: Fiir gerade k = 2¢ ist (ix)* = i*xk = (=1)%K, fiir ungerade k = 2¢ + 1 ist
(ix)k = ikxk =1i. (=1)'x*. Somit ist
n/2] [(n—1)/2]
flix) = ) (=% +1 ) (NS

£=0 2=0

Schreiben Sie die Funktion sin 2x-sin 3y als Summe von reinen Sinus- und Cosinustermen!

Lo6sung:
eZix _ efZi.x e3iy _ ef3i.y

2 _ 2i ) )
61(2x+3y) _ el(foSy) _ 671(2x73y) + 61(2x+3y)

(—4)
ei(2x+3y) + ei(2x+3y) ei(fo.’)y) + efi(2x73y)
T 4 * 4

= %cos(Zx— 3y)— %cos(2x+3y]

sin2x - sin 3y =

Zeigen Sie: e* verschwindet fiir keine komplexe Zahl z.

Losung: Sei z = x + iy mit x,y € R. Dann ist e? = eXTV = ¢*. eV = e*(cosy +isiny).
Da die reelle Exponentialfunktion keine Nullstellen hat und Sinus und Cosinus im Reellen
keine gemeinsame Nullstelle haben, kann dieses Produkt nie verschwinden.

Zeigen Sie: e* = 1 genau dann, wenn z ein ganzzahliges Vielfaches von 27ri ist.

Lésung: Sei wieder z = x+1iy mit x,y € R. Da e'V stets den Betrag eins hat, ist |e?| = e,
was genau fiir x = 0 den Wert eins hat. Damit nicht nur |e?|, sondern sogar e* = 1 ist, muf}
auch e'¥Y = cosy + isiny = 1 sein, d.h. cosy = 1 und siny = 0. Der Sinus verschwindet
bei allen ganzzahligen Vielfachen von 7, und fiir k € Z ist cos kmt = (—1)*. Daher mu8 y
ein geradzahliges Vielfaches von 7t sein, z also ein ganzzahliges Vielfaches von 27ri.

4+

Betrachten Sie sinhz = ezfzeﬂ und coshz = % fiir beliebige komplexe Argumente

z € C. Wo haben diese Funktionen ihre Nullstellen?

Losung: sinhz = 0 genau dann, wenn e* = e # ist, d.h. e?* = 1. Dies ist, wie wir
gerade gesehen haben, genau dann der Fall, wenn 2z ein ganzahliges Vielfaches von 27ti
ist, z selbst also eines von 7i.

coshz = 0 genau dann, wenn e? = —e 2 ist, d.h. e?Z = —1 = ™ oder e?* "™ = 1. Hier
muf} 2z also ein ungeradzahliges Vielfaches von 7t sein, d.h. z = (k + %)m fiir eine ganze
Zahl k.

Welche der Funktionen f(z) = 2coshz, g(z) = e* + €% und h(z) = z?sinz ist komplex
differenzierbar?

Losung: Wir konnen z.B. die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen verwenden:
Fir z =x+ 1y mit x,y € R ist
2coshz=¢*+e =" y e *
=e*(cosy +isiny) +e *(cosy —isiny)
=(e*+e *)cosy +i(e*—e *)siny.



)

Somit ist
u(x,y) =Ref(x+1iy) = (e*+e *)cosy und v(x,y)=Imf(x+1iy)=(e*—e *)siny.
Ableiten zeigt, dafl

Ux(x,y) =(e*—e ™)cosy und wvy(x,y)=(e*—e *)cosy
iibereinstimmen, wahrend sich

Uy(x,y) =—(e*+e *)siny und vx(x,y)=(e*+e *)siny

genau im Vorzeichen unterscheiden. Somit ist f komplex differenzierbar.
Die entsprechende Rechnung fiir g(z) fithrt auf

g(z) — e? + eZ — ex—Hy + ex—iy

= e*(cosy +isiny) + e*(cosy —1isiny) = 2e* cosy .
Somit ist hier
u(x,y) =Reg(x+1iy) =2e*cosy und v(x,y)=TImg(x+1iy)=0.

Ganz offensichtlich sind hier die CAucCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen nicht
erfiillt, d.h. g ist nicht komplex differenzierbar.

Auch fiir h(z) kénnten wir die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen verwen-
den, schneller geht es allerdings, wenn wir beachten, dafl jede Funktion, die durch Grund-
rechenarten und Hintereinanderausfithrungen aus Potenzen, Exponentialfunktionen und
trigonometrischen Funktionen hervorgeht, holomorph ist, was hier offensichtlich der Fall
ist — wie iibrigens schon bei f(z), wo die ausfiihrliche Rechnung oben also auch iiberfliissig
gewesen ware.

Berechnen Sie fir v: 4 L ™ 7 C  gie folgenden Integrale:
erecnnen oie rur 'Y t}—)Zeit 1€ Ogen en negra e.
dz dz dz dz
=% = L= |2 =% = |eoszg
1 J'Z’ 2 JZ—S’ 3 JZZ) 4 Jzz_i_]) 5 Je V4
Y Y Y Y Y

Losung: Der Integrationsweg vy ist eine Kreislinie um den Nullpunkt mit Radius zwei,
die im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Daher ist Iy = 27i, wie wir in der Vorlesung
sogar fiir noch allgemeinere Kurven um den Nullpunkt gezeigt haben.

Der Integrand 1/(z — 3) von I; ist holomorph auf C \ {3}; in einer offenen Menge also, die
sowohl das Innere der Kreisscheibe um Null mit Radius zwei als auch deren Rand enthalt.
Daher verschwindet das Integral nach dem CAucCHYschen Integralsatz.

Der Integrand 1/z? von I3 ist natiirlich nicht holomorph im Nullpunkt, aber wir haben
mit F(z) = —1/z eine Stammfunktion, die auf C \ {0} holomorph ist. Insbesondere ist sie
holomorph in einer Umgebung des Integrationswegs; daher ist

L= j 9 Fyim) - Fly(—m) =0,

da y(m) =y(—m) = —1 ist.
Der Integrand 1/(z% + 1) von I, ist gleich an zwei inneren Punkten der Kreisscheibe nicht
holomorph: Bei z =1 und bei z = —i. Der Ansatz

1 o« B :(oc+f5)z+((5—oc)i
z2ZZ4+1 z—1i z+1i z2 +1




zur Partialbruchzerlegung fithrt auf « = —f3 = %, also ist

1 _J dz _EJ dz _ij dz
YT 251 T 2)z—1 2)z+i

Y Y Y

Beide Integrale auf der rechten Seite sind Integrale iiber einen Integranden der Form
1/(z — a) mit einem Punkt a, der im Innern der Kreisscheibe liegt; also haben beide den
Wert 2mti. Da die Vorfaktoren entgegengesetzt gleich sind, verschwindet die Summe I4.
Der Integrand von I5 ist als Hintereinanderausfiihrung zweier auf ganz C holomorpher
Funktionen selbst auf ganz C holomorph; damit ist klar, dafl jedes Integral langs einer
geschlossenen Kurve nach dem CAuUCHYschen Integralsatz verschwindet.

m)Welche dieser Integrale &ndern Ihren Wert, wenn man stattdessen den Integrationsweg

betrachtet?

5 [—mt, 1] —» C
' t— 3+ett

Losung: & beschreibt einen Kreis um drei mit Radius eins, der im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufen wird. In der zugehorigen Kreisscheibe sowie einer Umgebung davon sind die
Integranden von Iy, I3,I4 und Is holomorph, also verschwinden die entsprechenden Inte-
grale. Bei I, fiihrt die Transformation u = z — 3 auf das Integral iiber 1/u iiber einen
Kreis um Null, das Integral ist also gleich 2.

n) Die komplexe Zahl z sei in Polarkoordinaten dargestellt als z = re'® mit —w < @ < o.

p)

q)

Was ist Lnz?

Losung: Natiirlich ist Lnr = Inr der gewdhnliche natiirliche Logarithmus reeller Zahlen.
Da Ln als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion auf dem Streifen —m < Jmz < =
definiert ist, ist auch Lne!'® = i@. Die Summe Int + i@ liegt im Streifen —mt < Jmz <=
und e!2THie —elnTel® — rel® — 7 Somit ist Inz =InT + i@.

Was ist Lni ?

. . 3 2 S . i
Lésung: Da e™/2 =1 ist, folgt Lni = 5.

Welchen Hauptteil hat die Funktion CZ# beiz=07?

. I AN . cosz 1 1 1 z?
Losung:Wegencosz:1—?—Fﬂ—ﬁo—k--- 1stZ—4 :Z—4—E+ﬂ—ﬁo+--- )
der Hauptteil ist also A2

2
Was sind Res_ ﬁ, Resg CZ# und Resp CZEZ
z+2 1 z+1 1 . . .
L“ H — = d d t b t d =

Osung Z+1)2 (z+1)2+(z—|—1)2 (Z+])2+Z+],un as 1st bereits die ge

samte LAURENT-Reihe um z = —1. Also ist das Residuum gleich eins.
Die TAYLOR-Reihe des Kosinus ist
© 2k 2 4 26
_ — 1 4= _Z 4.
cosz ];) (21! 2 0
die LAURENT-Reihe von €25* also
sz — 222 1 1 22
s :Z—:_z___|_____|_...
z (2k)!  z 2 24 720



Genau wie die TAYLOR-Reihe des Kosinus enthélt sie nur Terme mit positiven Exponenten,

das Residuum verschwindet also.

Fiir ©22* erhalten wir entsprechend die LAURENT-Reihe

T i B N T N
- (2k)!  z5 223 24z 720 ’

hier ist das Residuum also 21—4.

f:C — C U{oo} sei eine ungerade holomorphe Funktion. Was ist J’f;—? dz ?

Y
Lésung: Da f eine ungerade Funktion ist, enthélt die TAYLOR-Reihe von f nur ungerade z-
Potenzen. Die LAURENT-Reihe von 1;(1_13) entsteht daraus durch Division durch z'3, enthalt
also nur gerade Potenzen. Insbesondere gibt es keinen Term mit z~', das Residuum von

.f
% bei Null ist also Null, und weitere Pole gibt es nicht wegen der Holomorphie von f.
z

Daher verschwindet das Integral.

Berechnen Sie T 16x> dx!
(x2+1)(x2+9)

—00

Losung: Bei diesem Intgegral kénnte man zwar iiber eine Partialbruchzerlegung relativ
schnell eine Stammfunktion des Integranden finden, insgesamt diirfte der Rechenaufwand
allerdings beim Umweg iiber das Komplexe etwas geringer sein.

Das Nennerpolynom (x? 4 1)(x? + 9) verschwindet fiir x = +1 und x = 431, an diesen vier
Stellen hat der Integrand also Pole.

Der Integrationsweg sei wie oben; hier sei er zur Abwechslung noch einmal formal erklart:
Wir betrachten zundchst den Halbkreis yg um den Nullpunkt vom Punkt R durch die
obere Halbebene zum Punkt —R; in Formeln also yg:[0,71] — C; t~— Re't.

Or sei der Integrationsweg, der mit yr beginnt und dann entlang der reellen Achse von
—R nach R geht. Damit ist 0 eine geschlossene Kurve, und Integrale entlang 6z konnen
nach dem Residuensatz berechnet werden.

Fiir R > 3 liegen im Innern des von 0y berandeten Halbkreises die beide Pole z; =1 und
z; = 3i. Beide sind Pole erster Ordnung, d.h.

Res 1622 — lim 16(z — zy)z?
IR 224 1)(2249) oz (224 1)(2249)°
Damit ist
Res. - 1622 — lim 1622 B 16i2 B —16 s
==t (224 1)(z22+9) 251 (z4+1)(22+9)  (20)(i2+9) 161
und
Res. . 1622 im 1622 o 16-92 —16-9 —
=2 N2 +9) ot (224 D)z +31) (%2161 —8-61
Somit ist
1622 1622 1622
= 2mi z=1 z=31
J GRS R (P‘es N2 1) e (z2+1)(z2+9))

Or

= 27i(i—3i) = 4n.



t)

Das ist auch der Wert des gesuchten Integrals, denn fiir R — oo geht wegen yg(t) = iRe't
der Integrand von

dt

J et I‘ 16RZe2it . iReit
(z22+1)(z2+9) ] (RZeZit +1)(R2Ze2it + 4)
YR 0

gegen Null, also — wegen des festen Integrationsintervalls [0, 71] — auch das Integral, so dafl
das Integral iiber 6y fiir R — oo gleich dem Integral iiber die reelle Achse wird.

(Aus der letztjihrigen Modulklausur) Berechnen Sie J ) (lgx+ I 15) dx!

Loésung: Fiir reelles R > 0 sei der Integrationsweg yr der Halbkreis um den Nullpunkt
vom Punkt R durch die obere Halbebene zum Punkt —R; in Formeln also

vr:[0, M = C; t~— Re't.

Or sei der Integrationsweg, der mit ygr beginnt und dann entlang der reellen Achse von
—R nach R geht. Damit ist 0 eine geschlossene Kurve, und Integrale entlang 0g konnen

nach dem Residuensatz berechnet werden.

1
Zur Berechnung von J > SZ dz brauchen wir also zunéchst die Pole des
sg (22 +1)(2% +4z+5)

Integranden; diese sind die Nullstellen der beiden Faktoren des Nenners, also z = +i fiir
den ersten und z = —2 + 1 fiir den zweiten. Insbesondere sind alle Pole einfach.

Im Innern des von &z berandeten Halbkreises liegen (fiir R > 1/13) nur die beiden Pole
mit dem positiven Imaginarteil; wir brauchen also deren Residuen:

. 162 ~ lim 16z(z —1)
22+ )22 +4245) 251 (224 1)(22 +4245)

ks l6z B 161
S zoi(z4+1)(22 +42+5) 20 (—144i+5)
8 _ 2
444 141

fes . 162 ~ tm 16z(z+2—1)

T2 (22 +4245) 2241 (2 +1)(22 +42+5)

. 16z 16+ (—=2+1)

2-2+i (22 +1)(z+2+1) (@4—4)-2
_ 16 (=241) A+ (44200 -1)

848 141 2 =143

Nach dem Residuensatz ist daher fiir R > /13

J 16z az
(z2+1)(z2 + 4z +5)
[
. 162 1oz
=2mi- (Reszi (ZZ T 1)(22 Tzt 5) +Res,— 2.3 (ZZ + 1)(22 L4z + 5))

=2mi-(1—1i—1+31) = —4mn.

Das ist auch der Wert des gesuchten Integrals, denn fiir R — oo geht wegen Vg (t) = iRelt
der Integrand von

16z 16iR2e21t

dz = : . .
J(z2+1)(zz+4z+5) z J(Rzez“—I—1)(R262“+4Re“—|-5)
YR 0

dt




gegen Null, also — wegen des festen Integrationsintervalls [0, 7] — auch das Integral, so dafl
das Integral iiber 6y fiir R — oo zum Integral iiber die reelle Achse wird.



