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r
d ü
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fü

rt
rig

on
om

et
ris

ch
e

F
un

kt
io

ne
n,

vo
r

al
le

m
w

en
n

m
an

si
e

m
eh

rfa
ch

an
w

en
de

nm
uß

,z
ie

m
-

lic
h

un
an

ge
ne

hm
,w
oh

in
ge

ge
n

w
ir

fü
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fü

rg
el

te
n.

W
er

im
m

er
no

ch
P

ro
bl

em
ed

ar
in

si
eh

t,m
it

ko
m

pl
ex

en
G

rö
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kö
nn

te
m

an
zu

m
in

de
st

im
P

rin
zi

p
al

le
In

te
gr

al
e

de
r

Fo
rm

4=5 74� (

- )* - a
us

re
ch

ne
n,b

ei
de

ne
nd

er
In

te
gr

an
d

ei
ne

ra
tio

n
a

-

le
F

u
n

kt
io

n
(d

.h
.e

in
Q

uo
tie

nt
zw

ei
er

P
ol

yn
om

e)
is

t
–

vo
ra

us
ge

se
tz

t,
da

s
un

ei
ge

nt
lic

he
In

te
gr

al
ko

nv
er

gi
er

t
un

d
m

an
ka

nn
de

n
N

en
ne

ri
n

hö
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fü

rd
ie

w
ir

in
di

es
er

V
or

le
su

ng
ke

in
e

Z
ei

th
ab

en
.

Z
um

G
lü
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üs
se

nb
ei

de
G

re
nz

w
er

të
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fü

r

- =0
et

w
a

is
tb

el
ie

bi
go

ft
st

et
ig

di
ff

er
en

zi
er

ba
r,u

nd
al

le
A

bl
ei

tu
ng

en
ve

r-

sc
hw

in
de

nb
ei

- =
0,

de
nn

-
7

1

Z  2 ge
ht

sc
hn

el
le

rg
eg

en
nu

ll
al

s
ei

ne
ra

tio
na

le
F

un
kt

io
n

ge
ge

n
un

en
dl

ic
h

ge
he

nk
an

n.
D

am
it

st
el

lt
di

e
TA

Y
LO

R
-R

ei
he

um

- =0
di

e
N

ul
lfu

nk
tio

n
da

r,
ni

ch
ta

be
r

? (

- ).
Im

K
om

pl
ex

en
ka

nn
al

ld
ie

sn
ic

ht
pa

ss
ie

re
n:V

on
de

n
dr

ei
be

tr
ac

ht
et

en
B

ei
sp

ie
lfu

nk
tio

ne
ns

in
d

di
e

er
st

e
un

d
di

e
dr

itt
e

im
K

om
pl

ex
en

ni
ch

t
ei

nm
al

st
et

ig
im

N
ul

lp
un

kt
,d

en
nw

en
n

m
an

re
in

im
ag

in̈
ar

e
A

rg
um

en
te

ei
ns

et
zt

ge
ht

ih
rB

et
ra

gg
eg

en
un

en
dl

ic
h,

un
d

di
e

F
un

kt
io

ne
n

?TS er
fü
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fü
llt

.



WW

H
öh
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äu

fu
ng

sp
un

kt
e

ha
be

nd
ar

f,
w

is
se

nw
ir

ab
er

,
da

ß
es

im
In

ne
rn

hö
ch

st
en

se
nd

lic
h

vi
el

e
P

ol
st

el
le

n
gi

bt
;

di
es

e
se

ie
n

be
i

C 1

�rrr
�Cts ,

un
d

ih
re

H
au

pt
te

ile
se

ie
n

n 1
(

C )�rrr
�n s

(

C ).D
an

n
is

t

? (

C )=

n 1
(

C )+&
&& +

n s (C )
+

m (C )
m

it
ei

ne
rh

ol
om

or
ph

en
F

un
kt

io
n

m (C );
na

ch
de

m
C

A
U

C
H

Y
sc

he
nI

nt
e-

gr
al

sa
tz

is
t

) g? (

C )* C =

) gn 1
(

C )* C +&
&& +

) gn s (C )

* C ,
hä
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ng

se
in

es
K

re
is

es
um

de
n

N
ul

lp
un

kt
.

Im
R

ee
lle

ni
st

de
rL

og
ar

ith
m

us
di

e
S

ta
m

m
fu

nk
tio

nv
on

? ,u
nd

da
sg

ilt
im

w
es

en
tli

ch
en

au
ch

im
K

om
pl

ex
en

;n
ur

ha
be

nw
ir

bi
sl

an
gi

m
K

om
pl

ex
en

no
ch

ga
rk

ei
ne

nL
og

ar
ith

m
us

de
fin

ie
rt

.

Im
R

ee
lle

ni
st

di
e

S
ac

he
ei

nf
ac

h:
D

ie
F

un
kt

io
n

-wA
� is

ta
uf

ga
nz

�

de
fin

ie
rt

un
d

is
t

m
on

ot
on

st
ei

ge
nd

;ih
r

B
ild

be
re

ic
h

si
nd

di
e

po
si

tiv
en

re
el

le
n

Z
ah

le
n.

W
eg

en
de

rM
on

ot
on

ie
gi

bt
es

ei
ne

ei
nd

eu
tig

de
fin

ie
rt

e
U

m
ke

hr
fu

nk
tio

n

�yx 0

A� ,d
en

na
ẗu
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üs

se
nw

ir
na
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re

in
en

K
re

is
m

it
R

ad
iu

s

�

au
fd

er
po

si
tiv

en
re

el
le

nA
ch

se
ln

� als
W

er
tf

ür
de

nL
og

ar
ith

m
us

;g
eh

en
w

ir
da

nn
na

ch
ob

en
,w

ird
ei

n
po

si
tiv

er
Im

ag
in̈

ar
te

ila
dd

ie
rt

,b
is

w
ir

be
im

P
un

kt

��

au
fd

er
ne

ga
tiv

en
re

el
le

n
A

ch
se

de
n

Lo
ga

rit
hm

us
ha

up
tw

er
t

ln

� +

:� er
re

ic
ht

ha
be

n.
W

en
nw

ir
da

nn
w

ei
te

rd
en

K
re

is
en

tla
ng

ge
he

n,
si

nd
w

ir
be

iL
og

ar
ith

m
us

ha
up

tw
er

te
nna

he
ln

� �
:� ,d

er
en

Im
ag

in̈
ar

te
il

im
m

er
kl

ei
ne

r
w

ird
,

bi
s

w
ir

au
f

de
r

po
si

tiv
en

re
el

le
n

A
ch

se
be

il
n

�

zu
rü
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r

di
es

es

? ge
rin

gf̈
ug

ig
ei

nf
ac

he
w

ar
al

s
di

e
ob

ig
e

R
ec

hn
un

g.B
ei

de
zu

sa
m

m
en

er
ge

be
n

R
es

���� 4

? +
R

es

� 3��� 4

? =

�
7

3

9�Z 4
+

�
79�Z 4

4
.

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
�"

U
m

di
es

w
ei

te
ra

us
zu

re
ch

ne
nka

nn
m

an
en

tw
ed

er,
in

di
es

em
Fa

ll
se

hr
ei

nf
ac

h,
di

e
P

ol
ar

ko
or

di
na

te
nd

ar
st

el
lu

ng
en

�
7

3

9�Z 4
un

d
�
79�Z 4

ve
rw

en
-

de
n,

od
er

ab
er

m
an

ve
rs

uc
ht

,d
ie

S
um

m
e ü
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Fü
ru

ns
in

te
re

ss
an

tis
tv

or
al

le
m

de
rf

ol
ge

nd
eF

al
l:

S
at

z:

? (

- )=

� (

- ); ( (

- )se
iQ

uo
tie

nt
zw

ei
er

P
ol

yn
om

e

� (

- )un
d

( (

- )
m

it
de

g

� V de
g

( � 2
,u

nd

( (

- )ha
be

ke
in

e
re

el
le

N
ul

ls
te

lle
.D

an
n

is
t

4 ) 74? (

- )* - =
2

:�s o p

=
1

R
es

c �
? ,

w
ob

ei

C 1

�rrr
�C's

di
e

ko
m

pl
ex

en
N

ul
ls

te
lle

n
vo

n

( m
it

po
si

tiv
em

Im
a-

gi
nä
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öß

er
se

ia
ls

di
e

B
et

r̈a
ge

al
le

r

C � .D
az

u
be

tr
ac

ht
en

w
ir

,w
ie

ob
en

im
B

ei
sp

ie
l,

ei
ne

nI
nt

eg
ra

tio
ns

w
eg

e � ,d
er

zu
sa

m
m

en
ge

se
tz

tis
ta

us
de

m
ei

ge
nt

lic
h

in
te

re
ss

ie
re

nd
enr

ee
lle

nI
nt

eg
ra

tio
ns

w
eg

� � :

� [�
� �� ]

A� � wA
�

vo
n

�
� bi

s

� un
d

ei
ne

m
H

al
bk

re
is

� � :

� [0

�: ]

A� � wA
� �� �

in
de

ro
be

re
nH

al
be

be
ne

nv
on

� ,
de

rv
on

� im
G

eg
en

uh
rz

ei
ge

rs
in

n
na

ch

�
� fü
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Fü
r

� A
< wir

d
di

e
ob

ig
e

Fo
rm

el
da

he
rz

u
4 ) 74? (

- )* - =
lim � G

4� ) 7�
? (

- )* -

=
2

:�s o p

=
1

R
es

c �
? �

lim � G
4) � �? (

C )* C

=
2

:�s o p

=
1

R
es

c �
? ,

w
ie

be
ha

up
te

t.

D
ie

N
üt

zl
ic

hk
ei

t
de

sR
es

id
ue

nk
al

k̈ul
s

fü
r

re
el

le
In

te
gr

al
e

is
tn

ic
ht

au
f

ra
tio

na
le

In
te

gr
an

de
nb

es
ch

r̈an
kt

;b
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

lä
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

B
ei

ei
ne

m
re

al
en

M
us

ik
in

st
ru

m
en

tw
er

de
n

di
es

e
O

be
rs

ch
w

in
gu

ng
en

ni
ch

ta
lle

di
es

el
be

A
m

pl
itu

de
ha

be
n;

au
s

K
ap

ite
lI

,

� 1f
)

et
w

a
is

t
da

s
B

ei
sp

ie
ld

er
g-

S
ai

te
ei

ne
rG

ei
ge

be
ka

nn
t,d

as
hi

er
no

ch
ei

nm
al

in
A

bb
il-

du
ng

dr
ei

da
rg

es
te

llt
is

t:
D

ie
ge

st
ric

he
lte

K
ur

ve
is

td
ie

G
ru

nd
sc

hw
in

gu
ng

m
it

A
m

pl
itu

de
ei

ns
,d

ie
fe

tt
ei

ng
ez

ei
ch

ne
teK

ur
ve

di
e

G
es

am
ts

ch
w

in
-

gu
ng

,u
nd

di
e

so
ns

tig
en

K
ur

ve
n

si
nd

di
e

re
in

en
Te

ils
ch

w
in

gu
ng

en
m

it
ih

re
n

je
w

ei
lig

en
A

m
pl

itu
de

n.
(W

er
se

lb
st

so
lc

he
K

ur
ve

n
ko

ns
tr

ui
er

en
un

d
au

ch
di

e
da

zu
ge

ḧo
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r

ei
ne

n
ob

en
fe

st
ge

ha
lte

ne
n(a

be
rn

ic
ht

w
ei

te
rs

pe
zi

fiz
ie

rt
en

)Z
ei

tp
un

kt

µ is
t

¶ (³ )=

· (

³ ¸µ ),
un

d
fü
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fü

r
je

de
U

ns
te

tig
ke

its
st

el
le

� di
e

lin
ks

-
un

d
re

ch
ts

se
iti

ge
nG

re
nz

w
er

te

lim ×G� Ø
? (

� )
un

d
lim ×G�

+

? (

� )

ex
is

tie
re

n.
(W

ir
ve

rla
ng

en
ni

ch
t,

da
ßs

ie
gl

ei
ch

si
nd

:D
as

gi
lt

nu
r,

w
en

n

?

an
de

rS
te

lle

� st
et

ig
is

t.)

D
am

it
si

nd
al

so
R

ec
ht

ec
ki

m
pu

ls
eu

nd
al

lg
em

ei
ne

ra
lle

F
un

kt
io

ne
n,

di
e

bi
s

au
fi

so
lie

rt
e

S
pr

un
gs

te
lle

ns
te

tig
si

nd
,s

t ü
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üc
kw

ei
se

st
et

ig
eF

un
kt

io
n

in
je

-
de

m
so

lc
he

nI
nt

er
va

ll
hö
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fü

r

M =

â =
0

is
tu

nd

2(
si

n

M 	� �

si
n

â 	� )
=

ã pq +

ã pÕä
7q =

� 0
f ü
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kö
nn

en
au

ftr
et

en
.W

ei
te

ri
st

ÛZ 2 ) 7ÛZ 2

? (

� )c
os

M 	�
* � =

2

ÛZ 2 )

0

? (

� )c
os

M 	�
* � ,

w
as

w
ie

de
ru

m
in

A
bh

än
gi

gk
ei

tv
on

de
rs

pe
zi

el
le

nG
es

ta
ltv

on

? en
tw

e-
de

rn
üt

zl
ic

h
is

to
de

ra
uc

hn
ic

ht
.

N
ac

h
di

es
en

V
or

be
re

itu
ng

en
ko

m
m

en
w

ir
nu

n
en

dg̈
ul

tig
zu

ko
nk

re
te

n
B

ei
sp

ie
le

n;
da

se
rs

te
da

vo
n

is
tg

er
ad

ei
n

de
rD

ig
ita

lte
ch

ni
k

vo
n

gr
oß

er
B

ed
eu

tu
ng

:



"3

H
öh
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fü
re

in
eu

ng
er

ad
eF

un
kt

io
n

] q au
ch

be
re

ch
ne

t
w

er
de

nk
an

n
al

s
4

Û ma
ld

em
In

te
gr

al
vo

n
N

ul
l

bi
s

zu
rh

al
be

nP
er

io
de

.
S

om
it

is
t

] q =
4

ÙÛZ 2 )

0

H si
n

â 	�
* � =

4

H Ù� �co
s

â 	Û 2

� 1 â 	
� =

4

H Ù� (� 1
)

q +
1

+
1

â 	
� ,

de
nn

w
eg

en

	Ù =
2

: ,ist

	Ù; 2
=

: un
d

co
s

â : =
(� 1

)

q .S
om

it
is

t

] q =

� 0
fü
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öß
er

en
W

er
te

is
td

ie
se

s
B

ild
na

ẗu
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kö

nn
en

da
nn

zu
rR

ek
on

st
ru

kt
io

nd
es

B
ild

sc
hi

rm
in

ha
lts

ve
r-

w
en

de
tw

er
de

n.

Z
um

in
de

st
be

is
en

si
tiv

en
A

nw
en

du
ng

en
m

uß
ei

n
C

om
pu

te
rd

ah
er

so
ab

ge
sc

hi
rm

tse
in

,d
aß

vo
n

di
es

er
S

tr
ah

lu
ng

en
ni

ch
ts

au
sd

em
G

eḧ
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rf

en
,o

hn
e

et
w

as
am

E
rg

eb
ni

sz
u

ve
r̈ a

nd
er

n:
D

as
w

ur
de

do
rt

zw
ar

nu
r

f ü
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Fü
r

� =
0

so
w

ie
au

ch
fü
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fü

ra
lle

� D
� is

t

? (

� )+

?� Ù 2
��

� =

��� (� )+

���� Ù 2

��
�

un
d

� �� Ù 2
��

� =

4 o q =
1

si
n

â 	$
Û

2

��
%

â 	

=

4 o q =
1

si
n

$q �
Û

2

�â
	�%

â 	

=

4 o q =
1

si
n(

â : �
â 	� )

â 	

.

Fü
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üc

kt

� 0
m

it
w

ac
hs

en
de

m

� im
m

er
n ä
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

–1
.8

–1
.6

–1
.4

–1
.2–1

–0
.8

–0
.6

–0
.4

–0
.20

0.
2

0.
4

0.
6

0.
81

1.
2

1.
4

1.
6

1.
8

–1
4

–1
2

–1
0

–8
–6

–4
2

4
6

8
10

12
14

t

A
bb

.1
2:

D
er

In
te

gr
al

si
nu

s

is
t.

W
ie

A
bb

ild
un

g
zw

öl
f

ze
ig

t,
ko

nv
er

gi
er

t
er

fü
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rü
be

rs
ch

w
un

ge
nw

ird
,d

er
M

ax
im

al
w

er
td

es
FO

U
R

IE
R
-P

ol
yn

om
sg

eh
ta

ls
o

fü
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äc
hs

td
efi

ni
er

en
w

ir
di

e
Te

ils
um

m
e

� í (� )
= de

f

í o p

=

7íì p�
p �� �
� .

D
ie

s
is

t
ei

n
tr

ig
on

om
et

ris
ch

es
P

ol
yn

om
,u

nd
w

ir
w

is
se

n
da

he
rs

ch
on

au
s

� 2a
),

da
ß

(

� í �
� í )=

í o p

=

7í/ ì
p/ 2

is
t.

A
ls

nä
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fü

rd
ie

N
av

ig
at

io
n)

m
it

A
st

ro
-

no
m

ie
.N

ac
hd

em
er

18
04

di
e

B
ah

n
de

s
H

A
LL

E
Y

sc
he

n
K

om
et

en
be

re
ch

ne
tha

tte
,b

ek
am

er
18

06
ei

ne
S

te
lle

al
s

A
st

ro
no

m
ei

ne
s

pr
iv

at
en

O
bs

er
va

to
riu

m
s.

S
ei

ne
B

ei
-

tr
äg
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nä
ch

st
es

de
fin

ie
re

nw
ir

au
f

â 2 (

z �� )
ei

n
H

E
R

M
IT

E
sc

he
sS

ka
la

rp
ro

-
du

kt
du

rc
h

di
e

V
or

sc
hr

ift

(

ì �* )
= de

f

4 o p

=

74ì p*
p .

W
ir

m
üs
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öß

er
is

t,
je

sẗ
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üs
se

nd
ah

er
ei

ne
rs

ei
ts

F
un

kt
io

ne
nm

it
ve

rs
ch

w
in

de
nd

en
FO

U
R

IE
R
-K

oe
ffi

zi
en

te
n

ge
na

ue
ru

n-
te

rs
uc

he
nu

nd
an

de
re

rs
ei

tsv
er

su
ch

en
,ei

ne
m

ög
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üß
te

so
ns

tn
äm

lic
h

4 o p

=

74/ ì
p/ 2 =

4 o p

=

741

ko
nv

er
gi

er
en

,w
as

na
ẗu
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fü
r

�A

1
im

m
er

sẗ
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Fü
r

\ =

� +1 � � 1
is

t

\2 +
1

=
2&

�2 +
1

(

� � 1
)2

un
d

\2 �

1
=

4

�

(

� � 1
)2

,



> 3

H
öh
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fü
ra

lle

�D (� 1

� 1)



> N

H
öh
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ck
w

ei
se

st
et

ig
di

ff
er

en
zi

er
ba

r.
a

)I
st

? in
ei

ne
m

ab
ge

sc
hl

os
se

ne
nIn
te

rv
al

l[

\ �] ]
st

et
ig

,s
o

ko
nv

er
gi

er
t

di
e

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

do
rt

gl
ei

ch
m̈

aß
ig

ge
ge

n

? .
b

)I
n

je
de

m
P

un
kt

� D
� ko

nv
er

gi
er

td
ie

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

ge
ge

n

1 2

$ ? (

� + )
+

? (

�
7

)

% .

c)
In

je
de

rS
pr

un
gs

te
lle

vo
n

? tr
itt

da
sG

IB
B

S
-P

ḧa
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fü

r

� =
0

,

pe
rio

di
sc

hf
or

tg
es

et
zt

m
it

P
er

io
de

Ù ,i
st

da
nn

ß � (� )
= de

f

2

\ � Ùß (
� �
� � )

ei
ne

w
ei

te
re

st
üc
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aẗ
ur

lic
h

au
ch

di
re

kt
du

rc
h

In
te

gr
at

io
nb

ew
ei

-
se

n.
)

W
ir

w
ol

le
n

de
n

ob
ig

en
S

at
zv

er
w

en
de

n,u
m

fo
lg

en
de

Fo
rm

el
zu

be
w

ei
-

se
n:

S
at

z
vo

n
P

ar
se

va
l:

Fü
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fü

r
al

le
pr

ak
tis

ch
en

Z
w

ec
ke

da
s

S
ys

te
m

de
r

F
un

kt
io

ne
n

�p �� �
� di

e
be

st
eA

nn
äh

er
un

ga
n

ei
ne

B
as

is
,d

ie
m

an
be

ko
m

-
m

en
ka

nn
.

S
ie

is
ti

n
vi

el
fa

ch
er

an
de

re
rH

in
si

ch
te

in
e

V
er

al
lg

em
ei

ne
ru

ng
de

rS
ta

n-
da

rd
ba

si
sd

es

�S od
er

�S :
B

ei
sp

ie
ls

w
ei

se
be

sa
gt

de
rS

at
z

vo
n

PA
R

-
S

E
VA

L
,

da
ß

w
ir

de
n

A
bs

ta
nd

(b
ez̈

ug
lic

h
de

rL
2
-N

or
m

)
zw

is
ch

en
zw

ei
F

un
kt

io
ne

n,
di

e
be

id
e

be
z̈u

gl
ic

h
di

es
er

B
as

is
da

rg
es

te
llt

si
nd

,g
en

au
so

au
sr

ec
hn

en
kö
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tä
ts

th
eo

rie
.E

r
gi

lt
al

s
ei

ne
rd

er
V

ät
er

de
rm

o-
de

rn
en

A
lg

eb
ra

.

O
ffe

ns
ic

ht
lic

h
is

t
je

de
rE

U
K

LI
D

is
ch

e
od

er
H

E
R

M
IT

E
sc

he
V

ek
to

rr
au

m
en

dl
ic

he
rD

im
en

si
on

ei
n

H
IL

B
E

R
T
-R

au
m

,d
en

n
w

ir
kö
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üc

kw
ei

se
st

et
ig

eF
un

kt
io

ne
ng

ib
t,

de
re

nN
or

m

� (

? �? )
ve

rs
ch

w
in

de
t,

oh
ne

da
ß

? di
e

N
ul

lfu
nk

tio
n

w
är

e.

W
en

nw
ir

un
sa

uf
di

e
U

nt
er

r̈a
um

eL
0

Û (� �� )u
nd

L
0

Û (� �� )b
es

ch
r̈an

ke
n,

ha
be

nw
ir

zw
ar

S
ka

la
rp

ro
du

kt
e,a

be
rd

ie
V

ol
ls

tä
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fü
r

� A
< die

E
ig

en
sc

ha
fth

at
,d

aß
lim í G

4(ã í �
ã í )=

0
is

t.

In
di

es
em

S
in

ne
is

td
as

S
ys

te
m

de
rF

un
kt

io
ne

n

�p �� �
� na

ch
de

rD
is

ku
ss

i-
on

im
vo

rig
en

A
bs

ch
ni

tt
ei

ne
H

IL
B

E
R

T
-R

au
m

ba
si

sv
on

L

Û (���� )
(a

uc
h

w
en

n
w

ir
da

sn
ur

f ü
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r
re

in
e

M
at

he
m

at
ik

an
de

rn
eu

ge
gr

ün
de

te
nF

a
cu

lt́e
d

e
s

S
ci

e
n

ce
s.E

r
ar

be
ite

te
ha

up
ts̈a

ch
lic

h
üb
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nü
tz

lic
h;

an
ge

si
ch

tsd
er

Ta
ts

ac
he

,d
aß

da
s

V
er

ha
lte

nv
ie

le
r

el
ek

tr
on

i-
sc

he
rB

au
te

ile
vo

n
de

rF
re

qu
en

za
bḧ
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lle

n
si

nd
di

e
Fa

kt
or

en
ab

er
so

au
fe

in
an

de
ra

bg
es

tim
m

t,d
aß

fü
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Fü

r

R =
1

ha
be

n
w

ir
in

� 3f
)

im
Z

us
am

m
en

ha
ng

m
it

de
m

In
te

gr
al

si
nu

sn
ac

hg
er

ec
hn

et
,da

ß

4 ) 74�� �� �
* � =

:� fü
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Fü
r

	 =0
ha

be
nw

ir
da

sI
nt

eg
ra

lü
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Fü
r

R�

1
ka

nn
m

an
ge

na
uw

ie
in

� 3f
)

ar
gu

m
en

tie
re

nu
nd

er
ḧa
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Fü
r

M =

R � 1
is

td
as

re
ch

ts
st

eh
en

deI
nt

eg
ra

l

) I JC
7

1

* C =
Ln

(

ã )

� L
n(

�ã )
=

Ln
(� 1

)
=

�:
�

un
ab

ḧa
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fü
r

ei
n

| zw
is

ch
en

b und

b +

w .F
ür

w X
0

ge
ht

di
es

ge
ge

n

y z y {(

b Rg ),
un

d
da

di
e

pa
rt

ie
lle

A
bl

ei
tu

ng
al

s
st

et
ig

vo
ra

us
ge

se
tz

tw
ur

de
,g

ilt
w

eg
en

a
),

da
ß

Z~ (

b )=
lim � � {

dfe L
j P j b(

| Rg )

W g =

dfe L
j P j b(

b Rg )

W g

is
t,

w
ie

be
ha

up
te

t.F
ür

hn 1
fo

lg
td

ie
B

eh
au

pt
un

gin
du

kt
iv

.

A
ls

er
st

e
A

nw
en

du
ng

fo
lg

t
ei

n
S

at
z

üb
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fü
r

di
e

In
ve

rs
io

n
de

rF
O

U
R

IE
R
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

n
fu

nd
am

en
ta

lse
in

w
ird

:

S
at

z
vo

n
F

ub
in

i:
Fü
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fü
r

un
s

in
te

re
ss

an
teV

er
si

on
de

s
S

at
ze

sv
on

FU
B

IN
I

is
t

al
so

S
at

z:
D

ie
st

et
ig

e
F

un
kt

io
n

P :
Y 2
XY

se
is

o,
da

ß
di

e
un

ei
ge

nt
lic

he
n

In
te

gr
al

e

� e ��
� �� e ��

q P (

b Rg )q W g
� �W

b u
nd

� e ��
� �� e ��

q P (

b Rg )q W
b� �W g

be
id

ek
on

ve
rg

ie
re

n.
D

an
n

is
t

� e ��
� �� e ��

P (

b Rg )

W g� �W
b =

� e ��
� �� e ��

P (

b Rg )

W b� �W g

.

b)
T

ra
ns

fo
rm

at
io

ne
n

un
d

A
bl

ei
tu

ng
en

D
ie

A
us

sa
ge

nd
es

vo
rig

en
A

bs
ch

ni
tts

fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

N
ac

h
de

m
H

O
O

K
Es

ch
en

G
es

et
zw

irk
t

au
fd

ie
se

M
as

se
ei

ne
R

üc
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fü
hr

en
R

ei
bu

ng
s-

ef
fe

kt
e

sc
hl

ie
ß

lic
hz

um
A

bk
lin

ge
n

de
rS

ch
w

in
gu

ng
.D

ie
R

ei
bu

ng
sk

ra
ft

w
ird

in
de

n
ei

nf
ac

hs
te

nM
od

el
le

n
al

s
pr

op
or

tio
na

lz
ur

G
es

ch
w

in
di

gk
ei

t
an

ge
se

tz
t,d

.h
.d

ie
lin

ke
S

ei
te

de
rD

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

w
ird

du
rc

h
ei

n

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
kl±

²

³

´

A
bb

.1
8:

E
in

el
ek

tr
is

ch
er

S
ch

w
in

gk
re

is

ko
ns

ta
nt

es
V

ie
lfa

ch
es

vo
n

� © (g )
er

gä
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üb
er

20
00

Ja
hr

eb
ek

an
nt

eq
ua

dr
at

is
ch

eE
rg

än
zu

ng
:

» (

¡ )=

¡ +1
0

¡ 2 +8

¡ +2
5

=

¡ +1
0

(

¡ +4
)2

+
9

=

¡ +4
(

¡ +4
)2

+
32

+
2&

3
(

¡ +4
)2

+
32

=

 � �
�

4

� co
s3

g� (

¡ )+2

 � �
�

4

� si
n

3

g� (

¡ )
=

 � �
�

4

� (c
os

3

g +
2

si
n

3

g )

� (

¡ ).
W

en
n

w
ir

,
w

ie
au

ch
be

ia
lle

n
fo

lg
en

de
nB

ei
sp

ie
le

n,
da

vo
n

au
sg

eh
en

,
da

ß
ei

ne
F

un
kt

io
n

du
rc

h
ih

re
L

A
P

LA
C

E-
T

ra
ns

fo
rm

at
io

nz
um

in
de

st
fü
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üb
rig

.I
st

¹x =

b2 0
,f

ol
gt

,d
aß

Í =
o =

0
un

d

Ì =

rÎ =

V ¹ r
b 2 0

se
in

m
uß

,w
as

of
fe

ns
ic

ht
lic

h
ge

na
ud

ie
ob

ig
en

Fo
rm

el
n

im
S

pe
zi

al
fal

l

¸ =0
si

nd
.

Fü
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fü
r

ab
st

ra
kt

er
ëU
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fü

hr
en

.Im
Z

us
am

m
en

ha
ngm

it
de

rF
eh

le
rr

ec
hn

un
gu

nd
S

ta
tis

tik
w

er
de

n
un

s
am

E
nd

e
de

s
S

em
es

te
rs

no
ch

ge
na

ue
rm

it
di

es
er

F
un

kt
io

n
be

sc
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

w
ir

be
tr

ac
ht

en
da

se
tw

as
al

lg
em

ei
ne

re
In

te
gr

al

� e ��
� � (

b )�� {
� Ú (b

)

W b =

� e ��
� �� e ��

� (

¡ )�
�� {¢ W
¡� ��� {

� Ú (b

)

W b ,
da

sw
ir

na
ch

de
m

S
at

zv
on

FU
B

IN
I

w
ei

te
ra

us
re

ch
ne

nk
ön

ne
na

ls

� e ��
� (

¡ )Æ
� �� e ��

Ú (b )

�
�� { (¢
�� )

W b� �W
¡ =

� e ��
� (

¡ )� Ú (¡
rg )

W ¡ .
N

un
se

i

Q ein
e

po
si

tiv
e

re
el

le
K

on
st

an
te

un
d

Ú (b )
=

P (

Qb ),
w

ob
ei

di
e

F
un

kt
io

n

P p
Ø (

Y )
im

A
ug

en
bl

ic
k

no
ch

be
lie

bi
g

is
t.

D
an

n
fü
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rz
er

sc
hr

ei
be

na
ls

� e ��
� � (

b )�� {
� P (

Qb )

W b =

� e ��
� (

g +

Qê )Æ
� P (

ê )W
ê .

B
ei

de
S

ei
te

ns
in

d
st

et
ig

in

Q ;für

QX

0
er

ha
lte

nw
ir

au
fd

er
lin

ke
n

S
ei

te

� e ��
� � (

b )�� {
� P (0

)

W b =

P (0
)

� e ��
� � (

b )�� {
� W b

=
2

Û ÆP (0
)

Æˇ� � (

g )

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
k¦
�

un
d

re
ch

ts � e ��
� (

g )

Æ�SP (

ê )W
ê =

� (

g )

� e ��
� P (

ê )W
ê =2
Û Æ� (
g )
Æˇ� P (0

).

A
ls

o
is

tf
ür

zw
ei

be
lie

bi
ge

F
un

kt
io

ne
n

� RP p
Ø (
Y )

st
et

s

P (0
)

Æˇ� � (

g )
=

� (
g )
Æˇ�SP (0

).

S
et

ze
nw

ir
nu

n
f ü
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rḧ

al
t

si
ch

di
e

FO
U

R
IE

R
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

na
uf

de
m

SC
H

W
A

R
T

Z
-R

au
m

ge
na

us
o,

w
ie

w
ir

es
er

w
ar

te
n.

Le
id

er
si

nd
ab

er
di

e
F

un
kt

io
ne

na
us

de
m

SC
H

W
A

R
T

Z
-R

au
m

fü
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r

� RÚp

L2
(

Y R� )
si

nn
vo

ll
is

t:

D
a

À q � (

g )q rq
Ú (g )qÁ 2

× 0
fü
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üc

kw
ei

se
st

et
ig

eF
un

kt
io

n,
di

e
ei

ne
rA

bs
cḧ
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fü
r

� =

Ö un
d

fü
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r

je
de

st
üc
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hä
tte

,b
lie

b
er

in
B

ris
to

l,
w

o
ih

n
di

e
U

ni
ve

rs
iẗa
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fü

r

gx =
0

ve
rs

ch
w

in
de

n–
ab

ge
se

he
nev

en
tu

el
lv

on
ei

ni
ge

n

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
k§ �

is
ol

ie
rt

en
P

un
kt

en
,d

ie
fü
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ög

lic
h;

w
ir

m
üs
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rt

er
ar

be
ite

n.

W
ir

ve
rs

ch
aff

en
un

sz
un̈

ac
hs

te
in

e
Fo

lg
e

vo
n

W
er

te
n� ñ

n 0,
f ü
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ch
st

ge
leg

en
en

P
un

kt
de

rE
be

-
ne

n.
D

ie
se

rP
un

kt
is

td
er

F
uß

pu
nk

td
es

Lo
ts

vo
m

ge
ge

be
ne

nP
un

kt
au

f
di

e
E

be
ne

;d
er

V
er

bi
nd

un
gs

vek
to

rs
te

ht
al

so
se

nk
re

ch
ta

uf
de

rE
be

ne
n.

B
ei

ei
ne

m
un

en
dl

ic
hd

im
en

si
on

al
enR

au
m

w
ie

í kö
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ck

fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

A
bb

ild
un

g
24

ze
ig

tf
ür

Q =2
un

d

T =
7

di
e

en
ts

pr
ec

he
nd

enF
un

kt
io

ne
n

m
it

h =
10

,

h =
1

un
d

f ü
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r
fe

st
eW

er
te

vo
n

QSRT un
d

ei
n

va
ria

bl
es

hn 0
fü
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kö

nn
en

w
ir

di
e

V
or

au
ss

et
zu

ng
ene

tw
as

pr
äz
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äß

t.
E

nt
sp

re
ch

en
dla

ss
en

si
ch

im
D

is
tr

ib
ut

io
ne

ns
in

ne
au

ch
an

de
re

S
pr

un
gf

un
kt

io
ne

nd
iff

er
en

zi
er

en
;di

e
A

bl
ei

tu
ng

an
ei

ne
rS

pr
un

g-
st

el
le

g =

g 0
is

tj
ew

ei
ls

S
pr

un
gḧ
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fü
r

je
de

s

g p
Y au

ch
di

e
F

un
kt

io
n

¡cX
� (

g r
¡ )

in
L2

(

Y R� );
di

e
A

bs
cḧ
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üb

er
ei

n
en

dl
ic

he
s

In
te

rv
al

lb
et

ra
ch

te
tw

er
de

nm
uß

.

D
ie

Fo
rm

el
,d

ie
w

ir
ge

ra
de

be
nu

tz
th

ab
en

,g
el

te
n,

w
en

n
m

an
so

lc
he

Te
ch

ni
ke

n
be

nu
tz

t,
na

ẗu
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fü

rp
ra

kt
is

ch
eZ

w
ec

ke
vö
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ög
lic

h
is

t,
un

d
er

sa
gt

au
ch

,w
o

di
e

G
re

nz
el

ie
ge

n
so

ll,
ob

er
ha

lb
de

re
rm

an
di

e
F

re
qu

en
ze

na
bs

ch
ne

id
en

m
uß

:D
ie

A
bt

as
tfr

e-
qu

en
zm

uß
m

eh
ra

ls
do

pp
el

ts
o

ho
ch

se
in

al
s

di
e

hö
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

S
at

z:

� p

L2
(

Y R� )
ha

be
di

e
E

ig
en

sc
ha

ft,
da

ß

� � (

b )au
ß

er
ha

lb
ei

ne
s

In
te

rv
al

ls
de

r
L

än
ge

M ve
rs

ch
w

in
de

.D
an

n
is

t

� ei
nd

eu
tig

be
st

im
m

t
du

rc
h

di
e

W
er

te

� (2

Ö Ûv
M )

m
it

Ö p
N .

B
ew

e
is

:(

b 1R
b 2

)s
ei

ei
n

In
te

rv
al

ld
er

L
än

ge

M de
ra

rt
,d

aß

� � (

b )au
ß

er
ha

lb
di

es
es

In
te

rv
al

ls
ve

rs
ch

w
in

de
t.D

an
n

is
tb

is
au

fe
in

e
N

ul
lfu

nk
tio

n

� (

g )
=

ˇ� � (

g )
=

1 2

Û� e ��
� � (

b )�� {
� W b

=
1 2

Û{ 2 e { 1

� � (

b )�� {
� W b

.

In
de

m
w

ir

� du
rc

h
di

e
re

ch
te

S
ei

te
er

se
tz

en
(w

as
ni

ch
ts

w
es

en
tli

ch
es

än
de

rt
)k

ön
ne

nw
ir

an
ne

hm
en

,da
ß

di
es

eG
le

ic
hu

ng
w

irk
lic

h
gi

lt.
A

ls
o

is
ti

ns
be

so
nd

er
e

�Ä 2

Ö Û MÅ =
1 2

Û{ 2 e { 1

� � (

b )�2

Õ ô� {
Ã O W
b .

(

õ )
N

un
be

tr
ac

ht
en

w
ir

je
ne

F
un

kt
io

n

Ú (b ),
di

e
au

fd
em

In
te

rv
al

l[

b 1R
b 2

)
m

it

� � (

b )üb
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üc
he

rü
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fü

ru
ns

is
tn

ur
,d

aß
di

e
In

te
ns

iẗa
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rä
um

lic
he

w
ie

au
ch

ze
itl

ic
he

P
er

io
di

zi
ẗa
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rä
um

lic
h

pe
rio

di
sc

he
V

or
gä
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hä
ng

ta
ls

o
im

w
es

en
tli

ch
en

nu
r

ab
vo

m
W

in
ke

l
] od

er
(im

Z
w

ei
di

m
en

si
on

al
en

)de
nW

in
ke

ln

] un
d

� ,unt
er

de
m

(o
de

rd
en

en
)d

ie
S

tr
ah

le
nv

on
di

es
em

”P
un

kt“
au

sg
eh

en
.

U
m

di
e

In
te

ns
iẗ a
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ß
en

or
dn

un
gd

es
H

in
de

rn
is

se
su

nd
da

m
it

au
ch

de
r

W
el

le
nl̈

an
ge

de
sL

ic
ht

s
lie

ge
n.

B
et

ra
ch

te
nw

ir
zu

n̈a
ch

st
de

n
(in

A
bb

ild
un

g
28

da
rg

es
te

llt
en

)e
in

di
m

en
-

si
on

al
en

Fa
ll.

V
er

gl
ic

he
n

m
it

de
m

S
tr

ah
l,

de
r

vo
n

ei
ne

m
(ir

ge
nd

w
ie

ge
w

äh
lte

n)
N

ul
lp

un
kt

de
sH

in
de

rn
is

se
sa

us
ge

ht
,ha

td
er

S
tr

ah
lm

it
A

us
-

ga
ng

sp
un

kti
n

E
nt

fe
rn

un
g

© ein
en

La
uf

w
eg

un
te

rs
ch

ie
dv

on

© sin

] ;d
ie

s
en

ts
pr

ic
ht

ei
ne

m
P

ha
se

nfa
kt

or
vo

n

�
��Õ < sin

^ .W
äh

le
nw

ir
al

so
di

e
P

ha
se

im
N

ul
lp

un
kt

al
sR

ef
er

en
z(

di
e

w
ir

in
de

nz
u

ig
no

rie
re

nd
en

P
ha

se
nfa

kt
or

de
re

in
fa

lle
nd

en
W

el
le

hi
ne

in
zi

eh
en

kö
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üs

se
n

w
ir

nu
nv

om
W

el
le

nz
ah

lve
kt

or
so

w
oh

ld
ie

© -als
au

ch
di

e

£ -Ko
m

po
ne

nt
e

be
r̈u

ck
si

ch
tig

en
.W

ir
er

ha
lte

nd
ah

er
al

s
S

um
m

ea
lle

rS
tr

ah
le

nu
nt

er
de

n
be

id
en

ge
ge

be
nW

in
ke

ln
da

sI
nt

eg
ra

l

ee 	 2

Ì (© R
£ )�
�� (

Õ 1

< sin^ +

Õ 2

` sina )

W ©W
£ ,

d.
h.

di
e

zw
ei

di
m

en
si

on
al

eF
O

U
R

IE
R
-T

ra
ns

fo
rm

ie
rt

ev
on

Ì ,au
sg

ew
er

te
t

im
P

un
kt

(

ê R\ )
=

(

Ö 1
si

n

]�RÖ 2
si

n

� ).
Z

ur
V

er
ei

nf
ac

hu
ng

de
rS

ch
re

ib
w

ei
se

dr
üc
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

de
n

S
tr

ah
le

ng
an

g,
kö
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ng
er

en
Z

ei
tr

au
m

hi
n-

w
eg

en
tw

ic
ke

ln
w

ird
,a

be
rm

an
ha

to
ft

au
fg

ru
nd

vo
n

N
at

ur
ge

se
tz

en
ei

ne
kl

ar
e

V
or

st
el

lu
ng

üb
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üb
er

si
ch

tli
ch

er
eF

or
m

� � £ (g )
=

Ë (

g )

Æ� £ (g )
+

� T (

g ),

w
ob

ei
di

e
A

bl
ei

tu
ng

ei
ne

sV
ek

to
rs

vo
n

F
un

kt
io

ne
nn

aẗ
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lö

st
al

so
in

de
rT

at
da

sz
ug

eḧ
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üs
se

nw
ir

na
ch

di
es

em
Le

m
m

az
w

ei
Te

ila
uf

ga
be

nl
ös

en
:

1.
)

W
ir

m
üs

se
nd

en
V

ek
to

rr
au

m
de

rL
ös

un
ge

nd
es

ho
m

og
en

en
S

ys
te

m
s

be
st

im
m

en
.

2.
)

W
ir

m
üs
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ḧa
tz

en
:

S
in

d
al

lg
em

ei
n

Ë RV zw
ei

�U
� -Ma

tr
iz

en
un

d
si

nd
di

e
B

et
r̈ a

ge
al

le
r

E
in

trä
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ch

st
en

sd
en

B
et

ra
g

�¤< .

D
am

it
w

is
se

n
w

ir
al

so
,d

aß
di

e
M

at
rix

�r fü
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ch

st
en

sg
le

ic
h

� � � =
0

(

QP )

�

(

� +
2)

!
=

��z
r (1+

QP )

Q 2P 2
,

bl
ei

bt
al

so
in

sb
es

on
de

reb
es

ch
r̈an

kt
.D

ie
s

gi
lt

au
ch

fü
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kö

nn
en

w
ir

du
rc

h
ei

ne
(a

lle
sa

nd
er

ea
ls

an
ge

ne
hm

e)R
ec

hn
un

gz
ei

ge
n,

da
ß

�p (

� )
=

� joj���1+ó
� +

�1

�ó �

2

á g� �1
+

ó � r
�1
�ó ��

2

�1+ó
� r
�1

�ó �

2

á g

�1+ó
� +
�1
�ó �

2

� kok��,

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

l�l

W W g�p (

� )
=

� �
À S 2u ½
�

1

Á S 1â
u ½

4

ó �

À
�

1+

ó � +

ó � S 2u
½ +

S 2u ½Á
S 1âu ½

4

ó �

À 1

�S 2u ½ +

ó � +

ó � S 2u
½Á S 1

âu ½

4

�ó �

À S 2u ½
�

1
Á S 1â
u ½

4
ó �

� � ,
ab

er

� Ë (

g )

Æ�p (

� )
=

� ��1+ó
� r
�1
�ó �

2

á g
�1+ó
� +

�1
�ó �

2
0

0

� �

un
d

�p (

� )

Æ� Ë (

g )
=

� joj��0

�1+ó
� +

�1

�ó �

2

0

�1+ó
� r
�1

�ó �

2

á g
� kok��

is
t.

W
ir

m
üs
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üb

er
ei

ne
m

be
lie

bi
ge

n
K

ör
pe

r

Ö ,
de

nn
au

ch
w

en
n

un
s

im
A

ug
en

bl
ic

k
zu

r
A

nw
en

du
ng

au
f

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

nu
rd

ie
F ä
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üb
er

E
ig

en
w

er
te

un
d

E
ig

en
ve

kt
or

en

Z
ur

B
eq

ue
m

lic
hk

ei
td

er
Le

se
rs

ei
di

e
D

efi
ni

tio
n

no
ch

ei
nm

al
w

ie
de

rh
ol

t:

D
efi

ni
tio

n:
a

)

{ se
ie

in

Ö -V
ek

to
rr

au
m

.E
in

V
ek

to
r� \p

{ �
A� 0

B he
iß

t
E

ig
e

nv
e

kt
o

rd
er

lin
ea

re
nA

bb
ild

un
g

� :{ X
{ zu

m
E

ig
e

n
w

e
rt

¬ p
Ö ,

w
en

n

� (� \ )=

¬� \ ist
.

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

l�
§

b
)

¬ p
Ö he

iß
tE

ig
e

n
w

e
rt

vo
n

� ,fal
ls

� eine
nE

ig
en

ve
kt

or
zu

m
E

ig
en

-
w

er
t

¬ ha
t.

c)
E

ig
en

w
er

te
un

d
E

ig
en

ve
kt

or
en

ei
ne

rM
at

rix
Ë p
Ö¤�
¤ si

nd
di

e
E

ig
en

w
er

te
un

d
E

ig
en

ve
kt

or
en

de
rl

in
ea

re
nA

bb
ild

un
g

� :É Ö¤
XÖ¤

� \c
XË � \

.

O
ffe

ns
ic

ht
lic

hi
st

m
it

ei
ne

m
V

ek
to

r� \ au
ch

je
de

sV
ie

lfa
ch

e(
au

ß
er

de
m

na
ch

D
efi

ni
tio

n
au

sg
es

ch
lo

ss
en

enN
ul

lv
ek

to
r)

ei
n

E
ig

en
ve

kt
or

zu
m

se
l-

be
n

E
ig

en
w

er
t;a

llg
em

ei
ne

ris
ts

og
ar

je
de

Li
ne

ar
ko

m
bi

na
tio

n(
au

ß
er

� 0)
vo

n
E

ig
en

ve
kt

or
en

zu
m

E
ig

en
w

er
t

¬ w
ie

de
re

in
E

ig
en

ve
kt

or
zu

m
E

i-
ge

nw
er

t

¬ ,d
.h

.d
ie

E
ig

en
ve

kt
or

en
zu

ei
ne

m
fe

st
en

E
ig

en
w

er
t

¬ bi
ld

en
zu

sa
m

m
en

m
it

de
m

N
ul

lv
ek

to
re

in
en

U
nt

er
ve

kt
or

ra
um

vo
n

{ ,d
en

so
-

ge
na

nn
te

nE
ig

e
n

ra
u

m
vo

n

¬ .

D
efi

ni
tio

n:
D

ie
D

im
en

si
on

de
sE

ig
en

ra
um

sv
on

¬ he
iß

tg
e

o
m

e
tr

is
ch

e
Vi

e
lfa

ch
h

e
it

de
sE

ig
en

w
er

ts

¬ .

Le
m

m
a:

S
in

d

� \ 1R¥¥¥
R� \ ip

{ E
ig

en
ve

kt
or

en
de

rl
in

ea
re

n
A

bb
ild

un
g

� :{ X
{ zu

ve
rs

ch
ie

de
ne

nE
ig

en
w

er
te

n

¬ 1R¥¥¥
R¬ i ,

so
si

nd
di

es
e

V
ek

to
re

nl
in

ea
ru

na
bḧ
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nn
en

w
ir

ei
ne

Z
ah

l2

t
¡t
h find

en
,s

o
da

ß
zw

ar

� \ 1R¥¥¥
R� \ ¢

lin
ea

ra
bḧ
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hö

ch
st

em
Te

rm
(

r 1)¤ ¬¤ .

D
efi

ni
tio

n:
D

as
P

ol
yn

om
de

t(

Ë r¬
� )h

ei
ß

tc
h

a
ra

kt
e

ri
st

is
ch

e
sP

o
ly

n
o

m
de

rM
at

rix

Ë .

D
em

ge
m̈a

ß
si

nd
al

so
di

e
E

ig
en

w
er

te
vo

n

Ë gl
ei

ch
de

n
N

ul
ls

te
lle

n
de

s
ch

ar
ak

te
ris

tis
ch

enP
ol

yn
om

sv
on

Ë ,u
nd

w
ir

so
llt

en
un

sw
en

ig
st

en
ku

rz
üb
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ch
st

en
s

zw
ei

(o
de

ra
be

re
in

P
ol

yn
om

,d
as

m
an

al
s

P
ro

du
kt

so
lc

he
rP

ol
yn

om
e

sc
hr

ei
be

nk
an

n)
is

t
da

s
ni

ch
ts

ch
w

er
:N

ul
ls

te
lle

n
ei

ne
sl

in
ea

re
n

P
ol

y-
no

m
s

er
ḧa
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

w
ir

k ö
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ẗar
.

15
40

fa
nd

er
di

e
L

ös
un

gs
m

et
ho

de
fü
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fü

rd
ie

al
ge

br
ai

sc
he

nu
nd

ge
om

et
ris

ch
en

V
ie

lfa
ch

he
ite

n
vo

n
E

ig
en

ve
kt

or
en

S
at

z:
a

)D
ie

ge
om

et
ris

ch
eV

ie
lfa

ch
he

ite
in

es
E

ig
en

w
er

tsi
st

st
et

sk
le

in
er

od
er

gl
ei

ch
de

ra
lg

eb
ra

is
ch

en
V

ie
lfa

ch
he

it.
b

)
D

ie
S

um
m

ed
er

al
ge

br
ai

sc
he

nV
ie

lfa
ch

he
ite

nd
er

ve
rs

ch
ie

de
ne

nE
i-

ge
nw

er
te

ei
ne

rli
ne

ar
en

A
bb

ild
un

g
is

tk
le

in
er

od
er

gl
ei

ch
de

rD
im

en
si

on
de

sV
ek

to
rr

au
m

s.

B
ew

e
is

:a
)D

er
E

ig
en

w
er

t

¬ de
r

�U
� -Ma

tr
ix

Ë ha
be

di
e

ge
om

et
ris

ch
e

V
ie

lfa
ch

he
it

h ,d.h
.d

er
zu

ge
ḧo
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fü

re
in

e
lin

ea
re

A
bb

ild
un

g

� eine
B

as
is

au
sE

ig
en

w
er

te
ng

ib
t,

w
an

n
al

so
di

e
A

bb
ild

un
gs

m
at

rix
be

z̈ u
gl

ic
h

ei
ne

rg
ee

ig
ne

te
nB

as
is

D
ia

-
go

na
lg

es
ta

lth
at

:



l¦�

H
öh
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üs

se
n

ze
ig

en
,d

aß
1

.)
un

d
2

.)
er

fü
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kö

nn
en

,d
aß

di
e

¬ � pa
ar

w
ei

se
ve

rs
ch

ie
-

de
n

si
nd

.D
an

n
is

t

h � die
al

ge
br

ai
sc

he
V

ie
lfa

ch
he

itv
on

¬ � .D
a

da
sc

ha
-

ra
kt

er
is

tis
ch

eP
ol

yn
om

de
n

G
ra

d

� hat
,f

ol
gt

,d
aß

h 1
+

ÆÆÆ +

h ¢ =

�
is

t.
A

uß
er

de
m

gi
bt

es
w

eg
en

2
.)

zu
je

de
m

¬ � ein
en

h � -dim
en

si
on

al
en

E
ig

en
ra

um
,al

so

h � line
ar

un
ab

ḧa
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nn
en

un
si

m
fo

lg
en

de
nb

ei
de

nB
ew

ei
se

nd
ah

er
au

fH
E

R
M

IT
E
sc

he
M

at
riz

en
be

sc
hr̈ a

nk
en

un
d

er
ha

lte
nt

ro
tz

de
m

E
rg

eb
ni

ss
e,

di
e

au
ch

f ü
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kö
nn

en
w

ir
di

e
re

ch
te

S
ei

te
de

rG
le

ic
hu

ng
au

ch
al

s

� � \Ë

sc
hr

ei
be

n,u
nd

di
e

lin
ke

S
ei

te
al

s

� (

¬ \ )=

¬� � \ ,d
a

� \ Ei
ge

nv
ek

to
rv

on

Ë is
t.

S
om

it
kö
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üs
se

nz
ei

ge
n,

da
ß

di
e

al
ge

br
ai

sc
he

V
ie

lfa
ch

he
itv

on

¬ ge
n

a
ug

le
ic

h

h

is
t,

da
ß

al
so

¬ ke
in

e
N

ul
ls

te
lle

vo
n

de
t(

ü r
©� ¤
�i )se

in
ka

nn
.

W
är

e

¬ N
ul

ls
te

lle
vo

n
de

t(

ü r
©� ¤
�i ),so

hä
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ḧa
ng

ig
vo

n
di

es
en

� T � .
A

ls
o

ha
t

¬ di
e

al
ge

br
ai

sc
he

V
ie

lfa
ch

he
it

h ,un
d

c)
is

tg
ez

ei
gt

.

d
)i

st
nu

n
ei

ne
ei

nf
ac

he
Fo

lg
er

un
ga

us
de

nü
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r

Z  2
un

d
sc

hl
ie

ß
lic

hn
oc

h
so

lc
he

fü
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ge

au
se

in
em

y � au
fe

in
an

de
r.

D
ie

se
Z

er
le

gu
ng

au
sd

ie
se

m
S

at
z

be
ze

ic
hn

et
m

an
na

ch
de

m
fr

an
z̈ o

si
-

sc
he

nM
at

he
m

at
ike

rC
A

M
IL

LE
JO

R
D

A
N

al
s

JO
R

D
A

N
-Z

er
le

gu
ng

.

M
A

R
IE

E
N

N
E

M
O

N
D

C
A

M
IL

LE
JO

R
D

A
N

(1
83

8–
19

22
)a

r-
be

ite
te

be
id

er
H

er
le

itu
ng

di
es

er
un

d
w

ei
te

re
rZ

er
le

gu
n-

ge
n

ni
ch

tm
it

ko
m

pl
ex

en
M

at
riz

en
,s

on
de

rn
m

it
M

at
ri-

ze
nü

be
re

nd
lic

he
nK

ör
pe

rn
,m

ot
iv

ie
rt

du
rc

hF
ra

ge
na

us
de

rG
ru

pp
en

th
eo

rie
un

d
L

ös
ba

rke
its

fr
ag

en
fü
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fü
rn

ic
ht

ko
m

m
ut

ie
re

nd
eM

at
riz

en

y un
d

í ke
in

en
ve

rn̈
un

fti
ge

n
Z

us
am

m
en

ha
ngz

w
is

ch
en

�z +

û un
d

�z Æ
�û ge

be
nk

an
n.

g)
E

in
B

ei
sp

ie
l

W
ir

ha
be

nE
ig

en
ve

kt
or

en
un

d
H

au
pt

ve
kt

or
en

in
er

st
er

Li
ni

e
ei

ng
ef̈

uh
rt

,
um

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
enz

u
lö
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ß

ts
ic

h
zu

m
in

de
stn

ac
hu

nt
en

le
ic

ht
ab

sc
ḧa
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üs

se
nu

ns
no

ch
üb
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llt

,d
a

� (¢ ) di
e

N
ul

la
bb

ild
un

gi
st

.A
ls

o
is

t

« in
va

ria
nt

un
te

r

�

un
d

so
m

it
ei

n
in

va
ria

nt
es

K
om

pl
em

en
tv

on

µ .

A
uc

h
� ù µ

is
t

ei
ne

ni
lp

ot
en

te
A

bb
ild

un
g

vo
n

ei
ne

m
N

ilp
ot

en
zg

ra
d

¡~ t
¡ ;we

nn
w

ir
al

so
ei

ne
n

V
ek

to
r

� np
« he

rn
eh

m
en

,fü
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kö

nn
en

w
ir

di
e

gl
ei

ch
e

K
on

tr
uk

tio
n

w
ie

ob
en

m
it

� \

no
ch

ei
nm

al
du

rc
hf̈

uh
re

n
un

d
er

ha
lte

ne
in

en
ne

ue
ni

nv
ar

ia
nt

en
U

nt
er

-
ra

um

µ~ t
« m

it
ei

ne
rB

as
is

,b
ez̈

ug
lic

h
de

re
r

� ein
JO

R
D

A
N

-K
äs

tc
he

n
al

s
A

bb
ild

un
gs

m
at

rix
ha

t.

Fa
lls

µ~ =

« is
t,

si
nd

w
ir

da
m

it
fe

rt
ig

;a
nd

er
fal

ls
kö
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nn
en

.A
ls

er
st

es
ke

hr
en

w
ir

zu
rü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

L
ös

un
gs

fu
nk

tio
ne

nd
ie

se
rG

le
ic

hu
ng

ei
ne

n

Ó -dim
en

si
on

al
en

V
ek

to
r-

ra
um

,d
.h

.a
uc

h
di

e
A

bb
ild

un
g

Æ » (½ )Õ
Ö » 0

(

½ )
is

t
ei

n
Is

om
or

ph
is

m
us

,
un

d
w

en
n

w
ir

A
nf

an
gs

be
di

ng
un

ge
nm

it
in

s
S

pi
el

br
in

ge
n

fo
lg

t
au

ch
,

da
ß

es
f ü
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üb

er
leg

t
ha

be
n,

is
t

» 0
(

½ )
Li

ne
ar

ko
m

bi
na

tio
n

vo
n

F
un

kt
io

ne
nd

er
A

rt

½×ØÙ Ú
Û ,

w
ob

ei

ÜåÂ die
E

ig
en

w
er

te
vo

n

È du
rc

hl̈
au

ft
un

d

ß kl
ei

ne
ra

ls
di

e
al

ge
br

ai
sc

he
V

ie
lfa

ch
he

itd
es

E
ig

en
w

er
ts

Ü-Â ist.
D

ie
S

um
m

ed
er

al
ge

br
ai

sc
he

nV
ie

lfa
ch

he
ite

nd
er

(k
om

pl
ex

en
)E

ig
en

-
w

er
te

ei
ne

rk
om

pl
ex

en

Óæ
Ó -Ma

tr
ix

is
t

gl
ei

ch
de

m
G

ra
d

de
s

ch
a-

ra
kt

er
is

tis
ch

en
P

ol
yn

om
s,

al
so

gl
ei

ch

Ó ;da
m

it
gi

bt
es

ge
na

u

Ó solc
he

F
un

kt
io

ne
n.

A
nd

er
er

se
its

w
is

se
nw

ir
,d

aß
de

rL
ös

un
gs

ra
um

di
e

D
im

en
-

si
on

Ó hat
;s

om
it

w
er

de
na

lle
di

es
eF

un
kt

io
ne

nw
irk

lic
h

ge
br

au
ch

tu
nd

si
e

bi
ld

en
ei

ne
B

as
is

de
sL

ös
un

gs
ra

um
s.

Fü
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üb
er

ei
ns

tim
m

t,u
nd

da
s

is
ta

uc
ht

at
s̈a

ch
lic

h
de

rF
al

l:

Le
m

m
a:

D
ie

ch
ar

ak
te

ris
tis

ch
eG

le
ic

hu
ng

de
rD

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

is
t

da
sm

it
(

Å 1)¼ m
ul

tip
liz

ie
rt

e
ch

ar
ak

te
ris

tis
ch

eP
ol

yn
om

vo
n

È .

B
ew

e
is

:F
ür

Ó =1
is

td
ie

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng

Á » (½ )
=

¾» (½ )
id

en
tis

ch
m

it
de

m
zu

ge
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kö
nn

en
.I

n
vi

el
en

pr
ak

tis
ch

re
le

va
nt

en
Fä
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kö

nn
te

es
da

he
rm

it
ei

ne
m

A
ns

at
zd

er
Fo

rm

Á » (½ )
=

� od
er

» (½ )
=

� ½ +

¾ ver
su

ch
en

.Fü
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ẗu

rli
ch

er
W

ei
se

au
s

de
r

ge
na

ue
re

nU
nt

er
su

ch
un

g
vo

n
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

en
au

ftr
itt

un
d

ih
r

E
rf

ol
g

(o
de

rM
iß

er
fo

lg
)i

n
ko

nk
re

te
nB

ei
sp

ie
le

nd
am

it
ve

rs
ta

nd
en

w
er

de
nk

an
n.



ìÒä

H
öh
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fü
hr

en
);

V
ar

ia
tio

n
de

rK
on

st
an

te
nm

ac
ht

da
ra

us
de

n
A

ns
at

z

» (½ )
=

¾ (½ )c
os

h

½ +

� (

½ )s
in

h

½ .

D
if

fe
re

nz
ie

re
nf

üh
rt

au
f

Á » (½ )
=

Á ¾ (½ )c
os

h

½ +

¾ (½ )s
in

h

½ +

Á � (

½ )s
in

h

½ +

� (

½ )c
os

h

½

un
d

¨» (½ )
=

¨¾ (½ )c
os

h

½ +
2

Á ¾ (½ )s
in

h

½ +

¾ (½ )c
os

h

½

+
¨� (

½ )s
in

h

½ +
2

Á � (

½ )c
os

h

½ +

� (

½ )s
in

h

½ ;

E
in

se
tz

en
in

di
e

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
er

gi
bt

í ¨¾ (½ )+
2

Á � (

½ )

î co
sh

½ +

í ¨� (

½ )
+

2

Á ¾ (½ )

î si
nh

½ =
6

si
nh

½ .

D
as

si
eh

tn
ic

ht
ge

ra
de

se
hr

vi
el

ve
rs

pr
ec

he
nd

au
s:

D
ie

se
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
i-

ch
un

gi
st

eh
er

ko
m

pl
iz

ie
rt

er
al

s
di

e
ur

sp
r̈u

ng
lic

he
.

Z
um

G
lü
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kö
nn

en
;ih

re
vo

lle
N

üt
zl

ic
hk

ei
te

nt
-

fa
lte

n
si

e
er

st
be

in
ic

ht
lin

ea
re

nD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

un
d

D
if

fe
re

nt
i-

al
gl

ei
ch

un
gs

sy
st

em
en

.Im
R

ah
m

en
di

es
er

V
or

le
su

ng
bl

ei
bt

ke
in

e
Z

ei
t,



ìää

H
öh
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

A
us

de
re

nt
sp

re
ch

en
de

nD
is

ku
ss

io
nb

ei
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

en
w

is
se

n
w

ir
,d

aß

È da
sc

ha
ra

kt
er

is
tis

ch
eP

ol
yn

om

(

Å 1)Þ (

ÜÞ Å
¾ 1

ÜÞ ¿ 1

Å¾ 2

ÜÞ ¿ 2

ÅÀÀÀ
Å¾ Þ ¿

2

Ü Å
¾ Þ ¿ 1)

ha
tu

nd
da

ß
es

zu
je

de
r

+ -f
ac

he
nN

ul
ls

te
lle

H
au

pt
ve

kt
or

en
bi

s
zu

rS
tu

-
fe

+ gi
bt

.W
äh

le
nw

ir
ei

ne
B

as
is

au
sH

au
pt

ve
kt

or
en

,b
ez̈

ug
lic

h
de

re
r

È

ob
er

eD
re

ie
ck

sg
es

ta
lt

, +

- ha
t,

en
tḧ
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

ex
pl

iz
ite

n
L

ös
un

gs
fo

rm
elz

w
ar

ke
in

es
fal

ls
im

m
e

re
in

fa
ch

er
(o

de
rn

um
e-

ris
ch

st
ab

ile
r)

al
s

ei
ne

di
re

kt
e

nu
m

er
is

ch
eL

ös
un

g,
ab

er
do

ch
m

ei
st

en
s.

D
ie

se
rP

ar
ag

ra
ph

so
ll

an
ha

nd
ei

ni
ge

r
ei

nf
ac

he
rB

ei
sp

ie
le

un
d

S ä
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fü

hr
ta

uf

2

Á » (½ )

» (½ )
=

1
,

di
e

A
bl

ei
tu

ng
vo

n

» (½ )2
is

ta
ls

o
gl

ei
ch

1.
D

am
it

is
t

» (½ )2
=

½ +

� od
er

» (½ )
=

÷3 ½ +

�

m
it

ei
ne

rb
el

ie
bi

ge
nK

on
st

an
te

n

� Ã
ã .

Fo
rd

er
n

w
ir

no
ch

,d
aß

» (0)=
0

se
in

so
ll,

so
ha

td
as

en
ts

pr
ec

he
nd

eA
nf

an
gs

w
er

tp
ro

bl
em

di
e

be
id

en
L

ös
un

ge
n

» (½ )
=

3 ½ un
d

» (½ )
=

Å3 ½ ,

vo
n

de
ne

nd
ie

ei
ne

fü
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fü

r

½1 0
0

fü
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fü

rj
ed

es

Ü Ã
ã di

e
F

un
kt

io
n

» (½ )
=

Ü Ø¿ 1

2 Û 2 ei
ne

L
ös

un
gi

st
.D

ie
se

F
un

kt
io

ni
st

zw
ar

a
p

ri
o

ri
fü
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ss

ig
er

Lu
xu

s,
w

en
n

m
an

si
ch

zu
n̈ a

ch
st

da
ru

m
k ü

m
m

er
t,o

b
di

e
D

if-
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

zu
sa

m
m

en
m

it
ih

re
r

A
nf

an
gs

be
di

ng
un

g̈u
be

rh
au

pt

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

ìä
�

-1
.5-1

-0
.50

0.
51

1.
5

0
1

2
3

4
5

6
t

A
bb

.3
5:

S
ie

be
n

Lö
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ög

lic
he

V
er

sc
ḧa
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Fä
lle

n
ni

ch
t

ex
pl

iz
it

du
rc

h
A

bs
cḧ
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ch

st
e

n
se

in
e

so
lc

he
F

un
kt

io
n

gi
bt

,
de

nn
si

nd

» (½ )
un

d

� (

½ )
zw

ei
L

ös
un

ge
n,s

o
is

t

M � Å
»M =

M F (

� )

ÅF (

» )M ;
PM �
Å»M ,

w
as

f ü
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kö

nn
en

de
n

B
A

N
A

C
H
sc

he
n

F
ix

pu
nk

ts
at

za
nw

en
de

n;
er



ì
Ðù

H
öh
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äc
hs

tb
ei

A
nn

äh
er

un
ga

n
de

n
N

ul
lp

un
kt

be
tr

ag
sm̈

aß
ig

un
be

sc
hr̈ a

nk
t,

di
e

K
ur

ve
w

ird
al

so
im

m
er

st
ei

le
r,

un
d

da
m

it
ze

ig
td

er
M

itt
el

w
er

ts
at

zd
er

D
if

fe
-

re
nt

ia
lre

ch
nu

ng
,da

ß
es

ke
in

e
L

IP
S

C
H

IT
Z-

K
on

st
an

te
ge

be
nk

an
n.

0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
81

-1
-0

.5
0

0.
5

1
y

A
bb

.3
6:

D
ie

F
un

kt
io

n
2

9 ? =?

B
ei

m
dr

itt
en

B
ei

sp
ie

l Á » (½ )+

» (½ )
2

½ 3=
0

m
it

» (0)=
0

sc
hl

ie
ß

lic
hi

st

� (

» Ý½ )
=

Å»

2

½ 3;
hi

er
is

tz
w

ar
di

e

» -Abh
än

gi
gk

ei
th

ar
m

lo
s,

ab
er

5 � (

» 2

Ý½ )

Å� (

» 1

Ý½ )5 =
1 5 2

½ 355 » 2

Å» 1

5
lä
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fü

llt
,

ha
tj

ed
es

A
nf

an
gs

w
er

tp
ro

bl
em

Á Æ » (½ )
=

�í Æ » (½ )Ý½ )

î m
it

Æ » (½ 0
)

=

Æ » 0

im
In

te
rv

al
l[

½ 0

Ý½ 1
]

ei
ne

ei
nd

eu
tig

be
st

im
m

te
L

ös
un

g.

D
er

B
ew

e
is

ge
ht

fa
st

w
ör

tli
ch

ge
na

us
ow

ie
im

E
in

di
m

en
si

on
al

en
:W

ir
sc

hr
ei

be
nd

as
S

ys
te

m
um

al
s

Æ » (½ )
=

Æ » 0
+

�Û Û 0

�í Æ » (

E )ÝEî
� E ,

w
ob

ei
da

sI
nt

eg
ra

lü
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fü

hr
ta

uf

» (½ )2
=

4

Å½ 2
od

er

» (½ )
=

÷9 4

Å½ 2 ,
ab

er
ta

ts̈a
ch

lic
h

is
t

di
e

A
nf

an
gs

be
di

ng
un

g

» (0)
=

2
nu

r
da

nn
er

fü
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sb
ar

si
nd

.V
on

de
n

m
eh

re
re

n
L

ös
un

ge
nd

er
im

pl
iz

ite
n

G
le

ic
hu

ng
,d

ie
w

ir
be

ie
in

er
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
i-

ch
un

gm
it

ge
tr

en
nt

en
V

er̈
an

de
rli

ch
en

be
ko

m
m

en
,w

ird
da

he
rm

ei
st

nu
r

ei
ne

da
sA

nf
an

gs
w

er
tp

ro
bl

em
lö
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fü

r

½ .
½ 0

un
d

ko
nv

ex
fü
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cḧ
at

zu
ng

en
de

rS
ta

tis
tik

er
am

17
.O

kt
ob

er
20

06
ge

bo
re

nw
ur

de
,is

ti
m

m
er

hi
ne

in
er

st
es

In
di

z
fü
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fü

llt
üb
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fü

r
ko

nz
en

-
tr

is
ch

eK
re

is
e

um
de

n
N

ul
lp

un
kt

,u
nd

da
ei

ne
di

ff
er

en
zi

er
ba

reF
un

kt
io

n
du

rc
h

ih
re

W
er

te
f ü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

od
er

ex
pl

iz
it

du
rc

h

» (½ )
=

1 ½ln

� ½,
w

ie
m

an
si

ch
le

ic
ht

du
rc

h
E

in
se

tz
en

üb
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sẗa

rk
en

,u
nd

di
e

A
us

w
irk

un
g

ei
ne

rs
ol

ch
en

B
eg

eg
nu

ng
is

t
po

si
tiv

fü
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fü
rm

at
he

m
at

is
ch

e
P

hy
si

k
in

P
is

a,
T

ur
in

un
d

R
om

.S
ei

ne
w

ic
ht

ig
st

en
A

r-
be

ite
nb

es
cḧ
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üb
er

di
e

L
ös

un
gs

ku
rv

e
ni

n
E

rf
ah

ru
ng

zu
br

in
ge

n.

W
en

n
w

ir

» alsF
un

kt
io

n
vo

n

@ be
tr

ac
ht

en
,is

t

»& (

@ )
=

� » � @=

Á » (½ ) Á @ (

½ )
=

Åx» +

C @»
ç@ Å
y @»=

» ç Å
y »À

C @ Å
x @,

w
ir

ha
be

n
al

so
ei

ne
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

m
it

ge
tr

en
nt

en
V

er̈
an

de
rli

-
ch

en
.T

re
nn

un
gd

er
V

ar
ia

bl
en

fü
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kö
nn

en
w

ir
zw

ar
w

ed
er

na
ch

» noc
h

na
ch

@ au
flö
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r

ei
ne

vo
rg

eg
eb

en
ep

os
iti

ve
Z

ah
l

à som
it

hö
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fü

llt
al

so
ei

ne
L

IP
S

C
H

IT
Z-

B
ed

in
gu

ng
,s

o
da

ß
w

ir
au

s
de

m
S

at
z

vo
n

PI
C

A
R

D
-L

IN
D

E
L

Ö
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nn

en
,d

aß
da

sA
nf

an
gs

w
er

tp
ro

bl
em

in
je

de
m

ab
ge

sc
hl

os
se

ne
nQ
ua

dr
at

ei
nd

eu
tig

l ö
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fü
hr

t,
so

da
ß

di
e

K
ur

ve
au

fi
hr

en
am

w
ei

te
st

en
re

ch
ts

ge
leg

en
en

P
un

kt
zu

st
eu

er
t,in

de
m

di
e

B
eu

te
tie

re
ih

re
m

ax
im

al
eP

op
ul

at
io

ns
sẗa
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lä
uf

t,
so

llt
en

di
es

e
A

nz
ah

le
n

un
ge

f̈a
hr

pr
op

or
tio

na
ls

ei
n

zu
de

n
je

w
ei

lig
en

P
op

ul
at

io
ns

za
hl

en
.A
bb

il-
du

ng
42

ze
ig

tu
ng

ef̈
ah

rd
ie

vo
rh

er
ge

sa
gt

en
zy

kl
is

ch
en

S
ch

wa
nk

un
ge

n
–

au
ch

w
en

n
di

e
S

ch
wa

nk
un

ge
nz

w
is

ch
en

18
75

un
d

19
05

in
di

e
fa

ls
ch

e
R

ic
ht

un
g

ge
he

n:
D

or
t

w
ird

de
rG

le
ic

hg
ew

ic
ht

sp
un

kt
ni

ch
tg

eg
en

de
n

U
hr

ze
ig

er
si

nn
um

ru
nd

et
,s

on
de

rn
im

U
hr

ze
ig

er
si

nn
.

Ü
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he
ru

ng
sw

ei
see

in
er

lin
ea

re
nh

om
og

en
en

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng

Á Æ � (

½ )
=

��� (Æ » 0
)

Æ � (

½ ).

D
as

La
ng

ze
itv

er
ha

lte
n

vo
n

de
re

n
L

ös
un

ge
nh

än
gt

,w
ie

w
ir

au
s

ï 3c
)

w
is

se
n,

vo
n

de
nE

ig
en

w
er

te
nd

er
M

at
rix

� � (Æ » 0
)a

b:
Fa

lls
di

es
ea

lle
sa

m
t

ne
ga

tiv
en

R
ea

lte
ilh

ab
en

,k
on

ve
rg

ie
rt

je
de

L
ös

un
g

Æ � fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

le
rd

in
gs

ph
ys

ik
al

is
ch

in
te

rp
re

tie
re

n:F
ür

di
e

at
m

os
pḧ

ar
is

ch
eK

on
ve

kt
io

n
is

tn
ac

hL
O

R
E

N
Z

û =1
0

Ý
ü =2

8
un

d

� =
8 3

ei
ne

si
nn

vo
lle

W
ah

l.
E

D
W

A
R

D
N

O
R

T
O

N
L

O
R

E
N

Z
w

ur
de

19
17

im
U

S
-B

un
de

s-
st

aa
tC

on
ne

ct
ic

ut
ge

bo
re

n;
er

st
ud

ie
rt

eM
at

he
m

at
ik

in
D

ar
tm

ou
th

C
ol

le
ge

(A
.B

.
19

38
)

un
d

H
ar

va
rd

(M
.A

.
19

40
).N

ac
hs

ei
ne

m
K

rie
gs

di
en

stg
in

g
er

an
sM

IT
,w

o
er

19
48

üb
er

M
et

eo
ro

lo
gi

ep
ro

m
ov

ie
rt

e.
S

ow
oh

ld
em

M
IT

,
w

o
er

19
81

al
s

P
ro

fe
ss

or
em

er
iti

er
tw

ur
de

,a
ls

au
ch

de
r

M
et

eo
ro

lo
gi

eb
lie

b
er

fo
rt

an
tr

eu
.Z

u
se

in
en

vi
el

en
A

us
-

ze
ic

hn
un

ge
ng

eḧ
or

t
un

te
ra

nd
er

em
de

rK
yo

to
-P

re
is

vo
n

19
91

,d
er

w
oh

lh
öc
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kö
nn

en
al

so
m

in
im

al
e

V
er̈

an
de

ru
ng

en
et

w
a

de
s

Lu
ftd

ru
ck

s
od

er
de

r
Te

m
pe

ra
tu

ra
uf

l ä
ng

er
eS

ic
ht

zu
ei

ne
rd

ra
m

at
is

ch
an

de
re

nE
nt

w
ic

kl
un

g
de

sW
et

te
rs

fü
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ü
rd

e,
u

m
d

ie
E

n
tw

ick
lu

n
g

d
e

sW
e

tt
e

rs
fü
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Ä
nd

er
un

ge
nb

ei
de

n
A

nf
an

gs
be

di
ng

un
ge

nf ü
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nn
en

w
ir

be
re

its
m

it
un

se
re

ne
in

fa
ch

en
M

itt
el

n
ze

ig
en

,d
aß

da
sB

ild
in

A
bb

il-
du

ng
49

zu
m

in
de

st
qu

al
ita

tiv
da

sV
er

ha
lte

nd
er

L
ös

un
gs

ku
rve

n
ko

rr
ek

t
w

ie
de

rg
ib

t
–

qu
an

tit
at

iv
is

t
na

ẗu
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fü

r,
da

ß
si

e
do

rt
sp

ira
lfö
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ög

lic
hk

ei
t,

M
ax

im
a

un
d

M
in

i-
m

a
vo

ne
in

an
de

rzu
un

te
rs

ch
ei

de
n:F

al
ls

�& (

@ 0
)v

er
sc

hw
in

de
tun

d

�&& (

@ 0
)

ne
ga

tiv
is

t,
ha

t

� im
P

un
kt

@ 0
ei

n
M

ax
im

um
;b

ei
po

si
tiv

em

�&& (

@ 0
)

lie
gt

ei
n

M
in

im
um

vo
r.

A
uc

h
hi

er
fo

lg
t

al
le

s
so

fo
rt

au
s

de
rD

efi
ni

tio
n

de
r

zw
ei

m
al

ig
en

D
if

fe
re

nz
ie

rb
ar

kei
t:

W
eg

en

� (

@ 0
+

L )
=

� (

@ 0
)+

L�& (
@ 0

)+
L 2 2

�&& (

@ 0
)+

w (

L 2 )

=

� (

@ 0
)+

L 2 2

�&& (

@ 0
)+

w (

L 2 )

si
eh

td
er

G
ra

ph
vo

n

� in
di

es
en

Fä
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r
da

sM
ax

i-
m

um
od

er
M

in
im

um
de

rL
ad

un
gs

di
ch

tea
uf

ei
ne

rK
ug

el
ob

er
fl̈ a

ch
eo

de
r

di
e

el
ek

tr
is

ch
eF

el
ds

ẗar
ke

od
er

Te
m

pe
ra

tu
rve

rt
ei

lu
ng

au
fd

er
In

ne
nh

au
t

ei
ne

sR
ea

kt
or

dr
uc

kb
eḧa
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üb
lic

he
nK

rit
er

ie
n

an
w

en
de

nk
ön

ne
n:

D
efi

ni
tio

n:
W

ir
sa

ge
n,

di
e

F
un

kt
io

n

� :

, Ö
ã au

fe
in

er
Te

ilm
en

ge

, «
ã¼ ha

be
im

P
un

kt

¬Ã
, ei

n
lo

ka
le

s

: M
ax

im
um

M
in

im
um

 un
te

rd
er

N
eb

en
be

di
nu

ng

� =
0,

w
ob

ei

� :

, Ö
ã ei

ne
w

ei
te

re
F

un
kt

io
ni

st
,w

en
n

� (

¬ )
=

0
is

tu
nd

es
ei

ne
U

m
ge

bu
ng

® vo
n

¬ gi
bt

,s
o

da
ß

fü
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Fä

lle
n

ka
nn

m
an

ge
leg

en
tli

ch
di

e
N

eb
en

de
di

ng
un

gd
ur

ch
ge

ei
gn

et
eP

a-
ra

m
et

er
wa

hl
od

er
W

ah
le

in
es

an
ge

pa
ß

te
nK

oo
rd

in
at

en
sy

st
em

sbe
r̈u

ck
-

si
ch

tig
en

.Im
al

lg
em

ei
ne

nw
ird

ab
er

be
id

es
ni

ch
tm

ög
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bḧ

an
gi

g.

B
ew

e
is

:D
ie

G
ru

nd
id

ee
is

te
in

fa
ch

:A
uc

h
w

en
nw

ir
di

e
N

eb
en

be
di

ng
un

g
ni

ch
te

xp
liz

it
na

ch
ei

ne
rd

er
V

ar
ia

bl
en

au
flö

se
nk

ön
ne

n,
sa

gt
un

sd
er

S
at

z
üb
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bḧ
an

gi
g.

Fa
lls

de
rG

ra
di

en
tv

on

� im
P

un
kt

¬ ni
ch

tv
er

sc
hw

in
de

t,g
ib

te
s

so
m

it
ei

ne
Z

ah
l

Ü Ã
ã ,s

o
da

ß

gr
ad

� (

¬ )

ÅÜ gr
ad

� (

¬ )
=

Æ 0

is
t,

nä
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tä
nd

ig
lö
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üs

se
n.

E
s

ge
ht



ì
� 


H
öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

al
so

w
ie

de
rd

ar
um

,e
in

e
F

un
kt

io
n

�í @ 1

ÝÌÌÌ
Ý@ ¼ )

zu
op

tim
ie

re
n,

je
tz

t
ab

er
un

te
rd

en
N

eb
en

be
di

ng
un

ge
n

� 1
(

@ 1

ÝÌÌÌ
Ý@ ¼ )

1 0

ÝÌ
ÌÌ

� Þ (@ 1

ÝÌÌÌ
Ý@ ¼ )

1 0
.

(E
s

ge
n̈u

gt
,B

ed
in

gu
ng

en
m

it

1 zu
be

tr
ac

ht
en

,de
nn

du
rc

h
M

ul
tip

lik
a-

tio
n

m
it

m
in

us
E

in
s

ka
nn

m
an

je
de

U
ng

le
ic

hu
ng

m
it

; in
ei

ne
m

it

1

üb
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äc

hs
te

nP
un

kt
s

� 2
= de

f

� 1
+

Æ L 1



ìÑä

H
öh
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ög
lic

h
is

t
in

de
rH

of
fn

un
g,

so
ir

ge
nd

wa
nn

au
fe

in
M

ax
im

um
(o

de
rM

in
im

um
)z

u
st

oß
en

.D
ie

se
sk

ön
ne

nw
ir

er
re

ic
he

n,
w

en
n

w
ir

am
R

an
d

de
sD

efi
ni

ti-
on

sb
er

ei
ch

sv
on

� an
ge

la
ng

ts
in

d,
od

er
ab

er
w

en
n

w
ir

in
ei

ne
m

P
un

kt
si

nd
,in

de
m

de
rG

ra
di

en
tv

er
sc

hw
in

de
t:V

on
do

rt
au

sg
eh

te
sm

it
di

es
em

V
er

fa
hr

en
ni

ch
tm

eh
rw

ei
te

r.

D
a

w
ir

m
it

ei
ne

m
nu

m
er

is
ch

en
V

er
fa

hr
en

nu
re

in
ve

rs
ch

w
in

de
nd

ge
rin

ge
C

ha
nc

eh
ab

en
,ex

ak
ti

n
ei

ne
m

E
xt

re
m

um
zu

en
de

n,
ze

ig
ts

ic
h

hi
er

au
ch

di
e

N
ot

w
en

di
gk

ei
te

in
er

in
te

lli
ge

nt
en

W
ah

ld
er

S
ch

rit
tw

ei
te

n

¶ Â :We
nn

di
es

ez
u

gr
oß

si
nd

,k
an

n
es

pa
ss

ie
re

n,d
aß

w
ir

en
dl

os
um

ei
n

E
xt

re
m

um
he

ru
m

os
zi

lli
er

en
.

T
he

or
et

is
ch

is
t

au
ch

m
ög
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fü
hr

te
n,

is
tu

nb
ek

an
nt

.



ìÑ



H
öh
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iẗ a

tC
hi

ca
go

vo
n

19
45

–1
94

8u
nd

19
57

–1
96

5,i
n

de
n

Lo
s

A
la

m
os

La
ba

ra
to

rie
s,d

ie
ih

n
im

N
ac

hr
uf

al
s

g
ia

n
t

o
f

m
a

th
e

m
a

tic
sa

n
d

o
n

e
o

f
th

e
fo

u
n

d
e

rs
o

f
th

e
In

fo
rm

a
tio

n
A

ge
be

ze
ic

hn
et

en
.S
ei

n
R

uh
m

al
s

M
at

he
-

m
at

ik
er

be
ru

ht
vo

ra
lle

m
au

fd
en

vo
n

ih
m

en
tw

ic
ke

lte
n

A
nw

en
du

ng
en

st
at

is
tis

ch
er

V
er

fa
hr

en
au

fe
in

e
V

ie
lz

ah
l

vo
n

m
at

he
m

at
is

ch
enP

ro
bl

em
en

;zu
m

P
io

ni
er

de
sI

nf
or

-
m

at
io

ns
ze

ita
lte

rm
ac

ht
ih

n
u.

a.
,d

aß
er

ei
ne

rd
er

er
st

en
A

nw
en

de
rd

es
er

st
en

el
ek

tr
on

is
ch

en
C

om
pu

te
rsE

N
IA

C
w

ar
,d

es
se

nN
ac

hf
ol

ge
rM

A
N

IA
C

ba
ut

eu
nd

an
de

rU
ni

-
ve

rs
iẗa
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tz

lic
he

H
ilf

sm
itt

el
zu

r
O

pt
im

ie
ru

ng
si

nd
,f

al
ls

m
an

so
gu

tw
ie

ni
ch

ts
üb

er
di

e
zu

op
tim

ie
re

nd
eF

un
kt

io
n

w
ei

ß
.S

ie
fu

nk
tio

ni
er

en
ni

ch
t

nu
rb

ei
ko

nt
in

ui
er

lic
he

nP
ro

bl
em

en
,w

ie
de

n
hi

er
be

tr
ac

ht
et

en
,so

nd
er

n
au

ch
f ü
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fü

r
ei

ne
n

fe
st

en
F

eh
le

rb
et

ra
gim

w
e-

se
nt

lic
he

nu
na

bḧ
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fü
rg

ro
ß

e

Ó auc
hs

ch
ne

lls
eh

ra
uf

-
w

en
di

g,
da

di
e

B
in

om
ia

lk
oe

ffi
zi

en
te

n
sc

hn
el

ls
eh

rg
ro

ß
w

er
de

n.
U

m
tr

ot
zd

em
ei

ne
n

E
in

dr
uc

k
da

vo
n

zu
be

ko
m

m
en

,w
as

fü
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üs

se
n,

so
is

ti
hr

e
S

um
-

m
e

fü
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ẗu
rli

ch
er

W
ei

se
au

fq
ua

dr
at

is
ch

eA
bw

ei
ch

un
ge

nf
üh

rt
.



ö ÒÑ

H
öh
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rö
ß

e

! =

� (

@ Ý» ),
di

e
vo

n
di

es
en

be
id

en
ab

ḧa
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cḧ
at

zw
er

te
fü
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ög

lic
he

n
A

us
g̈a

ng
e

de
s

Z
uf

al
ls

ex
pe

rim
en

ts
ad

-
di

er
en

si
ch

,w
ie

es
si

ch
ge

ḧo
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üs

se
nd

an
n

nu
r

zw
ei

Fä
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kü
rz

en
;d

ad
ur

ch
w

ird
ob

ig
e

Fo
rm

el
zu

Ú Ð ôÜ =

Ð Ý (Ð Û

1)

ÝÝÝ (Ð Û
ô +

1)

ô !
.

Fü
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üb
er

di
e

m
an

Ó !für
gr

oß
e

W
er

te
vo

n

Ó

nä
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üs
se

nw
ir

un
s

an
di

e
R

ec
hn

un
ge

rin
ne

rn
,in

de
rw

ir
de

n
F

eh
le

rd
es

ar
ith

m
et

is
ch

en
M

itt
el

s
au

s

Ó We
rt

en
ei

ne
rZ

uf
al

ls
va

ria
bl

en
be

re
ch

ne
t

ha
be

n,
in

de
m

w
ir

au
sd

em
V

er
sc

hw
in

de
nd

er
E

rw
ar

tu
ng

sw
er

ted
er

ge
-

m
is

ch
te

nP
ro

du
kt

eg
en

au
di

es
ge

sc
hl

os
se

nh
ab

en
.S

om
it

is
td

ie
V

ar
ia

nz
im

Fa
lle

vo
n

Ó Wü
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fü
re

tw
as

kl
ei

ne
re

W
er

te
vo

n

Ó istd
ie

Ü
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ög

lic
he

W
er

te
,u

nd
be

id
en

m
ei

st
en

gr
öß
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ḧa
ng

ig
es

de
fin

ie
re

nm
öc
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nä

m
lic

h
ei

n
V

er
fa

hr
en

,d
as

fü
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ḧa

ltn
is

zw
is

ch
en

et
w

a
25

6

� 25
6

un
d

10
24

� 10
24

B
ild

pu
nk

te
ab

ge
ta

st
et

,f ü
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üc
k

nu
r

w
en

ig
e

ap
ru

pt
eÜ
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öc

he
nt

lic
he

nÜ
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kö
nn

en
.

Fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

-0
.4

-0
.20

0.
2

0.
4

0
2

4
6

8

A
bb

.7
3:

D
er

vi
er

te
E

ig
en

ve
kt

or
de

r
K

or
re

la
tio

ns
m

at
rix

-0
.4

-0
.20

0.
2

0.
4

0
2

4
6

8

A
bb

.7
4:

D
er

fü
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fü
rs

or
ge

n,
da

ß
Fo

lg
en

vo
n

N
ul

le
n

nu
r

w
en

ig
P

la
tz

be
n̈ o

tig
en

,o
de

ra
be

re
s

w
ird

nu
r

ei
ne

A
us

w
ah

ld
er

K
oe

ffi
zi

en
te

n
üb
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