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ḧa

ltn
is

se
se

lb
st

qu
an

tit
at

iv
ni

ch
tb

ew
uß

ts
in

d.
U

m
ge

ke
hr

t
w

er
de

nb
ei

de
rS

yn
th

es
ev

on
T

ön
en

et
w

a
du

rc
h

ei
ne

S
ou

nd
ka

rt
er

ei
ne

S
ch

w
in

gu
ng

en
er

ze
ug

tu
nd

ko
m

bi
ni

er
t.

G
en

au
w

ie
un

se
rO

hr
re

ag
ie

re
na

uc
h

el
ek

tr
is

ch
eS

ch
al

tu
ng

en
in

un
te

r-
sc

hi
ed

lic
he

rW
ei

se
au

fv
er

sc
hi

ed
en

eF
re

qu
en

ze
n:L

eg
t

m
an

be
is

pi
el

s-
w

ei
se

an
ei

ne
S

pu
le

m
it

O
H

M
sc

he
m

W
id

er
st

an
d

� un
d

In
du

kt
iv

itä
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ẗ u
rli

ch
üb
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rd

ie
S

pa
nn

un
gs

am
pl

itu
de

nin
ei

ne
m

�� -b
zw

.

�� -K
re

is
la

ss
en

si
ch

du
rc

hk
om

pl
ex

e
Z

ei
ge

rr
ec

hn
un

g
le

ic
ht

er
kl

är
en

:I
m

�� -K
re

is
is

t
di

e
Im

pe
da

nz
gl

ei
ch

� +

� 	� ;
be

i
ei

ne
m

W
ec

hs
el

st
ro

m

� (

� )
=

� 0

�� ��

is
td

ie
S

pa
nn

un
ga

ls
o

in
ko

m
pl

ex
er

D
ar

st
el

lu
ng

� (

� )
=

(

� +

� 	� )&
� 0

�� �� .
D

a

��  fü
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tü

be
rle

ge
n,

w
as

di
es

eO
pe

ra
tio

ne
nim

K
om

pl
ex

en
be

de
ut

en
un

d
w

el
ch

eG
es

et
ze

da
fü
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äß

ts
ic

h
ei

ne
S

ta
m

m
fu

nk
tio

na
ng

eb
en

.

D
ie

K
on

ve
rg

en
z

de
s

In
te

gr
al

s
is

t
ei

n
P

ro
bl

em
,u

m
da

s
ke

in
W

eg
he

r-
um

fü
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r

H (o
de

r

M )
ge

ge
n

N
ul

li
st

al
so

,s
o

er
ex

is
tie

rt
,g

le
ic

h

L K L I(

- �I )

��
L J L I(

- �I )
.

Fa
lls

? ko
m

pl
ex

di
ff

er
en

zi
er

ba
ris

t,
m

üs
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fü
r

-U 0

�-S
+

1
fü
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r
ei

ne
U

m
ge

bu
ng

vo
n

C 0
m

it
A

u
sn

a
h

m
ed

e
sP

u
n

kt
s

C =
C 0

se
lb

st
di

e
R

ei
he

? (

C )=

m (C )
(

C �
C 0

)S=
] 0

(

C �
C 0

)S+
] 1

(

C �
C 0

)S
7

1
+&&

& +

] S
7

1

C �
C 0

+
] S +
] S +1(

C �
C 0

)+

] S +2(

C �
C 0

)2
+&&

& ,
w

as
w

ir
au

ch
in

de
rF

or
m

? (

C )=
\
7S (C
�
C 0

)

7S +

\
7

(S
7

1)
(

C �
C 0

)

7

(S
7

1)
+&&

& +

\
7

1
(

C �
C 0

)

7

1

+
\ 0

+

\ 1
(

C �
C 0

)+

\ 2
(

C �
C 0

)2
+&&

&

m
it

\ � =

] �
7S

sc
hr

ei
be

nk
ön

ne
n.

D
ie

se
D

ar
st

el
lu

ng
he

iß
td

ie
L

A
U

R
E

N
T-

R
ei

he
vo

n

?

um
C 0

.

PI
E

R
R

E
A

LP
H

O
N

S
E

L
A

U
R

E
N

T
(1

81
3–

18
54

)w
ar

K
om

m
an

da
nt

ei
ne

sI
ng

en
ie

ur
ko

rp
s

de
r

fr
an

z̈o
si

sc
he

nA
rm

ee
un

d
le

ite
te

un
te

ra
nd

er
em

de
n

A
us

ba
ud

es
H

af
en

sv
on

Le
H

av
re

.
S

ei
ne

A
rb

ei
tü

be
rd

ie
L

A
U

R
E

N
T-

R
ei

he
nr

ei
ch

te
er

et
w

as
zu

sp̈
at

fü
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tḧ

al
t,

un
d

da
ß

f be
sc

hr̈ a
nk

ts
ei

.A
uß

er
de

m
lie

ge
ke

in
e

P
ol

st
el

le
vo

n

? au
fd

er
R

an
dk

ur
ve

e .
Im

In
ne

rn
vo

n

f da
rf

? P
ol

st
el

le
nh

ab
en

,u
nd

da
m

iti
st

de
rC

A
U

C
H

Y
sc

he
In

te
gr

al
sa

tz
ni

ch
ta

nw
en

db
ar.

D
a

f be
sc

hr̈a
nk

tis
tu

nd
di

e
M

en
ge

de
rP

ol
st

el
le

ke
in

eH
äu
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üb
er

ih
re

TA
Y

LO
R

-R
ei

he
um

N
ul

lo
de

rd
ie

E
U

LE
R
sc

he
Fo

rm
el

� +�
! =

� (c
os

I +

� si
nI )

.

W
ie

le
tz

te
re

ze
ig

t,
be

st
eh

tih
r

B
ild

be
re

ic
h

au
sa

lle
n

ko
m

pl
ex

en
Z

ah
le

n
au

ß
er

de
rN

ul
l.

D
ie

Fo
rm

el
ze

ig
ta

be
ra

uc
h,

da
ß

di
e

E
xp

on
en

tia
lfu

nk
-

tio
n

im
K

om
pl

ex
en

ni
ch

t
ei

nm
al

in
je

kt
iv

is
t:

D
a

S
in

us
un

d
K

os
in

us
P

er
io

de
2

: ha
be

n,
ha

t

�c di
e

P
er

io
de

2

:� ,
d.

h.

�c +2

p 9� =

�c fü
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lü
be

re
in

e
S

ta
m

m
fu

nk
tio

nb
er

ec
hn

en
al

s

) g �* C C=
Ln

$ ��� (

9
7� )% �

Ln

$ ��� (

79 +� )

%

=
ln

� +� (

: ��

)

� ln

� �
� (�
: +�

)
=

2

:� �

2��

.

La
ss

en
w

ir

� ge
ge

nN
ul

lg
eh

en
,k

on
ve

rg
ie

rt
di

es
ge

ge
n2

:� ,d
as

In
te

gr
al

üb
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üb

er
de

nR
es

id
ue

nk
al

k̈ul
au

sr
ec

hn
enz

u
kö
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r

je
de

na
ẗu
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öc
ht

e,
fin

de
te

in
Ja

va
-A

pp
le

t
un

te
r

� �� � �
�����
�¡ 
¢£¤  
¥¦ §
� ¨� §
© ¥ª
� « ¬ §
ª­ ¥ª
� )

-1

-0
.50

0.
51

0
0.

00
2

0.
00

4
0.

00
6

0.
00

8
0.

01
t

A
bb

.3
:T

on
de

r
g-

S
ai

te
ei

ne
r

G
ei

ge
un

d
se

in
e

K
om

po
ne

nt
en

O
ffe

ns
ic

ht
lic

h
sp

ie
lt

di
e

G
ru

nd
sc

hw
in

gu
ng

ka
um

ei
ne

R
ol

le
:W

ie
m

an
so

w
oh

lh
ie

ra
ls

au
ch

ge
na

ue
ra

n
de

rD
ar

st
el

lu
ng

de
rG

rö
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ẗuc
k

kö
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fü
r

di
e

hi
er

be
tr

ac
ht

e-
te

n
ei

nf
ac

he
nS

ch
w

in
gu

ng
en

di
e

F
re

qu
en

zin
de

rT
at

lin
ea

rm
it

M ,
di

e
F

re
qu

en
ze

nd
er

O
be

rẗo
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

In
fo

rm
at

io
ns

te
ch

ni
k.A

nd
er

er
se

its
w

ol
le

n
w

ir
ab

er
ni

ch
ts

ow
ei

tg
eh

en
,

au
ch

F
un

kt
io

ne
nw

ie

? (

� )
=

Ö si
n

� fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

D
am

it
is

t
L

Û (� �� )
ke

in
E

U
K

LI
D

is
ch

er
V

ek
to

rr
au

m
;d

as
ge

ra
de

ei
n-

ge
fü
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bl

ic
he

n
W

ei
se

al
s

ko
m

pl
ex

es
tr

ig
on

om
et

ri-
sc

he
sP

ol
yn

om
ï ì
p�p �� �

� ,i
st

al
so

ì p =

ðòñ ó1 2
(

\ p�
�]
p

)
fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

au
sn

ut
ze

n;d
a

w
ir

es
hi

er
ab

er
m

it
pe

rio
di

sc
he

nF
un

kt
io

ne
nz

u
tu

n
ha

be
n,

si
nd

w
ir

ni
ch

ta
n

di
es

eI
nt

eg
ra

tio
ns

gr
en

ze
ng

eb
un

de
n:

Le
m

m
a:

Is
td

ie
F

un
kt

io
n

m pe
rio

di
sc

hm
it

P
er

io
de

Ù ,
so

is
tf

ür
je

de
s

ùD
�

Û )

0

m (� )

* � =

ú +Û ) ú
m (� )

* � .

B
ew

e
is

:W
ir

kö
nn

en

ù sch
re

ib
en

al
s

ù =

M Ù +

ù 0
m

it
0

V ù 0

uÙ

un
d

M D
z .

W
eg

en
de

rP
er

io
di

zi
ẗa
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

b)
P

er
io

di
sc

he
R

ec
ht

ec
ki

m
pu

ls
e

H
ie

rb
et

ra
ch

te
nw

ir
di

e
F

un
kt

io
n

? (

� )
=

P
H fü
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ra
lle

� D
� ;

of
fe

ns
ic

ht
lic

hi
st

? D L

Û (� �� ).

A
uß

er
de

m
is

t

? ei
ne

un
ge

ra
de

F
un

kt
io

n,
d.

h.
es

gi
bt

nu
r

S
in

us
te

rm
e.

Fü
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tḧ

al
td

ah
er

nu
rS

in
us

te
rm

e.

Z
u

de
re

nB
er

ec
hn

un
gs

et
ze

nw
ir

w
ie

üb
lic

h
	 =

2

9 Û un
d

er
ha

lte
nd

en

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
,X

K
oe

ffi
zi

en
te

nv
on

si
n

â 	� al
s

] q =
2

Ù
Û )

0

? (

� )s
in

â 	�
* � =

2

Ù
Û )

0

� Ù 4

�
� 2
� si

n
â 	�
* �

=
2

Ù&
Ù

4

Û )

0

si
n

â 	�
* � �

2

Ù&1 2
Û )

0

� si
n

â 	�
* �

=

�1

Ù
Û )

0

� si
n

â 	�
* � ,

da
da

sI
nt

eg
ra

le
in

er
S

in
us

fu
nk

tio
n ü
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äg

ez
ah

n,d
er

zw
is

ch
en

+
1

un
d

-1
hi

n-
un

d
he

rp
en

de
lt.

d)
D

er
S

in
us

hy
pe

rb
ol

ic
us

A
ls

le
tz

te
sB

ei
sp

ie
lb

er
ec

hn
en

w
ir

di
e

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

vo
n

? (

� )
=

si
nh

� fü
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r0

u�
V 2
: ,pe

rio
di

sc
hf

or
tg

es
et

zt
m

it
P

er
io

de
2

: ,
un

d
da

s
is

t,
w

ie
di

e
A

bb
ild

un
ge

n
ac

ht
un

d
ne

un
ze

ig
en

,e
in

e
vö
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ḧ a
lt,

w
ird

ab
er

of
t

de
r

W
eg

üb
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r
� =

0�
Û

2
,

pe
rio

di
sc

hf
or

tg
es

et
zt

m
it

P
er

io
de

Ù .S
om

it
be

sc
hr

ei
bt

? (

� )
+

? (

Û

2

�� )
ei

ne
nR

ec
ht

ec
ki

m
pu

ls
.

D
a

��� (� )
=

? (

� )
fü
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fü
ru

ng
er

ad
es

â is
t

si
n(

â : �
- )=

si
n(

: �
- )=

� s
in

(

- �
: )=

si
n

- ,
de

nn
be

iV
er

sc
hi

eb
un

g
um

: wir
d

de
rs

in

- zu

� s
in

- .Da
m

it
fo

lg
t

���� Ù 2

��
� =

4 o q =
1

(� 1
)

q +
1
si

n

â 	� â 	

un
d

��� (� )+

���� Ù 2

��
� =

4 o q =
1

si
n

â 	� â 	

+

4 o q =
1

(� 1
)

q +
1
si

n

â 	� â 	

.

Fü
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fü
hr

tw
eg

en

8

H Ù 	=
8

H

2

:=
4

H :

zu
rF

or
m

el

4

H :
4 o q =

1

si
n(

2

â � 1
)

	�

(2

â � 1
)

=

ð÷ñ ó
H fü
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Ü
be

rs
ch

w
in

gu
ng

en
an

de
n

S
pr

un
gs

te
lle

n.W
ir

w
ol

le
n

un
s

da
vo

n
üb
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fü

rd
ie

N
av

ig
at

io
n)

m
it

A
st

ro
-

no
m

ie
.N

ac
hd

em
er

18
04

di
e

B
ah

n
de

s
H

A
LL

E
Y

sc
he

n
K

om
et

en
be

re
ch

ne
tha

tte
,b

ek
am

er
18

06
ei

ne
S

te
lle

al
s

A
st

ro
no

m
ei

ne
s

pr
iv

at
en

O
bs

er
va

to
riu

m
s.

S
ei

ne
B

ei
-

tr
äg
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üs

se
nz

ei
ge

n,
da

ß
di

es
er

st
en

sw
oh

ld
efi

ni
er

tis
t,

da
ß

di
e

S
um

m
e

al
so

üb
er

ha
up

tko
nv

er
gi

er
t,

un
d

da
ße

sz
w

ei
te

ns
al

le
Fo

rd
er

un
ge

na
n

ei
n

H
E

R
M

IT
E
sc

he
sS

ka
la

rp
ro

du
kte

rfü
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fü

ra
lle

? D L

Û (� �� )
.

§
4:

P
er

io
di

sc
he

F
al

tu
ng

en

A
bg

es
eh

en
vo

n
de

nb
ei

de
nB

ei
sp

ie
le

nd
er

R
ec

ht
ec

ks
ch

w
in

gu
ngu

nd
de

s
Sä
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Fü

r

? �m
D L

Û (���� )
is

t

! ? � m (

M )
=

õ ? (

M )&
õ m (M )

fü
ra

lle

M D
z ;

di
e

ko
m

pl
ex

en
FO

U
R

IE
R
-K

oe
ffi

zi
en

te
n

vo
n

? �
m sin

d
al

so
ge

ra
de

di
e

P
ro

du
kt

ed
er

ko
m

pl
ex

en
FO

U
R

IE
R
-K

oe
ffi

zi
en

te
nv

on

? un
d

vo
n

m .
D

er
B

ew
e

is
er

fo
lg

td
ur

ch
N

ac
hr

ec
hn

en
:D

er

M -t
e

FO
U

R
IE

R
-K

oe
ffi

zi
en

t



33

H
öh
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lä
ß

ts
ic

h
du

rc
h

pa
rt

ie
lle

In
te

gr
at

io
n

w
ei

te
ra

us
-

re
ch

ne
nz

u Û )

0

(

ù �
� )

? (

ù )* ù =
(

ù �
� )

a (

ù )}~}~}Ý}Û

0

�
Û )

0

a (

ù )* ù

=
(

Ù �
� )

a (

Ù )
+

�a (0
)�

Û )

0

a (

ù )* ù

=

�$ a (0
)�

a (

Ù )

% +

Ùa (

Ù )

�
Û )

0

a (

ù )* ù .
In

sg
es

am
tis

ta
ls

o

ß�? (

� )
=

a (

� )+

� Ù$ a (0
)�

a (

Ù )

% �
a (0

)+

a (

Ù )
2

+

a (

Ù )�

1

Ù
Û )

0

a (

ù )* ù .



> W

H
öh
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tü
be

rd
en

M
itt

el
w

er
t-

sa
tz

de
rD

if
fe

re
nt

ia
lre

ch
nu

ng
ko

ns
ta

nt
se

in
.)

G
en

au
so

is
t

be
im

Sä
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kö
nn

en
w

ir
da

m
it

re
ch

ne
n

un
d

ho
ffe

n,
da

ß
w

ir
ir

ge
nd

wa
nn

ei
nm

al
de

n
G

re
nz̈

ub
er

ga
ng

�A

1
m

a-
ch

en
kö
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fä

h
r

de
rF

al
tu

ng
m

it
de

rn
ic

ht
ex

is
te

nt
en

F
un

kt
io

n

m en
ts

pr
ic

ht
.

W
ir

be
re

ch
ne

n

� s (� )
üb

er
zw

ei
ge

om
et

ris
ch

eR
ei

he
n:

B
es

ch
r̈a

nk
en

w
ir

un
sz

un̈
ac

hs
ta

uf
po

si
tiv

e
In

di
ze

s,
so

is
tn

ac
hd

er
S

um
-

m
en

fo
rm

el

4 o p
=

0

�, p, �
p �� �
� =

1
1

�
��� �
� =

1

�
��
7� ��

(1

�
��� �
� )(

1

�
��
7� �� )

=
1

�
� cos

	� +

� � si
n

	�

1
+

� 2 �

2

� cos

	�

.

E
rs

et
zt

m
an

in
ei

ne
m

de
rS

um
m

an
de

n

M du
rc

h

�M ,s
o

än
de

rts
ic

h
ni

ch
ts

am
K

oe
ffi

zi
en

te
n

�, p, un
d

au
ch

ni
ch

ts
am

R
ea

lte
ilv

on

�p �� -

;
de

rI
m

a-
gi

nä
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fü
r

�A

1
im

m
er

sẗ
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hs

te
ns

in
de

re
n

U
ns

te
tig

ke
its

st
el

le
n;

in
sb

es
on

de
reh

ab
en

? un
d

* ? so
w

ie

m un
d

* m als
o

di
es

el
be

nF
O

U
R

IE
R
-K

oe
ffi

zi
en

te
n.

N
ac

h
a

)
is

t
da

he
r

* ? =

* m ,un
d

di
e



NW

H
öh
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fü

r
di

e
pu

nk
tw

ei
se

K
on

ve
rg

en
z

be
id

ie
se

m
S

at
z

be
w

en
de

nl
as

se
n;

fü
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fü
hr

tz
u

4 o p

=

74* p�
p �� �
� =

4 o p

=

74* p�
p �� �
� =

4 o p
=

74* p�
7p �� �
� .

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
N"

E
rs

et
ze

nw
ir

hi
er

in
no

ch

� du
rc

h

�� ,e
rh

al
te

nw
ir

4 o p

=

74* p�
p �� �
�

al
s

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

vo
n

* m (� )
=

m (�
� ).

S
om

it
is

t

? �
* m ein

e
F

un
kt

io
n

m
it

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

4 o p
=

74ì p*
p�p �� �

� .

D
a

di
e

FO
U

R
IE

R
-R

ei
he

ei
ne

rF
al

tu
ng

st
et

sg
le

ic
hm̈

aß
ig

ko
nv

er
gi

er
tu

nd
di

es
el

be
nF

O
U

R
IE

R
-K

oe
ffi

zi
en

te
n

ha
tw

ie
di

e
Fa

ltu
ng

se
lb

st
,fo

lg
t

au
s

de
m

E
in

de
ut

ig
ke

its
sa

tzd
es

vo
rig

en
A

bs
ch

ni
tts

,d
aß

di
es

eR
ei

he
in

je
de

m
P

un
kt

� ge
ge

n

? �* m (
� )

ko
nv

er
gi

er
t.

S
pe

zi
el

lf ü
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tḧ
al

t
de

n
hi

er
be

tr
ac

ht
et

en
S

at
z.

A
ls

üb
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üb

er
leg

t,
au

ch
no

ch
de

n
Sä
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iẗa

tg
in

g.
E

rp
ro

m
ov

ie
rt

e
do

rt
18

85
m

it
ei

ne
m

T
he

m
aa

us
de

rI
n-

va
ria

nt
en

th
eo

rie
,ha

bi
lit

ie
rt

es
ic

h
18

86
un

d
be

ka
m

18
93

ei
ne

nL
eh

rs
tu

hl
.1

89
5w

ec
hs

el
tee

ra
nd

as
da

m
al

ig
eZ

en
-

tr
um

de
rd

eu
ts

ch
en

w
ie

au
ch

in
te

rn
at

io
na

le
nM

at
he

m
a-

tik
,d

ie
U

ni
ve

rs
iẗa
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

B
ei

bi
ld

ge
be

nd
en

V
er

fa
hr

en
de

rM
ed

iz
in

te
ch

ni
k,

be
iW

er
ks

to
ffu

nt
er

su
-

ch
un

ge
n,

W
är

m
el

ei
tu

ng
sp

ro
bl

em
enu

nd
vi

el
en

an
de

re
nA

nw
en

du
ng

en
ha

tm
an

es
of

tm
it

fo
lg

en
de

m
R

a
n

d
w

e
rt

p
ro
b

le
m

zu
tu

n:
M

an
ke

nn
te

in
e

F
un

kt
io

n
am

R
an

d
ei

ne
rF

l ä
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fü
re

le
k-

tr
is

ch
e

P
ot

en
tia

le
in

A
bw

es
en

he
itv

on
La

du
ng

en
de

r
Fa

ll
is

t.
S

ol
ch

e
F

un
kt

io
ne

nh
ab

en
w

ir
be

re
its

in

� 1
be

tr
ac

ht
et

un
d

do
rt

al
s

h
a

rm
o

n
i-

sc
h

e
F

un
kt

io
ne

nb
ez

ei
ch

ne
t;w

ir
w

is
se

n,
da

ß
si

e
ge

ra
de

di
e

R
ea

lte
ile

ho
lo

m
or

ph
er

F
un

kt
io

ne
ns

in
d.

A
us

� 1d
)w

is
se

nw
ir

,d
aß

ho
lo

m
or

ph
eF

un
kt

io
ne

nn
ac

hd
er

C
A

U
C

H
Y
sc

he
n

In
te

gr
al

fo
rm

el
im

In
ne

rn
ei

ne
s

ei
nf

ac
h

zu
sa

m
m

en
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zü
an

de
rn

,d
aß

da
s

FO
U

R
IE

R
-I

nt
eg

ra
la

n
de

ru
nt

er
en

G
re

nz
ek

ei
ne

K
on

ve
rg

en
zp

ro
bl

em
em

eh
rh

at
,s

et
ze

nw
ir

si
e

f ü
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rd

ie
Π

(

D )=

D !ist,
ab

er
w

ie
si

ch
ba

ld
he

ra
us

st
el

lte
,is

tΠ
(

³ )=

E (

³ +1)
,s

o
da

ß
nu

re
in

e
de

rb
ei

de
nF

un
kt

io
ne

n
w

irk
lic

h
ge

br
au

ch
tw

ird
.N

ac
h

ei
ni

ge
nM

od
ew

ec
hs

el
ni

m
le

tz
te

nJ
ah

rh
un

de
rte

nt
sc

he
id

et
m

an
si

ch
he

ut
em

ei
st

fü
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ri

hr
e

B
er

ec
hn

un
gs

te
he

ni
n

de
n

ei
ns

ch
l̈ ag

ig
en

U
nt

er
pr

og
ra

m
m

-
bi

bl
io

th
ek

en
un

d
C

om
pu

te
ra

lg
eb

ra
sy

st
em

enzu
rV

er
fü
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ẗa
ta

m
R

an
de

se
ie

rw
äh

nt
,d

aß
da

fü
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Fü
r

	 =0
ha

be
nw

ir
da

sI
nt

eg
ra

lü
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fü
r

di
e

In
ve

rs
io

n
de

rF
O

U
R

IE
R
-T

ra
ns

fo
rm

at
io

n
fu

nd
am

en
ta

lse
in

w
ird

:

S
at

z
vo

n
F

ub
in

i:
Fü
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nn
en

w
ir

da
ra

ng
eh

en
,e

in
ig

e
ph

ys
ik

a-
lis

ch
in

te
re

ss
an

teA
nf

an
gs

w
er

tp
ro

bl
em

ezu
lö
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üs

se
nw

ir

¡ dur
ch

¡ +

¬ er
-

se
tz

en
;d

ie
s

en
ts

pr
ic

ht
,w

ie
w

ir
ge

se
he

nh
ab

en
,d

er
M

ul
tip

lik
at

io
n

m
it

ei
ne

rE
xp

on
en

tia
lfu

nk
tio

n

�
�­ � :

 � �
�­ � co

s

bg� (

¡ )=

¡ +

¬

(

¡ +

¬ )2
+

b 2
un

d

 � �
�­ � si

n

bg� (

¡ )=

b

(

¡ +

¬ )2
+

b 2.
W

ir
m

üs
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nä
m

lic
h

r 4

� 1,
al

so

r 3un
d

r 5.D
am

it
is

t
de

rN
en

ne
ra

uc
h

gl
ei

ch
(

¡ +3
)(

¡ +5
);

vi
a

Pa
rt

ia
lb

ru
ch

ze
rleg

un
g

kö
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nä
ch

st
en

K
ap

ite
la

lte
rn

a-
tiv

e
M

et
ho

de
nk

en
ne

nl
er

ne
n,d

ie
m

eh
rü
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fü
ra

lle
�n
í ,

d.
h.

�����gÕ À
� (g )

r� ¤ (

g )

Á�����s
�

1
+

g 2
fü
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üc

kw
ei

-
se

st
et

ig
e

F
un

kt
io

n

� ,
di

e
ni

ch
ts

ẗa
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fü

r
ei

ne
ge

ge
n

�p
Ø (

Y )
ko

nv
er

ge
nt

eF
ol

ge
st

ar
ka

bf
al

le
nd

er
F

un
kt

io
ne

n

� ¤ ist
in

sb
es

on
de

re

su
p � �	q � (g )

r� ¤ (

g )q



k§ �

H
öh
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be
,fü
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fü

rj
ed

e
F

un
kt

io
n

Ú wie
ob

en
gi

lt

Úo =

Ú (0)

o .

P
ro

bl
em

at
is

ch
eri

st
di

e
D

efi
ni

tio
n

ei
ne

sP
ro

du
kt

sv
on

D
is

tr
ib

ut
io

ne
n:

D
ie

ob
ig

eR
ec

hn
un

gd
rü
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üb
er

leg
en

,o
b

ei
n

ge
ge

be
ne

rA
us

dr
uc

kw
irk

lic
h

si
nn

vo
ll

in
te

rp
re

tie
rtw

er
de

nk
an

n
od

er
ni

ch
t.

c)
D

ie
F

ou
rie

r-
T

ra
ns

fo
rm

ie
rt

e
ei

ne
rD

is
tr

ib
ut

io
n

� se
ie

in
e

ab
so

lu
tin

te
gr

ie
rb

ar
eF

un
kt

io
n,

d.
h.

da
sI

nt
eg

ra
l

� e ��
q � (

g )q W g

ko
nv

er
gi

er
eg

eg
en

ei
ne

ne
nd

lic
he

nW
er

t.
D

an
ni

st
au

ch

� (

g )

�
�� {� ab

so
lu

t
in

te
gr

ie
rb

ar
,

da
di

es
e

F
un

kt
io

n
de

n
gl

ei
ch

en
B

et
ra

g
ha

tw
ie

� (

g ),
un

d



k§ «

H
öh
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ḧa
ng

ig
vo

n

Q gle
ic

h

î Ú
�î 2

=

Þ}ß�ß�ß�à� e ��
q Ú
�q 2 (

g )

W g =

Þ}ß�ß�ß�ß�à1

Ã � 2 e �
1

Ã � 2
Q 2W g

=

á
2

,

K
ap

.3
:H

ar
m

on
is

ch
e

A
na

ly
se

un
d

In
te

gr
al

tr
an

sf
or

m
at

io
ne

n
k« l

ab
er

w 0
(

Ú � )=

Ú � (0)
=

Q kan
n

be
lie

bi
g

gr
oß

e
W

er
te

an
ne

hm
en

.H
ie

r
ka

nn

q w 0
(

Ú )q al
so

ni
ch

td
ur

ch
ei

n
ko

ns
ta

nt
es

V
ie

lfa
ch

es
vo

n

î Úî 2
ab

-
ge

sc
ḧa
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nn
en

w
ir

� ñ =
1 ñ 2s

et
ze

n.
D

a
(

Ú ¤ )e
in

e
C

A
U

C
H

Y
-F

ol
ge

is
t,

gi
bt

es
zu

je
de

m
di

es
er

� ñ e
in

� ñ ,so
da

ß

î Ú ¤
rÚ ®
î 2t �
ñ

fü
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ẗu

rli
ch

au
ch

di
es

el
be

N
or

m
,u

nd
w

ir
w

is
se

nb
er

ei
ts

,d
aß

ý`þ ÿ die
se

lb
e

N
or

m
ha

tw
ie

� ,d
.h

.

î þî

=

ï�ïý`þ ÿ
ï�ï =

î �î 2
.



k« º

H
öh
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r

hX

0
in

de
r

L2
-N

or
m

ge
ge

n

� ko
nv

er
gi

er
en

.L
ei

de
rk

ön
ne

nw
ir

ab
er

î �
r� i
î 2

ni
ch

t

au
sr

ec
hn

en
,da

w
ir

ke
in

eS
ta

m
m

fu
nk

tio
nv

on

� i ke
nn

en
.(S

ch
on

�
�� 2 is

t
sc

hl
ie

ß
lic

hn
ic

ht
el

em
en

ta
rin

te
gr

ie
rb

ar.
)

D
es

ha
lb

m
üs
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fü
r

hX
� geg

en
nu

ll.
D

ie
se

sI
nt

eg
ra

lb
ez

ei
ch

ne
tm

an
al

s
di

e
L1

-N
or

m
vo

n

� r
� i ;d

ie
Fo

lg
e

de
rF

un
kt

io
ne

n

� i ko
nv

er
gi

er
ta

ls
o

au
ch

in
de

r
L1

-N
or

m
ge

ge
n

� .

D
ie

se
A

nn
äh

er
un

gd
es

R
ec

ht
ec

ki
m

pu
ls

esd
ur

ch
st

ar
ka

bf
al

le
nd

eF
un

k-
tio

ne
nw

ol
le

n
w

ir
im

nä
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fü

r
di

e

� þ ÿ =

þ � ÿ

is
t.

Fa
lls

da
sF

O
U

R
IE

R
-I

nt
eg

ra
le

xi
st

ie
rt

,w
is

se
nw

ir
au

sd
er

D
is

ku
ss

io
n

zu
B

eg
in

n
vo

n

� 8c
),

da
ß

w
ir

f ü
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be

rle
ge

n,
da

ßa
uc

hd
er

F
un

k-
tio

ns
w

er
tv

on

� an
al

le
n

S
te

tig
ke

its
st

el
le

nv
on

� du
rc

h

þ ÿ ei
nd

eu
tig

be
st

im
m

tis
t.



k± «

H
öh
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rj
ed

e
st

ar
ka

bf
al

le
nd

eF
un

kt
io

n

� istd
an

n

þ ÿ (� )
=

þ�� (� )
od

er

� e ��
� (

g )

� (g )

W g =

� e ��
Ú (g )

� (g )

W g .

D
ie

s
w

ol
le

n
w

ir
an

w
en

de
na

uf
di

e
zu

B
eg

in
n

di
es

es
A

bs
ch

ni
tt

be
tr

ac
h-

te
te

nF
un

kt
io

ne
nu

nd
do

rt
ei

nf
ac

h
m

it

� i be
ze

ic
hn

et
en

F
un

kt
io

ne
n

� � ��
�i :[Ü\^\^_ \^\^aY X

Y
g cX

[]_ a�

4

h

(

T r
Q )2

�
rh

(

g r
Q )(T
rg )

fa
lls

Qs
g s
T

0
so

ns
t

,

vo
n

de
ne

nw
ir

do
rt

ge
ze

ig
th

at
te

n,
da

ß
si

e
f ü
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fü
r

di
e

L
A

P
LA

C
E-

T
ra

ns
fo

rm
at

io
n.D

ie
s

ha
tte

nw
ir

im
w

ei
te

re
nV

er
la

uf
vo

n

� 6
zu

rL
ös

un
g

er
st

er
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

en
ve

rw
en

de
t.

In
zw

is
ch

en
kö
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üc
kw

ei
se

di
ff

er
en

zi
er

ba
reF

un
kt

io
ne

np
ro

bl
em

lo
s.

D
as

P
ro

du
kt

ei
ne

rD
is

tr
ib

ut
io

n
m

it
ei

ne
rb

el
ie

bi
g

of
t

st
et

ig
di

ff
er

en
-

zi
er

ba
re

nF
un

kt
io

n
m

it
hö
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rj

ed
eD

is
tr

ib
ut

io
n

þ :

Ø (

Y )
X� un

d
je

de
na
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fü
r

je
de

s

g p
Y au

ch
di

e
F

un
kt

io
n

¡cX
� (

g r
¡ )

in
L2

(

Y R� );
di

e
A

bs
cḧ
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ög
lic

h
is

t,
un

d
er

sa
gt

au
ch

,w
o

di
e

G
re

nz
el

ie
ge

n
so

ll,
ob

er
ha

lb
de

re
rm

an
di

e
F

re
qu

en
ze

na
bs

ch
ne

id
en

m
uß

:D
ie

A
bt

as
tfr

e-
qu

en
zm

uß
m

eh
ra

ls
do

pp
el

ts
o

ho
ch

se
in

al
s

di
e

hö
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rü

nd
en

ka
nn

:

E
in

e
F

un
kt

io
n

� :Y¤
X� he

iß
ts

ta
rk

a
b

fa
lle

n
d

,w
en

n
a

lle
A

us
dr̈

uc
ke

de
rF

or
m

©S 1 1

ÆÆÆ
©S P ¤

ji 1
+

TTT +i P
j ©i 1 1

ÆÆÆ
j ©i P ¤
� (© 1R¥¥¥
R© ¤

)

au
fg

an
z

Y¤ be
sc

hr̈a
nk

ts
in

d.
D

er
V

ek
to

rr
au

m
al

le
rd

ie
se

rF
un

kt
io

ne
n

is
td

er
SC

H
W

A
R

T
Z
-R

au
m

Ø (

Y¤ ).

Fü
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öf
fe

nt
lic

he
n

S
on

nt
ag

svo
rle

su
ng

en̈
ub

er
se

in
eA

rb
ei

t.
Im

gl
ei

ch
en

Ja
hr

w
ur

de
er

vo
m

ba
yr

is
ch

en
K

ön
ig

L
U

D
W

IG
I.

in
de

n
A

de
ls

st
an

de
rh

ob
en

.Z
w

ei
Ja

hr
es

p̈a
te

rs
ta

rb
er

an
T

ub
er

ku
lo

se
.

Z
ur

m
at

he
m

at
is

ch
enB

eh
an

dl
un

gd
er

op
tis

ch
en

B
eu

gu
ng

br
au

ch
en

w
ir

zu
n̈a

ch
st

ei
n

ph
ys

ik
al

is
ch

es
M

od
el

lf
ür

Li
ch

tw
el

le
n.

F ü
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ẗa

t.
Z

ei
tli

ch
pe

rio
di

sc
he

V
or

gä
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bḧ

an
gi

gk
ei

td
er

A
m

pl
itu

de
pr

ak
tis

ch
ke

in
eR

ol
le

,s
o

da
ßw

ir
ke

in
en

ne
nn

en
sw

er
te

nF
eh

le
rm

ac
he

n,w
en

nw
ir

si
e

al
sk

on
st

an
t

an
ne

hm
en

.In
di

es
em

Fa
ll

sp
re

ch
en

w
ir

vo
n

ei
ne

re
b

e
n

e
nW

el
le

.

A
us

ga
ng

sp
un

kt
fü
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fü
r

ab
su

rd
un

d
nu

tz
lo

sh
ie

lt.
G

eg
en

E
nd

e
se

in
es

Le
be

ns
be

sc
ḧa
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fü
r

r� 2t
©t
�

2
0

so
ns

t

ei
ne

sS
pa

lts
de

rB
re

ite

Q ,un
d

di
e

D
ur

ch
l̈ a

ss
ig

ke
its

fu
nk

tio
nd

es
ge

sa
m

-
te

n
S

tr
ic

hg
itt

er
si

st
di

e
Fa

ltu
ng

ÌJ
Ì � di

es
er

F
un

kt
io

n
m

it
de

ro
be

n
be

tr
ac

ht
et

en
F

un
kt

io
n

Ì .Da
sB

eu
gu

ng
sb

ild
is

ts
om

itg
eg

eb
en

du
rc

hd
as

P
ro

du
kt

de
sg

er
ad

eb
er

ec
hn

et
en

B
eu

gu
ng

sb
ild

sm
it

de
m

B
eu

gu
ng

sb
ild

ei
ne

sS
pa

lts
,a

ls
o

du
rc

h si
n

êÀ í

+
1 2

Á W

si
n

Kd

2

Æsin

�K

2 K

2

.

D
a

de
rA

bs
ta

nd
zw

is
ch

en
zw

ei
S

pa
ltm

itt
en

gl
ei

ch

W is
t,

m
uß

di
e

S
pa

lt-
br

ei
te

Q ech
tk

le
in

er
al

s

W se
in

,u
nd

di
e

A
nz

ah
l

í de
rS

tr
ic

he
im

G
itt

er
lie

gt
ty

pi
sc

he
rw

ei
se

be
im

in
de

st
en

se
in

ig
en

Z
eh

nt
au

se
nd

.S
om

it
ha

td
er

S
in

us
im

zw
ei

te
n

Te
rm

ei
ne

K
re

is
fr

eq
ue

nz
,d

ie
um

ei
ne

n
m

in
de

st
en

s
fü
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nn

en
w

ir
si

nn
vo

lle
rw

ei
se

oh
ne

hi
nn

ur
vo

n
re

la
tiv

en
,n

ic
ht

ab
er

vo
n

ab
so

lu
te

nH
el

lig
ke

ite
n

re
de

n.

A
ls

le
tz

te
sB

ei
sp

ie
lz

ur
ei

nd
im

en
si

on
al

en
B

eu
gu

ng
m

öc
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fü

rj
ed

es
ko

ns
ta

nt
eV

ie
lfa

ch
ed

ie
se

rF
un

k-
tio

n
di

e
D

if
fe

re
nt

ia
tio

ne
in

fa
ch

de
rM

ul
tip

lik
at

io
n

m
it

r¬ .D
as

si
nd

da
nn

ab
er

be
re

its
al

le
F

un
kt

io
ne

nm
it

di
es

er
E

ig
en

sc
ha

ft,d
en

nd
er

Q
uo

tie
nt

m (g )
=

ª (g ) �
�­ � =

ª (g )

Æ�­ �

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

llm
ei

ne
rL

ös
un

gs
fu

nk
tio

nu
nd

de
rF

un
kt

io
n

�
�­ � ha

td
ie

A
bl

ei
tu

ng

� m (g )
=

� ª (g )

Æ�­ �

+

ª (g )

Æ¬ �
­ � =

r¬ ª

(

g )

Æ�­ �
+

¬ ª (
g )
Æ�­ �

=
0

,

is
ta

ls
o

gl
ei

ch
ei

ne
rK

on
st

an
te

n

V ,so
da

ß

ª (g )
=

V Æ�
�­ �

is
t.

In
de

m
w

ir

g =
0

se
tz

en
,s

eh
en

w
ir

,
da

ß
di

e
K

on
st

an
te

V =

ª (0)
gl

ei
ch

de
rz

um
Z

ei
tp

un
kt

0
vo

rh
an

de
ne

nM
as

se
is

t;
fa

lls
w

ir
st

at
td

es
se

n
di

e
M

as
se

ª 0
=

ª (g 0
)

zu
ei

ne
m

an
de

re
nZ

ei
tp

un
kt

g 0
ke

nn
en

,k
ön

ne
n

w
ir

an
al

og
zu

m
ob

ig
en

B
ei

sp
ie

la
uc

hs
ch

re
ib

en

ª (g )
=

ª 0
�
�­ (
�
�� 0

)
=

(

ª 0

�­ � 0
)

Æ�
�­ � .

c)
D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

un
d

D
iff

er
en

tia
lg

le
ic

hu
ng

ss
ys

te
m

e

W
ir

be
tr

ac
ht

en
ei

n
S

ys
te

m
,d

as
du

rc
h

� zeit
lic

h
ve

r̈ a
nd

er
lic

he
G

r ö
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Ü

be
rs

ic
ht

üb
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üb
er

leg
en

,o
b

b
zw

.u
nt

er
w

el
ch

en
B

ed
in

gu
ng

en
di

e
ob

ig
e

Fo
rm

el
ko

rr
ek

ti
st

.



ll
«

H
öh
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ḧ o
ne

nE
ig

en
sc

ha
fte

nd
er

ge
w

öh
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fü
r

P X

0,
de

nn
w

ie
zw

ei
m

al
ig

eA
nw

en
du

ng
de

rD
E

L’
H

O
S

P
IT

A
L
sc

he
nR

eg
el

od
er

TA
Y

LO
R

-
E

nt
w

ic
kl

un
g

ze
ig

en
,is

td
er

G
re

nz
w

er
td

an
n

1 2
.D

am
it

ex
is

tie
rt

lim z � 0

� � � =
1

(

Ë P )

�

(

� +
2)

!
,



l�
k

H
öh
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bḧ

an
gi

g
si

nd
,n

ic
ht

ab
er

� \ 1R¥¥¥
R� \ ¢
�

1
.E

s
gi

bt
da

he
rS

ka
la

re

Ì �p
Ö ,s

o
da

ß

Ì 1� \ 1
+

ÆÆÆ +

Ì ¢� \ ¢

=

� 0

is
t.

W
en

de
nw

ir
au

fb
ei

de
S

ei
te

nd
ie

se
rG

le
ic

hu
ng

di
e

A
bb

ild
un

g

� an
un

d
be

ac
ht

en
,da

ß

� (� \ � )=

¬ �� \ � i
st

,f
ol

gt
,d

aß
au

ch

Ì 1

¬ 1� \ 1
+

ÆÆÆ +

Ì ¢¬ ¢�
\ ¢ =� 0

is
t.

A
nd

er
er

se
its

kö
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ḧa
fti

gt
e

si
ch

fü
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kö

nn
en

,d
aß

w
irk

lic
h

al
le

N
ul

ls
te

lle
n

ga
nz

za
hl

ig
si

nd
.)

In
di

es
em

ex
tr

em
ei

nf
ac

he
n(

un
d

ko
ns

tr
ie

rt
en

)F
al

lf
üh

rt
al

so
di

e
P

rim
-

fa
kt

or
ze

rle
gu

ng
di

re
kt

zu
rL

ös
un

g;
in

ko
m

pl
iz

ie
rt

er
en

Fä
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üs

se
na

ls
o

ei
nf

ac
h

ei
ne

qu
ad

ra
tis

ch
eG

le
ic

hu
ng

lö
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se
n.

N
un

w
ird

di
e

re
ch

te
S

ei
te

(2

� %
 )

�

2

%!
�

+

� 2 %
� ima

llg
em

ei
ne

nk
ei

n
Q

ua
dr

at
ei

ne
sl

in
ea

re
nP

ol
yn

om
si

n

�

se
in

,w
ir

k ö
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rö

ffe
nt

lic
ht

e
di

es
ej

ed
oc

h
ni

e,
so

da
ß

N
IC

C
O

LO
FO

N
TA

N
A

(1
49

9–
15

57
,o

be
re

sB
ild

),
ge

na
nn

t
TA

R
TA

G
LI

A
(d

er
S

to
tte

re
r)

,d
ie

se
lb

eM
et

ho
de

15
35

no
ch

ei
nm

al
en

td
ec

kt
eu

nd
gl

ei
ch

ze
iti

g
au

ch
no

ch
ei

ne
M

o-
di

fik
at

io
n,

um
ei

ne
nl

ei
ch

tv
er

sc
hi

ed
en

enT
yp

ku
bi

sc
he

r
G

le
ic

hu
ng

en
zu

lö
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fü

r
bi

qu
ad

ra
tis

ch
e

G
le

ic
hu

ng
en

;15
45

ve
rö
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nf

te
n

G
ra

de
s.

H
ie

r
ga

b
es

je
do

ch
üb
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fü
r

M
at

he
m

at
ik

m
it

gl
ei

ch
er

A
us

st
at

tu
ng

un
d

V
er

ga
be

be
di

ng
un

ge
nw

ie
di

e
N

ob
el

-
pr

ei
se

;e
rs

te
rP

re
is

tr̈ a
ge

rw
ar

20
03

JE
A

N
-P

IE
R

R
E

SE
R

R
E

(

� 19
26

)v
om

C
ol

lè
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fü

rd
ie

al
ge

br
ai

sc
he

nu
nd

ge
om

et
ris

ch
en

V
ie

lfa
ch

he
ite

n
vo

n
E

ig
en

ve
kt

or
en

S
at

z:
a

)D
ie

ge
om

et
ris

ch
eV

ie
lfa

ch
he

ite
in

es
E

ig
en

w
er

tsi
st

st
et

sk
le

in
er

od
er

gl
ei

ch
de

ra
lg

eb
ra

is
ch

en
V

ie
lfa

ch
he

it.
b

)
D

ie
S

um
m

ed
er

al
ge

br
ai

sc
he

nV
ie

lfa
ch

he
ite

nd
er

ve
rs

ch
ie

de
ne

nE
i-

ge
nw

er
te

ei
ne

rli
ne

ar
en

A
bb

ild
un

g
is

tk
le

in
er

od
er

gl
ei

ch
de

rD
im

en
si

on
de

sV
ek

to
rr

au
m

s.

B
ew

e
is

:a
)D

er
E

ig
en

w
er

t

¬ de
r

�U
� -Ma

tr
ix

Ë ha
be

di
e

ge
om

et
ris

ch
e

V
ie

lfa
ch

he
it

h ,d.h
.d

er
zu

ge
ḧo
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üs

se
nn

ic
ht

au
ch

di
e

E
ig

en
w

er
te

re
el

ls
ei

n.
In

di
es

em
A

bs
ch

ni
ttw

ol
le

n
w

ir
se

he
n,d

aß
so

lc
he

D
in

ge
be

is
ym

m
et

ris
ch

en
(u

nd
au

ch
de

n
no

ch
zu

de
fin

ie
re

nd
en

H
E

R
M

IT
E
sc

he
n)

M
at

riz
en

ni
ch

t
m

ög
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r

ei
ne

nV
ek

to
r� \x =

� 0
ni

ch
tv

er
sc

hw
in

de
n.

b
)� \ se

iE
ig

en
ve

kt
or

zu
m

E
ig

en
w

er
t

¬ ,u
nd

� n se
iE

ig
en

ve
kt

or
zu

m
da

vo
n

ve
rs

ch
ie

de
ne

nE
ig

en
w

er
t

� ,d.h
.

Ë � \ =

¬� \ u
nd

Ë � n =

�� n

un
d

¬x =

� .
D

an
n

is
t

¬� � \� n

=

� (

¬� \ )� n =

� (

Ë � \ )� n =

� � \�
Ë � n =

� � \Ë �
n =� � \Ë �
n =� � \��
n =

�� � \� n

.

W
ie

w
ir

sc
ho

nw
is

se
n,

si
nd

al
le

E
ig

en
w

er
te

re
el

l,
d.

h.

� =

�x =

¬ .D
ie

ob
ig

eG
le

ic
hu

ng
ske

tte
ka

nn
da

he
rn

ur
ric

ht
ig

se
in

,w
en

n

� � \� n

ve
rs

ch
w

in
-

de
t,

d.
h.

w
en

n� \ un
d

� n or
th

og
on

al
si

nd
.

B
ei

m
B

ew
ei

s
vo

n
c)

ge
he

nw
ir

im
w

es
en

tli
ch

en
ge

na
us

ov
or

w
ie

im
vo

rig
en

A
bs

ch
ni

tt,
al

s
w

ir
ze

ig
te

n,
da

ß
di

e
ge

om
et

ris
ch

eV
ie

lfa
ch

he
it

ei
ne

s
E

ig
en

w
er

ts
st

et
s

kl
ei

ne
r

od
er

gl
ei

ch
de

r
al

ge
br

ai
sc

he
nis

t;
di

e
zu

s̈a
tz

lic
he

A
nn

ah
m

ëu
be

rd
ie

M
at

rix

Ë w
ird

ze
ig

en
,d

aß
hi

er
di

e
be

id
en

V
ie

lfa
ch

he
ite

ns
og

ar
gl

ei
ch

si
nd

.

¬ se
ia

ls
o

ei
n

E
ig

en
w

er
tv

on

Ë m
it

ge
om

et
ris

ch
erV

ie
lfa

ch
he

it

h ,d.h
.

de
rz

ug
eḧ
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kö
nn

en
w

ir
an

ne
hm

en
,da

ß
es

si
ch

da
be

iu
m

ei
ne

O
rt

ho
no

rm
al

ba
si

sh
an

de
lt.

N
un

be
tr

ac
ht

en
w

ir
di

e
lin

ea
re

A
bb

ild
un

g

� :{ X
{ ;

� \c
XË � \

.

B
ez̈

ug
lic

h
de

rS
ta

nd
ar

db
as

ish
at

si
e

Ë al
s

A
bb

ild
un

gs
m

at
rix

;f
ür

un
s

in
te

re
ss

an
te

ris
ta

be
rd

ie
A

bb
ild

un
gs

m
at

rix

² be
z̈u

gl
ic

h
de

rn
eu

en
B

a-
si

s

© .
D

az
u

se
i

V di
e

M
at

rix
m

it
S

pa
lte

nv
ek

to
re

n� T � ;d
a

de
rE

in
tr

ag
an

de
rS

te
lle

(

� Rw )
ei

ne
sM

at
rix

pr
od

uk
ts

da
s(

S
ta

nd
ar

d-
)S

ka
la

rp
ro

du
kt

de
s

� -t
en

Z
ei

le
nv

ek
to

rs
de

s
er

st
en

Fa
kt

or
s

m
it

de
m

w -t
en

S
pa

lte
nv

ek
-

to
r

de
s

zw
ei

te
n

Fa
kt

or
s

is
t,

st
eh

ta
n

de
rS

te
lle

(
� Rw )

de
rM

at
rix

� VV

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

l¦
±

da
s(

S
ta

nd
ar

d)
H

E
R

M
IT

E
sc

he
P

ro
du

kt
de

rV
ek

to
re

n� T � u
nd

� T > .D
a

© al
s

O
rt

ho
no

rm
al

ba
si

sg
ew

äh
lt

w
ur

de
,is

td
ah

er

� VV

=

� un
d

da
m

it

� V =

V
�

1
=

V
�

1
.

A
us

di
es

er
Fo

rm
el

fo
lg

t,
da

ß
m

it

Ë au
ch

² ei
ne

H
E

R
M

IT
E
sc

he
M

at
rix

is
t,

de
nn � ² =

� (V
�

1

Ë V )
=

� V�
Ë� V
�

1
=

V
�

1

Ë V =

V
�

1

Ë V =

² .

D
ie

er
st

en

h Ba
si

sv
ek

to
re

n� T � s
in

d
E

ig
en

ve
kt

or
en

vo
n

Ë zu
m

E
ig

en
-

w
er

t

¬ ;
fü
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bḧ

an
gi

ge
E

ig
en

ve
kt

or
en

.A
uß

er
de

m
gi

bt
es

of
fe

ns
ic

ht
lic

hk
ei

ne
C

ha
nc

ea
uf

ei
ne

D
ia

go
na

lg
es

ta
lt,w

en
n

da
sc

ha
ra

k-
te

ris
tis

ch
eP

ol
yn

om
vo

n

� nich
ti

n
Li

ne
ar

fa
kt

or
en

ze
rf̈a

llt
,

de
nn

da
nn

is
ts

ch
on

di
e

S
um

m
ed

er
a

lg
e

b
ra

is
ch

e
n

V
ie

lfa
ch

he
ite

nd
er

E
ig

en
w

er
te

kl
ei

ne
ra

ls
di

e
D

im
en

si
on

vo
n

{ .

D
as

zw
ei

te
di

es
er

P
ro

bl
em

ek
on

nt
en

w
ir

zu
m

in
de

st
be

im
B

ei
sp

ie
ld

er
M

at
rix

Ä co
s

G r s
in

G

si
n

G co
s

GÅ

da
du

rc
hl

ös
en

,d
aß

w
ir

zu
ei

ne
m

gr
öß
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rü

be
rg

eg
an

ge
ns

in
d,

nä
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ḧa

fti
ge

n.

D
ie

L
ös

un
gw

ird
da

rin
be

st
eh

en
,da

ß
w

ir
so

lc
he

nE
ig

en
w

er
te

nR
äu

m
e

zu
or

dn
en

,d
ie

gr
öß

er
si

nd
al

sd
ie

E
ig

en
r̈a

um
e,

ab
er

im
m

er
no

ch
ei

ne
gu

t
an

di
e

A
bb

ild
un

g
an

ge
pa

ß
teB

as
is

ha
be

n.
In

sb
es

on
de

res
ol

le
ns

ie
,g

en
au

w
ie

di
e

E
ig

en
r̈a

um
e,

in
va

ri
a

n
ts

ei
n

un
te

rd
er

be
tr

ac
ht

et
en

A
bb

ild
un

g:

D
efi

ni
tio

n:

� :{ X
{ se

ie
in

el
in

ea
re

A
bb

ild
un

g.
E

in
U

nt
er

ve
kt

or
ra

um

µ t
{ he

iß
tin

va
ria

nt
un

te
r

� ode
rk

ur
z

� -inva
ria

nt
,w

en
n

� (µ )t
µ

is
t.

D
ie

� -Inva
ria

nz
de

r
E

ig
en

r̈a
um

e
im

S
in

ne
di

es
er

D
efi

ni
tio

n
is

t
kl

ar
,

de
nn

au
fe

in
em

E
ig

en
ra

um
is

t

� ein
fa

ch
di

e
M

ul
tip

lik
at

io
n

m
it

de
m

zu
ge

ḧo
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� übe
r

Ö al
sP

ro
du

kt
vo

n
Li

ne
ar

fa
kt

or
en

ge
sc

hr
ie

be
nw

er
de

nk
an

n.
A

ls
da

nn
ka

nn
di

e
B

as
is

so
ge

w
äh

lt
w

er
de

n,
da

ß
di

e
A

bb
ild

un
gs

m
at

rix
di

e
Fo

rm

� jojoj�jojoj�joj��Ë 1
0

¥¥¥

0

0

Ë 2

¥¥¥

0

. . .
. . .

. .
.

. . .

0
0

¥¥¥

Ë ¢
� kokok�kokok�kok��

ha
tm

it
D

re
ie

ck
sm

at
riz

en

Ë � ,d
ie

au
f

de
rH

au
pt

di
ag

on
al

en
de

n

� -t
en

E
ig

en
w

er
t

¬ � ste
he

nh
ab

en
.

B
ew

e
is

:F
al

ls
es

zu

� ein
e

B
as

is
gi

bt
,b

ez̈
ug

lic
h

de
re

rd
ie

A
bb

ild
un

gs
-

m
at

rix

Ë vo
n

� eine
D

re
ie

ck
sm

at
rix

is
t,

is
tb

ez̈
ug

lic
h

di
es

er
B

as
is

au
ch

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

l§
§

Ë r¬
� ei

ne
D

re
ie

ck
sm

at
rix

.D
a

di
e

D
et

er
m

in
an

tee
in

er
D

re
ie

ck
sm

at
rix

ge
ra

de
da

sP
ro

du
kt

de
rD

ia
go

na
le

in
tr̈ a

ge
is

t,
be

ko
m

m
en

w
ir

al
s

ch
ar

ak
-

te
ris

tis
ch

es
P

ol
yn

om
de

t(

Ë r
¬ � )

ei
n

P
ro

du
kt

vo
n

Li
ne

ar
fa

kt
or

en
.

Fa
lls

um
ge

ke
hr

td
as

ch
ar

ak
te

ris
tis

ch
eP

ol
yn

om
in

Li
ne

ar
fa

kt
or

en
ze

r-
fä
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fü
rs

eh
rk

le
in

es

V dom
in

ie
rt

V�­ � la
ng

fr
is

tig
je

de
be

sc
hr̈a

nk
te

F
un

kt
io

n.

H
ab

en
da

ge
ge

n
a

lle
E

ig
en

w
er

te
vo

n

Ë ne
ga

tiv
en

R
ea

lte
il,

ge
ht

je
de

r
Te

rm

g> �­
� ge

ge
n

N
ul

l
fü
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

(

Ó Å 1
)

æ (

Ó Å 1
).

W
ir

kö
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ḧa

lt,
ha

be
nw

ir
ei

ne
in

ho
m

og
en

eD
if-

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

.

W
ie

sc
ho

ni
m

Fa
lle

de
rS

ch
w

in
gu

ng
sd

iffe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

ge
n̈u

gt
es

zu
r

L
ös

un
g

ei
ne

ra
llg

em
ei

ne
ni

nh
om

og
en

en
lin

ea
re

n
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
i-

ch
un

g,
de

n
L

ös
un

gs
ra

um
de

rz
ug

eḧ
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lö

se
n:

D
an

n
is

te
in

fa
ch

¾ =0
un

d

� =

È �� 0
.

Fü
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kö

nn
en

w
ir

di
e

zw
ei

te
G

le
ic

hu
ng

du
rc

h
(


 Å
�2 0

)
di

vi
di

er
en

un
d

er
ha

lte
n

� =

�� 0 
 Å
� 2 0

¾ .
D

ie
s

kö
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se
n

w
ol

le
n,

lie
fe

rt
di

e
L

A
P

LA
C

E-
T

ra
ns

fo
rm

at
io

nd
ire

kt
di

e
L

ös
un

g,
w

äh
re

nd
w

ir
be

im
W

eg
üb
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lö

se
n:

� (

½ )
=

� � (

½ )

� ½ +

� un
d

» (½ )
=

Ø� � (

Û )

� Û .

A
uc

h
di

e
L

ös
un

gd
er

in
ho

m
og

en
en

lin
ea

re
nD

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

Á » (½ )
=

� (

½ )

» (½ )
+

� (

½ ),



ìÒì

H
öh
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lä
ß

ts
ic

h
le

ic
ht

au
s

S
ym

m
et

rie
be

tr
ac

ht
un

ge
nhe

rle
ite

n:
Is

t

» (½ )
ei

ne
L

ös
un

gd
ie

se
rD

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

un
d

� (

½ )e
in

eL
ös

un
gd

er
zu

ge
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

E
in

of
fe

ns
ic

ht
lic

he
rK

an
di

da
tf

ür
ei

ne
nA

ns
at

zi
st

da
sS

ys
te

m

¨¾ (½ )+
2

Á � (

½ )
=

0
un

d
¨� (

½ )+
2

Á ¾ (½ )
=

6
.

D
ie

se
sS

ys
te

m
k ö
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rö
ß

en
ko

nt
in

ui
er

lic
h,

so
da

ßd
ie

S
ch

al
tu

ng
gu

tD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

be
sc

hr
ie

be
nw

er
de

nk
an

n.
In

de
rD

ig
ita

lte
ch

ni
kd

ag
eg

en
ha

tm
an

es
m

it
ge

ta
kt

et
en

S
ch

al
tu

ng
en

zu
tu

n,
be

id
en

en
si

ch
(id

ea
le

rw
ei

se
)w

äh
re

nd
ei

ne
sT

ak
tg

ar
ni

ch
ts

än
de

rt
,d

.h
.a

lle
A

bl
ei

tu
ng

en
ve

rs
ch

w
in

de
n.S

om
it

si
nd

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

hi
er

ke
in

ge
ei

gn
et

es
B

es
ch

re
ibu

ng
sm

itt
el

.

K
ap

.4
:D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

ìä
Ð

D
er

Z
us

ta
nd

de
r

S
ch

al
tu

ng
w

äh
re

nd
ei

ne
s

Ta
kt

s
so

llt
e

al
le

rd
in

gs
in

de
te

rm
in

is
tis

ch
er

W
ei

se
vo

n
de

n
Z

us
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tḧ

al
td

er
B

lo
ck

zu
m

E
ig

en
w

er
t

Ü

al
so

E
in

tr ä
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üb
er

da
s

se
hr

w
ei

te
G

eb
ie

td
er

ni
ch

tli
ne

ar
en

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

ge
be

n.

a)
E

in
de

ut
ig

ke
its

fr
ag

en

W
ir

ha
tte

nD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

ei
ng

ef̈
uh

rt
,u

m
au

sd
em

ge
ge

nẅ
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rj

ed
en

P
un

kt
(

» Ý½ )
au

sd
em

D
efi

ni
tio

ns
be

-
re

ic
h

un
d

je
de

s�
é 0

gi
bt

es
ei

n

C é 0,
so

da
ß

ëoë�í D
» ÝD ½î
Å� (

» Ý½ )ëoë. �

fa
lls

5 D » Å
»5 .

C un
d

ëoëD ½ Å
½ëoë.
C .

In
de

m
w

ir
be

id
e

S
ei

te
nd

er
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
ng

ab

½ 0
in

te
gr

ie
re

n,
er

-
ha

lte
nw

ir
un

te
rB

er
üc
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r
je

de
sf

es
te

½ (d
as

w
ir

be
z̈ u

gl
ic

h
de

rp
ar

tie
lle

nA
bl

ei
tu

ng
w

ie
ei

ne
K

on
-

st
an

te
be

tr
ac

ht
en

kö
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kö

nn
en

,b
ra

uc
he

nw
ir

zu
n̈a

ch
st

ei
ne

N
or

m
;w

ir
ve

rw
en

de
nd

az
ud

ie
S

u
p

re
m

u
m

sn
o

rm
,di
e

fü
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äc

hs
tis

tk
la

r,
da

ß
es

h ö
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

is
tu

nd
da

m
it

na
ch

de
rD

re
ie

ck
su

ng
le

ic
hu

ng

M » Q
Å» ¼

M ;
TUT» Q
Å» Q ¿

1

TUT +ÀÀ
À +M » ¼ +1

Å» ¼
M

;PQ
M » 1

Å» 0

M +

ÀÀÀ +

P¼ M » 1

Å» 0

M

=
(

PQ +

ÀÀÀ +

P¼ )

M » 1

Å» 0

M

=

P¼ (1
+

P +

ÀÀÀ +

PQ ¿
¼ )

M » 1

Å» 0

M

;P¼
$ GWV Â =

0

PÂ% M » 1

Å» 0

M =

P¼

1

ÅP
M » 1

Å» 0

M .

W
äh

le
nw

ir
al

so

- so
,d

aß

PX

1

ÅP
M » 1

Å» 0

M . �

is
t,

gi
lt

di
e

V
or

au
ss

et
zu

ngd
es

C
A

U
C

H
Y
sc

he
nK

on
ve

rg
en

zk
rit

er
iu

m
sm

it
di

es
em

- fü
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fü
hr

en
au

fd
ie

B
ez

ie
hu

ng

1 6
co

s3

» sin3

» +

» 2
=

1 2
ta

n2

½ +

� ,

di
e

w
ir

m
itt

el
s

de
rB

ez
ie

hu
ng

si
n

@ co
s

@ =
1 2

si
n

2

@ no
ch

et
w

as
ve

re
in

-
fa

ch
en

kö
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dü

rf
te

es
zi

em
lic

h
ho

ffn
un

gs
lo

ss
ei

n,
w

en
n

w
ir

ve
rs

uc
he

n,
na

ch

» auf
zu

l̈o
se

n.
D

ie
A

uf
lö
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nn

en
au

ch
na

ch

» aufl
ös

en
:

» P Å»

=

ØÙ c (

Ûâ¿Û 0
) d

eP Å» »=

Ø¿Ù c

(

Ûâ¿Û 0
) d

eP »=1
+

Ø¿Ù c
(

Ûâ¿Û 0
)
,

un
d

da
m

it
is

ts
ch

lie
ß

lic
h

» (½ )
=

P
1

+

Ø¿Ù c
(

Ûâ¿Û 0
)

.

S
pe

zi
el

lis
t

» (½ 0
)

=

P4 2,
di

e
In

te
gr

at
io

ns
ko

ns
ta

nt
eg

ib
ta

ls
o

de
n

Z
ei

t-
pu

nk
ta

n,
zu

de
m

di
e

P
op

ul
at

io
ni

hr
e

ha
lb

eM
ax

im
al

sẗ
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fü
r

di
e

W
el

tb
ev

öl
ke

ru
ng

ei
ne

gu
te

Ü
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fü
hr

en
se

it
17

90
in

je
de

m
ze

hn
te

nJ
ah

re
in

en

”C
en

su
s“

du
rc

h,
in

de
ss

en
R

ah
m

en
in

sb
es

on
de

rea
uc

h
di

e
G

es
am

te
in

-
w

oh
ne

rz
ah

lf
es

tg
es

te
llt

w
ird

;
si

e
bi

et
en

da
he

re
in

id
ea

le
s

B
ei

sp
ie

l,
fü
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fü

re
in

en
ne

ue
nT

re
nd

.

e)
E

xa
kt

e
D

iff
er

en
tia

lg
le

ic
hu

ng
en

un
d

in
te

gr
ie

re
nd

eF
ak

to
re

n

Im
le

tz
te

n
A

bs
ch

ni
tt

lie
ß

si
ch

di
e

L
ös

un
g

ei
ne

rD
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
ge

leg
en

tli
ch

nu
ri

n
de

ri
m

pl
iz

ite
n

Fo
rm

i (

» Ý½ Ý
� )

=
0

an
ge

be
n,w

ob
ei

�

di
e

In
te

gr
at

io
ns

ko
ns

ta
nt

ew
ar

.

Fa
lls

di
e

L
ös

un
gs

fu
nk

tio
ne

n,w
ie

di
es

im
al

lg
em

ei
ne

nd
er

Fa
ll

se
in

w
ird

,
w

irk
lic

h
vo

n

� ab
ḧa
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

sc
hr

ei
be

nl
äß
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üb

er
al

ld
or

te
in

eL
IP

S
C

H
IT

Z-
B

ed
in

gu
ng

,w
o

» nich
tv

er
sc

hw
in

de
t.

In
di

es
em

A
bs

ch
ni

ttw
ol

le
n

w
ir

un
sa

llg
em

ei
nm

it
D

if
fe

re
nt

ia
lg

le
ic

hu
n-

ge
n

be
sc

ḧa
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se

n;
w

ir
er

ha
lte

n » (½ )
=

Åln(2

½ 3 Å
� )

½

m
it

� Ã
ã .

G
en

au
w

ie
nu

rw
en

ig
eV

ek
to

rf
el

de
rS

ta
m

m
fu

nk
tio

ne
nh

ab
en

,s
in

d
au

ch
nu

rw
en

ig
e

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
en

ex
ak

t.
B

ei
sp

ie
le

in
er

ni
ch

te
xa

kt
en

D
if

fe
re

nt
ia

lg
le

ic
hu

ng
de

rF
or

m
(

k )
is

te
tw

a

½ 2 » (½

)

Á » (½ )
+

½ 3 =
0

m
it

¾ (» Ý
½ )

=

½ 2 » u
nd

� (

» Ý½ )
=

½ 3 ,

de
nn

hi
er

is
t

K ¾ K ½(» Ý
½ )

=
2

½ » Ý
ab

er

K � K »(» Ý
½ )

=
0

.

T
ro

tz
de

m
k ö
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üb
er

ze
ug

en
ka

nn
.D

ie
se

L
ös

un
g

ex
is

tie
rt

be
ip

os
iti

ve
m

� nu
rf

ür

½ é 0,
be

in
eg

at
iv

em
nu

rf
ür

½ . 0.
Fü
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nn

en
w

ir
al

so
an

ne
hm

en
,da

ß
di

e
B

eu
te

tie
re

be
iA

bw
es

en
he

itd
er

R
au

bt
ie

re
ei

ne
ko

ns
ta

nt
er

W
ac

hs
tu

m
sr

at
eh ä
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sẗu
hl

ef
ür

M
ec

ha
ni

ku
nd

fü
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kä

m
pf

te
er

im
ita

lie
ni

sc
he

nP
ar

la
m

en
tg

eg
en

de
n

Fa
-

sc
hi

sm
us

un
d

ve
rlo

rd
es

ha
lb

19
31

na
ch

A
uf

lö
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r

½ Ö 0
od

er

½ Ö
8 ge

ht

� ge
ge

n
nu

ll
un

d

� ge
ge

n
un

en
dl

ic
h.

D
a

be
id

eF
un

kt
io

ne
ni

m
po

si
tiv

en
B

er
ei

ch
de

rr
ee

lle
nA

ch
se

nu
rp

os
iti

ve
W

er
te

an
ne

hm
en

,g
ib

t
es

f ü
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üb
er

ei
ns

tim
m

en
.



ìùä

H
öh
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eḧ
or

tz
u

ei
ne

rL
ös

un
gd

ie
si

ch
sp

ira
lf ö
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rö
ß

er
eW

er
te

vo
n

½
ir

ge
nd

et
wa

sm
it

de
r ”w

ah
re

n“
L

ös
un

gs
fu

nk
tio

n

@ (

½ )
zu

tu
n

ha
tte

.

L
O

R
E

N
Z

m
uß

te
di

es
es

V
er

ha
lte

nd
er

L
ös

un
ge

na
uf

di
e

ha
rt

e
W

ei
se

le
r-

ne
n:

E
r

fa
nd

zu
se

in
em

gr
oß

en
E

rs
ta

un
en

,d
aß

si
ch

se
in

e
R

ec
he

ne
r-

ge
bn

is
se

ni
ch

tr
ep

ro
du

zi
er

en
lie

ß
en

,w
en

n
er

Z
w

is
ch

en
erg

eb
ni

ss
ef

ür
K

on
tr

ol
lre

ch
nu

ng
en

nu
ri

n
ge

ru
nd

et
erF

or
m

ei
nt

ip
pt

e:
D

er
ge

rin
ge

R
un

-
du

ng
sf

eh
le

rb
ei

de
rE

in
ga

be
de

sS
ta

rt
w

er
ts

re
ic

ht
e

be
re

its
au

s,
um

da
s

La
ng

ze
itv

er
ha

lte
nd

es
S

ys
te

m
sg

ru
nd

leg
en

dz
u

ve
r̈a

nd
er

n.

Fa
lls

da
sg

le
ic

he
P

ḧa
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b
e

ri
n

fin
ite

si
m

a
-

le
n

S
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ü

r
d

ie
M

ö
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fü
r

Æ L ei
n

kl
ei

ne
s

V
ie

lfa
ch

es

½ À gr
ad

� (

� 0
)

de
s

G
ra

di
en

te
ne

in
,w

är
e

so
ns

t

� (

� 0
+

Æ L )
=

� (

� )
+

½í gr
ad

� (

� 0
)

À gra
d

� (

� 0
)

î +

wíëoëÆ Lëoëî

fü
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ẗar
ke

od
er

Te
m

pe
ra

tu
rve

rt
ei

lu
ng

au
fd

er
In

ne
nh

au
t

ei
ne

sR
ea

kt
or

dr
uc

kb
eḧa
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fü

re
in

al
te

rn
at

ive
sV

er
fa

hr
en

w
ird

kl
ar

be
id

er
B

et
ra

ch
-

tu
ng

de
rN

iv
ea

ul
in

ie
ni

n
A

bb
ild

un
g

56
:D

ie
N

iv
ea

ul
in

ie
f ü
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sẗa
nd

ni
sd

ie
se

sA
lg

or
ith

m
us

,d
en

m
an

al
s

ei
ne

A
rt

S
yn

th
es

ea
us

E
U

K
LI

D
is

ch
en

A
lg

or
ith

m
us

un
d

G
A

U
S

S-
A

lg
or

ith
m

us
an

se
he

n
ka

nn
,s

in
d

K
en

nt
ni

ss
ed

er
ko

m
m

ut
at

ive
n

A
lg

eb
ra

er
fo

rd
er

lic
h,

fü
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cḧ

af
tig

te
n

un
d

P =
K

ap
ita

le
in

sa
tz

.)

B
et

ra
ch

te
nw

ir
st

at
td

es
se

ndi
e

P
ro

du
kt

io
ne

in
es

W
irt

sc
ha

fts
gu

tsa
us

zw
ei

R
es

ou
rc

en

@ Ý» g
em̈

aß
de

rF
un

kt
io

n

� (

@ Ý» )=

ý (

@ Ý» )=

@12 2

»12 4
.

Fa
lls

w
ir

de
rE

in
fa

ch
he

ith
al

be
ra

nn
eh

m
en

,da
ß

di
e

K
os

te
np

ro
E

in
he

it
fü
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rd
as

M
ax

im
um

oh
ne

hi
n

ni
ch

ti
n

F
ra

ge
;w

ir
kö
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se

n
un

d
gl

ei
ch

se
tz

en
,er

ha
lte

nw
ir

di
e

G
le

ic
hu

ng

»12 4

2

@ 12 2
=

@12 2

4

» 32 4
.

M
ul

tip
lik

at
io

n
m

it
de

m
H

au
pt

ne
nn

erm
ac

ht
da

ra
us

4

»12 4

»32 4
=

2

@12 2

@12 2
od

er
2

» =

@ .

E
in

se
tz

en
in

di
e

dr
itt

e
G

le
ic

hu
ng

er
gi

bt
3

» =1
2,

al
so

is
t

» =4
un

d

@ =
8

;

de
rM

ax
im

al
w

er
tv

on

� is
t

� (8

Ý 4)=
81

2 2

À 41

2 4
=

2

3 2

À3 2
=

4
.

A
uc

h
de

n
L

A
G

R
A

N
G

Es
ch

en
M

ul
tip

lik
at

or

Ü kö
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an

ge
n;

w
ir

sc
hr

ei
be

ne
s

in
de

rF
or

m

í @ 1
(

à )ÝÌÌ
ÌÝ@ ¼ (

à )î
un

d
ne

hm
en

an
,d

aß
di

e
F

un
kt

io
ne

n

@ Â (à )s
te

tig
di

ff
er

en
zi

er
ba

rs
ei

en
.

(E
in

in
te

re
ss

ie
rt

er
Le

se
rk

an
n

si
ch

an
ha

nd
de

s
S

at
ze

s ü
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üs

se
n,

K
ap

.5
:O

pt
im

ie
ru

ng
,F

eh
le

rr
ec

hn
un

g
un

d
S

ta
tis

tik

ì
��

da
m

itd
ie

sg
ar

an
tie

rti
st

.)
D

er
O

pt
im

al
w

er
tv

on

� in
A

bh
än

gi
gk

ei
tv

on

à

is
td

an
n

0 (

à )= de
f

�í @ 1
(

à )ÝÌÌ
ÌÝ@ ¼ (
à )î .

N
ac

h
de

rK
et

te
nr

eg
el

au
s[

H
M

I]
,K

a
p

ite
l2

,

ï 3c
)i

st

0& (

à )=
¼ V Â =

1

K � K @ Â� @ Â (à ) � à.
G

en
au

so
kö
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äß
t,

ka
nn

m
an

in
m

an
ch

en
Fä
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ch
st

en
lo

ka
le

nM
in

im
um

un
ds

ow
ei

te
r.

S
ob

al
dd

ie
G

le
ic

hu
ng

ni
ch

tm
eh

rl
ös

ba
ris

t,
k ö
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fü

rT
he

or
et

is
ch

eP
hy

si
k,

fü
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fü
r

Â Ã =
0¥ 1¥ 0

¥ 5¥ 1¥

3¥ 5¥ 1
0¥ 20¥

40

¥ 100
B

ei
de

rs
im

u
lie

rt
e

nA
b

k̈u
h

lu
n

g
od

er
B

O
LT

Z
M

A
N

N
-M

a
sc

h
in

e
ah

m
tm

an
di

es
na

ch
,in

de
m

m
an

m
it

ei
ne

rh
oh

en
Te

m
pe

ra
tu

rs
ta

rt
et

un
d

de
rR

ic
h-

tu
ng

,i
n

de
r

m
an

w
ei

te
rg

eh
t,

ei
ne

rd
ie

se
rT

em
pe

ra
tu

re
nt

sp
re

ch
en

de
F

re
ih

ei
tl

äß
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ög

lic
h,

un
d

au
ch

hi
er

w
er

de
nw

ie
-

de
ra

lle
so

lc
he

nW
er

te
zw

is
ch

en

ÅÓu un
d

Óu an
ge

no
m

m
en

.W
ir

k ö
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ög
lic

hs
tn

ah
ea

m
V

ek
to

rd
er

M
eß

w
er

te
lie

gt
.F

ür
ei

ne
nV

ek
to

r,
de

ss
en

sä
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kö
nn

te
m

an
ve

rs
uc

ht
se

in
,d

en
A

bs
ta

nd

� (ˆ

@ )
zu

ne
hm

en
;

er
ha

ta
be

rd
en

N
ac

ht
ei

l,d
aß

er
m

it
st

ei
ge

nd
em

- im
m

er
gr

öß
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öß

er
se

in
m

uß
.

In
A

bs
ch

ni
tt

d
)

w
er

de
nw

ir
au

sd
em

F
eh

le
rf

or
tp

fla
nz

un
gs

ge
se

tzei
ne

n
be

ss
er

en
S

cḧ
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

d)
D

ie
S

ta
nd

ar
da

bw
ei

ch
un

g
de

s
M

itt
el

w
er

ts
un

d
di

e
S

ch
ät

-
zu

ng
de

r
V

ar
ia

nz

A
ls

ei
nf

ac
he

A
nw

en
du

ng
de

sF
eh

le
rf

or
tp

fla
nz

un
gs

ge
se

tz
esbe

tr
ac

ht
en

w
ir

di
e

F
un

kt
io

n

¯@ =

� (

@ 1

ÝÌÌÌ
Ý@ X )

=

@ 1
+

ÀÀÀ +

@ X -

,

al
so

de
nM

itt
el

w
er

td
er

@ Â .Je
de

M
es

su
ng

@ Â sei
m

it
de

m
se

lb
en

er
w

ar
te

-
te

n
F

eh
le

r


 be
ha

fte
t;d

a
al

le
pa

rt
ie

lle
nA

bl
ei

tu
ng

en
vo

n

� gl
ei

ch
1

4 -

si
nd

,f
ol

gt
fü
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Fü
nf

te
lr

ed
uz

ie
re

n,
un

d
fü
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ög
lic

he
A

us
g̈ a

ng
ed

es
Z

uf
al

ls
ex

pe
rim

en
ts

:zw
ei

m
al

K
o

p
f,

zw
ei

m
al

Z
a

h
lo

de
rj

e
ei

nm
al

K
o

p
fu

nd
Z

a
h

l.
Z

w
ei

m
al

K
o

p
fi

st
nu

rm
ög
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bḧ

an
gi

g
si

nd
,is

td
ie

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
ih

re
sg

em
ei

ns
am

enA
uf

tr
et

en
sg

le
ic

h
de

m
P

ro
du

kt
de

rb
ei

de
nE

in
ze

lw
ah

rs
he

in
lic

hk
ei

te
n,

al
so

ï Ýï =

ï 2 .Ent
sp

re
ch

en
dis

td
ie

W
ah

rs
ch

ei
nl

ic
hke

it
fü
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ß
ts

ic
h

da
sD

re
ie

ck
le

ic
ht

hi
ns

ch
re

ib
en

:

Ð =
0

0

Ð =
1

1
1

Ð =
2

1
2

1

Ð =
3

1
3

3
1

Ð =
4

1
4

6
4

1

Ð =
5

1
5

10
10

5
1

Fü
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r
gr

oß
es

Ð

is
td

ie
se

sV
er

fa
hr

en
al

le
rd

in
gs

zu
um

sẗa
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üs
se

nw
ir

un
s

an
di

e
R

ec
hn

un
ge

rin
ne

rn
,in

de
rw

ir
de

n
F

eh
le

rd
es

ar
ith

m
et

is
ch

en
M

itt
el

s
au

s

Ó We
rt

en
ei

ne
rZ

uf
al

ls
va

ria
bl

en
be

re
ch

ne
t

ha
be

n,
in

de
m

w
ir

au
sd

em
V

er
sc

hw
in

de
nd

er
E

rw
ar

tu
ng

sw
er

ted
er

ge
-

m
is

ch
te

nP
ro

du
kt

eg
en

au
di

es
ge

sc
hl

os
se

nh
ab

en
.S

om
it

is
td

ie
V

ar
ia

nz
im

Fa
lle

vo
n

Ó Wü
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hë

ub
er

se
tz

tbe
de

ut
en

gr
oß

es

Ó und
kl

ei
ne

s
û ,daß

w
ir

di
e

H
äu
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üb
lic

h
m

it
[

& ]die
gr

öß
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ẗu
rli

ch
e

Z
ah

l

� is
t

� +
1 * �' &(


1 2 &
, & =

1 2 * �1 2

& � +
1 2

+

&, &

=

1 2 *

0

2
& � +

1 2
+

&

& � +

1 2


&3 , & =
1 2 *

0


 2&2

� � +
1 2

� 2 

&2, & .

Im
In

te
rv

al
lv

on
0

bi
s

1 2
is

td
er

In
te

gr
an

dm
on

ot
on

fa
lle

nd
,d

.h
.

0

4

 2&2

� � +
1 2

� 2 

&24


1 2

� � +
1 2

� 2 
1 4

=


 2
(2

� +
1)

2


 14 
1 4

� 2,



� �5

H
öh
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fü

rg
ro

ß
e

b kö
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Fü
rL

es
er

,d
ie

ih
re

n
C

om
pu

te
rs

el
bs

tp
ro

gr
am

m
ie

re
nu

nd
ke

in
es

pe
zi

el
le

S
ta

tis
tik

so
ftw

ar
e

ha
be

n,
se

ih
ie

re
in

e
N

äh
er

un
gs

fo
rm

elf
ür

v (

t )ang
e-

ge
be

n:
M

it
ei

ne
m

F
eh

le
rv

on
hö
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fü

r
”W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it“

im
S

in
ne

de
rF

un
kt

io
n

� lik
el

ih
oo

d.
D

a
es

im
de

ut
sc

he
nk

ei
n

zw
ei

te
sW

or
tf

ür
W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hke
it

gi
bt

,s
pr

ic
ht

m
an

hi
er

in
A

nl
eh

nu
ng

an
da

sE
ng

lis
ch

ev
on

ei
ne

rL
ik

e
lih

o
o

d
fu

n
kt

io
n

.

D
ie

M
ax

im
um

Li
k

el
ih

oo
d

M
et

ho
de

be
st

eh
tn

un
ge

na
ui

n
de

m
,w

as
ih

r
N

am
eb

es
ag

t:M
a

n
w

ä
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üb
er

ex
po

ne
nt

ie
lle

n
B

ev
öl

ke
ru

ng
sw

ac
hs

tu
m

,b
ei

de
ne

n
di

e
V

er
sc

hi
e-

de
nh

ei
td

es

� 	 seh
rw

es
en

tli
ch

is
t:

S
ic

he
rli

ch
w

ird
m

an
et

w
a

de
ra

uf
V

ol
ks

z̈a
hl

un
ge

nb
er

uh
en

de
nW

el
tb

ev
öl

ke
ru

ng
sz

ah
l,d

ie
di

e
V

er
ei

nt
en

N
at

io
ne

n
fü
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ß

t.

E
s

is
tk

la
r,

da
ß

es
ke

in
en

un
iv

er
se

lle
nA

lg
or

ith
m

us
zu

rD
at

en
ko

m
pr

es
-

si
on

ge
be

n
ka

nn
:G

äb
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rü
nd

en
m

ei
st

vo
n

de
rF

or
m

28

� 
 1is
t,

w
ob

ei
di

e
Z

ah
l

� der
E

m
pfi

nd
lic

hk
ei

tu
ns

er
er

S
in

ne
an

ge
pa

ß
tzw

is
ch

en
ei

ns
un

d
dr

ei
lie

gt
.

D
a

m
an

zu
re

in
de

ut
ig

en
F

es
tle

gu
ng

vo
n

b be
lie

bi
ge

nZ
ah

le
nz

w
is

ch
en

0
un

d
28

� ni
ch

tm
it

w
en

ig
er

al
s

de
n8

b � Bit
au

sk
om

m
en

ka
nn

,d
ie

m
an

zu
m

H
in

sc
hr

ei
be

nd
er

Z
ah

le
nb

ra
uc

ht
,s

eh
en

w
ir

au
ch

hi
er

w
ie

de
r,

da
ß

ke
in

V
er

fa
hr

en
a

lle
so

lc
he

nV
ek

to
re

nk
om

pr
im

ie
re

nk
an

n;
w

ir
m

üs
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Ü

be
r-

ei
ns

tim
m

un
g,

un
d

na
he

N
ul

l,
w

en
n

da
sM

od
el

lk
ei

ne
nZ

us
am

m
en

ha
ng

zw
is

ch
en

de
n

D
at

en
lie

fe
rt

e.

D
ie

se
lb

eT
ec

hn
ik

kö
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fü

r
B

ild
er

fu
nk

tio
-

ni
er

en
,d

ie
w

ir
er

st
in

ei
n

pa
ar

Ja
hr

en
ph

ot
og

ra
ph

ie
re

n.F
ür

de
n

G
ru

n-
da

lg
or

ith
m

us
zu

rD
at

en
ko

m
pr

es
si

on
m

üs
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öh

er
e

M
at

he
m

at
ik

II
W

S
20

06
/2

00
7

S
o,

w
ie

w
ir

si
e

bi
sl

an
g

de
fin

ie
rt

ha
be

n,
is

tj
ed

e
Z

uf
al

ls
va

ria
bl

e
ei

n
ei

-
ge

ns
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fü
rE

re
ig

ni
ss

ea
ls

vo
ne

in
an

de
run

ab
ḧa
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hö

ch
st

e

K
ap

.5
:O

pt
im

ie
ru

ng
,F

eh
le

rr
ec

hn
un

g
un

d
S

ta
tis

tik
� ��

A
ut

ok
or

re
la

tio
n

ha
tm

it

� =0

� 98d
as

B
ild

”P
ep

pe
rs“

,w
o

di
e

re
ch

th
o-

m
og

en
en

F
l ä
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È

V
E
-T

ra
ns

-

K
ap

.5
:O

pt
im

ie
ru

ng
,F

eh
le

rr
ec

hn
un

g
un

d
S

ta
tis

tik
�� �

-0
.4

-0
.20

0.
2

0.
4

0
2

4
6

8

A
bb

.7
5:

D
er

se
ch

st
e

E
ig

en
ve

kt
or

de
r

K
or

re
la

tio
ns

m
at

rix

-0
.4

-0
.20

0.
2

0.
4

0
2

4
6

8

A
bb

.7
6:

D
er

si
eb

te
E

ig
en

ve
kt

or
de

r
K

or
re

la
tio

ns
m

at
rix

fo
rm

at
io

n
un

d
di

e
Fo

rm
el

n
fü
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Ü

be
rb

lic
k

üb
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