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Modulklausur H6here Mathematik I1

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwet Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriundung
werden nicht gewertet.

1) Bestimmen Sie die reelle FOURIER-Reihe von f(t) =sin(t+ 1) !

Losung: Nach der Additionsformel fiir den Sinus (s. Hinwetse am Ende der Klausur) ist
sin(t+ 1) =sin1-cost+cos1-sint, und das ist bereits die gesuchte FOURIER-Reihe.

sinz

2) Was ist Res,_ 1 ?

Losung: Da die Funktion bei z = 1 nur einen einfachen Pol hat, ist

. s
Res,_1 s1nz1 = lim % =sinl.

z— z—1 z—
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3) Richtig oder falsch: Die Matrix A = ( 0

211) ist diagonalisierbar.

Losung: Falsch, denn offensichtlich ist i ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit

zwei, aber der Eigenraum wird von ((1)) aufgespannt und ist somit nur eindimensional.

4) Richtig oder falsch: sint x 8(t +x — ) = cosx

Losung: Richtig, denn sint * 6(t +x — J) =sin(§ — x) = cosx.
5) Welche Ableitung im Distributionensinne hat die Funktion f(t) = {(1) 2‘;;!:' <1 ? (Es
reicht, wenn Sie das Ergebnis mit Hilfe von DIRAC-Distributionen angeben.)
Losung: Bei t = —1 springt f um +1, bei t = 1 um —1, also ist die ,,Ableitung® gleich
S(t+1)—05(t—1).

6) Ein Widerstand R soll nach dem OHMschen Gesetz bestimmt werden, indem man verschie-
dene Spannungen anlegt und jeweils die Spannung U und die zugehdrige Stromstarke I
miflt, Der Fehler bei der Spannungsmessung sei ¢, der Mef3fehler fiir die Stromstarke sei 6.
Mit welcher Genauigkeit ist dann R = U/T bekannt?

Losung: Nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz ist der zu erwartende Fehler von R gleich
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7) Die FOURIER-Transformierte von f(t) = et  ist f(w) = /e~ ®’/4. Welche FOURIER-
Transformierte hat g(t) = tet" ?

Losung f( ) = “2te V' = —2¢g(t) hat iwﬂw) als FOURIER-Transformierte; somit ist
§lw) = §oflw) = gYTe /.
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Aufgabe 1: (4 Punkte) oo 1000

dx wd I — J’ xdx|

x2 —2x +2 x2+1°

—oo —1000

Berechnen Sie die Integrale [; = J

Losung: Da beinm Integral I; der Grad des Zahlers um zwei kleiner ist als der des

Nenners, ist
o0

J dx — lim J’ dz

X2 —2x+2 Rooo)s, 22 —2z+2

fiir den folgenden Integrationsweg d: Fiir reelles R > 0 sei zunéchst yr der Halbkreis um
den Nullpunkt vom Punkt R durch die obere Halbebene zum Punkt —R; in Formeln also

vr:[0, T = C; t— Re't.

Or ist dann der Integrationsweg, der mit yr beginnt und dann entlang der reellen Achse
von —R nach R geht. Damit ist 6r eine geschlossene Kurve, und Integrale entlang 6r
konnen nach dem Residuensatz berechnet werden.

22 —22+2 = (z—1)2 + 1 verschwindet fiir z = 1+ 1; fiir R > v/2 liegt z; = 1+1 im Innern
des Halbkreises, wahrend z, = 1 — i unter der reellen Achse und damit fiir kein R im
Halbkreis liegt. Offensichtlich hat z; (wie auch z;) als Nullstelle des Nenners die Ordnung
eins, das Residuum kann daher einfacher als via Partialbruchzerlegung berechnet werden
als Grenzwert

Res .;_ im M_ im ;
1 1 i
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Nach dem Residuensatz ist daher fiir R > v/2

J Y mRes, iyt =m
sp 22 —22+2 =22

Das ist auch der Wert des gesuchten Integrals, denn fiir R — oo verschwindet das Integral

iiber yg, da der Zahlergrad um zwei kleiner ist als der Nennergrad, und das Integral von
—R bis R konvergiert gegen das Integral von —oo bis oo.

Das Integral I, kann nicht auf diese Weise berechnet werden, denn hier ist der Z&hlergrad
des Integranden nur um eins kleiner als der Nennergrad. Da der Integrand eine ungerade
Funktion ist und der Integrationsbereich symmetrisch zum Nullpunkt, siecht man hier
sofort, daB das Integral verschwindet.

Aufgabe 2: (7 Punkte)
Die Funktion f: R — R sei periodisch mit Periode 27, und fiir 0 < t < 27 sei f(t) = e~ t.

Skizzieren Sie f iiber dem Intervall [—47, 47] !
Loésung:

—4n -3mn -2n - 0 s 2n 3 4an
Ist f gerade, ungerade oder keines von beiden?

Losung: f ist weder gerade noch ungerade.



c) Berechnen Sie die reelle FOURIER-Reihe von f !

Loésung: Der konstante Term ist das Periodenmittel

1 [ . 1 L, Qe
znje dt= o (e T+ T) =2
0
2 7T ] 7T
Der Koeffizienten aj von cos kt fiir k > 1 sind ax = EJf(t) cosktdt = - J e ‘cosktdt.
0 0

Nach den Hinweisen am Ende der Klausur hat et cos kt die Stammfunktions

e t(—coskt + ksinkt)

kZ+1,
. 1 e 27 (— cos 2kt + k sin 2k7t) — €°(—cos 0 + k sin 0) 1—e 2™
also ist ax = — = .
0 k2 +1 m(k?+1)
2 f 17
Genauso lassen sich auch die by = 7 Jf(t) sinf{tdt = p J e ‘sinf{t dt berechnen: Hier
0 0
haben wir die Stammfunktion & (—SB—Cc0stY) g damit by — w
[EE] ¢ (2 +1)
Die FoURIER-Reihe von f ergibt sich somit als
T—e 2™ 1—e 2" X coskt 1—e 2™ & Csinft
Si(t) = w1 n ]; kZ +1 mo = 2+1°

d) Wo tritt bei der Konvergenz dieser FOURIER-Reihe das GIBBs-Phénomen auf, und wohin
konvergiert die Reihe an diesen Punkten?

Lésung: An den Sprungstellen, d.h. den ganzzahligen Vielfachen von 27t. Dort konvergiert
die Reihe gegen das Mittel aus links- und rechtsseitigen Grenzwert, d.h. gegen %(1 +e727),

Aufgabe 3: (5 Punkte)
a) Ist die Funktion f(t) = eIt stark abfallend?

Lésung: Nein, denn sie ist bei t = 0 nicht differenzierbar.

b) Berechnen Sie die FOURIER- und die LAPLACE-Transformierte von f!

Loésung: Die FOURIER-Transformierte ist

[ oo 0 o
flw) = J f(t)e 0t dt = J eIttt g — J elemiwt gt 4 J eteiot gy
o e e )
; N fw)t |0 :
: . (1-iw)t —(14iw)t |*®
= J e(1flw)t dt+ J’ e*(]—f—lw)t dt _ € . . e :
T—iw | T+iw |,
o 5
_ 1 + T 14w+ T—iw 2
Tl-iw | THiw T+e? Tfw?

Warnung: Auch wenn e ! eine gerade Funktion ist, kann man nicht argumentieren, dafl
b 2

i . () i . 3 . . .

f(w) zweimal fo ete '*! gei, den e '*! ist keine gerade Funktion. Wenn man ausnutzen



d)

méchte, daB f(t) gerade ist, muB man e~**! in seinen (geraden) Realteil und (ungeraden)
Imaginédrteil zerlegen und erhélt mittels der am Ende der Klausur angegebenen Formel
fiir die Stammfunktion von et cos wt

flw) = J e [te ot gy — J et coswtdt — J e Itsin wt dt
oo —t . . oo 2
:Zjetcoswtzz- e Y(—coswt + wsin wt) _
14+ w? 0 14+ w2
0
Die LAPLACE-Transformierte ist
oo oo 0o 1 e(]*S)t o :
L)) = Jf(t)e“ dt = J etest dt — J el1=5)t gt — _
T—s |, s—1
0 0 0

fiir Res > 1, da die Stammfunktion dann an der oberen Grenze verschwindet.

ditto fiir f x f!

Loésung: Da beide Transformationen Faltungen in Produkte iiberfiihren, ist das jeweils

das Quadrat der in a) berechneten Funktionen, also T+ w?)? bzw. G127

Was kénnen Sie iiber die FOURIER- und LAPLACE-Transformierte von g(t) = e sagen?

Losung: Die FOURIER-Transformierte existiert nicht, da das Integral fiir t — —oo diver-
giert. Die LAPLACE-Transformierte hdngt nur von den Funktionen im positiven Bereich ab
und stimmt daher iiberein mit der oben berechnen LAPLACE-Transformierten von e~ Itl.

Aufgabe 4: (10 Punkte) 1 =2 0
Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A= | 2 5 0 | sowie deren
algebraische und geometrische Vielfachheiten! 0 0 7

Loésung: Zur Berechnung des charakteristischen Polynoms entwickeln wir natiirlich nach
der dritten Zeile (oder Spalte):

1-A -2 0
det(A—AE)=| 2 5-A 0 :(7_M‘1;7\ 5_2}\‘
0 0 7-A -

=(7=N((1=NE-N+4) =(7=NA —6r+9) = (7N -3)?.

Somit hat A die Eigenwerte A = 3 mit algebraischer Vielfachheit zwei und A = 7 mit
algebraischer und damit auch geometrischer Vielfachheit eins.

-2 -2 0
Die HEigenvektoren zum Eigenwert drei werden von der Matrix A—3E = 2 2 0
0O 0 4

annulliert; wie deren erste und zweite Zeile zeigen, muf} die zweite Komponente eines jeden
Losungsvektors gleich der negativen ersten sein, und aus der dritten Zeile, folgt dafl die
dritte Komponente verschwinden mufl. Also wird der Eigenraum aufgespannt vom Vektor
1
vy = | —1 |. Die geometrische Vielfachheit ist somit nur eins.
0
Auch ohne Rechnung sieht man, dafl der Eigenraum zum Eigenwert sieben vom dritten
Basisvektor erzeugt wird.



b)

d)

Ist die Matrix A diagonalisierbar?

Losung: Nein, denn die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts drei ist nur eins,
wiahrend sein algebraische Vielfachheit zwei ist.

Beziiglich welcher Basis hat A welche Dreiecksgestalt?

Losung: Um eine Basis zu finden, beziiglich derer die Matrix Dreiecksgestalt hat, brau-
chen wir noch einen Hauptvektor zweiter Stufe zum Eigenwert drei. Da

2

-2 =2 0 00 0
(A—3E2=[ 2 2 o =0 0 O
0 0 4 0 0 49

ist, kommen dafiir alle von v linear unabhéngige Vektoren mit dritter Komponente null
in Frage, beispielsweise also der zweite Koordinateneinheitsvektor ¥, des R3. Dies liefert
eine Basis aus Eigen- und Hauptvektoren bestehend aus

1 0 0
vi=|-1], V=11 und V3=1]0
0 0 1

Um die Dreiecksgestalt von A beziiglich dieser Basis zu berechnen, miissen wir noch wissen,
wohin der Vektor v, abgebildet wird und wie sich der Bildvektor in der Basis V1,V2,V3
darstellen 138t:

1T =2 0 0 -2
Av, =12 5 0 1] = 5| =—-2v; +3v,.
0 0 7 0 0
Da die Eigenvektoren v; und V3 einfach mit dem zugehorigen Eigenwert multipliziert
3 =2 0
werden, ist die Dreiecksgestalt beziiglich der Basis (\')’1 ,\')‘2,\7’3) somitA=|0 3 O
0 0 7
Was ist eAt fir t c R ?
300 0 =2 0
Losung: Wir schreiben A=D+Nmit D=|0 3 0] und N=1]0 0 0
0 0 7 0o o0 0

Da N den zweiten Basisvektor auf das (—2)-fache des ersten abbildet und diesen wiederum
auf den Nullvektor, ist N2 die Nullmatrix, und nach der allgemeinen Theorie kommutieren
N und D, d.h.

et 0 0
eAt _ oDt+Nt _ Dt Nt _ 0 et 0 (E + Nt)
0 0 et
et 0 0 1 =2t 0 e3t —2tedt 0
= 0 et o 0 1 0] = 0 e3t 0
0 0 et 0 0 1 0 0 e’t

Um zu sehen, wie diese Matrix beziiglich der Standardbasis (51 ,52, ‘53) aussieht, brauchen
wir die Inverse zur Matrix B des Basiswechsels; letztere hat die Vektoren v, V, und V3 als

Spalten, d.h. 1 0 1 1 0 1
B=|-1 1 0 und B '=[1 1 0],
0 0 1 0 0 1

wie man entweder sofort sieht (die lineare Abbildung mit Matrix B bildet den ersten
Basisvektor ab auf die Differenz ersten minus zweiten Basisvektor, also mufl die Umkehr-
abbildung den ersten Basisvektor abbilden auf seine Summe mit dem zweiten), oder aber
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stur nach Schema F aus dem GAuss-Algorithmus erhédlt, indem man in

100 100
-1 10 0 10
0 1 0 0 1

die erste Zeile zur zweiten addiert:

1 0 1 0
01 0 1 1
0 1 0 1
Somit ist eAt = BeAtB ! =
e3t —2te3t 0 100 (1—2t)e3t  —2tedt 0
2te3t e3t 4 2t3e3t 0 11 0] = 2te3t (1+2t)et 0
0 0 e’t 0 0 1 0 0 e’t

Finden Sie alle Losungen des Anfangswertproblems
x(t) =x(t) —2y(t), y(t) =2x(t) +5y(t), z(t) =7z(t)

mit x(0) = 1,y(0) = 0und z(0) = —1! Falls Sie Teil d) nicht 16sen konnten, diirfen Sie hier

2e>t —tedt 3tedt 0
auch mit der (véllig falschen) ,Ersatzmatrix* eAt = tedt 3tedt +et 0
arbeiten. 0 0 ett

Loésung: Da dies ein lineares Differentialgleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A ist,
folgt aus der allgemeinen Theorie, dafl es nur eine Losung gibt, nimlich e*' mal dem
Vektor der Anfangswerte, also

(1—2t)e3t —2te3t 0 1 (1 —2t)e3t
2te3t (1+2t)e3t 0 0] = 2te3t
0 0 e’t —1 —e’t

Somit ist x(t) = (1 —2t)e3t, y(t) =2te3* und z(t) = —e’t.

Wie verhalten sich diese Lésungen fiir t — +o0 ?

Losung: e3' und e”t gehen fiir t — +oo beide gegen unendlich und fiir t — —oo ge-
gen null. Durch Multiplikation mit t &ndert sich daran nichts, also wéchst die Losung
unbeschrankt fiir t — co und geht fiir t - —oo gegen den Nullvektor.

Aufgabe 5: (6 Punkte)
Bestimmen Sie alle Lésungen der Differentialgleichung {j(t) + 2y(t) + 10y(t) = 50sin4t!

Losung: Die homogene Differentialgleichung {j(t) + 2y(t) + 10y(t) = 0 hat die charakte-
ristische Gleichung A? + 2A + 10 = 0. Quadratische Ergénzung macht daraus

MNA2A+10=A+1)2+9=0,

die Nullstellen sind also A;,, = —1 % 3i, und die allgemeine L&sung der homogenen
Differentialgleichung ist y(t) = e ‘*(acos3t+bsin3t) mit a,b € R.

Um die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung zu finden, reicht es, eine einzige
Losung zu finden, denn die Differenz zweier Losungen erfiillt die homogene Gleichung.
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Erfahrungsgemaf findet man bei Gleichungen dieser Bauart oft eine spezielle Losung, die
von dhnlicher Bauart ist wie die rechte Seite der Gleichung; wir kénnen daher unser Gliick
versuchen mit einem Ansatz der Form x(t) = ccos4t + dsin4t. Dann ist

x(t) = —4csin4t +4dcos4t und X(t) = —16ccos4t — 16dsin4t,

die Differentialgleichung fithrt also auf das lineare Gleichungssystem
—16c+8d+10c=—6c+8d=0 und —16d—8c+ 10d=—-8c—6d=250.

Division durch (—2) liefert das etwas angenehmere System 3¢ —4d = 0 und 4c+3d = —25.

Nach der ersten Gleichung ist d = %c und nach der zweiten dann (4 + %)c = 24—5c =25,
d.h. ¢ = —4 und d = —3. Die spezielle Lésung ist also y(t) = —4 cos4t — 3sin4t, und die
allgemeine Losung der Differentialgleichung ist

x(t) = —4cos4t —3sin4t + e *(acos3t +bsin3t) mit a,beR.

Wie verhalten sich diese Losungen fiir t — +o00?

Losung: Da et gegen Null geht, konvergieren alle Lésungen gegen die spezielle Lésung
x(t) = —4 cos4t — 3 sin4t, also gegen eine reine Schwingung mit Periode 2.

Aufgabe 6: (4 Punkte)

Bestimmen Sie alle Extremwerte der Funktion f(x,y) = (x +1)% + (y + 1)? auf der Kreis-
scheibe x? +y? < 8!

Losung: Fiir ein Extremum im Innern der Kreisscheibe mufl der Gradient von f ver-

schwinden, d.h.
(2x+T1)\ [0
vites = (35 ) = o)

Dieses lineare Gleichungssystem hat offensichtlich nur die Losung (—1,—1). Dort, wie
auch in jedem anderen Punkt, ist die HESSE-Matrix von f gleich H¢(x,y) = <§ g) , also

positiv definit. Somit hat f in (—1,—1) ein Minimum, was natiirlich auch so klar war, denn
f nimmt nur nichtnegative Werte an und verschwindet genau in diesem Punkt. Weitere
Extrema im Innern gibt es nicht.

Fiir Extrema auf dem Rand mufl Vf(x,y) linear abhingig vom Gradienten der Nebenbe-
dingungsfunktion g(x,y) = x>+y?—38 sein; da dieser auf dem Rand nirgends verschwindet,
muf es daher ein A € R geben mit Vf(x,y) =AVg(x,y), d.h.

2(x + 1)) (ZX) (x—l— 1) <x>
=A oder =A .
(2(y +1) 2y y+1 y
Ist x =0 oder y = 0, kann es offensichtlich kein solches A geben; andernfalls konnen wir

durch x bzw. y dividieren und erhalten die Bedingung

X+1:ﬂ oder 1—|—1:m oder x=vy.
X X y

Einsetzen in die Nebenbedingung x? + y? = 8 zeigt, daf dann x = y = +2 sein muB. Da
£(2,2) =3%24+32=18 und f(—2,-2)=1*+12=2

ist, nimmt f also in (2,2) seinen Maximalwert auf dem Rand und damit auch auf der
gesamten Menge an; in (—2,—2) haben wir den Minimalwert auf dem Rand, der aber
grofler ist als das absolute Minimum.



Alternative Lisung: Die Funktion f(x,y) ist das Quadrat des Abstands zwischen den
Punkten (x,y) und (—1,—1); sie ist genau dann maximal bzw. minimal, wenn dieser
Abstand maximal bzw. minimal ist. Damit ist klar, daf3 das absolute Minimum bei (—1,—1)
liegt.

Die Extremwerte auf dem Rand sind die beiden Punkte der Kreislinie, die maximalen
bzw. minimalen Abstand vom inneren Punkt (—1,1) des Kreises haben. Solche Punkte
sind Lotfulpunkte, ihre Verbindungsgeraden zu (—1,1) stehen also senkrecht auf den
Tangenten und gehen somit durch den Mittelpunkt des Kreises. Die Gerade durch demn
Mittelpunkt (0,0) und (—1,—1) ist die erste Winkelhalbierende y = x; sie schneidet in
(2,2) und (—2,2), wobei (2,2) offensicht der weiter entfernte, also das Maximum ist.



