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Modulklausur H6here Mathematik I

XX Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! XX

Fragen: (je zwei Punkte)
Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zweti Zeilen
semn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriindung

werden nicht gewertet.
X

Richtig oder falsch: { y| eR¥|x?+22= O} ist ein Untervektorraum von R3.
z
Losung: Richtig: Fiir zwei reelle Zahlen x,z verschwindet x*> + z? genau dann, wenn
0
x = z = 0 ist, die Menge besteht also genau aus den Vielfachen des Vektors | 1 |, die
natiirlich einen Untervektorraum bilden. 0

Bestimmen Sie alle (x,y,z) € IF%, die das lineare Gleichungssystem x +y =0, x+z=1
erfiillen!

Lésung: x +y = 0 ist fiir Elemente von F, dquivalent zu x =y, und x +z = 1 gilt genau
dann, wenn x # z ist. Somit sind y und z durch x eindeutig bestimmt und wir erhalten
fiir die beiden mdoglichen x-Werte die beiden Lésungen (0,0,1) und (1,1,0).

Richtig oder falsch: Fiir A € R?*2 sei A? die Nullmatrix. Dann ist Rang A < 1.

Lésung: Richtig, denn sonst wiare Rang A = 2, d.h. A wére invertierbar. Das Quadrat
einer invertierbaren Matrix ist aber selbst invertierbar und kann damit unmdglich die
Nullmatrix sein.

Fiir welche A € R sind die Vektoren
A A A A A
0 A—1 A—1 A—1 A—1
01, 0 , — , A—2 und A—2
0 0 0 A=3 A=3
0 0 0 0 A—14

linear abhéngig?
A A A A

A—T1T A—=1 A—1 A-—1
A—2 A—2 A—2 | mit diesen Vektoren als Spalten
0 0 A—3 A-3

A

0
Lésung: Die Matrix | 0 0

0

0

0 0 0 A-—-4
ist eine obere Dreiecksmatrix mit Determinante A(A—1)(A—2)(A—3)(A—4). Die Vektoren
sind somit genau dann linear abhéngig, wenn A € {0, 1, 2, 3,4} ist.

Richtig oder falsch: V sei ein HERMITEscher Vektorraum mit Produkt (V,w) — V- W.
Dann definiert auch die Vorschrift (V, w) — W -V ein HERMITEsches Produkt auf V.

Losung: Falsch, denn die Abbildung ist nicht linear im ersten Argument.
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V sei ein EUKLIDischer Vektorraum, U sei ein Untervektorraum von V, und : V — U sei
die orthogonale Projektion von V auf U. Was ist Kern 7t ?

Losung: Jeder Vektor €V 1aBt sich als Summe i + W schreiben mit ii € U und w € U*;
nach Definition ist 71(V) = . Somit ist Kernm = U*.

Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom vierten Grades von f(x,y) = sin(x 4+ y?) um den
Nullpunkt!
oo 2K+1

Losung: Wir kennen die TAYLOR-Reihen von sinz = Z(—])k z

2 m Einsetzen von

z = x+y? liefert sin(x+y?) = (x+y)?— %—k- -+, wobei die weggelassenen Summanden
nur Terme vom Grad mindestens fiinf liefern. Ausmultiplzieren und Weglassen aller Terme
von Grad grofler vier fithrt somit auf

X3 2,2

f(x,y):eryz—g—X;

Was ist div grad sin(x +y?) ?

Losung: Die Divergenz des Gradienten einer Funktion f ist der LAPLACE-Operator ange-
wandt auf die Funktion, also
o%f  o%f

Af = — + — = —sin(x +y?) — 4y?sin(x + y?) + 2 cos(x +y?).
ox?  dy?

Aufgabe 1: (9 Punkte)

V sei der von 1,%,y,x +v,x%,y?, (x +y)? und xy erzeugte Untervektorraum des Vektor-
raums aller Polynome in den beiden (voneinander unabhingigen) Variablen x und y.

Finden Sie eine Basis B von V!

Lésung: x+y ist die Summe von x und y, und (x+y)? = x4 2xy = y?. Somit sind diese
beiden Elemente nicht notwendig zur Erzeugung von V. Der Rest ist linear unabhéngig,
denn das Polynom ax? + bxy + cy? + dx + ey + f ist genau dann das Nullpolynom, wenn
alle Koeffizienten verschwinden. Somit bilden die Funktionen 1,x,y,x?,xy,y? eine Basis
von V.

Welche Dimension hat V' ?
Losung: Da wir eine Basis aus sechs Elementen haben, ist dimV = 6.
of of
Zeigen Sie: Die Vorschrift f — xa— +vy Pl 2f definiert eine lineare Abbildung @: V — V.
x Y

Losung: Da Differentiation, Addition und Multiplikation mit einem festen Polynom li-
neare Operation sind, miissen wir nur zeigen, dafl das Bild jeder Funktion aus V wieder
in V liegt; dazu reicht es, eben wegen der Linearitdt, wenn wir dies fiir die Basiselemente
nachrechnen:

e(1)=-2
ex)=x-1—2x=—x
ey)=y-1-2y=—y
e(x?) =x-2x —2x* =
o(xy)=x-y+y-x—2xy =0
ey’ =y-2y—2y* =

Offensichtlich liegen alle in V.



d) Bestimmen Sie Kern und Bild von ¢ !

f)

Losung: Wie die Rechnung in c) zeigt, liegen die Basiselemente x?,xy und y? im Kern,
und damit auch ihr Erzeugnis. Die drei restlichen Basiselemente gehen auf linear un-
abhéngige Bilder, so dafl keine Linearkombination von ihnen im Kern liegen kann. Also
ist Kern ¢ = [x?,xy,y?].

Das Bild wird nach obiger Rechnung erzeugt von —2, —x und —y; etwas iibersichtlicher
ausgedriickt ist also Bild ¢ = [1, x, y].

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der in a) gefundenen Basis!

Losung: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koeffizienten der Bilder der
Basisvektoren; da diese aus dem Ergebnis der obigen Rechnung direkt abgelesen werden
konnen, 1483t sich die Matrix direkt hinschreiben:

-2 0 0 0 00
0 -1 0 0 00
0O 0 -1 0 0 0
0o 0 00 00
0 0 00 0 0
0O 0 00 00

W sei der Vektorraum aller Polynome in x vom Grad hochstens fiinf, und 1 sei die lineare
VoW

. Welche Dimensionen haben Kern und Bild von 1 ?
f(x,y) = f(x,x)

Abbildung {

Lésung: Das Bild wir erzeugt von den Polynomen (1) = 1,{(x) = P(y) = x und
P(x?) = P(xy) = P(y?) = x?, ist also dreidimensional. Nach der Dimensionsformel ist
damit auch

dimKern{p =dimV —dimBild{ =6—-3 =3.

(Eine Basis des Kern bilden beispielsweise die drei Polynome x —y, x(x —y) und y(x—vy),
aber danach war nicht gefragt.)

Aufgabe 2: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Losungsmenge L. des linearen Gleichungssystems

x+ y+ z =1 (M
2x + 4y + z =c+2 (2)
x— y+(c2—c+2)z =0 3)

in Abhédngigkeit von c € R!
Hinweis (nur zur Kontrolle auf Rechenfehler): Fir viele Werte des Parameters c
ist z=1/c).

Losung: Zur Elimination von x aus den Gleichungen (2) und (3) subtrahieren wir die
erste Gleichung zweimal von der zweiten und einmal von der dritten:

2y — z =c (4)
“2y+(c2—c+lz =—1 (5)

Addition dieser beiden Gleichung fiihrt auf
(c2—clz=c—1.

Fiir ¢ =0 steht hier 0z = —1; in diesem Fall ist das Gleichungssystem also unlésbar.
Fiir ¢ = 1 erhalten wir die Gleichung 0z = 0, die von jeder reellen Zahl z = A erfiillt wird.



b)

Fiir ¢ ¢ {0, 1} schliellich kénnen wir zundchst durch ¢ — 1 kiirzen zu cz = 1 und dann
durch c dividieren, was auf z = % fiihrt.

Nach Gleichung (4) ist 2y = z + c, also

_ctz % firc=1
V=72 T\ (c+)) srcgfony

Setzen wir dies in Gleichung (1) ein, erhalten wir

1y 1B A= fiir ¢ =1
-7y o 1—%(04—%)—021—%0—%c fiir c ¢ {0,1} °
. {(0—3e—903(c+2), )} fircg{01)
Somit ist L. = {(#,‘T}‘,A)P\ER} fiirc =1
0 fiirc =0
Aufgabe 3: (6 Punkte) 10 2
Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = o1 0!
-1 0 4

Losung: Bei der Berechnung des charakteristischen Polynoms bietet sich Entwicklung
nach der zweiten Zeile (oder Spalte) an:
—A 2 ‘

det(A—AE):(]—)\)‘]_] 2y

=(1=N((1=NE =7 +2) =(1-A)(A* —51+6)
=(1=ANA=2)(A=3).

Die Eigenwerte sind somit 1,2 und 3.

Als Eigenvektor zum Eigenwert eins konnen wir natiirlich einfach den zweiten Basisvektor
nehmen, denn der wir ja durch Multiplikation mit der Matrix auf deren zweite Spalte, also
sich selbst abgebildet.

—1 0 2
Fiir den Eigenwert 2 erhalten wir A — 2E = 0 —1 0 |; fiir einen Eigenvektor v,
—1 0 2

zu 2 mufl wegen (A — 2E)V, = 0 also die zweite Komponente verschwinden und zweimal
die erste gleich der dritten sein. Der Eigenraum zum Eigenwert 2 wird somit aufgespannt
2
vonv, = | 0
1
-2 0 2
A —3E = 0 —2 0 | annuliert genau die Vektoren, deren zweite Komponente ver-
-1 0 1
schwindet, wahrend die dritte gleich der ersten ist; der Eigenraum zum Eigenwert sechs
1
wird also aufgespannt von vz = | 0
1

Gibt es eine Basis des R> aus Eigenvektoren von A ?

Lésung: Es gibt jedenfalls drei Higenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten. Da wir
noch nicht wissen, dafl diese notwendigerweise linear unabhéangig sind, miissen wir eine
Linearkombination
2u+v
AV + s + v = A
LtV
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betrachten. Wenn diese gleich dem Nullvektor ist, zeigt die zweite Komponente, daf3 A
verschwindet, und die Differenz von erster und dritter Komponente zeigt das Verschwinden
von p. Damit ist auch v = 0, die drei Vektoren sind also linear unabhédngig und bilden
somit eine Basis des R3.

Aufgabe 4: (5 Punkte) 0 2 4
Bestimmen Sie die QR-Zerlegung der Matrix A = ( ) !

1 3 5
Losung: Wir wenden das GRAM-SCHMIDsche Orthogonalisierungsverfahren auf die drei
Spaltenvektoren d; = (?),d’z = (g) und d3 = (g) an. d; hat bereits die Lénge eins,

kann also als erster Vektor ¢; sowohl einer Orthogonal- als auch einer Orthonormalbasis
genommen werden.

Fiir den zweiten Vektor der Orthogonalbasis machen wir den Ansatz C; = d> + Aqy; die
Bedingung C5 - 1 = 0 fithrt auf

(-0)a0)-()-oo2-»

dh A=-3undc; =a; —3d; = (_(])). Dies konnten wir auch als Vektor der Orthonor-
malbasis nehmen, etwas schoner ist aber d, = (;).

g1 und @, bilden bereits eine Orthonormalbasis von R?, wir brauchen also nach keinem
weiteren Basisvektor zu suchen. Auch die Darstellung der d; in dieser Basis ist vollig
problemlos: Wir haben

dr =4y, d; =341 +242 und d3=>5q;+44q;.

A =QR mit Q:<? (])) und R:((]) ; Z)

Welchen Rang hat A ?

Somit ist

Losung: Da A nur zwei Zeilen hat, kann es hochstens Rang zwei haben; da die ersten
beiden Spalten offensichtlich (oder nach a)) linear unabhéngig sind, hat es auch diesen
Rang.

Aufgabe 5: (6 Punkte)
Berechnen Sie Gradient und HESSE-Matrix der Abbildung

N R* - R '
| (x,y) = x+y+sin(x +y)+2cos(x—y)

Losung: Da die Funktion beliebig oft stetig differenzierbar ist, also insbesondere zweimal,
geniigt es, die partiellen Ableitungen zu berechnen; auflerdem konnen wir das Lemma von
SCHWARZ anwenden, wonach f,, = f,« ist. Wegen

x,Yy) =1+ cos(x +y) — 2sin(x — y)
x,Yy) =14 cos(x +y) + 2sin(x — y)
x,Y) = —sin(x +y) — 2cos(x — y)
x,Yy) = —sin(x +y) + 2cos(x —y)
x,Yy) = —sin(x +y) — 2cos(x — y)



ist somit Vf(x,y) = (1 +cos(x +y) —Zsm(x—y)> and

1+ cos(x +y) + 2sin(x —y)

He(x,y) = —sin(x +y) —2cos(x —y) —sin(x +y) + 2cos(x —y)
oY) = —sin(x+y) +2cos(x —y) —sin(x+y)—2cos(x—y) /)’

b) Berechnen Sie die JAcoBI-Matrix und die Divergenz des Vektorfelds
R? — R?

(x.y) eV +sinxy \ !
'Y e* Y —cosxy

—

Lésung: Die erste Komponente e* Y +sin xy von V hat nach der Kettenregel die partiellen
Ableitungen
e*™ +ycosxy und e*"Y +xcosxy;

fiir die zweite Komponente e*~Y — cos xy erhalten wir entsprechend
e Y4+ysinxy und —e* Y+ xsinxy.
Also ist
e*™Y +ycosxy  e*™Y 4+ xcosxy
Jvboy) = { xy s e . )
Y sinxy e + x sinxy
Die Divergenz von V ist die Summe der Diagonalelemente der JACcOBI-Matrix, also

div V(x,y) = e¥*Y — e*Y + ycosxy + xsinxy .



