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Fragen: je zwei Punkte

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht langer als etwa zwei Zeilen
semn und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriindung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: Die Menge M aller stetig differenzierbarer Funktionen f: R — R mit
f(1) = f'(1) ist ein Vektorraum.

Losung: Richtig; M ist eine Teilmenge des Vektorraums C'(R, R) aller stetig differen-
zierbarer Funktionen R — R, sie enthdlt die Nullfunktion und fiir f,g € M und A, p € R
ist (M +ug)(1) =AM(1) + ug(1) = AM'(1) + ng’ (1) = (M + ng)’(1), so daB8 auch Af 4 pg in
M liegt.

1 2 3 4
Welche Dimension hat dervon [ 2 |, | 3|, | 4 | und | 5 | aufgespannte Untervek-
torraum U < R3 ? 3 4 5 6
1 1
Losung: Offensichtlich kann er auch aufgespannt werden von | 2 | und | 1 |. Diese

3 1
sind nicht proportional zueinander, also linear unabhéngig, und bilden daher eine Basis.
Somit ist dim U = 2.

X
Geben Sie die Vektoren aus E = { y | €F3
z

Xy =x+ z} explizit an, und entscheiden

Sie, ob E ein Untervektorraum ist!

Losung: Auflosen nach z fiihrt auf die Gleichung z = xy — x, also enthdlt E die vier
Vektoren

0 1 0 1
0], o], 1 und 1
0 1 0 0

E ist kein Untervektorraum, denn die Summe des zweiten und des dritten dieser Vektoren
liegt nicht in E.

Bestimmen Sie das multiplikative Inverse zu 1000 im Kérper Figp9 !

Losung: Wir miissen den erweiterten EUKLIDischen Algorithmus anwenden auf 1009
und 1000:

1009 : 1000 = 1 Rest 9 = 9 = 10092 — 1000
1000: 9 =111 Rest 1 = 1=1000—111-9=112-1000 — 111 - 1009

Somit ist 112- 1000 = 1 mod 1009, d.h. in Fiop9 ist 1555 = 112.
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Loésung: Durch Zeilenvertauschungen 148t sich die Matrix leicht auf die Dreiecksgestalt

6 1.1 1 1 1
051 1 11
0041 11
oo o031 1]
0 00 0 21
00 0 0 01

bringen; deren Determinante ist das Produkt der Diagonalelemente, also 6! = 720. Um
die letzte Zeile an zweite Position zu bringen, konnen wir sie beispielsweise viermal hin-
tereinander mit der jeweils dariiberstehenden Zeile vertauschen; danach mufl nur noch die
letzte Zeile der entstandenen Matrix (mit 3 als erstem Element # 0) zwei Positionen nach
oben geschoben werden, was zwei Vertauschungen benétigt. Insgesamt haben wir also eine
gerade Anzahl von Vertauschungen; die gesuchte Determinante ist somit gleich —720.

Die Niveaulinien N (f) der Funktion f:R? — R fiir a € R ~ {0} seien die Parabeln
x? = ay jeweils ohne den Nullpunkt, und Ny(f) sei die Vereinigungsmenge von x-Achse
und y-Achse. Was ist f(x,y)?

Losung: Fiir xy # 0 fiihrt die Beziehung f(x,y) = a &= x? = ay sofort auf f(x,y) =
x?/y. Offensichtlich liefert diese Formel auch fiir x = 0 und y # O den richtigen Funkti-
onswert, also ist

_ [ x*/y fiiry #0
1c(’"”)_{o firy =0

Richtig oder falsch: Wenn fiir ein Vektorfeld V € C'(D, R3) mit D C R3 in einem Punkt
x € D die JACOBI-Matrix antisymmetrisch ist, verschwindet dort die Divergenz von V.

Losung: Richtig, denn wegen 'A = —A miissen alle Diagonaleintrége einer antisymme-
trischen Matrix verschwinden, insbesondere also auch deren Summe, die Spur der Matrix.
Im Falle der JAcOBI-Matrix ist diese Spur aber gerade die Divergenz des Vektorfelds.

Aufgabe 1: (10 Punkte)
V < C?(R, R) sei der von den Funktionen e*,e* sinx, e* sin
zeugte Untervektorraum.

2 2

X, e* cosx und e* cos“ x er-

Bestimmen Sie eine Basis B von V!

Losung: Nach Definition von V kann jedes Element als Linearkombination der fiinf Funk-

tionen

e* e*sinx,e*sin’x,e*cosx und e*cos®x

geschrieben werden. Nun ist aber

sin® x + cos? x = 1 & e*sin? x + e* cos® x = e,



b)

d)
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so daBl eine der drei Funktionen e*,e* sin” x und e* cos? x iiberfliissig ist. V wird also
bereits von den vier Funktionen

e*, e*sinx,eXcosx und e*sin®x

erzeugt. Diese sind linear unabhéngig, denn ist fiir reelle Zahlen a,b,c,d € R

2

ae* + be*sinx + ce*cosx + de*sin“x =0,

so ist auch
a+bsinx +ccosx + dsin’x =0,

da wir durch den nirgendwo verschwindenden Faktor e* dividieren kénnen. Einsetzen
von x = 0 zeigt, daBl a + ¢ verschwindet; x = 7t fiihrt entsprechend auf a — c = 0.
Also ist a = ¢ = 0, und damit mufl auch b = d = 0 sein, denn sonst wéren sinx und
sin® x proportional zueinander, obwohl die eine Funktion Periode 27t hat, die andere nur
Periode 7. (Alternativ: sin? x nimmt nur positive Werte an, sinx auch negative.)

Somit konnen wir als Basis von V das System B = (e, e* sinx, e* cos x, €* sin” x) nehmen.

Welche Dimension hat V' ?

Loésung: Da wir eine Basis aus vier Elementen gefunden haben, ist die Dimension natiirlich
gleich vier.

Zeigen Sie: Die Vorschrift ¢(f) = "/ — 2f' 4+ 2f definiert eine lineare Abbildung ¢:V — V!

Lésung: Da Differentiation eine lineare Operation ist und ¢(f) eine Linearkombination
von Ableitungen, ist klar, da ¢ eine lineare Abbildung V — C°(R, R) definiert. Wir
miissen uns iiberlegen, daf} das Bild in V liegt.

Dazu reicht es, die Bilder der Basisvektoren zu betrachten, die wir nachher in e) ohnehin
brauchen. Wir erhalten

f ! ! o(f)

ex ex ex ex
e*sinx e*sinx + e* cosx 2e*cosx 0
e*cosx —e*sinx + e* cosx —2e*sinx 0

eXsin?x 2e*sinxcosx + e*sin’x 4e*sinxcosx + 2e* — 3e*sin’x 2e* — 3e*sin’ x

Somit liegt @(f) fiir alle vier Basiselemente wieder in V und ¢ definiert in der Tat eine
lineare Abbildung V — V.

Welche Dimensionen haben Kern und Bild von ¢ ?

Loésung: Das Element ae* 4 be* sinx + ce* cosx + de* sin?

x wird abgebildet auf
ae* + d(2e* — 3e*sin? x) = (a + 2d)e* — 3de*sin? x .

Dies verschwindet offensichtlich genau dann, wenn d = 0 und a = 0 ist; der Kern wird
also erzeugt von e* cosx und e* sin x und ist zweidimensional. Wie die Dimensionsformel

dimBildg =dimV —dimKernp =4—-2=2

zeigt, hat das Bild dieselbe Dimension, und in der Tat sieht man sofort, dafl e* und
e* sin” x eine Basis von Bild ¢ bilden.

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von ¢ beziiglich der in a) gefundenen Basis B!



Losung: In den Spalten der Abbildungsmatrix stehen die Koeffizienten der Basisdarstel-
lung der Bilder der Basisvektoren; letztere kennen wir aus ¢) und erhalten die Abbildungs-
matrix daher sofort als

10 0 2
000 0
000 0
0 0 0 3

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a € R die Lésungsmenge £, des linearen Gleichungs-
systems

w— x+ y-— 2z = 1 @)
w— 2x — z =-—2 (2)
2w —3x + 3y — 52 = 1 (3)

—wW+3x—2y+(a?-1z= a (4

Hinweis nur zur Kontrolle auf Rechenfehler: Fiir viele Werte von a ist z = P
Beachten Sie die Minuszeichen vor den meisten z-Termen! a+t

Losung: Zur Elimination von w aus den letzten drei Gleichungen subtrahieren wir die
erste Gleichung einmal von der zweiten, zweimal von der dritten und addieren sie einmal
zur vierten:

—x—y+ z =-3 (5)
—X+y - z =—1 (6)
2x—y+(a?=3)z =a+1 )

Als néchstes soll x aus den Gleichungen (6) und (7) eliminiert werden; dazu subtrahieren
wir Gleichung (5) von (6) und addieren sie zweifach zu (7):

2y — 2z =2 (8)
3y+(a?—Nz =a—-5 (9)

Gleichung (8) ersetzen wir natiirlich sofort durch y —z = 1 und addieren sie in dieser
Form dreimal zu (9); wir erhalten (a? —4)z=a—2.

Fiir a = —2 ist das die unlosbare Gleichung 0z = —4, fiir a = 2 die tautologische Gleichung
0z = 0, die erfiillt ist wann immer wir fiir z irgendeine reelle Zahl A einsetzen. Ansonsten
erhalten wir :

z= R
a+3
Wegeny —z=1listdanny=1+z= { at2 falls a # £2
1T+A fallsa=2
Einsetzen von y — z = 1 in Gleichung 6 zeigt, dal im 16sbaren Fall stets x = 2 ist, und
Gleichung (1) liefert uns schliellich

2a+5
W=1+X—y+22:3—1+z:2+z:{ at2 falls a # £2
24+A falls a =2

Die Losungsmenge ist daher

Ea:{<2a+5 a+3 1

a+2’ 7 a+2’ a-l—Z)} fiir a 7 £2,
L={Q2+N21+AMN [A€R} und £_,=0.



b)

Aufgabe 3: (8 Punkte) ; _i _;

Berechnen Sie eine Orthonormalbasis des von V7 = , Vo = und V3 = |
4 2 0 3

aufgespannten Untervektorraums U von R* ! 4 5 6

Lésung: Wir bestimmen zundchst nach GRAM-SCHMIDT eine Orthogonalbasis dieses Un-
tervektorraums. Als ersten Vektor kénnen wir b; = V; wahlen; wegen

Bil=v12+22 422442 =+/25=5

ist der zugehorige Vektor der Orthonormalbasis 1 = %\71.

Fiir den zweiten Vektor der Orthogonalbasis machen wir den Ansatz by = V2 +Aby , Wobei
A so gewahlt werden muf}, da8 b, - by =V, - Vi + AV - v; =0 ist. Da

ViV, =-3+2-4+4.5=125 _4
gleich dem Quadrat der Lénge von V; ist, folgt A = —1 und b, =V, —v; = _%

1
Auch dieser Vektor hat die Lénge fiinf, der zugehorige Vektor der Orthonormalbasis ist
also ¢, = %bz.
Fiir den noch fehlenden dritten Vektor der Orthogonalbasis ist der Ansatz entsprechend:

b3 =V3 +Aby + pb, mit bs-b; =b3-b, =0.

63-6] \_;3-—‘]-1-7\\_1’]-\71:(—1—4+6+Z4)+257\=>7\:—]
b3 by =V3 -by +uby - by = (4—4—6+6)+25p:> u=20
-2
Bi=v-bi=| ]
2
Auch dieser Vektor hat die Lénge fiinf; als Orthonormalbasis kénnen wir also die drei
1 —4 -2
- 112 o1 2 I B
Vektoren g = HPRE 42 = 5| 2 und q3 = 5 1 nehmen.
4 1 2
0
Bestimmen Sie die orthogonale Projektion des Vektors d = g auf U!
0

Losung: Ist G4 irgendein Vektor aus R*, der zusammen mit ;, G und Gz eine Ortho-
normalbasis bildet, so 148t sich jeder Vektor vV € R* schreiben als

V={-qi1)d1 + (V- G2)42+ (V- G3)ds + (V- Ga)da;

seine orthogonale Projektion nach U ist die Summe der ersten drei Summanden der rechten
Seite, die nach U+ ist der letzte Summand. Die gesuchte Projektion ist somit

1 —4 -2 2
2| 2 2) a[-a) 1[ 24
2|51 2|75 1]75| -4
4 1 2 2

—

10, 10, 20 2
5Q1 5Q2 5Q3—5



c) Ergédnzen Sie die in a) gefundene Orthonormalbasis von U zu einer Orthonormalbasis
von R*. (Hinweis: Sie konnen z.B. b) verwenden.)

Lésung: Die orthogonale Projektion von @ nach U+ ergibt zusammen mit der ortho-
gonalen Projektion nach U den Vektor d; da wir letztere kennen, kdnnen wir erstere
ausrechnen:

0 2 -2
5 1T(24) 1 1
0] 5|1-4) 5| 4
0 2 -2

Dieser Vektor steht senkrecht auf U, also insbesondere auf ¢, d> und {3, und er hat
die Lange eins. Daher konnen wir ihn als vierten Vektor der Orthonormalbasis von R*
nehmen.

Aufgabe 4: (5 Punkte)
Ein Himmelskorper bewegt sich auf einer elliptischen Bahn mit Gleichung

Zur Bestimmung der beiden Halbachsen a,b wurde seine Position (x,y) zu verschiedenen
Zeiten gemessen, allerdings sind die Datenpaare (xi,yi),i = 1,..., N natiirlich fehlerbe-
haftet. Wie konne Sie die bestmdoglichen Schatzungen fiir a, b aus den x; und y; berechnen?
(Sie miissen keine explizite Formel angeben; es reicht den Rechengang zu beschreiben.)

Losung: Um Gleichungen zu bekommen, die linear in den gesuchten Parametern sind,
setzen wir o = ﬁ und f = %; dann sollten idealerweise die N Gleichungen xizoc—kyizﬁ =1
gelten. Ist A die Matrix mit den N Zeilen xiz,yiz und T € RN der Vektor, dessen samtliche
Komponenten gleich eins sind, so sollte also gelten

)

Bei fehlerbehafteten Daten wird dieses Gleichungssystem fast sicher unldsbar sein; Multi-
plikation mit ‘A macht daraus

N N N

. IR NEC VA NN (D W

tAA<B) ='AT oder - = < ): N ,
. Z] y?

Diese lineare Gleichungssystem hat, falls die xiz nicht perfekt proportional zu den yiz sind,
eine eindeutige Lésung («, B) € R?. Falls « und (3 positiv sind, kénnen wir

1
a=— und b=—

Ve VB

setzen; falls nicht, sollten wir zunadchst auf Rechenfehler iiberpriifen und uns dann iiber-
legen, ob es sich nicht vielleicht doch um eine Hyperbelbahn handeln kdnnte.

Aufgabe 5: (6 Punkte) -1 - 0

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A = 6 4 2!
—-6 -3 -3



b)

Loésung: Die Eigenwerte sind die Nullstellen von
—1-A -1 0
det(A —AE) = 6 4—A 2 _—2‘
—6 -3 —-3-A
==2B34+3A-6)—A+3)(A—=4A+1)+6)
=6—6A—(A+3)A2=3A+2) =N +A=AT=A)(T+A).

—T1—-A -1

-6 -3

—T—A T
‘+(_3_x)‘ . 4_A‘

(Entwicklung nach der dritten Spalte.) Die Eigenwerte sind somit 0,1 und —1.

Die Eigenvektoren zu A; = O erfiillen das lineare Gleichungssystem AV = 0 oder
—x—y =0, 6x+4y+2z=0 und —6x—3y—3z=0.

Die erste Gleichung besagt, dafl y = —x sein muf; die beiden anderen werden, wenn man

dies einsetzt, dquivalent zu z = —x. Der Eigenraum wir also erzeugt von v; = | —1

Die Eigenvektoren zu A, = 1 erfiillen das lineare Gleichungssystem (A — E)V = 0 oder

—2x—y =0, 6x+3y+2z=0 —6x—3y—4z=0;
also mufl y = —2x und z = 0 sein. Die Eigenvektoren zu A, = 1 sind also gerade die vom
1
Nullvektor verschiedenen Vielfachen von v, = | —2
0
Die Eigenvektoren zu A3 = —1 erfiillen das lineare Gleichungssystem (A + E)V = 0 oder

y=0, 6x+5y+2z2=0 und —6x—3y—2z=0.

Hier muf} offensichtlich z = —3x sein; die gesuchten Eigenvektoren sind also gerade die
1
vom Nullvektor verschiedenen Vielfachen von V3 = 0
-3

Gibt es eine Basis von R3, beziiglich derer A Diagonalgestalt hat?

Lésung: Ja, z.B. (V1,V2,V3). Diese Vektoren sind linear unabhéingig, denn

1 1 1 A p+v 0
Al =T )+ =2 |+v O)l=| A=2p | =10
—1 0 -3 —A—=3v 0
hat offensichtlich keine nichttriviale Lésung. (Setze u = —%7\ und v = —%7\ ein in die erste

Zeile.)

Aufgabe 6: (4 Punkte)
Vec! (R™, R™) sei ein Vektorfeld. Berechnen Sie grad(\7 . \7] !

Loésung: Sind V4,...,V, die Komponenten von \7, so ist
.- oV -V oV V.
V-V=VZ+...+V2 und =2(Vvi==L V),
aXi Y aXi y aXi
Vi o Tt Vnﬁ

also grad(\7 V) =2

avy ... v
V1 Oxn + +Vn ax::



R 5 R
5 Gradient und HESSE-

Berechnen Sie fiir die Funktion f: .
x,Yy) — e*cosy + ysin“ x

Aufgabe 7: (5 Punkte)
Matrix! { (

Losung: Die Funktion ist offensichtlich mindestens zweimal stetig differenzierbar (sie
ist sogar analytisch); es reicht also, die partiellen Ableitungen zu berechnen. Fiir den
Gradienten bekommen wir

fx(x,y) = e*cosy + 2y sinxcosx

fy(x,y) = —e*siny + sin? x

e* cosy + 2y sinxcos x
Vf(x,y) :( o .2 )
—eXsiny + sm” x

Fiir die HEsSE-Matrix kénnen wir aus dem SCHWARZschen Lemma folgern, dafl fy, = fx
ist, wir miissen also nur eine der beiden gemischten Ableitungen berechnen.

frx (%, 1) = e* cosy + 2y cos? x — 2y sin? x = e* cosy + 4y cos® x — 2y
fxy (X, Y) = fyx(x,y) = —e*siny + 2sinx cos x
fyy(x,y) = —e*cosy

Damit ist H¢(x,y) die Matrix

Y
vy

eXcosy +4ycos®x —2y 2sinxcosx —e*siny
2sinxcosx — e*siny —e*cosy ’



