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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 5. Juli 2006

Welche der folgenden Vorschriften definieren Normen auf C ?
lzlly =z, llzll; =Rez+Tmz,  |z[; = max(Rez, Tmz),
2], = max(|Rez|,[Jmz]),  |zlls = (Rez)Omz),  |z]lg = (Rez)? + (Jmz)?

Losung: Betrachtet man C als zweidimensionalen reellen Vektorraum, entspricht ||z||,
der EUKLIDischen Norm und ||z||, der Maximumsnorm auf R?, also sind beides Normen.

Die restlichen Vorschriften definieren keine Normen: Wegen ||1 —1i||, = ||-1||; = [|1]|s =0
erfiillen drei davon nicht die Bedingung, dafl nur der Nullvektor Norm Null haben darf,
und wegen ||Az|; = A?||z||; ist hier die Bedingung |[Az||; = |A| ||z|| verletzt.

Betrachtet man C als eindimensionalen komplexen Vektorraum, so definiert ||z||, immer
noch eine Norm, denn die zuséatzliche Bedingung, da8 ||Az||; = |A| - ||z||; sogar fiir alle
A € C gelten soll, wird hier einfach zur wohlbekannten Gleichung |[Az| = |A| - |z|.
Allerdings gilt fiir A ¢ R im allgemeinen nicht mehr die Gleichung ||Az||, = |A| - ||z]|,: Fiir
A=z=1+1ietwaist |A\| =2 und |1 +1i||, =1, aber Az = (1 +1)? = 2i hat ||2i, = 2.
Somit definiert die vierte Vorschrift zwar eine Norm des R-Vektorraums C, nicht aber des
C-Vektorraums C.

Zeigen Sie mit irgendeiner der Vorschriften, die Normen definieren, dafl die Abbildung
z — z? besziiglich dieser Norm in jedem Punkt z € C stetig ist!

Losung: Am einfachsten ist meist die Maximumsnorm; sei also fiir zwei komplexe Zahlen
z =x+1iy und w = u + iv die Bedingung ||z —w||, < § erfiillt, d.h.

|Rez— Rew|=|x—u|<d und |[TJmz—Tmw|=|y—v|<5d.

Zunéchst ist
2 2

22 —w? = (x? —y? + 2ixy) — (u? —v? 4+ 2iuw) = (x? —u?) + (v —w?) 4 2i(xy —uwv)
=x4+y)x—y)+ V+w)(v—w)+2i((x(y —v) + (x —u)v) .
Damit folgt
|Re(z? —w?)| = [(x +y)(x —y) + v+ W) (v —w)| < [(x +y)(x —Y)| + |(v+ W) (v — )]
<|x+yld+|v+w|b.

Da |x —y| < 6, ist |x +y| < |x| + |y| < 2|x| + §; genauso folgt, daB |u+v| < 2 |u| + & ist.
Also ist
|Re(z2 —w?)| < 8((2[x]+8) + (2|u] +8)).

Weiter ist
[Tm(z® —w?)| = 2|(x(y —v) + (x —wv| < 2|x + |8 < (|x| + [y| + 8)5.
Mit M =1+42]z|, =1+ 2max(|x|, |y|) ist also fiir 6 <1
“ﬁe(zz —wz]‘ <M$ und |3‘m(z2 —w2)| < Ms.
Ist also € > O gegeben, so gilt fiir
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die Folgerung
lz—wll, <6= |z —w2H4 <e,

d.h. die Funktion ist stetig in z. (Man beachte, da8 M nur von z abhéngt, nicht von w!)

M sei der Vektorraum aller reeller n x m-Matrizen. Welche der folgenden Vorschriften
definieren Normen auf M? —
>_a

n m
mn
Al = max|a1,| Al = Z Z lag|, IAll; = ZZ aizj N rhax
=1

i=1j=1 i=1j=1

Losung: Die Bedingung ||AA|| = |A| ||A|| erfiillen offenbar alle Kandidaten aufler ||Al|5;
also ist das keine Norm und wir konnen uns im folgenden auf die iibrigen Kandidaten
beschranken.

Mit der Dreiecksungleichung gibt es nirgends Probleme, denn sie gilt fiir Betrdge wie
auch fiir EukLIDische Normen, und wenn man mehrere Funktionen dieser Art summiert,
addieren sich einfach sowohl die linken als auch die rechten Seiten, so dafl die Dreiecks-
ungleichung auch fiir die Summe gilt. Die dritte Bedingung schliefllich ist auch in allen
Fallen trivial. Also sind mit Ausnahme von || - [|; alles Normen.

Welche der folgenden Punktfolgen (x,yn) aus R? sind konvergent fiir n — oo, und wohin
konvergieren sie?

1) (nyUn) = (757 75) 5 2) (xnyun) = (F1D™ 1), 8) (xn,un) = (e ™, cos(e ™))

Losung: Wenn wir mit der Maximumsnorm arbeiten, geht es einfach darum, die Kon-
vergenz der beiden Komponenten nachzuweisen. Bei 1) und 3) ist das trivial (modulo
Analysis I): Die Folgen konvergieren gegen (0,0) bzw. (0,1). Die zweite Folge dagegen
konvergiert zwar in ihrer zweiten Komponente gegen null, die erste dagegen oszilliert
stdndig zwischen +1. Damit ist diese Folge nicht konvergent.

Was konnen Sie iiber eine Funktion f:R? — R sagen, deren Niveaulinien konzentrische
Kreise um den Nullpunkt sowie die nur aus dem Nullpunkt bestehende Menge sind?

Losung: Da f(x,y) nur von x? 4+ y? abhéngt, gibt es eine Funktion @:R — R, so daf
f(x,y) = @(x* +y?) ist; da die Niveaulinien einzelne Kreise sowie der Nullpunkt sind, ist
@ injektiv.

Beschreiben Sie den Graphen der Funktion f(x,y) =5 — v/x2 + y? geometrisch!

Lésung: Es ist ein Kegel um die z-Achse mit Spitze im Punkt (0,0,5). Der Radius r wird
auf der Hohe 5 — r erreicht, der Offnungswinkel ist also 45°.

Wo ist die Funktion f aus der letzten Aufgabe stetig? Wo ist sie differenzierbar?

Lésung: Die Funktion (x,y) — x?+y? ist auf ganz R? definiert und stetig; sie niemmt nur
nichtnegative Werte an. Fiir diese ist die Quadratwurzelfunktion stetig, also ist f iiberall
stetig. Mit der Differenzierbarkeit gibt es allerdings Probleme im Nullpunkt, denn dort ist
t — 1/t nicht differenzierbar.

Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen die partiellen Ableitungen nach x,y und z,
und bestimmen Sie den Gradienten iiberall dort, wo er existiert!
fx,y,2)=x3 +y3 + 23 +x’y + Y’z + 22x + xyz

g(x,y,2)=e* T+ Lcos(xy)  h(x,y,z)= XY

k(x,y,z)= /x% +y2 +2z2 L(x,y,z)=ax+by+cz+d
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Lo6sung:
fu(x,u,2) = 3x* + 2xy + z° + yz
fy(x,y,2z) = 3y +x% +2yz+xz

fo(x,v,z) =322 +y? + 2xz + xy
x2+yz+zz

9x(x,y,2) = 2xe cos(xy

x2+y?422

3x2 +2xy +z2 +yz
3y? +x? +2yz +xz
322+ y? +2xz +xy

= Vflx,y,2) =

x?2 +y 2422 sin(xy )U

]—e
6y (x,,2) = 2ye cos(xy) — e¥ ¥’ +=" gin(xy)x

92(x,u,2) = 2ze* Y 2 cog(xy)

2x cos(xy) — y sin(xy)

Va(x,y,z) = e¥ Y = | 2y cos(xy) — xsin(xy)
2z cos(xy)
1 x+y _ y+tz
]’IX(X,U,Z) T x—2z (X—Z)Z - (X—Z)z _( +Z)
1 ! .
hg(x’y’z):— - Vh(x,y,Z): 2 x—z
X—z (x—2) X+
h.(x,y,z) = Y ’
y Yy (X—Z)z
X
kx(x,y,z) Y e B
VE+y?+2? x
1
ky(x,y,z) = Y = Vk(x,y,z) = Y

VX2 +y?+22 VX2 +y? + 22
z

k.(x,Y,2) = ————
‘ VX2 +y2 422

a
QX(X)y)Z) = a, — Vf(x,y,z) =1Db

Cc

Qy(x,y,z):b, Bz(x,y,z):c

Der Gradient ist der Vektor mit den partiellen Ableitungen als Komponenten; er existiert
genau dort, wo jede seiner Komponenten existiert. Bei f,g und £ ist das der ganze R3,
fiir h mufl man, schon fiir die Funktion selbst, die Ebene x = z ausschlieflen, und fiir grad k
den Nullpunkt.

Richtig oder falsch: Fiir die Funktion f € C'(R™,R™) verschwinde die JAcOBI-Matrix
iiberall. Dann gibt es einen Punkt a € R™, so dafl f(x) = a fiir alle x € R™.

Losung: Richtig, denn nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung einer Verénder-
lichen hdngt eine Funktion einer Variablen nicht von dieser Variablen ab, wenn die Ablei-
tung verschwindet. Falls alle partielle Ableitungen verschwinden, hingt jede Komponente
R™ — R der Funktion also von keiner der Variablen ab und ist somit konstant.

Berechnen Sie die HESSE-Matrizen der folgenden Funktionen:

f:R 5 R, (x,u,z) — x> +y3+23 +3xyz f2:R? -5 R, (x,y) — sinxcosy
f3:R2 SR (x,y) o eX +Y’ f4:R? 5 R (x,y) — arctanx +y
Loésung:
3x% +3yz 6x 3z 3y
Vfi(x,y,z) = [ 3y>+3xz |, Hf (x,y,2)=1| 3z 6y 3x
322 + 3xy 3y 3x 6z
o CosxXCosy [ —sinxcosy —cosxsiny
V2 (x,y) = <—sinxsiny> » He(y)= (—cosxsiny —sinxcosy)
[ 2xe< Y’ (26747 4 ax2eX Y’ 4xyex” +y’
Vs y) = (2ye"2+‘32> » Hrloy) = < 4xyex” +y’ 2+ 4 dyZex? +y?
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;2 _ sz . 0
Vfa(x,y) = <‘+f° ) , He,(x,y) = ( “8" ) 0)
Berechnen Sie die vollstdndige TAYLOR-Reihe von f; um den Punkt (0,0,0)!

Losung: Das ist natiirlich gerade f; selbst.

Berechnen Sie das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f; um den Punkt (1,0,0)!

Losung: f;(1+h,j, k) = (1 +h)3 +3j3 + k3 + 3(1 + h)jk = 1 4 3h + 3h? + 3jk+ Terme
vom Grad drei. Somit ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades gleich 1+ 3h + 3h? + 3jk.
Alternativ: Wir kennen bereits Gradient und HEsseE-Matrix von f;; an der Stelle (1,0, 0)
ist

3 6 0 0
V£i(1,0,0)= | 0 und H¢, (1,0,0)=10 0 3
0 0 30
Daher ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades gleich

3 h 1 6 0 0 h
f1(1,0,0)+ {0 | -] —l-z(hjk) 0 0 3 j
0 k 0 3 0 k

6h? + 3jk + 3kj
—1+43h+ +; 29 4304302 4 3ik.

m)Berechnen Sie das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f; bis f4 um den Nullpunkt!

Losung: fo(x,y) = sinxcosy hat als TAYLOR-Reihe natiirlich das Produkt der TAYLOR-
Reihen 3 5 5 A
inx —x— — 4+ % 1y Ly
s1nx—x—§+§—--- und cosy =1 2!—|-4!+ ;
das TAYLOR-Polynom zweiten Grades von f, ist daher x, denn alle sonstigen Terme des

Produkts haben hoheren Grad als zwei.

Genauso kénnen wir bei f3(x,y) = ex’+v” einfach x2 + y? in die TAYLOR-Reihe e* =
> fl—T: einsetzen und alle Terme vom Grad grofier zwei in x,y weglassen; das Ergebnis
ist 1+x? +y2.

Fiir f4(x) = arctanx + y miissen wir einfach y zum TAYLOR-Polynom des Arkustangens
addieren. Wegen

oo x2n+1 X3 x5
t — —1 n — % — — — — ..
arctanx nZO( ) . x 3 + 5

ergibt sich x +y als TAYLOR-Polynom zweiten Grades.

n) Richtig oder falsch: Sei D C R?. Falls fiir f € C'(D,R) iiberall grad f # 0 ist, kann

f(x,y) = 0 iiberall eindeutig nach y aufgelost werden.

Losung: Falsch: Fiir f(x,y) = x2+y? —1 etwa ist grad f(x,y) = (%;) auf D = R?~.{(0,0}
iiberall ungleich dem Nullvektor, aber in den Punkten (+1,0), wo die partielle Ableitung
nach y verschwindet, konnen wir die Kreisgleichung nicht eindeutig nach y auflésen:
Sowohl die positive als auch die negative Wurzel geben Auflsungen.

Richtig oder falsch: Die Gleichung a,x™ + an_1x™~ ' +--- + ap = 0 ist genau dann
in einer Umgebung von (ag,...an,x) € R**? eindeutig nach x auflésbar, wenn x eine
einfache Nullstelle des Polynoms anX™ + an_1 X" 4+ ... + ao ist.
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Losung: Richtig, denn die partielle Ableitung nach x ist gerade die Ableitung des Po-
lynoms P(x) = anx™ + ap_1x™ ' 4 --- 4+ ap, und die verschwindet genau dann in einer
Nullstelle x, wenn diese Nullstelle mehrfach ist. Fiir eine einfache Nullstelle (und nur
dafiir) gibt es also lokal eine eindeutige Auflésung — auch wenn diese fiir n > 4 nicht
durch elementare Funktionen ausgedriickt werden kann.

Bestimmen Sie fiir F(x,y) = xy — xsiny - cosy — 3x — 5 alle Punkte (x,y) € R?, fiir die
F(x,y) = 0 nicht eindeutig nach y aufgelést werden kann!

Loésung: Die partielle Ableitung nach y ist
Fy(x,y) =x— xcos?y + xsin’y = 2xsin? y ;

sie verschwindet genau dann, wenn x = 0 oder y ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. Da
F(0,y) = —5 ist, konnen wir den Fall x = 0 vergessen.

F(x,km) =km-x—3x—5=(km—3)x—5

> 3 ist; in den Punkten (%,kﬂi) mit ke Z

verschwindet genau dann, wenn x = .

ist die Gleichung also nicht nach y auflésbar.

Berechnen Sie fiir alle Punkte (xg,yo), in deren Umgebung f(x,y) = 0 eindeutig nach y
aufgelést werden kann, die Ableitung der Funktion f(x), fiir die dort F(x, f (x)) = ist.

Loésung: Nach der allgemeinen Formel ist

fx) = — Fx(x,v) _ 3—ytsinycosy
Fy(x,y) 2x sinzy



