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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 21. Juni 2006

a) Zeigen Sie: Eine n x n-Matrix A mit ganzzahligen Eintrdgen hat genau dann eine inverse
Matrix mit ganzzahligen Eintragen, wenn det A = +1 ist.

Losung: Falls A und A~' nur ganzzahlige Eintrige haben, sind det A und det A~' ganze
Zahlen und det A - det A~' = det E = 1. Dies ist nur méglich, falls det A = det A~! = +1
ist.

Umgekehrt sei det A = +1 und alle Eintrdge von A ganzzahlig. Der i-te Spaltenvektor
von A ist die Lésung des linearen Gleichungssystems AX = €;, wobei €; der i-te Einheits-
vektor ist. Nach der CRAMERschen Regel ist berechnen sich die Komponenten von X als
Quotienten zweier Determinanten, wobei im Nenner det A = +1 steht und im Zé&hler die
Determinante einer Matrix mit ganzzahligen Eintrégen, also eine ganze Zahl. Somit sind
alle Lésungen ganzzahlig und mithin auch alle Eintrdge von A~'.

b) Fiir die Vektorrdume [F}* sei eine Bilinearform FJ' x FJ' definiert durch die iibliche Formel

n
V-W = ) viw;. Welche Vektoren aus [F;* haben dann Produkt Null mit sich selbst?
i=1

n n

Losung: V-V = )_ vi2 = ) vj, da jedes der beiden Elemente von F, sein eigenes Quadrat
i=1 i=1

ist. Losungen sind also die Vektoren mit einer geraden Anzahl von Einsen unter ihren

Komponenten.

c) C? sei mit seinem Standard HERMITEschen Produkt ausgestattet. Berechnen Sie
1 i 1 1 1 i
. . d . !
OROORORERONY

Losung:

d) Richtig oder falsch: R?> mit dem Produkt (w) ® <W]> = viwy — vow; ist ein EU-
KLIDischer Vektorraum. V2 W2

Loésung: Falsch, denn das Produkt ist nicht symmetrisch.

e) Was andert sich, wenn man stattdessen |V ® w| als Produkt nimmt?

Losung: Jetzt ist es zwar symmetrisch, aber nicht mehr linear.



1)

g)

h)

7)

Welche der folgenden vier Vorschriften definiert ein Skalarprodukt auf R3 ?

N W (vi + 2v2) (w1 + 2wy) + 4vzws (

V; o W; . (vi + 2v2)(wq + 2w;) — dvsws (
) viws Fvows +vaw

vs Wa 1W2 + Vw3 + vawy E

Viwg + 2vowy + 3vzws +va (wy +ws) + (vi +v3)ws

Lésung: Die Bilinearitdt ist in allen Fallen trivial, symmetrisch sind (1), (2) und (4).
Positive Semidefinitheit ist klar bei (1), aber das Produkt ist nicht definit, da z.B.

-2 -2
116 1]1=0
0 0

ist. (2) ist nicht einmal positiv semidefinit, denn

1 1
1Tlol1]=01+22%-4.2-2=—7.
2 2
Was (4) betrifft, so ist
V1 V1
v | O v | = v% + 2\)% + 3\% + 2vy(v1 +v3).
V3 V3

Quadratische Ergdnzung macht daraus
(vi +v2)% + (v2 +v3)? + 2v3,

was nie negativ sein kann. Der Ausdruck verschwindet genau dann, wenn alle drei Quadrate
verschwinden, d.h.
vi=—Vvy, vy2=—v3 und v3;=0.

Das ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn alle Komponenten v; verschwinden. Damit
definiert (4) und nur (4) ein Skalarprodukt.

X1 X2

Richtig oder falsch: Die LoRENTZ-Form ‘i‘ : ‘iz = x1X2 + Y1yz2 + 2122 — 2ty ty
macht R* zum EukLIDischen Vektorraum.| *’ tz
1 2

Lésung: Falsch, denn sie ist offensichtlich nicht positiv definit. (Aber trotzdem niitzlich!)

Richtig oder falsch: (g) ® (Ccl) = ac+bd definiert ein HERMITEches Skalarprodukt auf C2.

Losung: Falsch, es ist nicht linear im ersten Argument: (1(1)) o) =(He@)=i-1,
aber 1 ((1) ® (})) =i{(1—-1) =1+1.

Driicken Sie fiir ein HERMITEsches Skalarprodukt das Produkt (iV) - (iw) aus durch v - w!
Losung: (V) - (iw) =i(V- (iw)) =ii(V- W) =V - W.

Gibt es ein HERMITEsches Skalarprodukt auf C™, das nur reelle Werte annimmt?

Losung: Natiirlich nicht; wegen der Linearitdt im ersten Argument kann jedes HERMI-
TEsche Skalarprodukt jede komplexe Zahl als Wert annehmen.



k) Zeigen Sie: Fiir zwei beliebige Vektoren vV, W eines EUKLIDischen Vektorraums V gilt:

)

[V+w| < [V|+ [W| . (Hinweis: Quadrieren Sie beide Seiten!)

Losung: Da Léangen von Vektoren nicht negativ sind, ist die zu beweisende Ungleichung
dquivalent zur entsprechenden Ungleichung mit beiden Seiten quadriert, also zur Unglei-

chung [V +w[* < ([v] + |W|)”. Da
[+ = F+W) - (F+W) = [§” + 20w + W]

und 5 5 5
(Bl +W))" = [¥I7 + 2 9] - W] + W],

ist diese aber dquivalent zu CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung.
Gilt diese Formel auch fiir HERMITEsche Vektorraume?
Lésung: Ja, denn zwar ist nun [V+w[> = [§]> + V- W + W - ¥ + |w|*, aber nach der

CAUCHY-ScHWARZschen Ungleichung kénnen wir jedes der beiden Produkte v - W und
W -V durch |V| - |[W| abschatzen.

m)Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des Untervektorraums x + 2y + 5z = 0 des R> mit

seinem Standardskalarprodukt.

Lésung: Zunidchst brauchen wir irgendeine Basis dieses Untervektorraums. Als Kern einer
surjektiven linearen Abbildung von R3 nach R ist er zweidimensional, und offensichtlich
sind die beiden Vektoren

. 2 5
b] = -1 und bz = 0
0 —1

zwei linear unabhéngige Elemente daraus.

Zur Konstruktion einer Orthogonalbasis nach GRAM-SCHMIDT setzen wir ¢; = by und
machen fiir ¢, einen Ansatz der Form ¢, = by + ACy.

G G —0 e A 227G

C1-Cq
B 5 2 2 2

by -G = 0l-[-1]=10 und & -Ci=|-1]|-|-1]=22+12=5.
-1 0 0 0
Somit ist A = —2 und
5 2 1
Cy = ol -21-1]=1[ 2

—1 0 —1

Dieser Vektor hat die Lange v/12 + 22 + 12 = v/4 = 2, und ¢ hat, wie wir bereits nach-
gerechnet haben, Lange /5. Daher bilden

1 1
— | -1 und = 2
V5 \ o 2\
eine der gesuchten Orthonormalbasen.
2
n) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von R3, die den Vektor = | 1 | enthalt!

3\2



Losung: Wir erginzen zu irgendeiner Basis des R®> und wenden darauf das GRAM-
ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren an. Zur Rechenersparnis empfiehlt es sich, die
neuen Basisvektoren gleich so zu wahlen, daf} sie auf dem gegebenen Vektor b; senkrecht
stehen, also im Untervektorraum 2x +y + 2z = 0 liegen, z.B.

1 1
62 = -2 und 63 = 0
0 —1

Dann sind b1 und bz berelts orthogonal zuemander wir mussen also nur noch einen
dritten Vektor 3 = b3 + )\b1 + ubz finden, der auf b1 und bz senkrecht steht, wobei wir
bereits wissen, daf b 3 auf b1 senkrecht steht:

_‘3~6’ = _’3 g] +7\51 -g1 —I—LL6251 =A=A=0
6 6 6 7\61-62+u6262:g3-62+u62-62,
o 1 1 L 1 1 1
b3-by = 0 —2]1=1T und by-bop=|-21]-|-2 :5:>u:—5
—1 0 0 0
Also ist g _15 _1 g 4 & l6+4+25 45 2
SO 18 C3 3 5 2 = 5 s mi1 C3-C3 = 725 25 5
Damit kennen wir auch alle Lédngen, und konnen nun leicht eine Orthonormalbasis hin-
. 2 1 1 V5 4
schreiben: |- | 1], —| -2, — 2
2/ Y5\ o 3\ s
. 2 . 2431
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von by = | 31 | und b, = | 4+ 31 | aufge-
6 6+1

spannten Untervektorraums von C> mit seinem iiblichen HERMITEschen Skalarprodukt!

Lésung: Um zundchst eine Orthogonalbasis zu bekommen, ersetzen wir b, durch eine
Linearkombination ¢, = bz + 7\b1, die auf b1 senkrecht steht. Also ist

62-61:62-61—1-)\61-61:0:})\:—1_).2‘1_).]
b1 - by
Hier ist
L 2431 2
by-by=(44+31|-|31 ]| =2+31)-24+4+31) - (-31)+(6+1)-6=49
6+1i 6
und
o 2 2
bi-by=|3i|-|3i]|=22+32+62=49.
6 6
Somit ist A = —1 und
. . 2431 2 31
Ca=by—br=[4+3i |- |3i]|=[4]| mit ¢;-&=32+4>+12=26.

6+1 6 i



p)

Damit bilden die beiden Vektoren

1 2 1 31
=1 3i und — | 4
7 6 V26 i

eine Orthonormalbasis des von by und b, erzeugten Untervektorraums.

Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des von 1 und e* aufgespannten Untervektorraums

1
von C°(R, R) mit dem Skalarprodukt (f, g) = Jf(x)g(x) dx!
0

1
Lésung: Wegen (1,1) = [ 12 dx = 1 hat 1 bereits die Lénge eins, wihrend
0

1
2 _
(e*, e*) = Jezx dx = & !
2
0

1
ist. Wegen (1, e¥) = [e*dx = e — 1 folgt
0

e*+A =, 1N+ 1NN=e—-T4+A=0&=A=1—¢,

d.h. der , Vektor” e* + 1 — e steht senkrecht auf 1. Seine Lange ist

2 _
(e*+1—e, e*+1—e) = (e*, e*)+(1—e, T—e)+2(e*, 1—e) = € 3 1+(]—€)2+2(]—€)-(€—1)
e —1 , er—1-2e*+4e—2 4de—e?-3
(e = . — S~ 0,22

als Orthonormalbasis kénnen wir also die Eins nehmen zusammen mit

eX+1—e V2(*+1—¢)

[4e—e?2—3 B Vde —e? -3
2




