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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 10. Mai 2006
©:V — W sei eine lineare Abbildung und {\7’1 Y ,\7}1} sei eine Teilmenge von V.
a) Richtig oder falsch: Ist {\7’1 yeen ,\")’n} linear unabhéngig, so auch {(p(\")ﬁ), . (p(\")’n)}.
Losung: Falsch; einfachstes Gegenbeispiel ist die Nullabbildung.
b) Richtig oder falsch: Ist {(p(\'f]), cen, (p(\')‘n)} linear unabhéngig, so auch {\')'1 yeon ,\')'n}.
Loésung: Richtig, denn ist Aqviy +--- + AV = 6, so ist wegen (9(6) — 0 auch
@ M1 4+ An¥n) = M @(F1) + -+ + An@(¥n) =0,

also miissen wegen der linearen Unabhéangigkeit der Bildvektoren alle A; verschwinden.

c) Richtig oder falsch: Betrachtet man C als R-Vektorraum, ist die komplexe Konjugation
eine lineare Abbildung C — C.

Lésung: Richtig, denn fiir reelle Zahlen A, und z,w € C ist
AM+uW=AZ+TW=A-Z+ T -W=AZ+ uw.

d) Richtig oder falsch: Betrachtet man C als C-Vektorraum, ist die komplexe Konjugation
eine lineare Abbildung C — C.

Losung: Falsch; beispielsweise ist fiir A =z =i zwar Az = i2=—1,aberz=1-1=+1.

e) Welche der folgenden Mengen sind linear unabhéngig?

1 2 3 1 1 1

M; = 21,131, 4 cR, M;= ol,12],(2 CR3,
3 4 5 0 0 3

Mj = {sint,t,t*} C C°(R,R), My = {e',e?',e*'} c C°(R,R),

Ms = {e*,e'"! "2} C C°(R,R), Mg = {e',sinht,cosht} C C°(R,R)

Loésung: Im Falle von M steigt der Eintrag bei jedem der drei Vektoren von Komponente
zu Komponente jeweils um eins an, daher ist

2 1 3 2 1
3|1—-2]=14]—-1|3|=|1
4 3 5 4 1
Das erste Gleichheitszeichen fiihrt zur nichttrivialen Darstellung des Nullvektors
2 1 3 .
213]—-12]|—-14]=0,
4 3 5

die drei Vektoren sind also linear abhéngig.
Im Fall von M, fiihrt die Gleichung
1 1 1 Ad+p+v
MO +ul2]+v]2]|=]| 2u+2v | =
0 0 3 3v 0

o o



1)

g)

h)

Y

(riickwérts) auf das lineare Gleichungssystem
3v=0, 2u+2v=0, A+u+v=0,

das offensichtlich nur die triviale Lésung A = p =+v = 0 hat; M ist also linear unabhéngig.

Da der Sinus kein Polynom ist, vermutet man, dal auch M3 linear unabhangig ist, d.h.
aus

Asint + pt+vt? =0 firalleteR
sollte folgen, dafl A = u =+v = 0 ist. Einsetzen von t = 7t zeigt, daf fiir so eine Darstellung
um + v = 0 sein miiBte, also p = —7rv. Fiir t = —m dagegen folgt —pm + vr? = 0 also
p = vm, und das kann nur fiir p = v = 0 beides gelten. Da der Sinus nicht identisch
verschwindet, mufl dann auch A = 0 sein, die drei Funktionen sind also linear unabhéngig.

Falls fiir Elemente A\, t,v € R und alle t € R

Aet + pe?t +vedt =0
ist, hat das kubische Polynom AX + puX? +vX3 unendlich viele Nullstellen, muf also das
Nullpolynom sein. Daher ist auch M4 linear unabhéngig.

Nach der Fundamentalgleichung der Exponentialgleichung ist eX*! = ee*; daher zeigt
bereits die Gleichung

die lineare Abhangigkeit von Ms.

t —t t —t

Die Definitionen sinht = % und cosht = % zeigen, dafi

sinht+ cosht =e', d.h. sinht+cosht—e'=0.

Somit ist auch Mg linear abhéngig.

Richtig oder falsch: Ist M ein Erzeugendensystem von V und ¢:V — W eine lineare
Abbildung, so ist 9(M) = {@(¥) | ¥ € M} ein Erzeugendensystem von Bild ¢.

Lésung: Richtig, denn zu jedem Vektor w € Bild ¢ gibt es ein Urbild v € V, das sich
nach Voraussetzung als Linearkombination
¥=Mb1 +---+Ab,
von Elementen aus M schreiben 1a8t. Dann ist aber
W= @) =@(A\ib1 +--+Arby) =M @(b1) + -+ +Aro(b,)

Linearkombination von Elementen aus ¢@(M).

Welche Dimension hat der Vektorraum aller reeller Polynome vom Grad héchstens n ?

Losung: Offensichtlich bilden die Polynome 1, X, X?, ..., X™ eine Basis; die Dimension ist
alson+1.

Welche Dimension hat der Untervektorraum W = {asin2 t+bcos’t+c | a,b,c € R}
von C°(R,R) ?

Losung: Wegen der Beziehung sin® t + cos? t = 1 ist offensichtlich eine der Erzeugenden
iiberfliissig: Beispielsweise 148t sich cos? t = 1 —sin” t durch die beiden anderen Erzeugen-
den ausdriicken, so daf} diese bereits zur Erzeugung von W ausreichen:

asin’t+bceos’t+c = (a—b)sin’t+ (c—b).

1 und sin’ t bilden eine Basis, denn wiren sie linear abhangig, miifite sin® t konstant sein.
Somit ist dimW = 2. (1 und cos? t bilden aus dhnlichen Griinden ebenfalls eine Basis,
ebenso sin® t und cos?t.)

Ergéanzen Sie die Menge { (1

1 ) } C R? zu einer Basis des R? !



7)

k)

D)

Losung: Da je zwei linear unabhingige Vektoren aus R? eine Basis bilden, geniigt es,
irgendeinen von (}) linear unabhéngigen Vektor dazuzunehmen, z.B. () oder ( ;).

Richtig oder falsch: Sind U, U, Untervektorrdume eines Vektorraums V, so gibt es Basen
B; von U; und B, von U,, so dafl By N B, eine Basis von U; N U, ist.

Losung: Richtig: Man wéhle eine Basis By von Uy N, und ergénze diese zu einer Basis
B; von U; und zu einer Basis B> von U,. Der Durchschnitt B N B, kann nicht gréfler sein
als By, denn er liegt in Uy N U,, wo jeder Vektor linear abhéngig ist von den Vektoren
aus By.

2 5 0
Richtig oder falsch: B = ol,l7],1 N ist eine Basis von R3 .
3 0 0

Losung: Da B aus drei Vektoren besteht, ist B genau dann eine Basis von R3, wenn diese
Vektoren linear unabhéngig sind. Ist

2 5 0 20+ 5
Aol +nl7]+v[11])=|70+11v
3 0 0 3A

der Nullvektor, so zeigt der dritte Eintrag, da A = 0 sein muf. Dann aber mufi wegen
der ersten Zeile auch p verschwinden, und dann wiederum zeigt die zweite Zeile, dal auch
v = 0 ist. Also sind die Vektoren linear unabhéngig und bilden somit eine Basis.

(Alternativ hitte man auch zeigen kénnen, da8 [B] = R3 ist, was fast genauso geht.)

Richtig oder falsch: Die Polynome x?,x? + x und x? + x + 1 bilden eine Basis des Vek-
torraums aller reeller Polynome vom Grad hochstens zwei.

Lésung: Der Vektorraum aller Polynome vom Grad héchstens zwei ist nach a) dreidimen-
sional; daher reicht es wieder, entweder zu zeigen, dafl die drei Polynome linear unabhéngig
sind, oder aber zu zeigen, daf sie ein Erzeugendensystem des Vektorraums bilden. Da ich
bei der vorigen Frage iiber die lineare Unabhéngigkeit argumentiert habe, zeige ich hier
— auch wenn es geringfiigig aufwendiger ist — letzteres.

Sei also ax? 4+ bx + c ein Polynom vom Grad hochstens zwei. Gesucht sind reelle Zahlen
A, 1,7V, so dafl

MW+ +x)+vE x4+ = A+ p+vIx? + (p+v)x+v=ax’*+bx+c
ist. Koeffizientenvergleich zeigt, dafl dies gilt fiir
v=c¢, pu=b—c und A=a—(b—c)J—c=a->.

2) als

Kiirzer geht es, wenn man beachtet, dafl die Elemente der ,iiblichen“ Basis (1, x,x

Linearkombinationen der drei hier angegebenen ausgedriickt werden konnen:

T=024+x+1)—(x*+x), x=x*+x)—x% x*=x2.

Damit enthilt das Erzeugnis der drei Polynome das Erzeugnis von {1,x,x?}, also den
gesamten Vektorraum.

m) Welche Dimension haben Kern und Bild der linearen Abbildung ¢:R* — R?, die den

X+y—z

Vektor mit Komponenten x,y, z, w auf (U T w

) abbildet?

Losung: Die Abbildung ist offensichtlich surjektiv, denn

X
0 [ x
¢ 0 C\w /)

—W



Also ist das Bild zweidimensional. Nach der Dimensionsformel ist
2 = dimBild ¢ = dimR* — dimKern ¢ =4 —dimKern ¢ ;
somit ist auch der Kern zweidimensional.
Wir hatten das auch direkt nachrechnen kénnen: Fiir einen Vektor aus dem Kern ist
x+y—2z=0 und y+z—w=0, also z=x4+y und w=y+z=x+2y,

so dafl der Kern genau aus den Vektoren der Form

A 1 0
H _ 0 1
A+ =A 1] TR
A 2p 1 2

besteht. Damit haben wir eine Basis des Kerns gefunden und sehen insbesondere, daf er
zweidimensional ist.

n) Berechnen Sie die folgenden Summen in F5:

p)

q)

0 1 1 1 1
U=|1]+(1]), v=[1]+|T1T]|+]|[T1], WwW=Uu+V+u
1 0 1 1 1
0 1 1 1
Losung: [ 1 |+ |1 ]|=|1+1)=1]0 und
1 0 1 1
1 1 1 1
T+ 1 ]+ 1T ]=0+1+1) =11
1

denn in I, ist 14141 = 1. SchlieBlich ist W =1 +V+ U=V + (i + 1) =V, denn in F}*
ist die Summe eines Vektors mit sich selbst stets der Nullvektor.

Finden Sie einen Vektor X € F5 mit V4 X = 1!

1 1 0
Lésung: [ 1 | +X=1(0 =—=X=|1],denninF, ist 14+1=0.
1 1 0
Bestimmen Sie Kern und Bild der linearen Abbildung (p:]Ff’ — ]Fzz, die den Vektor mit
a+b —_—
Komponenten a, b, c,d auf ct+d abbildet!

Losung: Die Abbildung ist offensichtlich surjektiv, denn setzt man b = d = 0, so erhélt
man den Vektor (¢), d.h. man kann fiir einen beliebigen Vektor aus F5 (mindestens) ein
Urbild finden.

Fiir einen Vektor aus dem Kern mufl a + b = 0 und c + d = O sein; fiir Elemente von [,
ist dies dquivalent dazu, dafl a = b und ¢ = d ist. Der Kern besteht also aus allen
Vektoren aus IF3, fiir die sowohl die ersten beiden als auch die letzten beiden Komponenten
iibereinstimmen.

1 1 0
Richtig oder falsch: Die Vektoren | 0 | ,| 1 | und | 1 | aus F5 sind linear unabhéngig.
1 0 1
1 1 0 1+1 .
Lésung: Falsch,denn | O |+ 1]+ |1 ] =]1+1] =0.
1 0 1 1+1

(Wiren die drei Vektoren als Elemente von R3 definiert, wdren sie linear unab-
hingig.)



