Wolfgang K. Seiler A5, Zimmer C201 Tel. 2515

Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 26. April 2006

Je nachdem, wie weit die Vorlesung kommt, können möglicherweise noch nicht alle dieser Aufgaben bearbeitet werden.

a) Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen: z_1 = i(1-i), z_2 = (3+i)(3-i), z_3 = (i+1)(i-1), z_4 = i^{2006}, z_5 = 5 + 2i 2 + 3i , z_6 = 4 + i 2 - i Lösung:

z_1 = i(1 - i) = i · 1 - i · i = i - (-1) = 1 + i z_2 = (3 + i)(3 - i) = 3^2 - i^2 = 9 - (-1) = 10 z_3 = (i + 1)(i - 1) = i^2 - 1^2 = -1 - 1 = -2 z_4 = i^{2006} = (i^2)^{1003} = (-1)^{1003} = -1 z_5 = 5 + 2i 2 + 3i = (5 + 2i)(2 - 3i) (2 + 3i)(2 - 3i) = 10 - 2 · (-3) - 15i + 4i 2^2 + 3^2 = 16 13 - 11 13 i z_6 = 4 + i 2 - i = (4 + i)(2 + i) (2 - i)(2 + i) = 8 - 1 + 4i + 2i 2^2 + 1^2 = 7 5 + 6 5 i

b) Berechnen Sie für z = √ 3 + i die Potenzen z^2, z^3, z^4, z^{16}, z^{256} und z^{2006} sowie den Betrag!

Lösung:

z^2 = ( √ 3 + i)^2 = ( √ 3)^2 + i^2 + 2 √ 3 i = 2 + 2 √ 3 i z^3 = z^2 · z = (2 + 2 √ 3 i)( √ 3 + i) = 2 √ 3 - 2 √ 3 + 2i + 2 √ 3 √ 3 i = 8i z^4 = z^3 · z = 8i · ( √ 3 + i) = 8 √ 3 i - 8i^2 = -8 + 8 √ 3 i z^{16} = z^{15} · z = (z^3)^5 · z = (8i)^5 · ( √ 3 + i) = 8^5i^5 · ( √ 3 + i) = -2^{15} + 2^{15} √ 3 i z^{256} = z^{255} · z = (z^3)^{85} = (8i)^{85} · ( √ 3 + i) = 2^{255}i · ( √ 3 + i) = -2^{255} + 2^{255} √ 3 i z^{2006} = z^(3 · 668 + 2) = (z^3)^{668} · z^2 = (8i)^{668} · (2 + 2 √ 3 i) = 2^{2004} · i^{668}(2 + 2 √ 3 i) = 2^{2005} + 2^{2005} √ 3 i , mit 2^{2005} = 367401822487761447754506624376858234887141664668382464152845675784245203645558500434131

035621282006373902708684475988087503078067476177706056298033973329019325215965264999296 002204093274368143588572566368203155983301169483668442764631414483329492332706895988986 119676188622814737994597278515725510305064580301340508750267217927614351385324988482991 284801372808693461202657670426023156100133636057226615061116785268538006469695546892934 911530186404930846188486694145775864907486950525312262263093217864817217361867923249690 7161165421825744285288825084244005613936921626330968666174894520389915236768940032 |z| = √ zz = √ ( √ 3 + i)( √ 3 - i) = √( √ 3 )_2 - i^2 = √ 3 + 1 = 2

c) Finden Sie eine komplexe Zahl z ∈ C ∖ R mit z^3 = -1 !

Lösung: Aus der vorigen Aufgabe wissen wir, daß für z_0 = √ 3 + i gilt z^3_0 = 8i, also (z^2_0)^3 = z^6_0 = -64 = -4^3. Somit hat^1_4 z^2_0 =^{2+2√3 i}_4 =^1_2 +^{√3}_2 i dritte Potenz -1.

d) Finden Sie eine komplexe Zahl z ∈ C ∖ R mit z^3 = 1 !

Lösung: Da (-z)^3 = -z^3 für jede komplexe Zahl z, können wir einfach z = -^1_2 -^{√3}_2 i setzen.

e) Zeigen Sie: Für eine komplexe Zahl vom Betrag eins ist 1 z = z !

Lösung: z · z = |z|^2 = 1^2 = 1

f) Richtig oder falsch: Für alle z, w ∈ C ist z + w = z + w.

Lösung: Richtig, denn für z = x + iy und w = u + iv ist

z + w = (x + u) + i(y + v) = (x + u) - i(y + v) = (x - iy) + (u - iv) = z + w .

g) Richtig oder falsch: Für alle z, w ∈ C ist zw = z · w.

Lösung: Richtig, denn für z = x + iy und w = u + iv ist zw = (xu - yv) + i(xv + yu) = (xu - yv) - i(xv + yu) und auch z · w = (x - iy)(u - iv) = (xu - yv) - i(xv + yu) .

h) Bestimmen Sie für f(z) = n∑ k=0 z^k Realteil und Imaginärteil von f(ix) für x ∈ R !

Lösung: Für gerade k = 2ℓ ist (ix)^k = i^kx^k = (-1)^ℓx^k, für ungerade k = 2ℓ + 1 ist (ix)^k = i^kx^k = i · (-1)^ℓx^k. Somit ist f(ix) = [n/2]∑

ℓ=0 (-1)^ℓx^{2ℓ} + i [(n-1)/2] ∑ ℓ=0 (-1)^ℓx^{2ℓ+1} .

i) Welche der folgenden Mengen sind, mit der üblichen Addition und Multiplikation komplexer Zahlen bzw. reeller Funktionen, Körper? k_1 = N_0 , k_2 = R ∖ Q , k_3 = { x ∈ R | x ≥ 0 } , k_4 = { f: R ) R | f(x) ≠ 0 für alle x } , k_5 = { a + bi | a, b ∈ Q } , k_6 = { a + b √ 2 | a, b ∈ Q } , k_7 = { a + b^3 √ 3 | a, b ∈ Q }

Lösung: k_1 ist kein Körper, da beispielsweise das Element zwei weder ein additives noch ein multiplikatives Inverses hat. k_2 ist schon deshalb keiner, weil die Null und die Eins beide rational sind; in k_3 gibt es keine additiven Inversen. Auch k_4 ist schon deshalb kein Körper, weil diese Menge kein Nullelement enthält.

k_5 ist ein Körper, denn (a + bi) ± (c + di) = (a ± c) + (b ± d)i und (a + bi)(c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i liegen wieder in k_5, genau wie für (a, b) ≠ (0, 0) auch 1 a + bi = a - bi (a + bi)(a - bi) = a - bi a^2 + b^2 = a a^2 + b^2 - bi a^2 + b^2 . Aus demselben Grund ist auch k_6 ein Körper: (a+b √ 2)±(c+d √ 2) = (a±c)+(b±d) √ 2 und (a + b √ 2)(c + d √ 2) = (ac + 2bd) + (ad + bc) √ 2 liegen wieder in k_6, genau wie für (a, b) ≠ (0, 0) auch 1 a + b √ 2 = a - b √ 2 (a + b √ 2)(a - b √ 2) = a - b √ 2 a^2 - 2b^2 = a a^2 - 2b^2 - b √ 2 a^2 - 2b^2 , denn wegen der Irrationalität von √ 2 kann der Nenner dann nicht verschwinden.

k_7 schließlich ist kein Körper, denn beispielsweise liegt^3 √ 3 ·^3 √ 3 nicht in k_7. (Das ist allerdings schon im wesentlichen die einzige Ausnahme:

k_8 = { a + b^3 √ 3 + c (_3√ 3 )_2 | | a, b, c ∈ Q } ist ein Körper!)

j) Richtig oder falsch: Ist k ein Körper, so wird auch k×k mit der Addition (x, y)+(u, v) = (x + u, y + v) und der Multiplikation (x, y)(u, v) = (xu, yv) zum Körper.

Lösung: Falsch, denn beispielsweise haben (1, 0) und (0, 1) keine multiplikativen Inversen.

k) Welche der folgenden Mengen sind R -Vektorräume?

V_1 = x x + y y | | x, y ∈ R , V_2 = x x + 1 x + 2 | | x ∈ R ,

V_3 = x y z ∈ R^3 | | x^2 + y^2 + z^2 = 1 , V_4 = |( x y ) ∈ R^2 | | xy = 0 ‖ , V_5 = { f ∈ C^1(R , R ) | f^′(2) = 0 } , V_6 = { f ∈ C^1(R , R ) | f^′(2) = 2 } (C^1(R , R ) ist die Menge aller stetig differenzierbarer Funktionen von R nach R .)

Lösung: siehe Übungen der nächsten Woche!

l) Richtig oder falsch: Ist k ein Körper und V ein k-Vektorraum, so wird auch V×V zu einem k-Vektorraum mit Vektorraddition (⃗u,⃗v)+(⃗w,⃗z) = (⃗u+ ⃗w,⃗v+⃗z) und Skalarmultiplikation λ(⃗u,⃗v) = (λ⃗u, λ⃗v). Lösung: siehe übungen der nächsten Woche!