107 HÈohere Mathematik II WS 1999

b) Forderungen an eine allgemeinere Determinante

Wir mÈochten gerne fÈur beliebige endlichdimensionale VektorrÈaume V eine Determinantenfunktion nach Art des vorigen Abschnitts deőnieren, d.h. wir suchen fÈur einen n-dimensionalen Vektorraum V eine Abbildung det: V × · · · × V n mal → k; (⃗v_1, . . . , ⃗v_n) → det(⃗v_1, . . . , ⃗v_n) mit den Eigenschaften (D1) det(⃗v_1, . . . , ⃗v_n) Èandert ihr Vorzeichen, nicht aber ihren Betrag, wenn irgendwelche zwei ihrer Argumente miteinander vertauscht werden.

(D2) det(⃗v_1, . . . , ⃗v_n) ist linear in jedem ihrer n Argumente. (D3) det(⃗v_1, . . . , ⃗v_n) = 0 genau dann, wenn ⃗v_1, . . . , ⃗v_n linear abhÈangig sind.

Um zu zeigen, daû es eine solche Abbildung auch tatsÈachlich gibt, folgen wir einer auch sonst bei Existenzbeiweisen oftmals nÈutzlichen Strategie: Wir nehmen an, wir hÈatten eine Funktion det mit den Eigenschaften (D1) bis (D3), und versuchen dann, die Funktion aufgrund dieser Eigenschaften mÈoglichst explizit auszurechnen. Dies wird auf eine Formel fÈur det fÈuhren, die wir dann als Deőnition nehmen kÈonnen, wenn wir nachgewiesen haben, daû sie (D1) bis (D3) erfÈullt.

Wir nehmen also an, wir hÈatten eine Funktion det mit den Eigenschaften (D1) bis (D3). Zu ihrer genaueren Untersuchung wÈahlen wir zunÈachst eine Basis {⃗e_1, . . . , ⃗e_n} von V ; nach Eigenschaft (D3) ist dann det(⃗e_1, . . . , ⃗e_n) ≠ 0. ÈUber den genauen Wert kÈonnen uns die drei Bedingungen nichts sagen, denn mit det erfÈullt offensichtlich auch jedes skalare Vielfache λ · det mit λ ≠ 0 die Forderungen (D1) bis (D3).

Wir betrachten nun n beliebige Vektoren ⃗v_1, . . . , ⃗v_n und schreiben diese bezÈuglich der Basis {⃗e_1, . . . , ⃗e_n} als Linearkombinationen ⃗v_i = n∑ j=1 a_{ij}⃗e_j der gewÈahlten Basisvektoren.

Kap. 1: Lineare Algebra 108

Sukzessive Anwendung der LinearitÈatsregel (D2) auf die n Argumente von det fÈuhrt auf

det(⃗v_1, . . . , ⃗v_n) = det (^n∑ j_1=1 a_{1j1}⃗e_{j1} , ⃗v_2, . . . , ⃗v_n )

=_{(D2)} n∑ j_1=1

a_{1j1} det(⃗e_{j1} , ⃗v_2, . . . , ⃗v_n) .

= n∑ j_1=1

a_{1j1} det ( ⃗e_{j1} , n∑ j_2=1 a_{2j2}⃗e_{j2} , ⃗v_3, . . . , ⃗v_n )

=_{(D2)} n∑ j_1=1 n∑ j_2=1

a_{1j1} a_{2j2} det(⃗e_{j1} , ⃗e_{j2} , ⃗v_3, . . . , ⃗v_n) . . = n∑ j_1=1 n∑ j_2=1 · · · n∑ j_n=1 a_{1j1} a_{2j2} · · · · · a_{njn} det(⃗e_{j1} , · · · , ⃗e_{jn} ) . Um dies noch weiter ausrechnen zu kÈonnen, mÈussen wir die Vektoren⃗e_{jν} in jedem der Summanden in die natÈurliche Reihenfolge bringen; dabei hilft die Regel (D1). Eine ganze Reihe von Summanden kÈonnen wir allerdings gleich von vornherein auûer Acht lassen, denn nach (D3) ist det(⃗e_{j1} , · · · , ⃗e_{jn} ) = 0 , wenn (mindestens) zwei der ⃗e_{jν} Èubereinstimmen: Falls ⃗e_{jν} und ⃗e_{jμ} Èubereinstimmen, ist ⃗e_{jν} − e_{jμ} = ⃗0 eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors. Ein von Null verschiedener Wert ist also nur mÈoglich, wenn {j_1, . . . , j_n} = {1, . . . , n} ist, wenn also die Abbildung π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n}; ν → j_ν bijektiv ist.

Unsere nÈachste Aufgabe wird daher sein, solche Abbildungen zu studieren und sie auf Vertauschungen zweier Elemente zurÈuckzufÈuhren, so daû wir schlieûlich die Summanden mittels (D1) auf det(⃗e_1, . . . , ⃗e_n) zurÈuckfÈuhren kÈonnen.

109 HÈohere Mathematik II WS 1999

c) Permutationen

Deőnition: a) Eine Permutation ist eine bijektive Abbildung π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n} . b) Eine Transposition ist eine Permutation τ, die zwei Elemente von {1, . . . , n} vertauscht und den Rest festlÈaût. Sind i, j die beiden Elemente, die von τ vertauscht werden, so schreiben wir kurz τ = (i j).

c) Die Menge aller Permutationen π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n} wird als symmetrische Gruppe S_n bezeichnet.

Das Wort Gruppe kennen wir bereits aus den Deőnitionen von VektorrÈaumen, wo es zumindest am Rande aufgetaucht ist; es wird langsam Zeit, es wirklich zu deőnieren. Intuitiv versteht man unter einer Gruppe eine Struktur, deren Elemente sich so miteinander verknÈupfen lassen, daû die žÈublichenł Rechenregeln gelten ś mit Ausnahme, eventuell, des Kommutativgesetzes, denn dieses gilt ja beispielsweise schon bei der Matrixmultiplikation nicht mehr. Die exakte Deőnition ist die folgende:

Deőnition: Eine Gruppe (G, ∘) besteht aus einer Menge G mit einer inneren VerknÈupfung ∘: G × G → G, fÈur die gilt: 1. g ∘ (h ∘ k) = (g ∘ h) ∘ k fÈur alle g, h, k ∈ G 2. Es gibt ein Neutralelement e ∈ G, so daû fÈur alle g ∈ G gilt e ∘ g = g ∘ e = g. 3. Zu jedem Element g ∈ G gibt es ein inverses Element g^′ ∈ g, so daû g ∘ g^′ = g^′ ∘ g = e ist.

Die Gruppe heiût kommutativ oder abelsch, wenn zusÈatzlich gilt 4. g ∘ h = h ∘ g fÈur alle g, h ∈ G.

In diesem Sinne bilden beispielsweise die ganzen Zahlen mit der Addition als VerknÈupfung eine Gruppe, sogar eine abelsche Gruppe, nicht aber die natÈurlichen Zahlen, denn es gibt beispielsweise keine natÈurliche Zahl n, so daû n + 2 = 0 ist, und auch die Null liegt zumindest nach der in dieser Vorlesung zugrundegelegten Konvention nicht in N. Entsprechend bilden die ganzen Zahlen bezÈuglich der Multiplikation keine Gruppe, da die Gleichung 5x = 1 in Z nicht lÈosbar ist, aber die

Kap. 1: Lineare Algebra 110

positiven rationalen Zahlen bilden eine multiplikative Gruppe. Die rationalen Zahlen bilden keine, da 0x = 1 unlÈosbar ist, aber die rationalen Zahlen ohne Null sind eine multiplikative Gruppe, genauso auch die invertierbaren n × n-Matrizen.

Kommutative Gruppen werden meist als abelsch bezeichnet zu Ehren des norwegischen Mathematikers NILS HENRIK ABEL (1802ś1829), der bei seinen Untersuchungen Èuber Integrale algebraischer Funktionen auf solche Gruppen stieû. Diese heute nach ihm benannten abelschen Integrale treten beispielsweise auf bei der Berechnung der BogenlÈange auf einer Ellipse; die von ABEL gefundenen Gruppen spielen heute eine wichtige Rolle in der Kryptographie. 1824 bewies er mit Hilfe von Permutationen (die, wie wir gleich sehen werden, nichtabelsche Gruppen bilden), daû Gleichungen fÈunften Grades im allgemeinen nicht durch WurzelausdrÈucke gelÈost werden kÈonnen.

Da wir die Menge aller Permutationen als symmetrische Gruppe bezeichnen, sollten auch diese eine Gruppe bilden.

Die Gruppenoperation ist natÈurlich die HintereinanderausfÈuhrung von Abbildungen, das Produkt zweier Permutationen π und ω ist also die Abbildung π ∘ ω, die eine Zahl i abbildet auf (π ∘ ω)(i) = π ( ω(i) ) . Die AssoziativitÈat der VerknÈupfung ist, wie stets bei der HintereinanderausfÈuhrung von Abbildungen, klar; Einselement ist die identische Permutation, und Inverse gibt es, da eine Permutation nach Deőnition bijektiv ist und somit eine Umkehrabbildung hat. Speziell fÈur Transpositionen ist die Bestimmung dieser Umkehrabbildung besonders einfach: Da eine Transposition nicht anderes tut, als zwei Elemente miteinander zu vertauschen, macht sie sich selbst rÈuckgÈangig und ist somit ihr eigenes Inverses.

Wie meist bei der HintereinanderausfÈuhrung von Abbildungen ist auch bei Permutationen das Kommutativgesetz nicht erfÈullt; beispielsweise ist (1 2) ∘ (1 3) = ( 1 2 3 3 1 2 ) und (1 3) ∘ (1 2) = ( 1 2 3 2 3 1 ) ,

111 HÈohere Mathematik II WS 1999

wobei die Matrixdarstellung einer Permutation einfach bedeuten soll, daû jedes Element aus der ersten Zeile auf das darunterstehende abgebildet wird. (Multiplizieren kann man zwei solche Matrizen natÈurlich nicht; es geht hier nicht um eine Abbildungsmatrix, sondern einfach um eine in Matrixform hingeschriebene Tabelle.)

Aus der Matrixdarstellung ( 1 2 . . . n π(1) π(2) . . . π(n) )

einer Permutation lÈaût sich leicht die Anzahl mÈoglicher Permutationen von n Elementen ablesen: FÈullen wir die untere Zeile von links aus systematisch auf, so gibt es fÈur π(1) noch die volle Auswahl unter allen n Elementen, fÈur π(2) kommen alle Elemente in Frage auûer π(1), also nur noch n − 1 StÈuck, fÈur π(3) gibt es entsprechend nur noch n − 2, bis es schlieûlich bei π(n) Èuberhaupt nichts mehr zu wÈahlen gibt, denn π(n) ist die einzige Zahl, die bis dahin noch nicht in der zweiten Zeile der Matrix steht. Insgesamt gibt es also n · (n − 1) · · · · · 2 · 1 = n! Permutationen von {1, . . . , n}, die symmetrische Gruppe S_n enthÈalt somit n! Elemente.

FÈur die Anwendung von Regel (D1) auf die weitere Berechnung von Determinanten ist der folgende Satz wichtig:

Satz: Jede Permutation π kann als Produkt π = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r von Transpositionen geschrieben werden.

Beweis: Da es sich hier um eine Mathematikvorlesung fÈur (technische) Informatiker handelt, mÈochte ich sowohl einen mathematischen als auch einen informatischen Beweis geben.

Der einfachste mathematische Beweis benutzt vollstÈandige Induktion nach der Elementanzahl n der zu permutierenden Menge. FÈur n = 1 gibt es keine Permutation auûer der IdentitÈat, die man als leeres Produkt von Transpositionen betrachten kann; da aber nicht jeder diese Art von

Kap. 1: Lineare Algebra 112

logischen Taschenspielertricks liebt, betrachten wir zur Vorsicht auch noch den Fall n = 2 als weitere Verankerung der Induktion.

Hier gibt es genau zwei Permutationen: Die IdentitÈat, die alles festlÈaût, und die Vertauschung der beiden Elemente. Letzere ist eine Transposition, erstere kann wieder als leeres Produkt von Transpositionen betrachtet werden oder, falls man das nicht mÈochte, als Quadrat der Vertauschung, denn nach zweimaligem Vertauschen ist wieder alles beim alten.

Beim Induktionsschritt nehmen wir an, wir hÈatten den Satz fÈur Permutationen (n − 1)-elementiger Mengen bewiesen und betrachten nun eine Permutation π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n} . FÈur diese gibt es ein Element i ∈ {1, . . . , n}, so daû π(i) = n ist, denn π ist ja bijektiv. Die Permutation π^′ = π ∘ (i n) bildet n ab auf

π^′(n) = ( π ∘ (i n) ) (n) = π ( (i n)(n) ) = π(i) = n ,

d.h. n bleibt fest. Da π^′ bijektiv ist, muû es daher auch die Menge {1, . . . , n − 1} auf sich selbst abbilden; wenn wir n ignorieren, kÈonnen wir π^′ daher auch als eine Permutation von {1, . . . , n − 1} auffassen. Von der wissen wir, daû sie als Produkt π^′ = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r von Transpositionen darstellbar ist. Wegen π^′ = π ∘ (i n) und weil Transpositionen zu sich selbst invers sind, ist damit auch

π = π^′ ∘ (i n) = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r ∘ (i n)

als Produkt von Transpositionen darstellbar, und damit ist der Satz einmal bewiesen.

Zum zweiten Beweis auf Grundlage der Informatik beachten wir, daû jeder gÈangige Sortieralgorithmus, der auf Vertauschungen der Elemente beruht (und das tut fast jeder) ein konstruktives Verfahren liefert, um

113 HÈohere Mathematik II WS 1999

Permutationen als Produkte von Transpositionen zu schreiben: Soll etwa π zerlegt werden, so sortiere man durch fortgesetztes Vertauschungen zweier Zahlen die Folge π(1), π(2), π(3), . . . , π(n − 1), π(n) der GrÈoûe nach; die erste angewandte Transposition sei τ_1, die letzte τ_n. Da die sortierte Folge der π(i) gerade gleich der Folge 1, . . . , n ist, ist daher fÈur jedes i (τ_r ∘ · · · ∘ τ_1 ∘ π)(i) = i , d.h.

τ_r ∘ · · · ∘ τ_1 ∘ π = IdentitÈat .

Multipliziert man beide Seiten von links mit τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r, so folgt π = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r , denn (τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r) ∘ (τ_r ∘ · · · ∘ τ_1) = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_{r−1} ∘ (τ_r ∘ τ_r) ∘ τ_{r−1} ∘ · · · ∘ τ_1 = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_{r−2} ∘ (τ_{r−1} ∘ τ_{r−1}) ∘ τ_{r−2} ∘ · · · ∘ τ_1 = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_{r−3} ∘ (τ_{r−2} ∘ τ_{r−2}) ∘ τ_{r−3} · · · ∘ τ_1 = · · · = τ_1 ∘ (τ_2 ∘ τ_2) ∘ τ_1 = τ_1 ∘ τ_1 = IdentitÈat , Also ist π als Produkt der Transpositionen τ_1 bis τ_r darstellbar.

Ein Leser, der bereits mit den gebrÈauchlichen Sortierverfahren vertraut ist, wird unschwer erkennen, daû der žmathematischeł Beweis ein Spezialfall des informatischen ist, wobei als Sortierverfahren ein relativ einfaches O(n^2)-Verfahren benutzt wurde ś das aber zumindest fÈur einstellige n den meisten žbesserenł Sortierverfahren Èuberlegen sein dÈurfte; die beiden Beweise unterscheiden sich also nicht sonderlich. Die Anzahl n der benÈotigten Vertauschungen hÈangt natÈurlich von der Efőziens des gewÈahlten Sortierverfahrens ab; die Darstellung von π als Produkt von Transpositionen ist also alles andere als eindeutig. Da wir fÈur die Determinantenberechnung vor allem wissen mÈussen, ob die Abzahl der Vertauschungen gerade oder ungerade ist, wollen wir uns

Kap. 1: Lineare Algebra 114

als nÈachstes davon Èuberzeugen, daû wenigstens die ParitÈat der Anzahl r der benÈotigten Transpositionen eindeutig bestimmt ist, d.h. r ist fÈur gegebenes π entweder immer gerade oder immer ungerade. Dazu deőnieren wir fÈur jede Permutation π ∈ S_n ein Vorzeichen:

Deőnition: Das Vorzeichen der Permutation π ∈ S_n ist die Zahl

ε(π) =_{def} ∏ {i,j}⊂{1,...,n} π(j) − π(i) j − i , wobei das Produkt Èuber die sÈamtlichen zweielementigen Teilmengen von {1, . . . , n} genommen wird.

ε(π) ist wirklich ein Vorzeichen, das heiût gleich ±1, denn |ε(π)| = ∏ {i,j}⊂{1,...,n} |π(j) − π(i)| ∏ {i,j}⊂{1,...,n} |j − i| = 1 ,

weil mit {i, j} wegen der BijektivitÈat von π auch {π(i), π(j)} die sÈamtlichen zweielementigen Teilmengen von {1, . . . , n} durchlÈauft, so daû im ZÈahler und Nenner bis auf Reihenfolge genau dieselben Faktoren stehen.

FÈur eine Transposition τ = (k ℓ) ist τ(j) − τ(i) j − i = j − i j − i = 1 falls {i, j} ∩ {k, l} = ∅ , da (k ℓ) alle Zahlen auûer k und ℓ festlÈaût. Die Zahlen k und ℓ werden vertauscht, daher ist τ(k) − τ(ℓ) k − ℓ = ℓ − k k − ℓ = −1 .

Bleibt noch der Fall, daû eine der beiden Zahlen i oder j gleich k oder ℓ ist; da wir zweielementige Mengen betrachten und {i, j} = {j, i} ist, kÈonnen wir vereinbaren, daû diese Zahl i sein soll. Ist i = k, so ist das Produkt der Terme fÈur {k, j} und {ℓ, j} gleich τ(k) − τ(j) k − j · τ(ℓ) − τ(j) ℓ − j = ℓ − j k − j · k − j ℓ − j = +1 ;

und genau entsprechend kann man auch fÈur i = ℓ argumentieren.

115 HÈohere Mathematik II WS 1999

Bildet man daher das Produkt Èuber alle zweielementigen Teilmengen von {1, . . . , n}, so erhÈalt man ε(τ) = −1 und damit das

Lemma: Das Vorzeichen einer Transposition ist −1.

Der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen und der Transpositionsdarstellung einer Permutation ergibt sich aus

Lemma: FÈur zwei Permutationen π, π^′ ∈ S_n ist

ε(π ∘ π^′) = ε(π) · ε(π^′) .

Beweis: Nach Deőnition ist ε(π ∘ π^′) = ∏ {i,j}⊂{1,...,n} (π ∘ π^′)(j) − (π ∘ π^′)(i) j − i = ∏ {i,j}⊂{1,...,n} π ( π^′(j) ) − π ( π^′(i) ) j − i . Nach Erweiterung mit ∏ {i,j}⊂{1,...,n} π^′(j) − π^′(i) π^′(j) − π^′(i) und Umordnung wird dies zu ε(π ∘ π^′) = ∏ {i,j} π ( π^′(j) ) − π ( π^′(i) ) π^′(j) − π^′(i) · ∏ {i,j} π^′(j) − π^′(i) j − i . Das zweite dieser Produkte ist natÈurlich ε(π^′), und das erste ist ε(π), da mit {i, j} auch {π^′(i), π^′(j)} die sÈamtlichen zweielementigen Teilmengen von {1, . . . , n} durchlÈauft.

Sind nun π = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r = σ_1 ∘ · · · ∘ σ_s

Kap. 1: Lineare Algebra 116

zwei Darstellungen einer Permutation π als Produkt von Transpositionen, so ist nach den gerade bewiesenen Lemmata einerseits ε(π) = r∏ i=1 ε(τ_i) = (−1)^r,

andererseits aber auch ε(π) = s∏ i=1 ε(σ_i) = (−1)^s,

also muû (−1)^r = (−1)^s sein und damit r, s entweder beide gerade oder beide ungerade.

Deőnition: Eine Permutation π ∈ S_n heiût gerade, wenn sie als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen geschrieben werden kann, ansonsten heiût sie ungerade.

Das Vorzeichen ε(π) von π ist also +1 fÈur gerades π und −1 fÈur ungerades.

d) Existenz von Determinanten

Nach diesem Einschub Èuber Permutationen und Transpositionen haben wir das nÈotige RÈustzeug, um die Rechnung aus Abschnitt b) zu Ende zu fÈuhren:

Da die Determinante bei jeder Vertauschung zweier Elemente ihr Vorzeichen wechselt, folgt sofort aus den obigen Betrachtungen, daû fÈur jede Permutation π ∈ S_n gilt det ( ⃗e_{π(1)}, . . . , ⃗e_{π(n)} ) = { + det(⃗e_1, . . . , ⃗e_n) falls π gerade − det(⃗e_1, . . . , ⃗e_n) falls π ungerade ,

d.h. det ( ⃗e_{π(1)}, . . . , ⃗e_{π(n)} ) = ε(π) · det(⃗e_1, . . . , ⃗e_n). Wenn wir die Rechnung aus Abschnitt b) fortfÈuhren, erhalten wir daher det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) = ∑ π∈Sn^{a1π(1) · · · anπ(n) · det} ( ⃗e_{π(1)}, . . . , ⃗e_{π(n)} )

= ( ∑ π∈Sn^{ε(π)a1π(1) · · · anπ(n)} ) · det ( ⃗e_1, . . . , ⃗e_n ) .

117 HÈohere Mathematik II WS 1999

Somit ist det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) eindeutig bestimmt bis auf den Wert von det ( ⃗e_1, . . . , ⃗e_n ) ; falls es Èuberhaupt Determinanten gibt, mÈussen sie also so aussehen. Wir deőnieren daher

Deőnition: Die Determinante von n Vektoren

⃗v_1 = a_{11}⃗e_1 + · · · + a_{1n}⃗e_n, . . . , ⃗v_n = a_{n1}⃗e_1 + · · · + a_{nn}⃗e_n des n-dimensionalen Vektorraums V bezÈuglich der Basis ⃗e_1, . . . , ⃗e_n ist det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) = ∑ π∈Sn^{ε(π)a1π(1) · · · anπ(n) .} Insbesondere ist also det(⃗e_1, . . . , ⃗e_n) = 1.

Satz: Die so deőnierte Determinante hat die Eigenschaften (D1) bis (D3).

Beweis: Beginnen wir mit (D1), d.h. die Determinante wechselt ihr Vorzeichen, wenn zwei der Argumente vertauscht werden. Vertauscht man etwa die Argumente ⃗v_i und ⃗v_j , so werden anstelle der Summanden ε(π) a_{1π(1)} · · · a_{iπ(i)} · · · a_{jπ(j)} · · · a_{nπ(n)} die Summanden ε(π) b_{1π(1)} · · · b_{jπ(j)} · · · b_{iπ(i)} · · · b_{nπ(n)} aufaddiert, wobei b_{kℓ} = a_{kℓ} falls k ≠ i, j a_{jℓ} falls k = i a_{iℓ} falls k = j ist. Die Summanden sind also ε(π) a_{1π(1)} · · · a_{jπ(i)} · · · a_{iπ(j)} · · · a_{nπ(n)} = ε(π) a_{1π(1)} · · · a_{iπ(j)} · · · a_{jπ(i)} · · · a_{nπ(n)} = ε(π) a_{1π}0_{(1)} · · · a_{iπ}0_{(i)} · · · a_{jπ}0_{(j)} · · · a_{nπ}0_{(n)} mit π^′(k) = { π(k) falls k ≠ i, j π(j) falls k = i π(i) falls k = j ,

Kap. 1: Lineare Algebra 118

d.h. π^′ = π ∘ (i j). Als Produkt von Transpositionen geschrieben hat π^′ also einen Faktor mehr als π; falls π ungerade war, ist daher π^′ gerade, und umgekehrt. Somit ist ε(π^′) = −ε(π) und damit lassen sich die Summanden auch schreiben als −ε(π^′) a_{1π}0_{(1)} · · · a_{iπ}0_{(i)} · · · a_{jπ}0_{(j)} · · · a_{nπ}0_{(n)} .

Summiert man Èuber alle π^′ ∈ S_n, ist also det(⃗v_1, . . . , ⃗v_j , . . . , ⃗v_i, . . . , ⃗v_n) = ∑ π0_∈S_n ( −ε(π^′) ) a_{1π}0_{(1)} · · · a_{iπ}0_{(i)} · · · a_{jπ}0_{(j)} · · · a_{nπ}0_{(n)} = − ∑ π0_∈S_n ε(π^′) a_{1π}0_{(1)} · · · a_{iπ}0_{(i)} · · · a_{jπ}0_{(j)} · · · a_{nπ}0_{(n)} = − det(⃗v_1, . . . , ⃗v_i, . . . , ⃗v_j , . . . , ⃗v_n) , womit (D1) bewiesen wÈare.

Eigenschaft (D2), die LinearitÈat in jedem der Argumente, ist klar, denn jedes der Monome a_{1π(1)} · · · a_{nπ(n)} enthÈalt genau eine Komponente des Vektors ⃗v_i und ist damit linear in ⃗v_i.

Bleibt noch (D3), d.h. det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) soll genau dann verschwinden, wenn die ⃗v_i linear abhÈangig sind.

Sind zunÈachst die Vektoren ⃗v_1, . . . , ⃗v_n linear abhÈangig, so lÈaût sich einer von ihnen als Linearkombination der anderen schreiben; durch Umordnen (wobei die Determinante nach der schon bewiesenen Eigenschaft (D1) hÈochstens ihr Vorzeichen Èandert) kÈonnen wir annehmen, daû dies etwa ⃗v_1 sei; wir setzen

⃗v_1 = n∑ i=2 λ_i⃗v_i .

119 HÈohere Mathematik II WS 1999

Dann ist det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) = det (_n ∑ i=2 λ_i⃗v_i, ⃗v_2, . . . , ⃗v_n )

=_{(D2)} n∑ i=2 λ_i det ( ⃗v_i, ⃗v_2, . . . , ⃗v_n ) . Im i-ten Summanden der letzten Summe tritt der Vektor ⃗v_i zweimal als Argument von det auf: Einmal an der ersten, und dann noch an der i-ten. Vertauscht man diese beiden (gleichen) Argumente, Èandert sich natÈurlich nichts; andererseits haben wir aber bereits (D1) bewiesen, wonach sich beim Vertauschen irgend zweier Argumente das Vorzeichen Èandert. Der i-te Summand hat also einen Wert s_i, fÈur den s_i = −s_i ist. Falls wir mit reellen Zahlen arbeiten, folgt hieraus natÈurlich sofort, daû alle s_i verschwinden und somit auch ihre Summe.

FÈur beliebige KÈorper gilt das aber leider nicht: Aus s_i = −s_i folgt, wenn wir auf beiden Seiten s_i addieren, zunÈachst nur, daû

s_i + s_i = (1 + 1)s_i = 0

ist, und daraus folgt genau dann, daû auch s_i = 0 ist, wenn 1 + 1 ≠ 0 ist. Dies ist aber beispielweise in dem fÈur die digitale Informationsverarbeitung wichtigen KÈorper F_2 = {0, 1} nicht der Fall; wir mÈussen uns also mit RÈucksicht auf diesen (und eine ganze Reihe anderer) KÈorper noch Èuberlegen, daû wirklich immer

det(⃗v_1, . . . , ⃗v_n) = 0

ist, wenn zwei der Argumente ⃗v_i Èubereinstimmen.

Dazu beachten wir, daû im Falle ⃗v_i = ⃗v_j auch fÈur alle ℓ die Koefőzienten a_{iℓ} und a_{jℓ} Èubereinstimmen, d.h. in der Summe

det A = ∑ π∈Sn^{ε(π)a1π(1) · · · aiπ(i) · · · ajπ(j) · · · anπ(n)} ist stets a_{1π(1)} · · · a_{iπ(i)} · · · a_{jπ(j)} · · · a_{nπ(n)} = a_{1π(1)} · · · a_{iπ(j)} · · · a_{jπ(i)} · · · a_{nπ(n)} .

Kap. 1: Lineare Algebra 120

Hier ist die rechte Seite gerade der Summand zur Permutation π ∘ (i j), die genau dann gerade ist, wenn π ungerade ist, und umgekehrt. Also haben beide Terme verschiedenes Vorzeichen und heben sich gegenseitig weg; die Summe Èuber alle Permutationen ist also Null.

Also verschwindet die Determinante unabhÈangig vom GrundkÈorper immer dann, wenn die Vektoren linear abhÈangig sind.

Nun seien ⃗v_1, . . . , ⃗v_n linear unabhÈangig; fÈur dieses Fall mÈussen wir zeigen, daû die Determinante nicht verschwindet. Wir wissen, daû fÈur die Basisvektoren ⃗e_1, . . . , ⃗e_n det ( ⃗e_1, . . . , ⃗e_n ) = 1 ≠ 0

ist; auûerdem wissen wir, daû n beliebige linear unabhÈangige Vektoren eines n-dimensionalen Vektorraums eine Basis bilden.

Daher kÈonnen wir die ⃗e_i als Linearkombinationen der ⃗v_j schreiben, etwa als ⃗e_i = n∑ j=1 b_{ij}⃗v_j . Nun kÈonnen wir die Rechnungen des letzten Paragraphen wÈortlich wiederholen, nur daû dieses Mal ⃗v_1, . . . , ⃗v_n die Basisvektoren sind und ⃗e_1, . . . , ⃗e_n die Vektoren, fÈur die wir det berechnen mÈochten. Wir wissen zwar noch nicht, daû det ( ⃗e_1, . . . , ⃗e_n ) nicht verschwindet, aber das haben wir in der dortigen Rechnung auch nie verwendet; alles hing nur ab von den bereits bewiesenen Forderungen(D1) und (D2) und der ebenfalls schon bewiesenen Tatsache, daû det verschwindet, wenn zwei der Argumente gleich sind. Somit erhalten wir die Formel det ( ⃗e_1, . . . , ⃗e_n ) = ( ∑ π∈Sn^{ε(π)b1π(1) · · · bnπ(n)} ) · det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) . In dieser Gleichung steht links die Zahl eins, also kann keiner der beiden Faktoren auf der rechten Seite verschwinden; insbesondere ist det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) ≠ 0.

Damit ist der Satz vollstÈandig bewiesen.

121 HÈohere Mathematik II WS 1999

Fassen wir zusammen, was wir bislang in diesem Paragraphen gemacht haben:

• Wir haben anhand des Beispiels von Determinanten im R^2 und R^3 drei zentrale Forderungen an eine allgemeine Determinante aufgestellt.

• Unter der Annahme, daû es Funktionen gibt, die diese drei Forderungen erfÈullen, haben wir ausgerechnet, wie solche Funktionen aussehen mÈussen; inbsbesondere haben wir gesehen, daû sie durch ihren Wert auf den Vektoren einer Basis eindeutig bestimmt sind.

• Dann haben wir die so erhaltene explizite Formel als Deőnition einer allgemeinen Determinanten genommen und gezeigt, daû die so deőnierte Funktion tatsÈachlich die drei Forderungen erfÈullt.

Insgesamt haben wir also gesehen, daû es Funktionen gibt, die den drei Forderungen (D1) bis (D3) genÈugen und daû solche Funktionen bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig bestimmt sind.

e) Die Determinante einer Matrix Deőnition: Unter der Determinante einer Matrix A ∈ k^{n×n} verstehen wir die Determinante ihrer Spaltenvektoren; ist also

A = (a_{ij} ) und ⃗v_j = a_{1j} . . a_{nj} , so ist det A =_{def} det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_n ) . Wir schreiben auch kurz

det A = |A| = | | | | | | | a_{11} a_{12} . . . a_{1n} a_{21} a_{22} . . . a_{2n} . . . . ... . . a_{n1} a_{n2} . . . a_{nn}

| | | | | | | .

Um etwas ÈUbung im Umgang mit Determinanten zu bekommen, wollen wir dies fÈur kleine n explizit ausrechnen:

Kap. 1: Lineare Algebra 122

Der Fall n = 1 einer 1 × 1-Matrix ist natÈurlich vÈollig uninteressant: Die einzige Permutation einer einelementigen Menge ist die IdentitÈat, die fÈur jedes n gerade ist, d.h. fÈur A = (a) ∈ k^{1×1} ist det A = a. Die Schreibweise det A = |a| ist hier irrefÈuhrend, da es zumindest fÈur

k = R oder C zu Verwechslungen mit der Betragsfunktion kommen

kann. Wegen der geringen Bedeutung von 1 × 1-Matrizen und ihren Determinanten ist dies jedoch nicht weiter schlimm.

FÈur n = 2 gibt es zwei Permutationen: Die (gerade) IdentitÈat und die (ungerade) Transposition (1 2). Nach Deőnition der Determinanten ist det ( a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} ) = | | | a11 a12 a_{21} a_{22} | | | = a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21} ,

wie beim bereits in Abschnitt a) betrachtete Kreuzproduktvon Vektoren: ( a_{11}

a_{21} 0 ) × ( a_{12}

a_{22} 0 ) = ( 0 0 a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21} )

. FÈur n = 3 gibt es bereits 3! = 6 Permutationen, darunter natÈurlich die (gerade) IdentitÈat.

Jede weitere Permutation kann hÈochstens ein Element festlassen, denn wÈurde sie zwei festlassen, mÈuûte wegen der BijektivitÈat der Abbildung auch das dritte auf sich selbst abgebildet werden, wir hÈatten also die IdentitÈat.

Falls ein Element festgehalten wird, bleibt einer nichtidentischen Permutation daher nichts anderes Èubrig, als die beiden anderen zu vertauschen; dies fÈuhrt auf die drei (ungeraden) Transpositionen (2 3), (1 3) und (1 2).

Falls kein Element auf sich selbst abgebildet wird, muû die Eins entweder auf 2 oder auf 3 abgebildet werden. Im ersten Fall geht dann 2 auf 3, denn sonst mÈuûte zwei entweder festbleiben oder wir hÈatten die Transposition (1 2), die drei auf sich selbst abbildet. Wegen der BijektivitÈat der Abbildung gibt es dann keine andere MÈoglichkeit als daû drei auf eins abgebildet wird; wir haben also die zyklische Vertauschung 1 → 2 → 3 → 1 .

123 HÈohere Mathematik II WS 1999

Diese Permutation ist gerade, denn sie lÈaût sich beispielsweise als Produkt (1 3)(1 2) zweier Transpositionen schreiben: Wenden wir dieses Produkt an auf 1, so wird die Eins zunÈachst von (1 2) auf zwei abgebildet, und zwei bleibt fest unter (1 3), so daû insgesamt eins auf zwei abgebildet wird, wie verlangt.

Zwei wird von (1 2) auf die Eins abgebildet, und die wiederum von (1 3) auf drei, also haben wir auch hier insgesamt das richtige Ergebnis. Drei schlieûlich kann dann wegen der BijektivitÈat von (1 3)(1 2) nur auf eins abgebildet werden, was man auch schnell direkt sieht, denn (1 2) lÈaût die Drei unverÈandert, wÈahrend (1 3) sie auf eins abbildet.

Die noch verbleibende Permutation bildet eins auf drei und daher drei auf zwei ab, sie ist also die zyklische Vertauschung 1 → 3 → 2 → 1 oder 3 → 2 → 1 → 3 , d.h. die Umkehrabbildung zur gerade betrachteten Permutation. Daher ist sie als Produkt von Transpositionen gleich ( (1 2)(1 3) )_{−1} = (1 3)^{−1}(1 2)^{−1} = (1 3)(1 2)

und somit auch gerade.

Zur Berechnung der Determinanten einer 3 × 3-Matrix (a_{ij} ) beginnen wir mit den geraden Permutationen: Die IdentitÈat liefert den Term a_{11}a_{22}a_{33}, d.h. das Produkt der drei Diagonalelemente, die zyklische Vertauschung 1 → 2 → 3 → 1 liefert das Produkt a_{12}a_{23}a_{31}, und ihr Inverses a_{13}a_{21}a_{32}.

Die drei Transpositionen fÈuhren auf die negativ zu nehmenden Produkte a_{11}a_{23}a_{32}, a_{13}a_{22}a_{31} und a_{12}a_{21}a_{33}, insgesamt ist also

det A = | | | | | a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33} | | | | | = a_{11}a_{22}a_{33} + a_{12}a_{23}a_{31} + a_{13}a_{21}a_{32}

− a_{11}a_{23}a_{32} − a_{13}a_{22}a_{31} − a_{12}a_{21}a_{33} .

Kap. 1: Lineare Algebra 124

Diese Formel lÈaût sich leicht merken nach der Regel von PIERRE SARRUS (1798ś1861): Schreibt man die EintrÈage der Matrix in der Form

a_{11} a_{12} a_{13} a_{11} a_{12} ↘ ↘↙ ↘↙ ↙ a_{21} a_{22} a_{23} a_{21} a_{22} ↙ ↘↙ ↘↙ ↘ a_{31} a_{32} a_{33} a_{31} a_{32} ,

so sind die Produkte entlang der drei schrÈagen Linien von links oben nach rechts unten, der Hauptdiagonalen und ihrer Parallelen also, positiv zu rechnen und die entlang der drei schrÈagen Linien von rechts oben nach links unten negativ.

FÈur die Determinanten von 4 × 4-Matrizen gibt es keine entsprechende Regel mehr; da dann bereits 4! = 24 Summanden berÈucksichtigt werden mÈussen, eignet sich die Formel aus der Deőnition der Determinanten nicht mehr gut zur Berechnung, von noch grÈoûeren Matrizen ganz zu schweigen: Wie aus der Analysis I oder der Praktischen Informatik bekannt, ist log n! ≈ n log n, d.h. die Anzahl n! der Summanden wÈachst mit grÈoûer werdendem n noch schneller als die Exponentialfunktion.

Wir werden im folgenden daher auf Verfahren hinarbeiten, die es erlauben, auch grÈoûere Determinanten mit vertretbarem Aufwand zu berechnen. Das erste dieser Verfahren ist vor allem fÈur mittelgroûe Werte von n geeignet und ab etwa n = 3 der deőnierenden Formel vorzuziehen:

f) Der Entwicklungssatz von Laplace

Hier geht es um ein Berechnungsverfahren,das die deőnierenden Eigenschaften der Determinante ausnutzt, die žEntwicklung nach einer Zeile oder Spalteł. Bevor wir es herleiten, wollen wir uns zunÈachst Èuberlegen, daû Zeilen und Spalten bei Determinanten im wesentlichen gleichwertig sind. Dazu fÈuhren wir zu einer Matrix A eine neue Matrix^tA ein, deren Spalten genau die Zeilen von A sind und umgekehrt:

Deőnition: Die transponierte Matrix zur n × m-Matrix A = (a_{ij} ) ist die m × n-Matrix^tA = (b_{ij} ) mit b_{ij} = a_{ji}.

125 HÈohere Mathematik II WS 1999

Beispielsweise ist also t( 1 2 3 4 5 6 ) = ( 1 4 2 5 3 6 ) und t( 1 2 3

4 5 6 7 8 9 ) = ( 1 4 7

2 5 8 3 6 9 ) . Im Fall einer n × n-Matrix ist die transponierte Matrix einfach die an der Hauptdiagonalen gespiegelte Matrix, und allgemein sind die Spaltenvektoren der transponierten Matrix gerade die Zeilenvektoren der ursprÈunglichen Matrix und umgekehrt.

Lemma: FÈur jede n × n-Matrix A ist det A = det^tA.

Beweis: Nach Deőnition ist fÈur A = (a_{ij} )

det A = ∑ π∈Sn^{ε(π)a1π(1) · · · anπ(n)} und det^tA = ∑ π∈Sn^{ε(π)aπ(1)1 · · · aπ(n)n .} Ordnet man die Faktoren des Produkts a_{π(1)1} · · · a_{π(n)n} nach dem ersten Index, so erhÈalt man

a_{π(1)1} · · · a_{π(n)n} = a_{1π}�1_{(1)} · · · a_{1π}�1_{(n)}

und damit det^tA = ∑ π∈Sn^{ε(π)a1π�1(1) · · · a1π�1(n) .} Da mit π auch π^{−1} die gesamte Gruppe S_n durchlÈauft und ε(π) = ε(π^{−1}) ist, stimmt die Summe dieser Terme mit der aus der Formel fÈur det A Èuberein, die beiden Determinanten sind also gleich.

FÈur Leser, denen nicht klar ist, warum ε(π) und ε(π^{−1}) gleich sind, seien zur ÈUbung des Umgangs mit Permutationen hier kurz zwei Beweise angegeben: Am einfachsten sieht man diese Formel aufgrund des obigen Lemmas, wonach fÈur zwei beliebige Permutationen π und π^′ gilt: ε(π ∘ π^′) = ε(π) · ε(π^′). Setzt man hier π^′ = π^{−1}, so folgt

1 = ε(IdentitÈat) = ε(π) · ε(π^{−1}) ,

Kap. 1: Lineare Algebra 126

so daû die beiden Vorzeichen gleich sein mÈussen.

Alternativ kÈonnen wir uns auch explizit Èuberlegen, daû sich π^{−1} als Produkt von r Transpositionen schreiben lÈaût, falls dies fÈur π der Fall ist; genauer gilt: Ist π = τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r, so ist π^{−1} = τ_r ∘ · · · ∘ τ_1, denn wie wir bereits im Abschnitt Èuber Permutationen gesehen haben, ist π ∘ (τ_r ∘ · · · ∘ τ_1) = (τ_1 ∘ · · · ∘ τ_r) ∘ (τ_r ∘ · · · ∘ τ_1) = IdentitÈat , da jede Transposition zu sich selbst invers ist.

Aus obigem Lemma folgt insbesondere, daû man die Determinante einer Matrix auch als Determinante der Zeilenvektoren deőnieren kann und daû die Spaltenvektoren einer Matrix genau dann linear unabhÈangig sind, wenn es die Zeilenvektoren sind. Mit nur wenig mehr Aufwand kÈonnte man sogar zeigen, daû der im Zusammenhang mit der LÈosung linearer Gleichungssysteme deőnierte Rang einer Matrix genausogut Èuber Zeilen- wie Èuber Spaltenoperationen berechnet werden kann.

FÈur die Entwicklung einer Matrix nach beispielsweise nach der j-ten Spalte schreiben wir den j-ten Spaltenvektor ⃗v_j = a_{1j} . . a_{nj} als Linearkombination der Einheitsvektoren

⃗e_1 = 1 0 . . 0 , ⃗e^2 = 0 1 . . 0 , . . . ⃗e^n = 0 0 . . 1 , d.h. als ⃗v_j = a_{1j}⃗e_1 + · · · + a_{nj}⃗e_n .

Dann ist wegen der LinearitÈat der Determinante in ihrem j-ten Argument

det A = det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_j , . . . , ⃗v_n ) = det ( ⃗v_1, . . . , n∑ i=1 a_{ij}⃗e_i, . . . , ⃗v_n )

= n∑ i=1 a_{ij} det ( ⃗v_1, . . . , ⃗e_i, . . . , ⃗v_n ) .

127 HÈohere Mathematik II WS 1999

Um daraus die Determinante von A zu berechnen, mÈussen wir die Determinanten D_{ij} =_{def} det ( ⃗v_1, . . . , ⃗e_i, . . . , ⃗v_n ) kennen, wobei ⃗e_i an der j-ten Stelle steht.

Dazu wenden wir die deőnierende Formel an: In den Produkten a_{1π(1)} · · · a_{nπ(n)} ist fÈur die gewÈahlte Stelle j, an der wir den Vektor ⃗e_i eingefÈugt haben, a_{jℓ} = 0 fÈur ℓ ≠ i und a_{ji} = 1. Also verschwindet a_{1π(1)} · · · a_{nπ(n)} fÈur jede Permutation π mit π(j) ≠ i.

Am einfachsten lÈaût sich dies im Fall i = j = n weiter ausrechnen: Dann mÈussen wir nur Permutationen mit π(n) = n betrachten, und die entsprechen eineindeutig den Permutationen auf der Menge aller Zahlen von 1 bis n − 1; was Èubrigbleibt ist also (wegen a_{nn} = 1) gerade die Determinante jener (n − 1) × (n − 1)-Matrix, die durch Streichung der letzten Spalte und der letzten Zeile aus A entsteht.

Der allgemeine Fall lÈaût sich durch Vertauschungen darauf zurÈuckfÈuhren: Wir kÈonnen zwar nicht einfach die j-te Spalte mit der n-ten vertauschen, denn dann steht ja die n-te Spalte an j-ter Stelle, aber wir kÈonnen die j-te Spalte durch sukzessive Vertauschung mit ihrem rechten Nachbarn immer weiter nach auûen bringen: Wir vertauschen zunÈachst die j-te Spalte mit der (j + 1)-ten, dann die neue (j + 1)-te (=alte j-te) Spalte mit der (j + 2)-ten usw., bis schlieûlich die alte j-te Spalte an n-ter Stelle steht, ohne daû sich vor oder nach der Stelle j irgendetwas an der relativen Reihenfolge der Spalten geÈandert hÈatte. Die Anzahl der dazu notwendigen Vertauschungen ist (n − j), die Determinante wurde bei der gesamten Prozedur also mit (−1)^{n−j} multipliziert.

Als nÈachstes mÈussen wir auch noch die i-te Zeile nach unten bringen; dazu verwenden wir die gerade gezeigte Formel det A = det^tA. Die i-te Zeile von A ist gleich der i-ten Spalte von^tA; wie wir oben gesehen haben, lÈaût sie sich durch (n−i) Spaltenvertauschungen zur letzen Spalte machen, wobei die Determinante mit (−1)^{n−i} multipliziert wird, und durch nochmaliges Transponieren erhalten wir schlieûlich jene Matrix, in der die i-te Zeile zur n-ten geworden ist, ohne daû sich vor oder nach der Stelle i irgendetwas an der relativen Reihenfolge der Zeilen geÈandert hÈatte.

Kap. 1: Lineare Algebra 128

Die Determinante der so entstehenden Matrix ist, wie wir oben beim Spezialfall i = j = n gesehen haben, gleich der Determinante jener (n − 1) × (n − 1)-Matrix A_{ij} , die durch Streichen der letzten Zeile und Spalte entsteht; bezogen auf die ursprÈungliche Matrix A entsteht sie durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Also ist, wenn wir noch die Vertauschungen berÈucksichtigen,

D_{ij} = (−1)^{n−i} · (−1)^{n−j} · det A_{ij} = (−1)^{i+j} det A_{ij} , denn (n − i) + (n − j) = 2n − (i + j) hat dieselbe ParitÈat wie (i + j). Fassen wir alles zusammen, erhalten wir die Formel

det A = n∑ i=1 (−1)^{i+j}a_{ij} det A_{ij} .

Die Entwicklung nach einer Zeile geht ganz entsprechend: Da die i-te Zeile von A gleich der i-ten Spalte von^tA ist, fÈuhrt obige Rechnung fÈur die transponierte Matrix auf die Formel

det A = n∑ j=1 (−1)^{i+j}a_{ij} det A_{ij} .

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen, der trotz seines Namens bereits LEIBNIZ bekannt war:

Entwicklungssatz von Laplace: A sei eine n × n-Matrix und A_{ij} sei jene (n − 1) × (n − 1)-Matrix, die durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A entsteht. Dann ist fÈur jedes feste j

det A = n∑ i=1 (−1)^{i+j}a_{ij} det A_{ij}

und fÈur jedes feste i

det A = n∑ j=1 (−1)^{i+j}a_{ij} det A_{ij} ,

Die erste Formel aus diesem Satz bezeichnet man als die Entwicklung der Determinante nach ihrer j-ten Spalte, die zweite (die durch Anwendung der ersten auf die transponierte Matrix entsteht) entsprechend als die Entwicklung nach der i-ten Zeile.

129 HÈohere Mathematik II WS 1999

PIERRE-SIMON DE LAPLACE (1749ś1827) war einer der bedeutendsten franzÈosischen Wissenschaftler seiner Zeit; berÈuhmt sind vor allem seine Anwendungen der Analysis auf die Wahrscheinlichkeitstheorie, die Himmelsmechanik und die Potentialtheorie. Bekannt wurde er auch durch die nach ihm und KANT benannte Theorie zur Entstehung des Universums. Als politischer Opportunist kam er gut durch die Wirren seiner Zeit, saû auch unter anderem in dem Kommitee, das Maûeinheiten nach dem Dezimalsystem einfÈuhrte, war kurze Zeit Innenminister und wurde schlieûlich auch Graf und Marquis.

BARON GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646ś 1716) gilt als der letzte Universalgelehrte, der das gesamte Wissen seiner Zeit Èuberblickte. In der Mathematik ist er vor allem berÈuhmt durch die Entwicklung der Inőnitesimalrechnung (bezÈuglich derer es einen langen PrioritÈatsstreit mit NEWTON gab); Bezeichnungen wie dy dx und R f(x) dx gehen auf ihn zurÈuck. Durch seine BegrÈundung der symbolischen Logik legte er auch einen wesentlichen Grundstein der spÈateren Informatik. Weitere Arbeiten befassen sich mit den Naturwissenschaften und der Technik, der Philosophie, Theologie und der Geschichte.

Als erste Anwendung wollen wir noch einmal die SARRUSsche Regel fÈur Determinanten von 3 × 3-Matrizen beweisen: Entwicklung nach der ersten Spalte zeigt, daû | | | | | a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33} | | | | | = a_{11} | | | | a_{22} a_{23} a_{32} a_{33} | | | | − a21 | | | | a_{12} a_{13} a_{32} a_{33} | | | | + a31 | | | | a_{12} a_{13} a_{22} a_{23} | | | | = a_{11}(a_{22}a_{33} − a_{23}a_{32}) − a_{21}(a_{12}a_{33} − a_{13}a_{32})

+ a_{31}(a_{12}a_{23} − a_{13}a_{22}) ist, was ausmultipliziert natÈurlich genau die alte Formel ergibt.

Rein theoretisch ist es gleichgÈultig, nach welcher Zeile oder Spalte man eine Determinante entwickelt, aber man wird natÈurlich versuchen, eine zu őnden, in der mÈoglichst viele Nullen stehen, so daû in obiger Summe mÈoglichst wenige Summanden Èubrigbleiben. Falls es keine Zeile oder Spalte mit vielen Nullen gibt, kann man gelegentlich etwas nachhelfen,

Kap. 1: Lineare Algebra 130

indem man ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen addiert (oder entprechend fÈur eine Zeile): det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_i + λ⃗v_j , . . . , ⃗v_n ) = det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_i, . . . , ⃗v_n ) + λ det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_j , . . . , ⃗v_n ) = det ( ⃗v_1, . . . , ⃗v_i, . . . , ⃗v_n ) , da der zweite Summand das Argument ⃗v_j doppelt enthÈalt und somit verschwindet.

Betrachten wir als Beispiel die Determinante der Matrix A = 1 2 −2 1 −1 −3 2 −2 −4 −2 −1 0 3 2 −1 1 . Sie hat zwar einen Eintrag Null, aber da in der dritten und vierten Spalte gleich in zwei Zeilen die EintrÈage entgegengesetzt gleich sind, ist es besser, zunÈachst die dritte Spalte durch die Summe von dritter und vierter Spalte zu ersetzen: | | | | | | 1 2 −2 1 −1 −3 2 −2 −4 −2 −1 0 3 2 −1 1

| | | | | | = | | | | | | 1 2 −1 1 −1 −3 0 −2 −4 −2 −1 0 3 2 0 1

| | | | | | . Wenn wir jetzt nach der dritten Spalte entwickeln, kommen nur zwei der Summanden wirklich vor: Der erste (i = 1 und j = 3) und der dritte (i = j = 3). In beiden FÈallen ist i + j gerade, der Vorfaktor (−1)^{i+j} ist also jeweils +1. Die 3 × 3-Determinanten, die durch Streichung der dritten Spalte und der ersten bzw. dritten Zeile entstehen, kÈonnen nach der Regel von SARRUS berechnet werden: | | | | | −1 −3 −2 −4 −2 0 3 2 1 | | | | | = (2 + 0 + 16) − (12 + 0 + 12) = −6

und | | | | | 1 2 1 −1 −3 −2 3 2 1 | | | | | = (−3 − 12 − 2) − (−9 − 4 − 2) = −2 .

Also ist det A = (−1)(−6) + (−1)(−2) = 8.