Wolfgang K. Seiler

Höhere Mathematik II

Vorlesung an der Universität Mannheim im Wintersemester 1999/2000

Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit möglichst geringer Verzögerung verteilt werden. Es ist in seiner Qualität auf keinen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler bei dieser Entstehensweise nicht nur möglich, sondern sicher. Dabei handelt es sich sicherlich nicht immer nur um harmlose Tippfehler, sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Mißtrauen gegen seinen Inhalt gelesen werden; falls Sie Fehler finden, teilen Sie mir dies bitte persönlich oder per e-mail (seiler@math.uni-mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverständlich finden, bin ich für entsprechende Hinweise dankbar.

Falls genügend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit Berichtigungen und Verbesserungen ausgeben.

LITERATURHINWEISE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

KAPITEL II: INTEGRALTRANSFORMATIONEN UND DIFFERENTIALGLEICHUNGEN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 x1: Die FOURIER-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 a) FOURIER-Reihen und FOURIER-Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 b) Der Satz von FUBINI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 c) FOURIER-Integrale und Ableitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 d) Die Umkehrung der FOURIER-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 e) Faltungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 f) Der Abtastsatz von NYQUIST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 x2: Gewöhnliche Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 a) Die LAPLACE-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 b) Rechenregeln und Beispiele zur LAPLACE-Transformation . . . . . 50 c) Erste Anwendungen auf Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . 52 d) Systeme linearer Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 e) Die Matrixexponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 f) Berechnung der Matrixexponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 g) Lineare homogene Differentialgleichungen höherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 h) Inhomogene Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 i) Eindeutigkeitsfragen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 j) Der Satz von PICARD und LINDELÖF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 k) Differentialgleichungen mit getrennten Veränderlichen . . . . . . . 115 l) Eindeutigkeitsprobleme für Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 o) Gleichgewichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 p) Stabilitätsfragen bei linearen Differentialgleichungen . . . . . . . . . 129 q) Gleichgewichte und Chaos bei nichtlinearen

Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

KAPITEL III: DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG

MEHRERER VERÄNDERLICHER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 x1: Skalarwertige Funktionen mehrer Veränderlicher . . . . . . . . . . . . . 146 x2: Grundlegende Sätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 a) Eine Kettenregel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 b) Der Satz über implizite Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 x3: Maxima und Minima unter Nebenbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . 183 x4: Vektorwertige Funktionen mehrer Veränderlicher . . . . . . . . . . . . . 196 a) Der Begriff des Vektorfelds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 b) Die JACOBI-Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 c) Die Divergenz eines Vektorfelds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 d) Die Rotation eines dreidimensionalen Vektorfelds . . . . . . . . . . . . 205 e) Erste Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 1) Das elektrische Feld einer Punktladung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 2) Das Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters . . . . . . . . 213 f) Allgemeine Rechenregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216 g) Polarkoordinaten, Kugelkoordinaten und Zylinderkoordinaten 220 1) Polarkoordinaten in R^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220 2) Zylinderkoordinaten im R^3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 3) Kugelkoordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 x5: Kurvenintegrale im Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 a) Kurvenstücke und Kurven . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226 b) Die Bogenlänge einer Kurve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 c) Integration eines Vektorfelds längs einer Kurve . . . . . . . . . . . . . . . 233 d) Zirkulationsfreie und konservative Vektorfelder . . . . . . . . . . . . . . . 238 x6: Mehrdimensionale Integrationstheorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 a) Flächeninhalte und Volumina . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 b) Integration über Normalbereiche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 c) Die Transformationsformel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259 d) Der Satz von GREEN und der ebene Satz von GAUSS . . . . . . . . . . 269 e) Oberflächenintegrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275 f) Die Sätze von STOKES und GAUSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 x7: Grundzüge der Fehler- und Ausgleichsrechnung . . . . . . . . . . . . . . 302 a) Das LAPLACEsche Fehlermodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 b) Statistische Kenngrößen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 c) Das Fehlerfortpflanzungsgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310 d) Die Standardabweichung des Mittelwerts und die

Schätzung der Varianz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312 e) Die Methode der kleinsten Quadrate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314 f) Anhang: Mehr zum LAPLACEschen Fehlermodell und zur Maximum Likelihood Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324