Wolfgang K. Seiler

Höhere Mathematik I

Vorlesung an der Universität Mannheim im Sommersemester 1999

Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit möglichst geringer Verzögerung verteilt werden. Es ist in seiner Qualität auf keinen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler bei dieser Entstehensweise nicht nur möglich, sondern sicher. Dabei handelt es sich sicherlich nicht immer nur um harmlose Tippfehler, sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Mißtrauen gegen seinen Inhalt gelesen werden; falls Sie Fehler finden, teilen Sie mir dies bitte persönlich oder per e-mail (seiler@math.uni-mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverständlich finden, bin ich für entsprechende Hinweise dankbar.

Falls genügend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit Berichtigungen und Verbesserungen ausgeben.

Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 KAPITEL I: LINEARE ALGEBRA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 x1: Vektoren im R^3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 x2: Vektoren und Matrizen über beliebigen Körpern . . . . . . . . . . . . . . . 15 x3: Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 a) Das GAUSSsche Eliminationsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 b) Erste Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 c) Lösbarkeitskriterien für lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . 44 d) Ausblick: Numerische Lösung linearer Gleichungssysteme . . . . 48 x4: Die inverse Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 a) Matrixgleichungen und lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . 54 b) Beispiel einer Matrixinversion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 c) Bedingungen für die Invertierbarkeit einer Matrix . . . . . . . . . . . . . . 56 d) Die LR-Zerlegung einer Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 x5: Vektorräume und lineare Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 a) Definition des Vektorraums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 b) Erste Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 c) Lineare Abhängigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 d) Die Dimension eines Vektorraums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 e) Basen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 f) Lineare Abbildungen und Untervektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 g) Summen von Vektorräumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 h) Isomorphie von Vektorräumen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 i) Abbildungsmatrizen und Basiswechsel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 j) Affine Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 x6: Determinanten, Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . . . . . . . . . 104 a) Determinanten in R^2 und R^3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 b) Forderungen an eine allgemeinere Determinante . . . . . . . . . . . . . . 106 c) Permutationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 d) Existenz von Determinanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 e) Die Determinante einer Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 f) Der Entwicklungssatz von LAPLACE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 g) Rechenregeln für Determinanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 h) Die CRAMERsche Regel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 i) Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 j) Hauptvektoren und und die JORDAN-Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . 149 k) Ergänzung: Die JORDAN-Normalform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 x7: EUKLIDische und HERMITEsche Vektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 a) EUKLIDische Vektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 b) HERMITEsche Vektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 c) Die Räume L^2(D, R) und L^2(D, C ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 d) Orthonormalbasen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 e) Eigenwerte symmetrischer und HERMITEscher Matrizen . . . . . . 187 f) EUKLIDische Geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 1) Quadriken im R^2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 2) Quadriken im R^3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 3) Positiv und negativ definite Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 x8: Komprimierung von Bild- und Audiodaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 a) Datenkompression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 b) Kovarianzen und Korrelationen bei der Europawahl 1999 . . . . . 215 c) Zufallsvariablen und ihre statistischen Kenngrößen . . . . . . . . . . . 219 x9: Normierte Vektorräume und erste Anwendungen . . . . . . . . . . . . . 239 a) Definitionen und erste Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 b) Räume periodischer Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 c) Harmonische Analyse auf UC und UR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 d) Harmonische Analyse periodischer Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . 247 d) Konvergenz von FOURIER-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

.