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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 24.-27. März 2015a) Zeigen Sie: Ist f:Rn → R eine stetige Funktion, so sind die Mengen
A =

{
x ∈ R

n
∣

∣ f(x) ≤ 0
}
, B =

{
x ∈ R

n
∣

∣ f(x) = 0
} und C =

{
x ∈ R

n
∣

∣ f(x) ≥ 0
}abges
hlossen, w�ahrend

D =
{
x ∈ R

n
∣

∣ f(x) < 0
}
, E =

{
x ∈ R

n
∣

∣ f(x) 6= 0
} und F =

{
x ∈ R

n
∣

∣ f(x) > 0
}o�en sind.

Lösung: Eine Funktion f:Rn → R ist genau dann stetig, wenn das Urbild einer jedeno�enen Teilmenge von R o�en in R
n ist. Da sowohl die negativen als au
h die positivenZahlen eine o�ene Teilmenge von R bilden, sind D und F o�en und damit au
h E = D∪F.

A, B und C sind die Komplemente der o�enen Mengen F, E und D, also abges
hlossen.b) Kann es Funktionen f geben, f�ur die eine der Mengen A,B,C o�en oder eine der Mengen
D,E, F abges
hlossen ist?
Lösung: Nehmen wir f�ur f die konstante Funktion eins (oder, f�ur alle die es komplizierterwollen, f(x1, . . . , xn) = 1+x2

1 + · · ·+x2
n), so sind A = B = ∅ und C = R

n o�en und D = ∅sowie E = F = R
n abges
hlossen.
) Zeigen Sie, da� die Intervalle (0, 1

n

) eine o�ene �Uberde
kung sowohl des Intervalls (1
4
, 1

3

)als au
h des Intervalls [1
4
, 1

3

] bilden. F�ur wel
hes der beiden Intervalle gibt es eine endli
heTeil�uberde
kung, wel
hes ist kompakt?
Lösung: Da bereits (0, 1) beide Intervalle enth�alt, ist die �Uberde
kungseigens
haft klar;au�erdem ist au
h klar, da� in beiden F�allen die nur aus (0, 1) bestehende �Uberde
kungeine endli
he Teil�uberde
kung ist. Kompakt ist nat�urli
h nur das abges
hlossene Inter-vall [1

4
, 1

3

].d) U sei die Menge, deren Elemente die o�enen Mengen
Ua,b =def {

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ (x − a)2 + (y − b)2 < 1
}mit −1 ≤ a, b ≤ 1 sind. Zeigen Sie, da� U eine o�ene �Uberde
kung des Re
hte
ks

R =def{(x, y) ∈ R
2
∣

∣

∣
−

3

2
≤ x ≤ 3

2
und −

3

2
≤ y ≤ 3

2

}ist, und �nden Sie eine endli
he Teil�uberde
kung!
Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� jeder Punkt (x, y) ∈ R in mindestens einer der Mengen
Ua,b liegt. Falls |x| und |y| kleiner oder glei
h eins sind, k�onnen wir einfa
h die Menge
Ux,y nehmen. Ist |x| ≤ 1 aber |y| > 1, so liegt (x, y) je na
h Vorzei
hen von y in einerder beiden Mengen Ux,1 und Ux,−1; entspre
hend liegt der Punkt im Fall |x| > 1 und
|y| ≤ 1 in einer der beiden Mengen U1,y und U−1,y. Sind s
hlie�li
h beide Betr�age gr�o�erals eins, so liegt (x, y) in einer der vier Mengen U±1,±1, denn eine der Zahlen |x − 1| und
|x + 1| ist kleiner als 1

2
, genauso au
h eine der Zahlen |y − 1| und |y + 1|; da die Summevon deren Quadraten kleiner als 1

2
ist, liegt (x, y) in einer der vier Kreiss
heiben.Mit dem glei
hen Argument k�onnen wir au
h eine endli
he Teil�uberde
kung angeben: Zujedem x ∈ (−3

2
, 3

2
) gibt es ein

a ∈ M =def {
−1,−

1

2
, 0,

1

2
, 1

} ,



so da� |x − a| < 1
2
ist und zu y ein b ∈ M mit |y − b| < 1

2
; damit liegt jeder Punkt

(x, y) ∈ R in einer der 25 Mengen Ma,b mit a, b ∈ M. (Das ist nat�urli
h ni
ht die kleinsteendli
he Teil�uberde
kung!)e) Finden Sie eine o�ene �Uberde
kung U der o�enen Kreiss
heibe
D =def{(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + y2 < 2
} ,die keine endli
he Teil�uberde
kung hat!

Lösung: Wir k�onnen zum Beispiel die �Uberde
kung aus den o�enen Kreiss
heiben
Un =def {

(x, y) ∈ R
2
∣

∣

∣
x2 + y2 < 2 −

1

n

}betra
hten. Alle zusammen �uberde
ken D, aber die Vereinigung endli
h vieler Un isteinfa
h die Menge Un mit den gr�o�ten Index n, und die ist kleiner als D.f) Wel
he der folgenden Mengen sind kompakt?
A =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 3y2 < 5
} , B =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 3y2 ≤ 5
}

C =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 3y2 = 5
} , D =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 3y2 6= 5
}

E =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 3y2 ≥ 5
} , F =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 3y2 > 5
}

G =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 3y2 < 5
} , H =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 3y2 ≤ 5
}

I =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 3y2 = 5
} , J =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 3y2 6= 5
}

K =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 3y2 ≥ 5
} , L =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 − 3y2 > 5
}

Lösung: Die Mengen A,D, F,G, J, L sind ni
ht abges
hlossen, da sie beispielsweise ihrenRandpunkt (√5, 0
) ni
ht enthalten; E, F,H, I, J, K und L sind ni
ht bes
hr�ankt. Somit kom-men h�o
hstens B und C in Frage. Wie wir aus Aufgabe a) wissen, sind beide abges
hlossen,und beide sind au
h bes
hr�ankt, da |x| und |y| auf jeden Fall kleiner als drei sein m�ussen.Somit sind diese beiden Mengen kompakt.g) Ri
htig oder fals
h: Die Vereinigung zweier kompakter Teilmengen von R

n ist kompakt.
Lösung: Ri
htig: Ist U eine o�ene �Uberde
kung der Vereinigung A∪B zweier kompakterTeilmengen des R

n, so ist U au
h eine o�ene �Uberde
kung von sowohl A als au
h B. Zur�Uberde
kung von A rei
ht wegen der Kompaktheit eine endli
he Teil�uberde
kung U1, f�ur
B entspre
hend eine endli
he Teil�uberde
kung U2, und damit ist U1 ∪ U2 eine endli
heTeil�uberde
kung von A ∪ B.h) Ri
htig oder fals
h: Die Vereinigung beliebig vieler kompakter Teilmengen von R

n istkompakt.
Lösung: Das ist nat�urli
h fals
h: Beispielsweise ist jede einelementige Menge kompakt,da abges
hlossen und bes
hr�ankt; also l�a�t si
h jede beliebige Teilmenge des R

n als Ver-einigung kompakter Mengen s
hreiben, aber ni
ht jede Teilmenge des R
n ist kompakt.Konkretes Beispiel: F�ur n ∈ Z sei Kn = {y ∈ R

n | ‖y − (n, . . . , n)‖ < 1}. Selbstverst�and-li
h ist jede der Mengen Kn kompakt, egal wel
he Norm wir nehmen, aber die Vereinigungaller Kn ist unbes
hr�ankt und damit ni
ht kompakt.i) Ri
htig oder fals
h: Sind X ⊂ R
n und Y ⊂ R

m kompakt, so ist au
h X × Y ⊂ R
n × R

mkompakt.
Lösung: Ri
htig: Wir arbeiten mit den Maximumsnormen auf R

n, Rm und R
n+m. Da Xund Y als kompakte Mengen bes
hr�ankt sind, gibt es reelle Zahlen N,M, so da�

‖x‖ = max{|x1| , . . . , |xn|
}
≤ N f�ur alle x = (x1, . . . , xn) ∈ X



und
‖y‖ = max{|y1| , . . . , |ym|

}
≤ M f�ur alle y = (y1, . . . , ym) ∈ YDamit ist ‖(x, y)‖ = max{‖x‖ , ‖y‖

}
≤ max{N,M

} f�ur alle (x, y) ∈ X × Y, so da� au
h
X × Y bes
hr�ankt ist.Um zu zeigen, da� X× Y au
h abges
hlossen ist, m�ussen wir zeigen, da� das Komplemento�en ist. Sei also (x, y) ∈ R

n × R
m

r X × Y. Dann ist x /∈ X oder y /∈ Y oder beides.Indem wir n�otigenfalls die Reihenfolge der Faktoren vertaus
hen, k�onnen wir annehmen,da� x /∈ X. Da R
n

r X o�en ist, gibt es ein ε > 0, so da� u /∈ X f�ur alle u ∈ R
n mit

‖x − u‖ < ε.Ist (u, v) ∈ R
n ×R

m ein Punkt mit ‖(x, y) − (u, v)‖ ≤ ε, so ist insbesondere ‖x − u‖ < ε;also u /∈ X und damit au
h (u, v) /∈ X × Y. Somit ist X × Y au
h abges
hlossen, alsokompakt.j) Bes
hreiben Sie die Menge M =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + y2

4
≤ 1

} geometris
h!
Lösung: Das ist nat�urli
h eine (Voll-)Ellipse mit Halba
hsen eins und zwei.k) Bestimmen Sie die Maxima und Minima der Funktion f(x, y) = x − 2x2 − 3y2 auf M !
Lösung: ∇f =

(

1 − 4x

−6y

) vers
hwindet nur im Punkt x = 1
4
und y = 0. Dort (wie au
h�uberall sonst) ist die Hesse-Matrix

Hf(x, y) =

(

−4 0

0 −6

)negativ de�nit; f hat im Punkt (1
4
, 0
) also ein relatives Maximum; der Funktionswerte istdort

1

4
−

2

16
=

1

8
.F�ur Extrema auf dem Rand m�ussen ∇f und ∇g f�ur g(x, y) = x2 + y2

4
= 1 linear abh�angigsein. Da ∇g =

(

2x
y/2

) nur im Nullpunkt vers
hwindet, der ni
ht auf dem Rand liegt, gibtes f�ur jedes Extremum auf dem Rand ein λ ∈ R mit
1 − 4x = 2λx und − 6y = λ

y

2
oder y

2
(λ + 12) = 0 .F�ur λ = −12 wird die erste Glei
hung zu 1 − 4x = −24x oder x = −1/20. Aufgrundder Ellipsenglei
hung mu� dann y = ±2

√

1 − (1/20)2 = ±
√

399/10 sein. F�ur y = 0 istnat�urli
h x = ±1.Auf dem kompakten Ellipsenbogen nimmt f als stetige Funktion sowohl sein Maximumals au
h sein Minimum an; wegen
f(1, 0) = 1−2 = −1, f(−1, 0) = −1−2 = −3 und f

(

1

20
,±

√
399

10

)

= −
481

40
= −12

1

40wird in den beiden Punkten mit x = −1/20 das Minimum auf dem Rand angenommen unddamit au
h auf ganz M angenommen. Bei (±1, 0) liegen relative Maxima f�ur die auf denRand einges
hr�ankte Funktion; da das Maximum im Innern gr�o�er ist, wird das absoluteMaximum bei (1
4
, 0) angenommen mit Funktionswert 1/8.l) Finden Sie sowohl das absolute Maximum als au
h das absolute Minimum der Funktion

f(x, y) = x3 + y3 unter der Nebenbedingung x2 + 2y2 ≤ 5 !
Lösung: Da K = {(x, y) ∈ R

2 | x2 + 2y2 ≤ 5} kompakt ist (es handelt si
h um eineellipsenf�ormige S
heibe), mu� f in K sowohl sein Maximum als au
h sein Minimum an-nehmen. Falls dies in einem inneren Punkt ges
h�ahe, m�u�te dort wegen der Di�erenzier-barkeit von f der Gradient vers
hwinden.
∇f(x, y) =

(

3x2

3y2

)



vers
hwindet aber nur im Nullpunkt; dort ist o�ensi
htli
h weder ein Maximum no
h einMinimum. (Betra
hten Sie die Funktion h(x) = x3.)Somit liegen sowohl das Maximum als au
h das Minimum auf dem Rand; dort ist also
g(x, y) = x2 + 2y2 − 5 = 0. Da au
h der Gradient von g nur im Nullpunkt vers
hwindet,f�ur den g(0, 0) = −5 ni
ht vers
hwindet, mu� es f�ur jeden Punkt (x, y) mit g(x, y) = 0,f�ur den f(x, y) maximal oder minimal wird, ein λ 6= 0 geben, so da�

∇f(x, y) = λ∇g(x, y) , das hei�t (

3x2

3y2

)

= λ

(

2x

4y

)ist. Wir haben also die beiden Glei
hungen
3x2 − 2λx = x(3x − 2λ) = 0 und 3y2 − 4λy = y(3y − 4λ) = 0 .Die erste Glei
hung ist erf�ullt, wenn entweder x = 0 ist oder λ = 3

2
x. Im ersten Fallk�onnen wir y �uber die Nebenbedingung x2 + 2y2 = 5 bestimmen: O�ensi
htli
h kommennur y = ±

√

5/2 in Frage, und zu beiden Werten l�a�t si
h ein λ �nden, so da� 3y − 4λvers
hwindet.Entspre
hend ist die zweite Glei
hung erf�ullt, wenn y vers
hwindet oder aber λ = 3
4
y; imersten Fall f�uhrt die Nebenbedingung auf x = ±

√
5, und dazu gibt es nat�urli
h ein λ, f�urdas 3x − 2λ vers
hwindet.Bleibt no
h der Fall, da� x und y beide von Null vers
hieden sind. Dann ist 3x = 2λ und

3y = 4λ, also y = 2x. Einsetzen in die Nebenbedingung zeigt, da� dann 9x2 = 5 sein mu�,d.h. x = ±1
3

√
5 und y = 2x.F�ur das gesu
hte Maximum und Minimum kommen damit nur folgende se
hs Punkte inFrage:

(

0,±
√

5/2
)

,
(

±
√

5, 0) und ±
(

1
3

√
5, 2

3

√
5
) .Die Funktionswerte dort sind

±5
√

5

2
√

2
, ±5

√
5 und ± 5

√
5

3
.Da wir wissen, da� sowohl Maximum als au
h Minimum angenommen werden, m�ussen wirdiese Werte miteinander verglei
hen; o�ensi
htli
h ist 5

√
5 der betragsgr�o�te Wert. Dasabsolute Maximum wird daher angenommen im Punkt (√5, 0
) und das absolute Minimumim Punkt (−√

5, 0
); die Funktionswerte dort sind ±5

√
5.


