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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 24.-27. Miirz 2015

Zeigen Sie: Ist f: R™ — R eine stetige Funktion, so sind die Mengen
A={xeR"|f(x) <0}, B={xeR"|f(x)=0} und C={xeR"|f(x)>0}
abgeschlossen, wahrend
D={xeR"|f(x)<0}, E={xeR"|f(x)#0} und F={xeR"|f(x)>0}
offen sind.

Losung: Eine Funktion f:R™ — R ist genau dann stetig, wenn das Urbild einer jeden
offenen Teilmenge von R offen in R™ ist. Da sowohl die negativen als auch die positiven
Zahlen eine offene Teilmenge von R bilden, sind D und F offen und damit auch E = DUF.

A, B und C sind die Komplemente der offenen Mengen F, E und D, also abgeschlossen.

Kann es Funktionen f geben, fiir die eine der Mengen A, B, C offen oder eine der Mengen
D, E, F abgeschlossen ist?

Losung: Nehmen wir fiir f die konstante Funktion eins (oder, fiir alle die es komplizierter
wollen, f(x1,...,%n) =1+x§+---+x2%),s0sind A =B = () und C = R" offen und D = ()
sowie E = F = R™ abgeschlossen.

Zeigen Sie, daf die Intervalle (0, 1) eine offene Uberdeckung sowohl des Intervalls (4, 1)
als auch des Intervalls H, %] bilden. Fiir welches der beiden Intervalle gibt es eine endliche

Teiliiberdeckung, welches ist kompakt?

Loésung: Da bereits (0, 1) beide Intervalle enthilt, ist die ﬁberdeckungseigepschaft klar;
auflerdem ist auch klar, dal in beiden Fillen die nur aus (0, 1) bestehende Uberdeckung
eine endliche Teiliiberdeckung ist. Kompakt ist natiirlich nur das abgeschlossene Inter-
vall [, 1].

i sei die Menge, deren Elemente die offenen Mengen

Uap = {xu) €R? [ (x—a)* + (y—b)* <1}
mit —1 < a,b < 1 sind. Zeigen Sie, dal 4 eine offene Uberdeckung des Rechtecks

3 3 3 3
R:{ , RZ‘——< <2 _2< <_}

el ov e psxsgyuwd —5sysy
ist, und finden Sie eine endliche Teiliiberdeckung!
Losung: Wir miissen zeigen, dafl jeder Punkt (x,y) € R in mindestens einer der Mengen
Uq b liegt. Falls |x| und |y| kleiner oder gleich eins sind, kénnen wir einfach die Menge
U, , nehmen. Ist [x| < 1 aber |y| > 1, so liegt (x,y) je nach Vorzeichen von y in einer
der beiden Mengen U, ; und U, _; entsprechend liegt der Punkt im Fall |[x| > 1 und
ly| <1 in einer der beiden Mengen U, , und U_; . Sind schliefllich beide Betrége grofier
als eins, so liegt (x,y) in einer der vier Mengen Uy 11, denn eine der Zahlen |x — 1| und
|x 4 1| ist kleiner als J, genauso auch eine der Zahlen [y — 1| und |y + 1|; da die Summe
von deren Quadraten kleiner als % ist, liegt (x,y) in einer der vier Kreisscheiben.

Mit dem gleichen Argument kdnnen wir auch eine endliche Teiliiberdeckung angeben: Zu
jedem x € (—%, %) gibt es ein
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so da8 [x—a| < J ist und zu y ein b € M mit [y —b| < 1; damit liegt jeder Punkt

(x,y) € Rin einer der 25 Mengen M, v mit a,b € M. (Das ist natiirlich nicht die kleinste
endliche Teilliiberdeckung!)

Finden Sie eine offene Uberdeckung ${ der offenen Kreisscheibe
D = R? | x* +y? <2
={xy) R |x* +y* <2},
die keine endliche Teiliiberdeckung hat!
Losung: Wir konnen zum Beispiel die Uberdeckung aus den offenen Kreisscheiben
1
u, = {(x,y) € R? ‘ X2 +y?<2— —}
def n
betrachten. Alle zusammen iiberdecken D, aber die Vereinigung endlich vieler U,, ist

einfach die Menge U,, mit den grofiten Index n, und die ist kleiner als D.

Welche der folgenden Mengen sind kompakt?
A ={(x,y) € R? | x* +3y? <5}, B

x,y) € R? | x? +3y? =5}, D

) € R? | x? +3y? > 5}, F =

) € R? | x? —3y? <5}, H

) J

) L

y) € R? | x? +3y? <5}
y) € R? | x? +3y? #5}
y) € R? | x? +3y? > 5}
y) e R? | x? —3y? <5}
y) € R? | x? —3y? #5}
y) € R? | x? —3y? >5}

€ R? | x* —3y? =5},
e R? x2—3y225},

Loésung: Die Mengen A, D, F G, ], L sind nicht abgeschlossen, da sie beispielsweise ihren
Randpunkt (\/5 , O) nicht enthalten; E,F, H, I, ], K und L sind nicht beschréankt. Somit kom-
men hochstens B und C in Frage. Wie wir aus Aufgabe a) wissen, sind beide abgeschlossen,
und beide sind auch beschrankt, da |x| und |y| auf jeden Fall kleiner als drei sein miissen.
Somit sind diese beiden Mengen kompakt.

Richtig oder falsch: Die Vereinigung zweier kompakter Teilmengen von R™ ist kompakt.

Losung: Richtig: Ist 4 eine offene Uberdeckung der Vereinigung A UB zweier kompakter
Teilmengen des R™, so ist ¢l auch eine offene Uberdeckung von sowohl A als auch B. Zur
Uberdeckung von A reicht wegen der Kompaktheit eine endliche Teiliiberdeckung $(;, fiir
B entsprechend eine endliche Teiliiberdeckung $l,, und damit ist 4; U 4f, eine endliche
Teiliiberdeckung von A U B.

Richtig oder falsch: Die Vereinigung beliebig vieler kompakter Teilmengen von R™ ist
kompakt.

Losung: Das ist natiirlich falsch: Beispielsweise ist jede einelementige Menge kompakt,
da abgeschlossen und beschrankt; also 1483t sich jede beliebige Teilmenge des R™ als Ver-
einigung kompakter Mengen schreiben, aber nicht jede Teilmenge des R™ ist kompakt.
Konkretes Beispiel: Fir n € Z sei K, ={y € R" | ||y — (n,...,n)|| < 1}. Selbstverstand-
lich ist jede der Mengen K,, kompakt, egal welche Norm wir nehmen, aber die Vereinigung
aller K,, ist unbeschrankt und damit nicht kompakt.

Richtig oder falsch: Sind X C R™ und Y C R™ kompakt, so ist auch X x Y C R™ x R™
kompakt.

Lésung: Richtig: Wir arbeiten mit den Maximumsnormen auf R™, R™ und R™*™. Da X
und Y als kompakte Mengen beschrénkt sind, gibt es reelle Zahlen N, M, so daf}

x| = max{[xi],...,|xn|} <N fiiralle x = (x1,...,%n) € X
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und

[yl = max{|y1],...,|ym|} <M firalley = (yi,...,ym) €Y
Damit ist ||(x,y)|| = max{||x||, ly[|} < max{N,M} fiir alle (x,y) € X x Y, so daf auch
X x Y beschréankt ist.
Um zu zeigen, dafl X x Y auch abgeschlossen ist, miissen wir zeigen, dafl das Komplement
offen ist. Sei also (x,y) € R™ x R™ ~ X x Y. Dann ist x ¢ X oder y ¢ Y oder beides.
Indem wir notigenfalls die Reihenfolge der Faktoren vertauschen, kdnnen wir annehmen,
dafl x ¢ X. Da R™ \ X offen ist, gibt es ein ¢ > 0, so dafl u ¢ X fiir alle u € R™ mit
IIx —ul| < e.
Ist (u,v) € R™ x R™ ein Punkt mit ||(x,y) — (u,v)|| < ¢, so ist insbesondere ||x —u|| < ¢;
also u ¢ X und damit auch (u,v) ¢ X x Y. Somit ist X x Y auch abgeschlossen, also
kompakt.

Beschreiben Sie die Menge M = {(x,y) € R? | x? + % < 1} geometrisch!

Losung: Das ist natiirlich eine (Voll-)Ellipse mit Halbachsen eins und zwei.

Bestimmen Sie die Maxima und Minima der Funktion f(x,y) = x — 2x* — 3y? auf M!

Lésung: Vf = <]__63X> verschwindet nur im Punkt x = 7 und y = 0. Dort (wie auch

tiberall sonst) ist die HEsSE-Matrix

Hixw = (T ¢)

negativ definit; f hat im Punkt (4,0) also ein relatives Maximum; der Funktionswerte ist

dort
1 2 1

4776 8
Fiir Extrema auf dem Rand miissen Vf und Vg fiir g(x,y) = x> + % =1 linear abhéngig
sein. Da Vg = (yz/"z) nur im Nullpunkt verschwindet, der nicht auf dem Rand liegt, gibt

es fiir jedes Extremum auf dem Rand ein A € R mit

1—4x =2\ und —6y:?\% oder %(?\%-12):0.

Fiir A = —12 wird die erste Gleichung zu 1 — 4x = —24x oder x = —1/20. Aufgrund
der Ellipsengleichung mufl dann y = +2,/1 — (1/20)2 = +/399/10 sein. Fiir y = 0 ist
natiirlich x = +1.

Auf dem kompakten Ellipsenbogen nimmt f als stetige Funktion sowohl sein Maximum
als auch sein Minimum an; wegen

f(1,0)=1-2=-1, f(-1,00=-1-2=-3 und f(li

V399 _ 481 1
20710

40 T40
wird in den beiden Punkten mit x = —1/20 das Minimum auf dem Rand angenommen und
damit auch auf ganz M angenommen. Bei (+1,0) liegen relative Maxima fiir die auf den

Rand eingeschrankte Funktion; da das Maximum im Innern grofler ist, wird das absolute
Maximum bei (%,O) angenommen mit Funktionswert 1/8.

Finden Sie sowohl das absolute Maximum als auch das absolute Minimum der Funktion
f(x,y) = x> +y> unter der Nebenbedingung x? +2y% < 5!

Losung: Da K = {(x,y) € R? | x2 + 2y? < 5} kompakt ist (es handelt sich um eine
ellipsenférmige Scheibe), mufl f in K sowohl sein Maximum als auch sein Minimum an-
nehmen. Falls dies in einem inneren Punkt geschdhe, miifite dort wegen der Differenzier-
barkeit von f der Gradient verschwinden.

2
vt = ()



verschwindet aber nur im Nullpunkt; dort ist offensichtlich weder ein Maximum noch ein
Minimum. (Betrachten Sie die Funktion h(x) = x3.)

Somit liegen sowohl das Maximum als auch das Minimum auf dem Rand; dort ist also
g(x,y) = x? +2y? — 5 = 0. Da auch der Gradient von g nur im Nullpunkt verschwindet,
fiir den g(0,0) = —5 nicht verschwindet, muf} es fiir jeden Punkt (x,y) mit g(x,y) = 0,
fiir den f(x,y) maximal oder minimal wird, ein A # 0 geben, so dafl

Vf(x,y) = A\Vg(x,y) , das heit (;’;) ~A <fhj>
ist. Wir haben also die beiden Gleichungen
X —2Ax =x(3x—2\) =0 und 3y —4ay =y(3y —4A) =0.
Die erste Gleichung ist erfiillt, wenn entweder x = 0 ist oder A = %x. Im ersten Fall

koénnen wir y iiber die Nebenbedingung x? + 2y? = 5 bestimmen: Offensichtlich kommen
nur y = ++/5/2 in Frage, und zu beiden Werten 148t sich ein A finden, so dafl 3y — 4A
verschwindet.

Entsprechend ist die zweite Gleichung erfiillt, wenn y verschwindet oder aber A = %y; im

ersten Fall fiihrt die Nebenbedingung auf x = ++/5, und dazu gibt es natiirlich ein A, fiir
das 3x — 2A verschwindet.

Bleibt noch der Fall, dafl x und y beide von Null verschieden sind. Dann ist 3x = 2A und
3y =4, also y = 2x. Einsetzen in die Nebenbedingung zeigt, da8 dann 9x? = 5 sein mu8,
d.h. x = :I:% 5 und y = 2x.

Fiir das gesuchte Maximum und Minimum kommen damit nur folgende sechs Punkte in

Frage:
(0,£1/5/2), (£V5,0) und =+ (3V5,2V5).
Die Funktionswerte dort sind
5V5 5V5
+—, +5v5 und + .
2V2 3
Da wir wissen, dafl sowohl Maximum als auch Minimum angenommen werden, miissen wir

diese Werte miteinander vergleichen; offensichtlich ist 5v/5 der betragsgrofte Wert. Das
absolute Maximum wird daher angenommen im Punkt (v/5,0) und das absolute Minimum

im Punkt (—v/5,0); die Funktionswerte dort sind +5v/5.



