Kapitel 5
Funktionen mehrerer Veranderlicher

Bislang hatten wir nur Funktionen betrachtet, die von emiezigen
Variablen ablngen. lar die meisten Anwendungen ist das zu viel zu
speziell: Egal ob wir ein wirtschaftliches, soziales odechinisches
System beschreiben wollenpiknen wir sicher sein, daf es von einer
Vielzahl verschiedener ®Ren abhngt.

Wir kdnnten versuchen, dieses Problem zu umgehen, indem wir alle
diese G6Ren mit einer Ausnahme konstant halten und die so entste-
hende Funktion einer Vanderlichen mit den uns bekannten Methoden
untersuchen — dieseeteris paribusAnsatz(dasUbrige ist gleich)wird

in der Tat bei manchen volkswirtschaftlichen Problememgeerwen-

det. Er ist aber sicherlich nicht allgemein einsetzbar,nddie eine
variable Gbl3e kann je nach Werten der festgehaltenen Variablen sehr
unterschiedliche Effekte haben: Mehrproduktion kann foeisweise

ja nach Zustand des Marktes mal zu Gewinnen, mal zu Lddenh
flhren. Hinzu kommt, daf} die Kenrifden eines Systems selten un-
abhangig voneinander sind und daher &aderungen einer GRe oft
zwangsaufig zu Veanderungen weiterer GRen fihren.

Trotz dieser Schwierigkeiten wollen wir die batuten Methoden aus
der Analysis einer Vémderlichen soweit wie figlich weiter benutzen;
wie sich zeigen wird, ist das auchbglich, allerdings riissen sie durch
zusatzliche Hilfsmittel ergnzt werden.

Ein wesentliches solches Werkzeug sind, wie schon bei ke
einer Veanderlichenlineare Funktionen; teilweise werden wir hier im
Mehrdimensionalen daher auch Methoden aus der Lineareebfdg
brauchen.
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Bei Funktionen mehrerer Vénderlicher liegen die Argumente nicht
mehr im KorperR der reellen Zahlen, sondern in der Menge

R":{(xl,...,xn) ‘ Tiyeoy Ty, ER}
allern-tupel reeller Zahlen. Diese bilden keinefitger mehr, man kann
sie aber immerhin addieren géaf
(@1, 2) Y YY) =@y, T, T Y)
und mit reellen Zahlen multiplizieren g&fd
Mg, - yz,) = (Axq, ..., Ax,,) .

Wie man leicht nachrechnet, i&™ damit einVektorraumiiber dem
KorperR im Sinne der folgenden Definition:

Definition: k sei ein Korper. Eine Mengéd’ heil3tVektorraumiberk
oderk-Vektorraum, wenn es zwei Verkpfungen

+VxV -V und kxV -V
gibt, so dafR gilt:
I.1) Das Assoziativgesetz der Vektoraddition
(utv)+w=u+@+w) furalleu,v,w e V
[.2) Es gibt einen Vektor & V, so daRiir jeden Vektow € V gilt
v+0=0+v=w.
I.3) Zu jedem Vektow € V gibt es einen Vektorv € V, so dald
v+ (—v)=(—v)+v=0.
I.4) Das Kommutativgesetz der Vektoraddition
utv=v+u furalleu,v e V

[1.1) Das Distributivgesetz bei der Addition von Skalaren
A+pv=X v+pv firallel, p e kundallev e V.
[1.2) Das Distributivgesetz bei der Addition von Vektoren
AMv+w) = v+ w furalle) € kundallev,w e V.
11.3) Kompatibilitat von Korper- und Skalarmultiplikation
(Aw)v = A(uv) foralle, p € kundallev € V.
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11.4) Multiplikation mit der Eins
lv=v furalleveV.

11.5) Multiplikation mit der Null bzw.mit dem Nullvektor
Ov=0 furalleveV und A0=0 furalle) € k.

§1: Grundlegende Eigenschaften

Bevor wir zur Differential- und Integralrechnung iRf* kommen, brau-
chen wir —wie schon im eindimensionalen Fall — einige Vogiiengen
Uber Konvergenz, Stetigkeit urithnliche Grundbegriffe. Diese sollen
hier zusammengestellt werden.

a) Visualisierung in hoheren Dimensionen

Um einen ersten Eindruck von einer FunktignD — R auf einer
TeilmengeD C R zu gewinnen, startet man am besten mit einem
Bild. Dieses kann zwar, fall® kein endliches Intervall ist, meist nur
einen endlichen Ausschnitt des Definitionsbereichs zeigehist auch

in seiner Genauigkeit begrenzt, bietet aber doch Infornatiie man
anders nur mit erheblich gRerem Aufwand darstellerdknte. Als Bild
von f betrachten wikiblicherweise den Graphen

Ty = {@yeDxR[y=fx)},

also eine Teilmenge der Eben®A, die wir gut darstellen und uns auch
gut vorstellen Bnnen.

Auch fur eine Funktionf: D — R™ mit D C R" kdnnen wir deren
Graphen

L = {(z,y) € D xR™ | y = f(z)}
definieren; da dieser R™ x R™ = R"*™ liegt, ist er allerdings nurifr
n +m < 3 wirklich anschaulich, wobei es im Fall+ m = 3 bei kom-
plizierteren Funktionen stark von der géglten Perspektive aBhgen
kann, wieviel man wirklich sieht. i einfache reellwertige Funktio-
nen zweier Veiinderlicher jedoch ist der Graph sicherlich die beste
Methode zur Veranschaulichung, wobei man gegebenentallsesse-
renUbersicht noch Hilfslinieniir die Funktionswerte zu ausgétiten
Werten vonz und/odery einzeichnen kann.
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Beim Graphen der Funktion
([-1,1]x[-1,1] —-R
8 (e,)) — VA= 2=
etwa sieht man bei beiden Darstellungen recht gut,Idafeil einer
Kugeloberféche ist.

e

Graph der Funktion f(z,y) = /4 — 22 — 42

Eine andere Niglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen zweier
Veranderlicher ist von topographischen Karten her bekanntt Wind

die Hoheluiber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebenenko-
ordinaten, dargestellt durd¢hdhenlinien Entsprechenddnnen wir fir

eine beliebige Funktiori: D — R mit D C R? und jeden Wert: € R

die Niveaulinie

NN 2 {9 € B | @, = ¢}

definieren; sie muf3 nétlich keine, Linie" sein, sondern kann auch nur
aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder — im Fallel@nstanten
Funktion — fir einen bestimmten Wertaus dem gesamten Definitions-
bereichD bestehen. Besserare daher das WoNiveaumengéalls sie
keine Linie ist, ist sie allerdings nur selteitalich.

Im Falle des obigen Beispiels etwa 8t (f) furc > 2 und irc < v/2
die leere Menge;ifr ¢ = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, uiid f
¢ = /2 aus den vier Punkten (&1) und &1,0). Rir v2 < ¢ < 2
erhalten wir die in der &achsten Abbildungifr ¢ = 1,5 bisc = 2 in
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Schritten von 0,05 dargestellten Kreislinien

422 —y2=c oder 2°+y*=4-c?,
eingeschiinkt natirlich auf das Einheitsquadrat als dem Definitionsbe-
reich von f. Die Darstellung von Niveaulinien kann auch kombiniert
werden mit der des Graphen.

Niveaulinien der Funktion f(x,y) = \/4 — 22 — y2

Fur Funktionen von mehr als zwei \farderlichen ist die Visualisierung
naturgenall schwieriger; wir &nnen Graphen und auch Niveaulinien,
-flachenusw. zwar problemlos definieren, aber nicht mehr zeichnen
—es sei denn, es handelt sich um sehr einfache Niieheh imR2.

Bei Funktionen mit Werten in einem mehrdimensionalen Raomrkt
hinzu, daf3 die Niveaumengen dann nicht mehr nur von einemdeso
von mehreren Parametern dligen.

Eine weitere Mbglichkeit zur Visualisierung besteht darin, auf einem
zwei- oder dreidimensionalen Graphen durch Farbe, Texwweite-

re Dimensionen darzustellen; allgemein bekannt ist dieiétoeg der
Hohe durch von Gin nach Braun laufende Farben in Atlanten oder auch
die Darstellung der Temperatur durch Farbaafé von Blauiber Rot
nach Weil3psw.

Wollen wir beispielsweiselir 0 < 2 < 37 und 0< y < 27 jene Funk-
tion vonR? nachR? veranschaulichen, die einem Punktg) die beiden
Werte f (x, y) = sin(x +y) cos@c — y) undg(z, y) = cosf +vy) sin(z — y)
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zuordnet, so&nnenwir den Graphen vgfzeichnen und darauf nach ei-
nem Farbschema die Funktigrikodieren. Da diese nur Werte zwischen
—1und 1 annimmt, riassen wir dazu einfach ein Funktion festlegen, die
jeder dieser Zahlen eine Farbe zuordnet; der entsprectemdeerlauf

ist unter dem Bild abgedruckt. Wenn man genau hinschautjngew
man so einen recht guten Eindruck vom relativen Verlauf dsddn
Funktionen.

-10 09 08 0.7 06 05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 00.0 001 00.2 00.3 00.4 005 006 00.7 008 009 010

Grundstzlich kann man mit Farben auch mehr als eine Dimension
darstellen: Da wir drei Arten von Selgfchen haben,danten wir the-
oretisch bis zu drei Dimensionen darstellen. @aldich sind jedoch
nur die wenigsten Menschen in der Lage, einer Farbe dererGrion-
und Blauwerte anzusehen, so dal? die Darstellung von dre¢iisio-
nen durch Farbwerte seltertitzlich ist. Zwei Dimensionen sind aber
durchaus realistisch, vor allem, wenn wir die eine Dimemsiaf die
Helligkeit abbilden und die andere auf einen der beidenwarte in
einem Luminanz/Chromanz-Modellwie etwa ddirdfjpeg-Formatver-
wendeten YCbCr-Modell. Beim hier abgebildeten Quadrasetiwd die
z-Werte durch die Helligkeit kodiert und digWerte durch die Chro-
manz fir Rot:
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Als weitere Alternative seien noch Stern- oder Netzdiagremarwahnt:
Hier geht es darum, einzelne Punkte in einetrhérdimensionalen
Raum zu veranschaulichen, z.B. den Vektor der Klausurreitess Stu-
denten oder Kompetenzeingthungen iir Politiker. Um einen Punkt
(z4,...,z,) € R" darzustellen, zeichnet manvom Nullpunkt aus-
gehende Strahlen if®?, markiert auf demi-ten dieser Strahlen den
Punktz,, und verbindet die so markierten Punkte zu eineick.
Damit diestibersichtlich bleibt, sollte hier nicht wesentlich gi3er als
zehn sein, und auch die Anzahl der in einem Bild darstellb&enkte
sollte definitiv einstellig sein.

Die Punkte (3,1,4,1,5,9,2,6,5)und 2,7,1,8,2,8,1,8,2) aus R®
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Natirlich muf3 man nicht alle Koordinatenachsen von einem Punkt
ausgehen lassen; oft verwendet man auch sogenannte learadle
ordinaten. Hier sind die Achsen zu den einzelnen Dimensiqree
rallel zueinander, und die Punkte entsprechen wieder l&naagen,
die zusammengéhmende Werte miteinander verbinden. Damit lassen
sich dann auch Punkte irdherdimensionalen&imen darstellen; zu-
mindest solange es keine Interaktioriggtichkeiten gibt ist die Anzahl
Ubersichtlich darstellbarer Punkte allerdings auch heschénkt. Die
nachste Abbildung zeigt die prozentuale Notenverteilurigllderstter-
min der Analysis | Klausur 2014 nacta€hern: Wirtschaftmathematik
rot, Lehramt schwarz, Wirtschaftdgagogik giin und Volkswirtschafts-

lehre blau.
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Notenverteilung der Analysis | Klausur

Ein eigenes Forschungsgebiet der Mathematik und Infokméi Vi-
sualisierung, beséitigt sich mit diesen und weiteren Methoden, die f
eine vorgegebene Fragestellung interessanten Aspeleie(amalytisch
oder empirisch gegebenen) Funktion mehrereaiderlichen graphisch
herauszuarbeitenif die Zwecke dieser Vorlesun@knen wir uns aber
mit Graphen und Niveaumengen bégen.
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b) Metrische Raume

Bei der Definition von Grenzwerten und Stetigkeit spielteRinder
Abstand zweier Punkte eine wesentliche Rolle; wir solltahat auch

im R™ etwas entsprechendes haben. In Dimension zwei und drei ken-
nen wir aus der Schulgeometrie deudtiDischen Abstand; da wir zu
seiner Berechnung eine Wurzel zieheigsen, ist er allerdings rechne-
risch nicht immer einfach handhabbar. Wie sollten uns daludt von

vorn herein darauf festlegen, sondern auch Alternativémrableten. Die
Mindestanforderungen an einen Abstand (engldistancé sind in der
folgenden Definition zusammengefal3t:

Definition: Einmetrischer Raunst eine MengeX zusammen mit einer

Funktiond: X x X — R, die folgende Bedingungen éitt:

a) d(z,y) > 0 furallex,y € X undd(z,y) = 0 genau dann, wenn
x = y ist. (positive Definitheit)

b) d(z,y) = d(y, z) fur allex,y € X (Symmetrie)

C) d(x, z) < d(z,y)+d(y, z) furallex, y, = € X (Dreiecksungleichung)

Nach dem, was wir aus Kapiteliber die Betragsfunktion wissen, ist
klar, daffR zusammen mit der Funktiof(z, y) = |y — x| ein metrischer
Raum ist. Der EKLIDische Abstand inR™ ordnet den beiden Punkten
x = (zq,...,x,)undy = (yq,...,y,) die Zahl

d(xv y) = \/(yl - xl)z teeot (yn - xn)z
als Abstand zu. Die Eigenschaftgyundb) einer Metrik sind klar; iir c)
beachten wir, daf? drei Punktey, z € R" stets in einer Ebenen liegen
und dort ein (eventuell zu einer Strecke oder einem Punlidmiegertes)
Dreieck aufspannen. Die drei Seiten dieses Dreiecks habkdradgen
d(x,y), d(y, z) undd(z, z); die Dreiecksungleichung ist aléguivalent
dazu, dal3 eine Seite eines Dreiecks nighgler sein kann als die Summe
der Langen der beiden anderen. (léohsten Abschnitt werden wir auch
einen rechnerischen Beweis kennenlernen.)

Eine andere Metrik auR™ ist die sogenannf&axi-Metrik
d(.’E,y) = |yl _xl| +eeot |yn _‘rn| ;

die erste beiden Eigenschaften einer Metrik sind klar, ueddeiecks-
ungleichung folgt sofort aus deinf die Betragsfunktion.
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¢) Normierte Vektorraume

Aus der Geometrie sind wir gewohnt, daf3 sich am Abstand z\Reiek-

te nichtsandert, wenn wir beide Punkte um die gleiche Entfernungiin de
gleichen Richtung verschieben. Das gilt metrische Rume nicht un-
bedingt, und das ist auch durchaus sinnvoll, da schon inrgebgchen
Anwendungen nicht nur die Luftlinie als Abstand interessstnHir die
Zwecke der Analysis auR™ sollte man so etwas allerdings nur selten
brauchen. INR berechnen wir den Abstand als Betrag der Differenz,
und Differenzen knnen wir auch irR™ berechnen. Dieser Differenz
miissen wir dann irgendwie eine reelle Zahl zuordnen, und deaen
sogenannte Normen.

Definition: Ein normierter Vektorraum ist eiR- oderC-Vektorraumy”
zusammen mit einer Abbildunfy || : V' — R mit den Eigenschaften

a) [[Av] = [\ |Jv|| fur allex € R bzw.C undv € V (, Linearitat*)

b) |lv|| > O fur allev € V, und|jv|| = 0 genau dann, wenn = 0
(positive Definitheit)

) ||lv+w| < |v] +|lw|l (Dreiecksungleichung)

Die Zahl|jv|| wird alsNormdes Vektors) € V bezeichnet.

FurR-Vektorraume kbnnen Normen beispielsweiber Skalarprodukte
definiert werden:

Definition: Ein Skalarprodukt auf einefi-VektorraumV” ist eine Ab-
bildung(-,-) : V x V' — R mit den Eigenschaften

a) (Au+pv,w) =X {u,w) + p (v, w) und
(u, Ao+ pw) = X {u, v) +p (u, w) furallew, v,w € Vund\, p € R
(Bilinearitat)

b) (u,v) = (v,u) furalleu,v € V (Symmetrie)

c) (v,v) > Ofurallev € V und(v,v) = 0 genau dann, wenn= 0 ist
(positive Definitheit)

Das Standardskalarprodukt a& ist gegeben durch

<($1,.. '7xn)?(y17" )yn)> :xlyl+" ! +xnyn
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und erfillt offensichtlich alle drei Forderungen. Das Skalarprkid/on
(x4, ...,x,) mitsich selbstist hier geradg+- - - +22, also das Quadrat
der Lange des Vektors.

Allgemein gilt

Lemma: Fur jedes Skalarprodukt auf einem reellen Vektorralm
definiert||v|| = \/(v, v) eine Norm auf".

Beweis:Zunachst ist

Il = V/(w, M) = VA (v, xo) = /A2 (0, 0) = A/ (v, 0) = A ]|o]
und die positive Definitheit des Skalarprodukts ist gleitig die der
dariber definierten Norm.

Fur die Dreiecksungleichung quadrieren wir beide Seitenarhdlten
lo+wl|* = (v +w,v+w) = o *+|Jw]|®+2(v,w)  und
— {112 2 .
(loll+ [[wl)? = [[oll* + llwl* + 21|l 1wl ;
die Dreiecksungleichung ist al$muivalent zur sogenanntem@HY-
ScHwARzschen Ungleichung
(v, w) < [Jo] lw] -
Zu deren Beweis wenden wir die positive Definitheit des Siatadukts

an auf den Vektow — Aw mit einer zurdchst noch beliebigen reellen
Zahl A und erhalten

(v —Aw,v — Iw) = (v,0) — 2\ (v, w) + A% (w,w) > 0.
Ist w = 0, so verschwinden sowolib, w) als auch||v|| ||w||, die zu

beweisende Ungleichung ist also richtig. Andernfallgist)) # 0; wir
setzen\ = (v, w) / (v, w) und erhalten

(v,w>2 N (v,w>2
(w,w)  (w,w)
Multiplikation mit (w, w) und Division durch zwei macht daraus

o] ]l = (v, 0) (w, w)—(v,w)* = 0 oder {v,w)? < [[o]*[|w]?,
woraus die @GucHY-ScHwWARzsche Ungleichung und damit auch die
Dreiecksungleichung folgt.

(v,v) — 2 >0.

Wie bereits enahnt, fihren Normen zu Metriken:
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Lemma: Ist||-|| eine Norm auf deniR- oderC-VektorraumV’, so wird
V durch die Festlegung(v, w) = |jw — v|| zu einem metrischen Raum.

Beweis:Die Positiviatseigenschaft einer Metrik folgt sofort aus der
einer Norm; fir die Symmetrie beachten wir, dal3

[0 —wl = [(=Dw —v)|| = |1 lw = v[| = [|w — o

ist, und die Dreiecksungleichun@rfdie Metrik folgt aus deriir die
Norm:

d(u, w) = lw —ul| = [|(w = v) + (@ = W)| < [w = + v —ull

=d(w,v) +d(v,u) . .

Speziell fir das sogenannte StandardskalarprodukiREuf
(v, wy = {(vg,-..,0,), (W, ..., w,)) Sowrt oy,
e
erhalten wir so die BkLIDische Norm

[l =1y, s vl = (v +- -+ 0

und den BKLID ischen Abstand
d(Ua U)) = \/(wl - vl)z +..-F (wn - vn)z .

Eine zweite fir uns wichtige Norm auR"™ ist die MaximumsnormSie
ist definiert als

[0l = 101 - s vp)lloe = MaX[vg], .. [0y, [}
def

Bedingunga) ist erfullt, da|\v,| = || - |v;| fUr alled, und auch mib)

gibt es keine ProblemediFc) betrachten wir zwei Punkte
v=(vq,...,v,) und w=(wy...,w,)

ausR". Die Maximumsnormder Summerw = (vy +wy, . .., v, tw,)

ist nach Definition der d@if3te Wert eines Betrags, + w,|; dieser werde

etwa fr den Indexj angenommen, d.tjv + w|| = |v; +w,|.

Die Norm |||, vonwv ist der gbRte Betrag eines; und damit min-

destens gleichv, |; genauso isfwl| , > |w,|. Also ist

o +wl| = [v; +w;| < Jo] + |w;| < vll, +lwll,

wie verlangt.
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Damit ist auch die Maximumsnorm taishlich eine Norm. Sie kann
allerdings nichtiber ein Skalarprodukt al®™ definiert werden: @be
es ramlich ein Skalarprodukt, -), fur das|v|| = /(v,v) ware, so
ware etwa iniR? insbesondere

(66D =G e (C)-EN-1G-

L0 - @)+ 0}
s (3. (3) = 2((2). (3} = 2w
O =@+ () @+ () 2=

ein offensichtlicher Widerspruch.

1=

4 =

Maximumsnormen lassen sich nicht nar R™ (und analodC") defi-
nieren, sondern auclif Funktionenaume: Wie wir aus Kapitel 5
wissen, nimmt eine stetige Funktigh[a, )] — R auf einemabge-
schlossenemtervall ihr Maximum wirklich an, d.h die Abbildung

Il :€O(1a, B, B) = R; - f > max |f(x)
ist wohldefiniert. Sie hat auch die Eigenscha#ig¢hisc): a) undb) sind,
wie in den meisten &len, trivial, und sindf, g € C°([a, b], R) zwei

Funktionen, so ist auch deren Sumjfteg stetig. Wenn sie ihr Betrags-
maximum im Punkt™ € [a, b] annimmt, haben wir die Absétzung

1 + 9l = [(f +9)@")| = [f (@) + g(@™)] < [f(z")] +[g(z")]

< max + max = +
< max [f@)|+ max |g@)| = |l + gl

Maximumsnormen spielen unter anderem in der Numerik eicatige
Rolle, denn sie liefern Fehlerschrankém hiumerische Rechnungen:

Fuhren wir beispielsweise auf dem Vektorra®fi™*™ aller n x m-
Matrizen die Maximumsnorm ein, so setzen wiriiréich

n m
4]l = maxmax|a,;] .
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Betrachten wir aucR™ undR” mit der Maximumsnorm, so erhalten
wir fur einen Vektorv € R™ und dessen Produkt= Av mit einer
n x m-Matrix A die Absclatzung

1blloe <m0 [Allog - [10]] oo

ij 73
damit j=1

m m
10l <D Jags] - [os] D 1Al - ol = m 1Al 0]l
j=1 j=1

Wird also der Vektow durch einen Fehlervektergesbrt, so ist
Alv+e) = Av+ Ae = b+ Ae

mit einem Fehler behaftet, dessen KomponemérSicherheikleiner
sind alsm ||A||, - |l€l - Entsprechenédndert sich bei einem eindeutig
Iosbaren linearen Gleichungssystetm = b ausn Gleichungen inn
Unbekannten die &sungz = A~ hochstensimn A7 - el
wenn die rechte Seite durch einen Vektagesbrt wird. (Tatsichlich
wird diese Schranke in den meisteallen viel zu pessimistisch sein,
aber realistische Schranken sind in der Numerik oft — wigmerhaupt —
nur mit deutlich goRBerem Aufwand zu finden.)

denn nach der Multiplikationsregdif Matrizen istb, = Z a;:v; und

Wir haben Metriken und Normen eingéfrt als Verallgemeinerungen
der Betragsfunktion, um damit Begriffe wie Konvergenz unetigkeit
aufs Mehrdimensionale zibertragen. Im Falle der Konvergerift
dies zur

Definition: X sei ein metrischer Raum mit Metrik. Eine Folge
Zq, Ty, ... VON Elementen auX konvergiert gegen den Punkte X,
wenn es zu jedem > 0 eine nalrliche ZahlN € N gibt, so dai3
d(z,x,) < efurallen > N.

Im allgemeinen wird es hier von der Metrik éofigen, ob eine gegebene
Folge konvergiert; bei Metriken ali”, die ilber Normen definiert sind,

werden wir aber ig4 sehen, dal? diese alle zum gleichen Konvergenzbe-
griff f Uhren. Ausgangspunkt dafist die folgende
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Definition: Zwei Normen||- ||, und | - ||, auf einen Vektorrauni”
heiBeraquivalent, wenn es reelle Konstantgne, > 0 gibt, so daf

1 ”le S ||’UH2 S Co ”UHl ’
Offensichtlich ist dann auch
—1 vll, < o]}y < —1 o]l
v v v y
c 2 1 o 2

die Aquivalenz ist also, wie es sein muf3, symmetrisch.

Beispielsweise sind auf jedeRT" die EukLIDische Norm|| - || und die
Maximumsnorni| - | @quivalent, denn

— 2 _
loll = /o2 -+ 02 < fn ol = Vi foll

und

ol = /02 < \fo2 4422 = ol

d.h.
0]l < llvll < Vi [lo]l -

Anschaulich bedeutet dies, dal3 jedeiNél in eine Kugel eingebettet

werden kann und umgekehrt, denn

{gc e R" | llz]| , < a}
istein Wirfel mit Kanteninge 2 und

{x cR"” ‘ lz]] < r}
eine Kugel mit Radius.

Fur den Nachweis der Konvergenz einer Folge kann mal die eiag,
die andere dieser Normen besser geeignet sein. ZiirckGlaben wir
die freie Auswabhl:

Lemma: |-/, und| - ||, seien zweaquivalente Normen auf dem Vek-
torraumV. Eine Folge ¢,,),,cy Von Vektoren aus” konvergiert genau
dann beiglich || - ||, gegenv € V, wenn sie beiglich || - ||, gegenv
konvergiert.

Beweis:Da die Normeraquivalent sind, gibt es positive reelle Zahlen
¢1,Cp, SO daley |lv]|; < [lv]l, < ¢ ||v]|, ist fur allev € V. Falls die
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Folge ©,,),,cx bediglich|| - ||, gegerv € V konvergiert, gibtes zu jedem
e>0einN € N, sodalyjv —v,|; < cistfurallen > N. Also gibt
es bei vorgegebenest> 0 auch einM/ € N, so dal3jv —v,||; < e/c,
furallen > M. Firn > M ist dann

e
o= vallz < callo = v,lly < e =,

die Folge konvergiert also auch liggich || - ||, gegerw.

Dalv||, < |v]|,/c;istfurallev € V, folgt ganz entsprechend, daf? jede
beziglich|| - ||, konvergente Folge auch bigglich|| - ||, gegen denselben

Grenzwert konvergiert.
]

In §4 werden wir sehen, dafif R™ alle Normenaquivalent sind, so
daf es dort nur einen Konvergenzbegriff gibt. Wir werden piaaktisch
immer mit der EXKLIDischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten,
derenAquivalenz wir gezeigt haben; daherinen wirimmer, wenn von
Konvergenz die Rede ist, freiallen, mit welcher der beiden Normen
wir arbeiten ndchten.

d) Stetigkeit

Stetigkeit bedeutet anschaulich, daR klekmelerungen der Argumente

einer Funktion auch nur zu kleineinderungen der Funktionswerte
flhren. DieséAnderungen knnen wir mit Hilfe einer Metrik messen;

daher lonnen wir Stetigkeitiir Abbildungen zwischen beliebigen met-
rischen Raumen definieren, und zwar im wesentlichen genausoiwir f
Abbildungen zwischen Teilmengen v

Definition: a) Eine Abbildungf: D — Y von einer Teilmeng® C X
eines metrischen Raunds mit Metrik d; in einen metrischen Rauii
mit Metrik d, heifdtstetigim Punktz € D, wenn es zu jedera > 0
einé > 0 gibt, so daRiir alleuw € D qilt: Ist di(z,u) < J, so ist
dy(f(2), f(w)) < &.

b) f heil3tstetig,wennf in jedem Punktr € D stetig ist.

Speziell tir durch Normen gegebene Metrikéy(z, u) = ||z — u||, und
dy(y, w) = ||y — w||, bedeutet die Stetigkeitim PunktdaR es zu jedem
e > 0eino > 0 gibt, so daRiir allew € D gilt: Ist ||z — u||, < ¢, soist

() = f()l; <e.
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Wie im Falle der Konvergenizberzeugt man sich auch hier leicht, daf3
aquivalente Normen zaiquivalenten Stetigkeitsbegriffetifren:

Lemma: Sind||-||, und||-||; aquivalente Normen auf dem (reellen oder
komplexen) Vektorraun und ||-||, und ||-||, aquivalente Normen auf
dem (reellen oder komplexen) Vektorrawithund istD eine Teilmenge
vonV, soistf:V — W genau dann stetig im Punktbeziglich der
Normen||-|[, und ||-|[,, wenn es stetig ist béglich der Normen|-||,
und |-

Beweis:Wir nehmen anf sei stetig inz beziglich der Normer|-||,

und||-||, und wollen zeigen, dal3 es auch stetig istilggich der Normen
||-||l5 und||-|| - Wegen deAquivalenz der Normeri-||, und ||-||5 bzw.
|-l und||-||, gibt es positive Konstanten, c,, dy, d,, SO daf}

ezl < lzllz L epl|xf], furallex e V

und
dyllyll, < llylls < dgllyll, faralley € W.

Sei nune > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit iglich der Nor-
men|-||, und|-||; gibt es eind > 0, so daBir alle z,u € D mit
|z — ul|l; < égilt: || f(x) — f(w)|l3 < €/d,. Damit ist fur diese Punkte
| f(z) — f(w)]|, < e. Wenn wir verlangen, daffx — ull, < d/c, ist,
wird die Bedingund|z — u||, < ¢ erflllt, also ist|| f(z) — f(u)||, < e.

Die Umkehrung geht nétlich genauso.

|
Im Eindimensionalen kann man der graphischen Darstellumeg Eunk-
tion leicht ansehen, ob sie stetig ist oder nicht; wir woehauen, wie
dies im Mehrdimensionalen aussieht.

Der Einfachheit halber besdimmken wir uns auf Funktionen zweier
Veranderlicher, z.B. die Funktion
R? —R

21y
(r,9) = Zagp ASENFO0)

0 falls (z,y) = (0,0)
Wir sollten erwarten (und werden auch gleich sehen), dafgdianktion
aufR?\ {(0,0)} stetig ist, denn dort ist sie niiber Grundrechenarten

f:
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definiert, wobei Division durch Null ausgeschlossen istz8la * nur
im Nullpunkt verschwindet. Bleibt also der Punkt () zu untersuchen.

Die Abbildung unten zeigt den Graphen vgnn einer kleinen Umge-
bung des Nullpunkts. Sie zeigt zwar einen relativ steileruSg entlang

der Geraden: = 0, aber nurfir die etwas weiter vom Nullpunkt ent-
ferntenx-Werte; beiy = 0 sieht alles harmlos und ziemlich eben aus.

Ist diese Funktion stetig?

Nun ist der abgebildete Graph iigich von einem Computer anhand von
nur endlich vielen Sttzpunkten konstruiert; um wirklich zu entscheiden,
ob f im Nullpunkt stetig ist, Knnen wir uns nicht auf diese Approxima-
tion verlassen, sonderniresen die Funktion etwas genauer untersuchen.

Da wir uns im Eindimensionalen recht gut auskennémrien wir bei-
spielsweise die Einschnkungen vory auf die verschiedenen Geraden
durch den Nullpunkt betrachten. Abgesehen von gléchse haben
diese alle die Forng = az mita € R, und

_2x-(ax)® _ 2d%® _ 2d%x
f(x,ax) = — 2~ 2 4,2y 4,2
%+ (ax)*  2?(L+a%*2?) 1+ax
furz # 0. Hir  — 0 geht beim rechtsstehenden Ausdruck dé&hl&r
gegen Null und der Nenner gegen eins; der Grenzwert extiatsr und
ist gleich f(0,0) = 0, d.h. die Einsclamkung vonf ist stetig auf der
Geradeny = azx.
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Auf der y-Achse verschwindef fiir jeden Wert von, ist also eben-
falls stetig, d.h. die Einschnkung vonf auf jede Gerade durch den
Nullpunkt ist stetig.

Betrachten wir zur Vorsicht auch noch die Einsaoikung vonf auf die
Parabel: = ay?! Dort ist

Flay? )_ Zay -2 20y 2a
vy 294 + /4 (1+a2)y4 1+a?

fur alley # 0, wohmgegenf(o, 0) = Oist. Rir a # O ist die Ein-
schiankung vonf auf diese Parabel also nicht stetig, und damit kann
auch f nicht stetig sein: Setzen wit = 1, so ist 2/(1 +a?) = 1,

die Funktion nimmt also beliebig nahe beim Nullpunkt den Vé#ns

an. Formal Bnnen wir die Unstetigkeit béglich der Maximumsnorm
folgendermaf3en beweisen:

Wenn f im Nullpunkt stetig vare, dgibe es zu jedem > 0, eind > 0,
so daR dir alle Punkte £, y) mit ||(z, )|, = maxX{|z|,|y|} < ¢ der
Betrag vonf(z, y) kleiner alss ware. Rir jedess > 0 und jedes; mit
lyl < 6 undly| < 1istabery?| < |y| < 4, also||(y%, y)|| < J, aber

— y y
f(y y) 4+y4_11

so dafd esifre = 1 kein solche® geben kann.

Dem Graphen konnten wir das nicht ansehen, wastieretJberlegung
eigentlich auch nicht verwundert: Der Graph wurde von eir&om-
puter gezeichnet, und der kann imdich nur eine endliche Auswabhl
Zq,...,x, DzZWy,, ..., y,, von Werten beicksichtigen. Dazu berech-
net er die Funktionswertg(z;, y;) und verbindet dann die Punkte zu
gleichemz; bzw.gleichemy; durch Kurven. Entlang dieser Kurven ist
f aber, wie wir gesehen haben, stetig.

Anders sieht es aus, wenn wir stattdessen die Niveauliroenf\vbe-
trachten: Zusammen mit den Koordinatenachisieerdecken die Para-
belnz = ay? mita € R \ {0} den gesamteR?, die NiveaulinieN,(f)
von f besteht also aus den beiden Koordinatenachséhremd die an-
deren Niveaulinien aus Parabetr= ay? jeweils ohne den Nullpunkt
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bestehen; siehe Abbildung. Da die Gleichung
2a

1+a?

fur ¢ 7 0 die beiden bsungen

1+V1-¢?

C
hat, besteht jede NiveauliniéfO < |c¢| < 1 aus zwei dieser Parabeln,
fur|c| = 1 aus einer, undi |c| > List N (f) =0

0.2+

=c

a =

0.1

-0.2

Die Niveaulinien illustrieren die Unstetigkeit im Nullpunkt

Dies zeigt auch anschaulich, dém Nullpunkt unstetig ist, denn alle
Niveaulinien kommen dem Nullpunkt beliebig nahe, obwolkekdir nur
auf Ny(f) liegt. Daran sehen wiiibrigens auch, daf3 der oben abge-
bildete Graph falsch ist: In jeder Umgebung von@pwird jeder Wert
zwischen—1 und 1 angenommen, der Abschluf3 des Graphera#nth
also die Strecke-{1, 1] auf derz-Achse. Wegen der oben beschriebe-
nen Vorgehensweise von Maple (und auch fast aller andemapGter-
graphikprogramme) ist das aber in der Abbildung nicht zieeeh

Bei Funktionen, in deren Definition Fallunterscheidungegehen, ist
also gblere Vorsicht geboten als im Eindimensionalen; bei in da+ P
xis auftretenden Funktionen wird es allerdings wohl meissain, dafd
die Unstetigkeitsstellen genau dort auftreten, wo maiiisge definiert
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hat. Schwierig wird es nur, wenn man wie im obigen Beispiegin
nem Punkt eine Situation der Af@/0“ hat und entscheiden muf3, ob
man stetig ergnzen kann: Hier hilft im Mehrdimensionalen keibe
L'HospPiTALsche Regel, es hilft auch nicht, die Adtrerung der Funk-
tion an den problematischen Punkt aus allen Richtungentausuchen,
sondern man muf3 wirklich auf die Definition der Stetigkeitmkgehen.

Zum Glick sind Funktionen wie die obige nicht der Regelfall, mitde
wir es in Anwendungen zu tun habeify fdie meisten gngigen Funk-
tionen ist wie im Eindimensionalen ziemlich klar, dal3 setigtsind.

Das Rechnen mit und § kann gelegentlich eher unangenehm sein;
bevor wir Beispiele betrachten, wollen wir darum noch eineexe
Charakterisierung der Stetigkeit kennen lernen, die ohrskammt.
Ausgangspunkt sind offene und abgeschlossene Mengen.

Die fur uns wesentliche Eigenschaft eines offenen Intervallg)(war,
daf es dortir jeden Punkt € (a, b) sowohl links als auch rechts van
weitere Punkte aus dem Intervall gibt: kstlas Minimum der beiden
(positiven) Werter — a undb — z, so liegt das Intervallf — ¢, x + )
ganz in @, b); wir kdnnen uns also sowohl nach links als auch nach
rechts um einen beliebigen Betrag kleindrewegen, ohne das Intervall
zu verlassen.

Im R? und erst recht in dherdimensionalen&men nnen wir uns
nicht nur nach links und rechts bewegen, sondern in undndiiele
Richtungen; wir wollen verlangen, dal3 es wieder eine p&sifiahle

gibt, so dal3 wir uns in jeder Richtung um jeden Betrag echhé&te
bewegen knnen ohne die Menge zu verlassen. Im Zweidimensionalen
bedeutet dies, wenn wir mit detELIDischen Metrik arbeiten, dal® es zu
jedem Punkt eine Kreisscheibe um diesen Punkt geben soll, die ganzin
der Menge drin liegt; in bheren Dimensionen haben wir entsprechend
Kugeln und derentherdimensionale Verallgemeinerungen.

Definition: a) Eine Teilmengél/ C X eines metrischen Raunis mit
Metrik d hei3toffen,wenn es zu jedem Punkte M eine > 0 gibt, so
daB jedey € X mit d(x,y) < e in M liegt.

b) M heildtabgeschlossenwenn die Kompleme@armengeX \ M offen
ist.
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c) M C N heil3toffen in der Teilmeng& C V, wenn es eine offene
Teilmengely C X gibt, sodaldVf = U N N ist; M hei3tabgeschlossen
in N, wenn es eine abgeschlossene TeilmeAg&e X gibt, so daf}
M=ANN.

Wir kdnnen dies auch anders formulieren, indem wir&alst fir eine
beliebige Teilmengd/ C X und einen beliebigen Punkte X dessen
Lage in Bezug auf/ klassifizieren:

Definition: a) Ein Punktz € X heil3tinnerer Punktder Teilmenge
M C X, wenn es eirt > 0 gibt, so dal? alleg € X mit d(z,y) < ¢
in M liegen.

b) « heildtaulBerer Punkizon M, wenn es eire > 0 gibt, so dal alle
y € X mitd(z,y) < e nichtin M liegen.

¢) x heiltRandpunktvon M, wenn es fir jedess > 0 einen Punkt
y € M gibt mit d(z,y) < ¢ sowie einen Punkt € X \ M, so daR
d(x, z) < e.

x ist innerer, y auBerer Punkt und z Randpunkt der blau umrandeten Menge

Ein innerer Punkt: von M muf also insbesondere in der Mente
liegen, wahrend eirdul3erer Punkt vod/ nichtin M liegen darf. In
beiden Rllen missen auch noch alle hinreichend nahesbggenden
Punkte dieselbe Eigenschaft haben.

Ein Randpunkt muf3 nicht in der Menge liegen, kann es abemic
ist, dal3 es beliebig nahe vansowohl Punkte gibt, die in der Menge
liegen, als auch solche, die dies nicht tun.

Wenn wir imR™ mit der BukLIDischen Metrik arbeiten, ist ein Punkt
x € M genau dann ein innerer Punkt vbh, wenn es eine Kreisscheibe
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bzw.n-dimensionale Kugel um gibt, die ganz inM liegt; ein Punkt

x ausR™ \ M ist genau danrauRerer Punkt, wenn auch noch eine
Kreisscheibézw.n-dimensionale Kugel um ganz auf3erhalb von/
liegt. Von einem Randpunkt schlie3lich verlangen wir, dadkej noch
so kleine Kreisscheiblezw.n-dimensionale Kugel um sowohl Punkte
ausM enthalt als auch solche, die nicht 7 liegen.

Wenn wir stattdessen mit der Metrik zur Maximumsnorm agheigilt
fast dasselbe; nur haben wir jetzt an Stelle der Kreissehe@uadrate
und an Stelle vom-dimensionalen Kugeln-dimensionale Wirfel. Die
inneren,aulleren und Randpunkte sind offensichtlichilygizh beider
Normen dieselben, in der Tat beweist man leicht, wie obenatfteRer
Konvergenz und der Stetigkeit, dafd wir Biglich aquivalenter Normen
die gleichen innererguReren und Randpunkte haben:

Lemma: Sind || - ||, und || - ||, &quivalente Normen auf dem Vektor-
raumV, so ist ein Punktr € V' genau dann innereguRererbzw.
Randpunkt der Teilmeng®/ C V' beZiglich der Metrik zu| - ||,, wenn
er diese Eigenschaft biéglich der Metrik zu || - ||, hat.

Ebenfalls ziemlich klar ist

Lemma: a) Eine TeilmengeM C X eines metrischen Raunds ist
genau dann offen, wenn jeder PunkE M ein innerer Punkt ist.

b) M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder RandpunRtvion\/
liegt.

Beweis: afolgt sofort aus dem Vergleich der Definition offener Mengen
und innerer Punkte.{F b) betrachten wir zuachst eine abgeschlossene
TeilmengeM C X und einen Randpunktvon M. Lagex nichtin M,
muRtez in X \ M liegen. DaX \ M eine offene Menge ist,ape es
also ein: > 0, so dal auch allge X mitd(z,y) < ein X \ M liegen
miRten. Dies widerspricht aber der Definition eines Randpdiakden

es mindestens eip e M geben muld mid(z,y) < e.

Istumgekehrf\/ C X eine Menge, die jeden ihrer Randpunkte éitth
istkeiner der Punkte € X'\ M Randpunktvor/, es gibtalso zu jedem
x € X\ M eine > 0, so dal entweder allec V mit ||z —y| < ¢
in M liegen oder aber alle solchein X \ M liegen. Ersteres ist nicht
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moglich, dax selbst nicht inM liegt, obwohl|jz — z|| = 0 < ¢ ist;
daher niissen alle diesg in X \ M liegen, so dal¥ \ M eine offene
Menge ist. Damit isf\/ selbst abgeschlossen, wie behauptet.

Nach diesen Vorbereitungeroknen wir die angdkndigte ¢, o-freie
Charakterisierung der Stetigkeit formulieren:

Lemma: Eine Funktionf: D — Y auf einer Teilmengd® C X eines
metrischen Raums ist genau dann stetig, wenrjdde offene Menge
U C Y das Urbildf~%(U) = {z € D | f(z) € U} offenin D ist.

Beweis:Sei zurachstf stetig aufD undU C Y eine offene Menge. Wir
mussen zeigen, daf3 1(U) eine offene Menge ist,daR also jeder Punkt
x € D mit f(z) € U ein innerer Punkt vorf ~1(U) ist.

Wir betrachten einen festen Punkte D mit f(z) € U. Wegen der
Offenheit vonU gibt es dann eire > 0, so dal alley € R™ mit
lly — f(z)|| < einU liegen. Zu diesem wiederum gibt es wegen der
Stetigkeit vonf in z in 6 > 0, so daliralleu € D mit ||z —u|| < ¢
gilt: | f(z) — f(uw)|| < . Setzen wir

W,={ueR"||lz—ul <d},
soist alsof (u) € U furallew € W, N D.

Die VereinigunglV alle W, mit f(z) € U ist eine offene Menge, denn
jeder Punkt vori¥ liegt in einer der MengefV, und ist wegen der
Offenheit vonIV,, dort und somit erst recht ifl” ein innerer Punkt.
Damitist f~X(U) = W N D offenin D.

Umgekehrt habg die Eigenschaft, da’ das Urbild einer jeden offenen
Menge offen inD ist. Wir miissen zeigen, daf3in jedem Punkt: € D
stetig ist.

Dazu seie > 0 undU = {y € R™ | | f(z) — y| < ¢}. Dies ist eine
offene Menge, also ist ihr Urbild~1(T) offen in D. Es gibt daher eine
offene MengdV C R", so daRf (/) = W N D ist. Daz in f~1(U)
liegt, istx ein innerer Punkt vofV’; es gibt also eii > 0, so daR alle
u € R" mit |ju — z|| < §in W liegen. Jedes € D mit ||u —z| < §
liegt daher inWW N D = f~XU). Somit ist|| f(z) — f(u)| < e fur alle

u € D mit ||u — z| < 4. Dies zeigt die Stetigkeit voffi in .
]
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Damit kdbnnen wir nun daran gehen, Beispiele stetiger Funktionen

mehrerer Veinderlicher zu betrachten.

Beginnen wir mit linearen Funktionen! Da ein konstanter $§and an
der Form des Graphen nicandert, wollen wir dabei im Gegensatz zur
Linearen Algebra auch inhomogene Funktionen betrachten:

Lemma: Jede lineare Funktion

R" - R
f. n
Nz=(y...,2,)— Zajxj +b
j=1

ist stetig.
Beweisx = (z4, ..., ,,) sei ein fester Punkt ad®" unde > 0 sei eine
positive reelle Zahl. &r einen weiteren Punkt = (uq,...,u,) € R"
ist dann

P = f@) = 30yl =) < 3 la] - Ju; = ]
j=1

j=1
n

< Z ‘aj’ o=zl -
Jj=1

Falls allea; verschwinden, ist dies gleich Null, also insbesondereklei

alse; andernfalls ist es kleiner ads falls

9
lu =2zl <d=

n
Z ‘“j‘
j=1

In beiden Rllen folgt, daf3f stetig im Punktz ist und damit stetig auf
ganzR", dennz € R™ war ein beliebiger Punkte. .
Damit haben wir zwar nur lineare Funktionen mit Werten i
aber das reicht: Eine Funktiofi: D — R™ ordnet jedest € D
einen Punktf(z) € R™ zu, und dieser ist gegeben durpoh reelle
Zahlenfy(x), ..., f,,(x). Bezeichnen wir die so definierten Funktionen
f;: D — R als dieKomponentenon f, so gilt:
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Lemma: Eine Funktionf: D — R™ auf einer Teilmengd® C R" ist
genau dann stetig in einem PunkE D, wenn jede ihrer Komponenten
fi;: D — R stetig inx ist.

Beweis:Wir arbeiten mit den Maximumsnormen a&f undR™. Falls
finx € D stetig ist, gibt es zu jedem> 0 ein > 0, so dal3

1 @) = f@)lle = max{|fi(u) = fi(@)| | i=1,...,n} <e
falls ||u — z|| . < 0. In diesen Fall ist erst rechf;(u) — f;(z)| < e fur
alle, also sind allef; stetig inz.

Umgekehrt seien allg; stetig inz. Dann gibt esiir allee > 0 positive
reelle Zahlery,, ..., J, > 0, sodaly

|filw) = fi(@)] <e falls [lu—z| <.
Bezeichnet die kleinste unter den Zahleng,, ist daher
1£ () = f@)lo = max{|fi(u) = fi@)| | i=1,...,n} <e¢

falls ||u — ||, < d. Somitist auchy stetig inz.

Da jede Komponente einer linearen Funktion linear ist,tfetgort

Lemma: Jede lineare Funktion

. { R" — R™
e=Gyw) = (@) fa@)

mit f,(z) = > a;;x; +b, ist stetig.

]
J=1

Fur zusammengesetzte Funktionen ist das folgende Leniitzéiain:

Lemma: f: D — R™undg: E — RP? seien stetige Funktionen auf den
TeilmengenD C R™ und £ C R™, und f(D) liege in E. Dann ist auch
die Hintereinanderaushrung

. f_{D—>Rp
T e (@)

stetig.
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BeweisDies folgt am einfachsten aus der Charakterisierung metneh
Mengen: IstU C RP? eine offene Menge, so ist wegen der Stetigkeit
vong auchg~1(U) C R™ offenin E, d.h. es gibt eine offene Teilmenge
W c R™, sodaly~Y(U) = W E ist. Da Punkte, die nicht i# liegen,
kein Urbild unterf haben, istf (g~ *(U)) = f~*(W), was wegen der
Stetigkeit vonf offenin D ist. f~* (g~ (U/)) ist aber gerade das Urbild

von U unter der zusammengesetzten Abbildgngf. .

Lemma: a) Die Funktionf: R? — R mit f(x,y) = = + y ist stetig.
b) Die Funktiong: R? — R mit g(z,y) = zy ist stetig.
c) Die Funktionh: R x (R \ {0}) — R mit h(z,y) = z/y ist stetig.

Beweis: a)ist klar, da es sich hier um lineare Funktionen handelt, und
deren Stetigkeit haben wir bereits allgemein bewiesen.

Der Beweis vorb) beruht im wesentlichen auf demselben Trick, mit
dem wir in Kapitel 2 bewiesen haben, daf fwei konvergente Folgen
die Produktfolge gegen das Produkt aus deren Grenzwerteekgiert.
Wie dort miissen wir die BElle, dal3 einer oder gar beide Faktoren ver-
schwinden, gesondert behandelt.

Sei also zuachst {, y) = (0,0) unde > 0. Dann ist aucld = /z > 0
und fur alle Punkte ¢,v) € R? mit ||(u,v)||,, < ¢ sind |u| und |v]
kleiner alss, also ist

luv — zy| = |uv| = |u| - [v] < % =¢.
Damit ist die Stetigkeit im Punkt (@) gezeigt.
Nun seiz # 0, abery = 0. FUr (u, v) € R? ist dann
luv — ay| = [ww = 0] = u(v — y)| = [u] - [v—y| .

Wir missen zu einem vorgegeberen 0 eind > 0 finden, so dal dies
kleiner ist als falls

H(xvy) - (U,U)HOO = maX{|fE - ’U,| 9 |y - U|} = ma.X{|.’E - u| ) |U|} < J.

Wahlenwirs < 1 |z|, so erfilltjedesu mit |z — u| < & die Ungleichung

1 3
+ 2|zl =2 .
lul <zl + 3 |z] = 5 |z]
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Wahlen wird so, daf’ zuszlich auch nochh < 2¢/3|z| ist, also bei-

spielsweise
- |z €
d=ming —,—,
{2’2|:v|
S0 ist
luv — zy| = |ul - |v — |<M ﬁ—a
yI= T

fur alle @, v) € RZ mit ||(z, y) — (u,)]|, < .

Bleibt noch der Fally # 0. Hier haben wir ir einen Punkt«, v) € R?
die Absclatzung

luv —zy| = Jo(u — 2) + (v — Y)| < o] - Ju — 2| + ]| Jv—y| .
Falls wir nurv € R mit [v — y| <  |y| betrachten, &nnen wirv| durch
% |y| nach oben abseétizen und erhalten die Ungleichung

3|y
wo— gl < 2 o o

Ist nun ein: > 0 vorgegeben, setzen wir

2 fallsz =0
5 3Jy]
= € € ;
min< —, — fallsz 70
{3Iy| 2le}

dannistjuv — zy| < e fir alle @, v) € R? mit || (u, v) — (z, )|, < 6.
Somit ist die Funktion stetig in jedem Punkt (/) € R?.

Die in c) behauptete Stetigkeit der Divisiorofinten wirahnlich be-
weisen: schneller geht es aber, wenn wir die aus der Andligsisannte
Stetigkeit der FunktiomR \ {0} — R mity — 1/y ausnutzen. Da eine
Funktion genau dann stetig ist, wenn alle ihre Komponertatigssind,
ist auch die Funktion

Rx (R {0}) — R x (R\ {0})
@) (2.)

stetig, nach dem vorigen Lemma also auch ihre Schachteluiindem
Multiplikation, die Division. Damit haben wir die Stetigkaller Grund-

rechenarten bewiesen. .
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Die gerade bewiesenen Lemmata lassen sich zusammenfasséaolz
genden Prinzip:

Wenn eine Funktiori: D — R™ auf einer offenen Teilmenge C R"
so aus Grundrechenarten und stetigen Funktionen zusanesetzgist,
daf nie eine Funktion aul3erhalb ihrer Stetigkeitsbereiatisvendet
wird und auch Divisionen durch Null ausgeschlossen sindndat f
stetig aufD.

82: Differenzierbare Funktionen

Nachdem wir wissen, was Konvergenz und Stetigkeit im Meheafi-
sionalen bedeutenpkinen wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden.
Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung des eindimamsien
Falls:

a) Funktionen einer Veranderlichen

Wir bezeichnen eine Funktioffi: (a, b)) — R als differenzierbar im
Punktz € (a, b), wenn sie in dessen Umgebung durch eine lineare
Funktion angeahert werden kann. In Kapitel 3 hattgn wir dies so for-
muliert, dal3 es ei@ € R sowie eine Funktiory mit f(0) = 0 geben
muf3, so daRifr kleine Werte vorh gilt

fle+h) = f(@)+ch+hf(h).
Da diese Formulierung mit explizit angegebener Fehlertionkf
bei langeren Betrachtungen recht uémsdlich ist, wollen wir eine
abkiirzende Sprechweise eilifren, die laNDAUScheo-Notation: Wir
schreiberv(h), sobald wirirgendeineuns nicht weiter interessierende
Funktion vonh haben, dieiir h — 0 schneller gegen Null geht als
selbst, d.h. ")

_ oph) _

w(h) = o(h) <= }IIILnO W 0.
o(h) ist hier also keine Funktion, sondern steiat €ine ganze Klasse
von Funktionen; beispielsweise ist

h?=o(h), h®=o(h) und h-sinh=o(h),
aber sirmh kdnnen wir nicht al®(h) schreiben, denn
sinh

jm %5 =1
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Entsprechend schreiben wir auch

¢(h) = o(¥(h)), wenn hli_rg% =0

ist.

EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-

de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versitait, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakulét in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, sinften Ma-
thematik nur von einem Professor ihrer eigenen Rasse
lernen. LanDAUs zahlreiche Publikationen begdtigen

sich vor allem mit der Zahlentheoriéper die er auch

ein bedeutendes Lehrbuch schrieb; sehr bekannt sind
seine Arbeiteriiber die Verteilung von Primzahlen.

Mit L ANDAUS o-Notation kdnnen wir kurz sagen, die Funktighsei
genau dann differenzierbar inmit Ableitung f’(x), wenn

fl@+h)= fx)+hf'(z) +o(h)

ist, denn nairlich ist a.f(h) = o(h), denn der Quotiertt f(h)/h = f(h)
geht fir h — 0 gegenf(0) = 0.

b) Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Um Differenzierbarkeitiir Funktionen mehrerer Vanderlicher zu de-
finieren, kbnnen wirahnlich vorgehen wie im eindimensionalen Fall.
Wir betrachten zuéchst eine Funktiory:R?> — R, zum Beispiel
f(x,y) = sinxz cosy in der Umgebung des Punktes, 3. Indem wir
ihren Graphen sukzessive um den Faktorffvergidern, erhalten wir
die unten folgende Abbildungen. Sie zeigen, dal’ sich deplGreeiner
hinreichend kleinen Umgebung von, () nur wenig von einer Ebenen
unterscheidet, d.h. die Funktion ist dort @hernd linear.

Eine lineare Funktion zweier Va@nderlicher, bei der wir auch hier wieder
im Gegensatz zur Linearen Algebra einen konstanten Teraszeh A3t
sich schreiben als

L(z,y) = a+bx +cy;
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12 12

Graph der Funktion z = Sinx COSy Nochmalige VergroRerung um den Faktor finf um (1, 1,sin(1) cos(l)

VergroRerung um den Faktor finf um (1, 1,sin(1) cos(l) Nach noch einer Vergroerung sieht die Funktion praktisch linear aus
also ist Unterschied zwischeji und L schneller gegen Null gehen als der Ab-
. > 5 \NJi
L(z+h,y+k)=a+bl+h)+c(y+k)= L(z,y) +bh +ck stand zwischen(+ h, y + k) und (z, y), d.h. schneller als/h? + k2. Wir

erwarten daher, dai3
eine Approximation ifir f in der Umgebung des betrachteten Punkts :
(,y). Im Punkt , y) sollte L(z, y) nafirlich mit f(z, y) bereinstim- f+h,y+k) = f(z,y)+bh +ck +o(Vh?+ k?)
men, so dalk = f(z,y) sein mul3, undifr (h, k) # (O, 0) sollte der ist, und genau s@l3t sich Differenzierbarkeit allgemein definieren.
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Wenn wir eine Funktion vom Veranderlichen in der Umgebung eines
Punktsz € R™ betrachten, riassen wir allen Variablen variieren; die
Nachbarpunkte sind also Punkte der Farm i mit Vektorenh € R".

Im Falle einer Funktion mit Werten iR ist f(x + h) eine reelle Zahl
und eine Linearisierung vofium z hat die Form

flz) + Z Vil
=1

wobeih,; die Komponenten des Vektokssind. Rir eine differenzierbare
Funktion erwarten wir, da3 der Fehler dieser Linearisigrschneller
gegen Null geht als der Vektdr, das heif3t also, schneller als dessen
Norm. Ob wir dabei die BLID ische oder die Maximumsnorm verwen-
den, bleibt sich gleich, denn die beiden sindgmivalent. Wir verlangen
daher einfach, daR der Fehi€fi.||) sein soll, ohne uns auf eine spezielle
Norm festzulegen.

Fur eine Funktion mit Werten ifR™ andert sich nichts wesentliches:
f: D — R™ ist gegeben durclh Komponentenfunktionefi: D — R,
und eine Linearisierung vofist gleichbedeutend mitder Linearisierung
der éimtlichenf;. Im Falle der Differenzierbarkeit soll es aldrjedes
reelle Zahleny,,, .. .,~,;, geben, so daf}

file+h) = f(x) + Z%‘jhj +o(||A])

J=1
ist. Den Vektor auR™, desseri-te Komponente die Summe dgf;h;
ist, konnen wir auch kurz schreiben als Produkt

n
Y1 Y2 - Vi hy Z%:l QerLy
Y21 Y22 oo Tom hy _ 2 3=1712j h;
TYm1 Tm2 -+ Tmn h’ﬂ Z;’L:l 7mj hj

der Matrix mit Eint@geny,;; mit dem Vektorh. Fr eine differenzierbare
Funktionf: D — R™ erwarten wir, daf3 es in jeder derKomponenten
einen Fehler der Form(||h||) gibt; wir haben also eineviektorausR™,
dessen &mtliche Komponenten(||2||) sind. Um eine kurze Schreib-
weise zu haben, bezeichnen wir auch diesen Vektor einfach(fii||).
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Wie im Eindimensionalen wollen wir Differenzierbarkeitgimem Punkt
so definieren, dal die Funktion in einer Umgebung diesestBsidiarch
eine lineare Funktion angahert werden kann; wie dortimsen wir dazu
sicherstellen, daf? es giegend Punkte in der Umgebung gibt.

Definition: Ein Punktz, € R™ heiltHaufungspunkvon D C R",
wenn es fir jedese > 0 unendlich viele Punktez € D gibt mit
[ — o <e.

Selbstversindlich ist jeder innere Punkt einer Menge C R™ Hau-
fungspunkt, denn dann liegeirfhinreichend kleine Werte von ja
sogar alle Punkte auR™ mit ||z — zo]| < e in D, aber zuatzlich
sind beispielsweise auch die Ecke eine abgeschlossenairddai®
Haufungspunkte vorD, auch wenn dann nur die Punkte aus einem
Kreissegment mit Radiusin D liegen.

Definition: a) Die Funktionf: D — R™ mit D C R™ heil3tdifferen-
zierbarim Punktz € D, wennz ein Haufungspunkt vorD ist und es
einem x n-Matrix J;(z) gibt, so daldr Vektorenh € R™ mit h — O
undzx +h € D gilt

f@+h)=f@)+Jp(@)h+o([h]).
Die Matrix J ¢ (z) heil3tAbleitungoder AcoBi-Matrix von f im Punktz.

b) Fur eine Funktiory: R™ — R kann die dann einzeiligadosi-Matrix
mit einem Vektor au®R"” identifiziert werden; dieser Vektor

71
gradf(z) = Vf(z) =
Tn
heiRtGradientvon f im Punktz € D.

c) Eine differenzierbare Funktion heifftietig differenzierbakvenn ihre
Ableitung stetig ist.

V sieht zwar aus wie ein griechischer Buchstabe, ist aberekees
ist ein auf den Kopf gestelltes groRes Delts)(V f wird ,Nabla f*
ausgesprochen nach dem griechischen Wett\« = Leier; die Be-
zeichnung wurde eingéhrt von dem irischen Mathematikeriiam
RoweN HAMILTON, den die Form vorV an eine Leier erinnerte.
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WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805-1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mitihf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Heldgisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
fur Astronomie und arbeitete weiterhin auf dem Gebiet
der Mathematik und Physik. Am bekanntesten ist seine
Entdeckung der Quaternionen 1843, vorher publizierte
er aber auch bedeutende Arbeitéyer Optik, Dynamik
und Algebra.

CARL GusTAv JacoB Jacosl (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eine&dischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter
von zwolf Jahren bestand er sein Abitur, muf3te aber
noch vier Jahre in AbschluBklasse des Gymnasiums
bleiben, da die Berliner Universit nur Studenten mit

Studien mit dem Staatsexameir Mathematik, Grie-
chisch und Latein und wurde Lehrer. Aul3erdem pro-
movierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so
daR er ab 1825 an der UniveigiBerlin und ab 1826 in
Konlgsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. dahre spter muf3te er aus
gesundheitlichen Ginden das raue Klima #higsbergs verlassen und lebte @ahst in
Italien, danachiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allemibertt durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie uniber elliptische Integrale.

Mit obiger Definition haben wir etwashnliches wie die Definition
1oy = fim & FH) — f(2)

= fim T
fur Funktionen einer V@nderlicher: Auf diese Weise ist die Ableitung
zwar definiert,aber sie wird — auBerhalb von Anfgervorlesungen —
praktisch nie so ausgerechnet. Entsprechend sollten whr fim Funk-
tionen mehrerer Vé@nderlicher eine effizientere Methode der Differen-
tiation finden.

Am einfachsten re es, wenn wir den wohlbekannten Kisller Diffe-
rentialrechnungiir Funktionen einer Vénderlicher benutzerbknten,
also versuchen wir, aus einer FunktipnD — R™ mit D C R™ Funk-
tionen einer Veiinderlichen zu machen.

mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine
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Dabei lkonnen wir uns sofort auf den Fatl = 1 beschéinken, denn jede
Funktionf: D — R™ ist zusammengesetzt aus Komponentenfunk-
tionenf;: D — R; wir beschiéinken uns daher zaohst auf Funktionen
fiD—R

Schwieriger ist die Reduktion von auf eins. Trotz der schlechten
Erfahrungen im vorigen Paragraphen, wo eine unstetigettamiach
Einsché&nkung auf eine beliebige Gerade stets stetig wurde, wallen
uns exakt diese Einscimmkungen genauer anschauen.

Eine Gerade durch einen gegebenen Punidt eindeutig festgelegt
durch einen Richtungsvekteywobei umgekehrt der Vektardurch die
Gerade naitrlich nicht eindeutig festgelegt ist: Jedes Vielfache won
(aul3er dem Nullvektor) definiert dieselbe Gerade.

Wenn wir die Einschitnkung vonf auf eine solche Gerade mit Rich-
tungsvektoe betrachten, betrachten wir konkret die Funktion

g(@t) = f(z +te),
einer einzigen Variableh € R, die Uberall dort definiert ist, wa: + te
im DefinitionsbereichD von f liegt; fur eine offene Mengé also
zumindest in einem gewissen offenen Intervall um den Nulkbuler
reellen Geraden.

Damit kdnnen wir nach der Differenzierbarkeit dieser Funktiomnf= 0
fragen; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir dideitung
(h) 90) _ iy f@the) ~ ()

" h—0 h
als Richtungsableitungon f in Richtunge. Eine einfache Anwen-
dung der Kettenregel, die jeder Leser am Rand des Skriptunms k
durchiihren sollte, zeigt, dal3 diesRichtungsableitung” nicht nur von
der Richtungdes Vektorse abhangt, sondern auch von desdsinge:
Beispielsweise istifr k(t) = f(x + 2te)

k'(0) = 24'(0).

Speziell lbnnen wir diese Richtungsableitungen betrachiedén Fall,

dal3e einEinheitsvektoist (genau ist der Grundif die Bezeichnung),
beispielsweise einer der Koordinateneinheitsvektoren

=(0,...,1,...,0),

g'(0) = lim £
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bei dem an dei-ten Stelle eine Eins steht und sonst lauter Nullen.
Alsdannist @ir g;(t) = f(x + te;)

- f(x+he;) — f(a)
/ - 7
10 = m 11
— lim flrg,.. .,z +h, o ox)— fleg,. o xy, .. 0,2y,)
h—0 h

die Ableitung jener Funktion, die nur von, abhangt, wahrend alle
anderen Koordinaten; festgehalten werden. Wir behandeln also beim
Differenzieren alle Variablem; mit Ausnahme vor; als Konstanten
und leiten die so entstehende Funktion inilelichen Weise ab nact).
Diese Ableitung, so sie existiert, bezeichnen wirgstielle Ableitung
_of

fo@) = (@)
von f nachz,;; das Symbob wird, wennuiberhaupt, alsdel* ausge-
sprochen, wobedlel natirlich eine AbKirzung fir deltaist. Partielle
Ableitungen, so sie existieren, lassen sich nachiddichen Regeln der
Differentialrechnungiir Funktionen einer Vé@nderlichen berechnen,
sind also {ir ,gutartige” Funktionen problemlos.

Falls die Funktionf in x € D differenzierbar ist, existiert auch jede
Richtungsableitung, denn da darim feden Vektor gilt
fz+h) = f(z)+(Vf(x),h) +o(|n]),
ist insbesondere auch
[z +te) = f(z) +(V[(x),te) + o(|[te]) = f(x) +1(V f(z),€) +o(t);
denn({V f(z), e) und||e|| sind schlieBlich Konstanten. Damit existiert

L +te) = (V).

fur jeden Richtungsvektar, insbesondere existieren fidich alle par-
tiellen Ableitungen.

Die Umkehrung gilt leider nicht immer: Die (offensichtlich (0O, 0)
unstetige) Funktion

R? —R

f: 1 fallszy #0
@¥) =10 fallszy =0
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verschwindet auf der-Achse und deg-Achse;liberall sonst hat sie den
Wert eins. Damit existieren im Punkt,(@) beide partielle Ableitungen
und sind identisch Null. Trotzdem igt nafirlich nicht differenzierbar
in (0, 0), denn d&f (h, k) fur jeden Punkt, der nicht auf einer der beiden
Koordinatenachsen liegt, gleich eins ist, kann es keindetdhc € R
geben, so daf}

f(h, k) = f(0,0) +bh + ck + o(Vh2 + k?)
ist, dennf(0,0) = 0 undf(h, k) = 1 fur hk #O.
Nun wird natirlich jeder veriinftige Mensch einwenden, dal3 dieses

Beispiel sehr Knstlich ist, und in der Tat verhalten siglgutartige”
Funktionen nicht so:

Lemma: Falls f: D — R auf der offenen Teilmeng® C R"™ stetig
ist und auch alle partiellen Ableitungen vgrdort existieren und stetig
sind, istf in D differenzierbar und

[, ()

gradf(z) = Vf(z) = :
o, (2)

Beweis:Seiz € D. Da D offen ist, gibt es eine Kugel um, die ganz

in D liegt; wir betrachten im folgenden nur Vektorén deren lange

hochstens gleich dem Radius dieser Kugel ist, soda(® stets inD
liegt.

Wir betrachtenf zunachst nur als Funktion der ersten Variablen; da
deren Ableitungf, in ganzD existiert, ist

fl@+h)=f(xy+hy,...,x,, +h,)
=f(xy, o+ hy, ...z, +hy)+ fo (w0, 25+ hy, ..., + hy)hy +o0(hy).
Genauso ist, da die partielle Ableitung naghin ganzD existiert,
flxy,zpthyy .oy, +h,)=

f(xl, 332, xs, ceey J}n + hn) + fwz(a:l, 332, x3 + h/3 ey J}n + hn)hz + O(hz)
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und so weiter. Insgesamt erhalten wir
flx+h)=f(x)+ f,, (w1, 20+ hy, x5+ hg, ...z, + D, )Ry +0(hy)

+ fI2(£l7 Lo, T3 + h37 sy Ty + hn)hZ + O(h2)
+ fwn,l(xb ey 1, Ty + h’n)hn—l + O(hn—l)
+ frn (xlv R xn)h’n + O(h’n) .
Die LANDAU-Symboleo(h,), . . ., o(h,,) kbnnen wir zuo(||h||) zusam-

menfassen, denndha,| < |||l fur jedes, kann keines def; langsamer
gegen Null gehen aligh||.

Damit sind wir schon ziemlich nahe an dem, was wiir die Differen-
zierbarkeit brauchen; allerdingaingen die partiellen Ableitungen noch
von denh,; ab, so daR die Differenz zwischéifz + i) und f(x) nicht
durch eine lineare Funktion angamert ist.

Hier kommt nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungers iSpiel:
Diese impliziert, daf3

}LiLnO(fwl(xl, ythy ..z, thy) — fo (T, 7. xn))
ist. Damit ist
(.fml(xla Lo + hZa sy Ty + hn) - fwl(xlv L TR xn))hl = O(”h”) ’
denn wenmh; mit einem Ausdruck multipliziert wird, der gegen Null

geht, strebt das Produkiif h — 0 schneller gegen Null als, allein,
undo(h,) kann durcho(||h||) abgeschtzt werden. Also ist

le(xlv T + h23 s Ty + hn)h’l
=fu (X1, 2, sz, )hy +o([|A]]) = fo (@)hg + o(||R]]) .

Entsprechenddnnen wir auch bei deiibrigen partiellen Ableitungen
argumentieren und erhalten insgesamt, dai3

f@@+h) = f(@)+ fo,@hy+-- -+ [y (@)h,, +o(|[A]])
fas
=f@+ | o] -ho(n])
fan

0
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ist. Damit ist das Lemma bewiesen. .

Fur Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen ist deadent al-
so gerade der Vektor der partiellen Ableitungen; er kannitaiwer
die bekannten Ableitungsregeliirf Funktionen einer Vé@nderlichen
berechnet werden.

NB: Haufig wird der Gradient durch diese Fornagifiniert;in diesem
Fall folgt nafirlich aus der Existenz des Gradienten nicht die Differen-
zierbarkeit der Funktion; siehe obiges Beispiel einer efiggtn Funk-
tion, fur die alle partiellen Ableitungen in (0) existieren.

c) Ableitungsregeln

Da wir Ableitungen von Funktionen mehrerer ®¥aderlichen auf die mit
Methoden der eindimensionalen Analysis bestimmbarergtiart Ab-
leitungen zuiickgefihrt haben, sollten wir erwarten, daf3 sich auch die
gewohnten Rechenregeln der Differentialrechnung eingdberlichen
Ubertragen lassen. Dies ist in der Tat der Fall, wobei sellesBeweis-
methoden fast @rtlich ibernommen werderdkinen. Daher sollen hier
nur ganz kurz einige einfache Regeln gezeigt werdigngdén Rest sei
auf dieUbungen verwiesen.

Am einfachsten ist die Lineaét der Ableitung:

Lemma: Sindf, g: D — R™ differenzierbare Funktionen alf C R",
so ist auchir allea,b € R die Funktiona f + bg differenzierbar und
Jafng(®) = aJg(z) +bJ (z) furallez € D. Speziellim Fallen = 1 ist
alsoV(af +bg)(z) = aV f(x) + bVg(z).

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vofiund g ist fur allex € D
undh € R" mitz+h € D

flx+h) = f(@)+Jp(2)h+o(||h]]) und g(z+h) = g(z)+J (x)h+o(||R]) .
Damit ist auch
(af +bg)(z +h) =af(z+h)+bg(zx+h)
= af(z) +bg(z) + aJs(x)h +bJ(x)h + o([|h[)
= (af +bg)(x) + (aJ s (x) + bJ (x))h + o(|[h]])
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denn auch jede Linearkombination zweier Funktionen demref/||)
ist wieder o(||h]]). Somit istaf + bg differenzierbar mit Ableitung
Jofing(®) = aJp(z) +bJ (x) fur allex € D. .

Auch die LEiBNIZ-Regel gilt, d.h.

Lemma: Sindf, g: D — R stetig differenzierbare Funktionen auf einer
TeilmengeD C R", so ist auchfg: D — R differenzierbar und

V(fg)x) = fVg(x) + gV f(z).

Beweis:Wir konnen entweder wie oben mit der Definition argumen-
tieren, oder aber mit partiellen Ableitungen: Nach der Bkbkgel fir
Funktionen einer V@nderlichen ist die Produktfunktioriff jede der
Variablenz, partiell differenzierbar und

ofg), \ 9g of

a—%(l’) = f(x)a_xi(x) +9(I)a—xi .
Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarikeitdiese Ab-
leitungen auch stetig, also iy differenzierbar mit diesen Ableitungen
als Komponentendes Gradienten. Das sind aber genau died€mmnten
von fVg(z) + gV f().

SchlieBlich gilt auch eine Kettenregel:

Lemma: f: D — R™ sei differenzierbaraub C R" undg: E — RP
sei differenzierbar aull C R™, wobei f(D) C FE sei. Dann ist auch
g o f differenzierbar, und/,, ;(x) = J, (f(x))J;(z) fur allex € D.

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vofi und g ist fur alle x €
D,ye Fundalleh e R", ke R" mitz+he€ Dundy+k e E

fla+h) = f@)+Jp(@)h+o(|[R]) und  g(y+k) = g(y)+J (y)k+o(|[k]]) -
Ist f(x + h) € E, gilt daher auch
g(fl@+h)) = g(f(@)+ Tp(x)h+o(||h]))
= g(f(@) + T, (f(2) (Jp @)+ o(|[R]])) + (T p(2)h + o||h]]))
= g(f(@) + Ty (f(2)) Tp(@)h + o([|R]]) ,
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denn bei Multiplikation mit der (bemlich ») konstanten Matrix/ ; ()
bleibt eine Funktior(||2||) von dieser Form.
|

Fiir weitere Ableitungsregeln sei auf difbungen verwiesen.

Natiirlich gibt es auch im Mehrdimensionalen nicht nur eine Abley,
sondern wir bnnen Funktionen, entsprechende Differenzierbarkeit vor
ausgesetzt, auch mehrfach ableiten. Was genau wir untenatearen
Ableitungen einer Funktion mehrerer \éderlicher verstehen wollen,
soll aber erst weiter hinten definiert werden, da wir wegerbdeeits zu
Beginn dieses Semesters in der Mitkonomie wichtigen Anwendun-
gen auf Extremwertprobleme mit Nebenbedingungerazhat solche
Probleme betrachten wollen — soweit dies mit der erstenitinlg allein
mdglich ist. Auch der Achste Abschnitt istifr uns vor allem wichtig
fur den Umgang mit Nebenbedingungen.

d) Der Satz uber implizite Funktionen

Der Zusammenhang zwischen zweidBenz und y ist nicht immer
explizit in der Formy = f(x) gegeben; gelegentlich hat man auch nur
einen impliziten Zusammenhang(z,y) = 0; entsprechend auckirf
mehr als zwei Variablen. In diesem Abschnitt soll untersweérden,
wann eine Gleichung der For#i(z) = 0 nach einer der Variablen,
aufgebst werden kann.

In einfachen Rllen ist dies trivial ndglich, beispielsweiselit sich
F(x,y,z)=ar+by+cz=0

firc # 0 durch
_ —ax —by

C
nachz auflésen. In etwas kompliziertereralien, wie etwa bei

F(z,y)=2?+y*—1=0,

kann man @ir die Punkte, die nicht auf detr-Achsey = 0 liegen,
zumindest lokal eindeutig explizit adgen durch

y=+v1-—22,

wobei das Vorzeichen gleich dem vgim betrachteten Intervall ist.
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Im allgemeinen gibt es jedoch keinedglichkeit fir eine explizite Auf-
|6sung mit den ublichen* mathematischen Funktionen, d.h. man kann
hochstens dann auifsen, wenn man neue Funktionen @hmtt.

Wie das Beispiel der Kreislinie zeigt, ist auch das nicht enmoglich:

Fur die beiden Punkte auf der-Achse gibt es offensichtlich keine
eindeutigeAufldsung, da sowohl die positive wie auch die negative
Wurzel Teilaufbsungen sind.

Diese Existenz mehrerer Teilagfungen hngt mit dem Verschwinden
der partiellen Ableitung nach zusammen: Falls diese partielle Ablei-
tung ungleich Null ist, gibt sie an, wie sichi verandert, wenn mary
andert, und sie gibt damit zumindest in erstéhirung auch an, wie
many verandern muf, um bei einéinderung vornz die Bedingung
F(x,y) = 0 zu erhalten. Falls sie aber verschwindet, fehlt diegarin
mation.

Der Satziiber implizite Funktionen besagt, daf’ das Nichtverschennd
dieser partiellen Ableitung bereits ausreicht um die Exigteiner ein-
deutigen Aufbsung zu zeigen.

Um den Beweis wenigstens einigermaliierschaubar zu halten,
mochte ich mich zuéchst auf Funktionen zweier \#nderlicher be-
schianken:

Satz: D C R? sei offen undF: D — R sei stetig differenzierbar.
Dann gibt es {fir jeden Punkty,yy) € D mit F(zg,y,) = 0 und

F, (9, o) 7 O Intervallumgebungehvon z, und K von y, sowie eine
eindeutig bestimmte Funktioft I — K, so dal3fir allex € I gilt:

F(;v, f(x)) =0
Die Funktionf ist stetig und differenzierbar; ihre Ableitung ist
! Fm(x7 y) H
r)=——""""—""= mit = f(x).
)= -5,y M v=i@

Beweis:Wir beginnen mit einer Reduktion zwecks Vereinfachung der
Schreibarbeit: Offensichtlich gégt es, wenn wir den Falt; =y, = 0
zu betrachten. Giltamlich der Satziir die Funktion

G(ﬂ?,y) = F($+I03y+y0)
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im Punkt (Q 0), so folgt er sofort auchiif 'im Punkt (g, y5). AuRerdem
kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen, daR (0,0) positiv ist, denn nach
Voraussetzung ist dieser Wert ungleich Null, und falls egativ sein

sollte, ersetzen wir einfach durch—F'.

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen Fastetig; daher
ist £/, nicht nurim Nullpunkt positiv, sondern auch noch in einevige
sen Umgebung davon. In dieser Umgeburéien wir ein Rechteck

{(a: y)eRzl—a<aj<a und —ﬂ<y<6}
Fur Punkte aus diesem Rechteck Igf(x,y) > 0; daher vachst die
Funktiony — F(zq,y) fur jedesz, € [—a, a] Streng monoton; wegen
F(0,0) = 0 ist insbesonderE(0, —3) < 0 undF'(0, 5) > 0. Aufgrund
der Stetigkeit vorF’ ist damit fr z; aus einer gewissen Umgebung der
Null auchF(z, —5) < 0 undF(zq, 3) > 0. Indem wir rdtigenfallsa
noch etwas verkleinern@nen wir annehmen, dal dies sogardlle
x4 € [—a, a] gilt.
Damit gibt es nach dem Zwischenwertsaiz fedesz; € [—a,a]
einy,, so dal¥F'(z,,y,) verschwindet; wegen der strengen Monotonie
der Funktiony — F'(x,,y) ist dieser Werly, eindeutig bestimmt. Wir
setzen dahef = (—a, ), K = (-3, 8) und
I —-K
f: { .

Ty =W
Damitist f als Funktion festgelegt, und nach Konstruktion ist
F(z, f(z)) =0 furallezel.

Wir miissen uns nocliberlegen, daRR die so konstruierte Funktjpn
stetig und differenzierbar ist.

Die Stetigkeit lbnnen wir etwa dadurch nachweisen, daf3 \iirjede
gegen einc € I konvergierende Folge:(,) ausI zeigen, dal

fOlim z,) = lim f(z,)
ist.
Dax in I liegt, wissen wir, daf? es dazu ein eindeutig bestimmtesk’

gibt, so dal¥'(z,y) = 0 ist, ramlichy = f(x). Fur jedess > 0 gibt es
daher einy > 0, so daRF(z',y')| < e ist, falls der Abstand zwischen
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(«’,4") und @, y) kleiner ist alss. Zu diesem wiederum gibt es ein
N e N, sodaf§x — z,,| < ¢ furallen > N, so daR iir alle solchem
gilt: |F(x,,,y)| < e. Lalt man hiee gegen Null gehen, folgt, dal3

F(z,y) = F(lim z,,4)=0
ist, d.h.F(z, y) = 0 und damitf (z) = y, wie gewinscht.
Somit istf stetig; als @chstes ridlssen wir noch die Differenzierbarkeit

zeigen. fr einz € I und ein hinreichend kleinds € R, fur das auch
nochz + hin I liegt, ist nach Definition vorf

F(:E+h,f(x+h)) =0.

Andererseits &nnen wir diesen Funktionswert auch nach dem Mittel-
wertsatz berechnen: Mit = f(z + h) — f(z) ist

F(z+h, f(z+h)) = F(z+h, f(z) +k) = F((:c, f(@) + (’,;)) ,
und setzen wir
o) = F((w.5@) +1(}),
so ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

p(1) = (0) +¢'(7)
fir einT zwischen Null und eins. Mi§ = z + th undn = f(x) + Tk ist
daher

F(z+h, f(z)+k) = F(x, f(2)) + hE,(&,n) + kE,(E,n) -
DaF (z +h, f(z) + k) undF (z, f(z)) beide verschwinden, folgt
fla+h)—f@) _k _ F.(&n)

h h o F,(&n)
Furh — 0geht = xz+7h gegenc undn = f(x)+7k gegeny = f(z), die
rechte Seite geht also wegen der Stetigkeit der partielleleifingen
gegen—F, (r,y)/F,(r,y). Insbesondere zeigt dies die Existenz des
Grenzwerts. (Man beachte, daf? hier nochmals die Vorausegtz 7 0
berbtigt wird). Damit existiert auch der Grenzwert des linksginden
Differenzenquotienteriiir » — 0, d.h. f ist differenzierbar und hat die
behauptete Ableitung.
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Nachdem wir wissen, dal3 die Ableitung vgnexistiert, ist ihre Be-
rechnung, unakiimgig vom gerade bewiesenen Satz, eine einfache
Ubungsaufgabe: Die FunktioRi(z, f(z)) ist gleich der Nullfunktion,
und damit verschwindet niatlich auch ihre Ableitung. Andererseits ist
diese Ableitung nach der Kettenregel gleich

Fw(xvf(x)) +Fy($,f($)) : f/(lf) ’
also folgt

F, (v, f(z))
wie Funktionen einer V@nderlichen knnen auch Funktionen mehrerer
Veranderlicher implizit definiert sein; die entsprechendealfgemei-
nerung des Satzeéwer implizite Funktionen folgt fast vol@hdig aus
der koordinatenweisen Anwendung des obigen Satzes, iigdfgr die
Stetigkeit der Funktion muf} man das entsprechende Arguansrdem
gerade beendeten Beweis noch einmal anwenden. Die Austage i

Satz: D C R" sei eine offene Mengef;; D — R eine stetig differen-
zierbare Funktion auD, unda = (aq,...,a,) € D sei ein Punkt
mit F'(a) = 0. FallsF, (a) 7 O ist, gibt es eine offene Umgebuig
von (ay,...,a, ;) in R"~1 und eine Funktionf € CY(U,R), so daR
fur alle Punktey = (yy,...,y,_1) € U gilt: F(y, f(y)) = 0. Fur alle
1 <n-—1ist

_ B (y. /)
Jo )= F, (v f)
e) Ableitungen und Extrema

Im Eindimensionalenistdas Verschwinden der Ableitung eistwendi-
ge Bedingungiir einen Extremwert. Dies gilt genau so auch im Mehrdi-
mensionalen:

Fur eine differenzierbare Funktioft D — R auf einer offenen Teil-
mengeD C R™ istim Punktzy € D

f(xo+ 1) = f(xo) + (V[ (o), h) + o([[R]) .
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Daher muRiir jeden Extremwert graf(x,) gleich dem Nullvektor sein,
denn setzt mariif h ein kleines Vielfaches. gradf(z,) des Gradienten
ein, ware sonst

f@o+h) = f(x) + 1 (V f(zo), Vf(xo)) +o[Rl])

fur kleine positivet grofl3er alsf(xy) und fur kleine negative kleiner.

Die Frage, welche Nullstellen des Gradienten wirklich Extwverten
entsprechen, ist schwieriger; in der Praxis wird es oft anfiaehsten
sein, sich die Umgebung des betreffenden Punktes mit irgelectien
ad hoecMethoden genauer anzusehen und dann zu entscheiden.

Klassisches Beispiel eines Punkts, in dem der Gradienthesiadet,
ohne dal3 ein Extremwert vorliegt, ist der in der folgenderbihb
dung gezeigte Sattelpunkt, hier dargestellt als Funktiensiber dem
Punkt (Q 0) fur die Funktionf(z, y) = 2% — v2.

Graph der Funktion f(z,y) = 2% — y2

Wie wir bald sehen werden, kann man auch hier mit den (noch zu
definierenden) theren Ableitungen auch hinreichende Bedingungen
finden; diese sind allerdings schdir fFunktionen von zwei oder drei
Veranderlichen deutlich aufwendiger als im Falle eineravigterlichen.
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f) Extremwerte unter Nebenbedingungen

Bei einem realen physikalischen, technischen wirtsdohfth oder
sozialen ProzeRRdnnen sich die Variablen selten frei im gesamigh
bewegen: Sinnvoll und realistisch ist meist nur eine béstkte Teil-
menge. Im Gegensatz zur Dimension eins, wo diese Teilmeraje p
tisch immer ein Intervall ist, kann sie im Mehrdimensiomatturch
Randbedingungen aller Art charakterisiert sein und danthdeliebig
kompliziert aussehen.

Maxima und Minima auf solchen Teilmengen sind im allgemeikeine
lokalen Maxima oder Minima der betrachteten Funktion: Waram die
jeweilige Fhche verf3t, BRt sich der Funktionswert selbsirfeinen
solchen Extremwert meist noch — je nach Richtung — sowolgiré&ern
alsauch verkleinern. Dementsprecheiidiken die Methoden, die wirim
vorigen Abschnitt diskutiert haben, solche Extremwéiicherweise
nicht finden. Wir brauchen daher neue Werkzeuge, und diedszgker
Paragraphen bereitstellen.

Die Ausgangslage ist typischerweise die folgende: Gegédieaine
Funktion f:R™ — R, moglicherweise auch nur auf einer Teilmenge
D c R"™ definiert, deren Extremwerte nicht aif* oder D gesucht
werden, sondern nur auf einer Teilmenge, die beispielgndisch das
Verschwinden einer weiteren FunktignR™ — R gegebenist. Falls wir
uns fur Extremwerte auf einer Kugel vom Radiusim den Nullpunkt
interessieren, @re dies etwa die Funktion

S R3 —R
g'{(x,y,Z) = a? P —r?

Eine nBgliche Strategie zur&sung solcher Probleme besteht darin, die
Gleichungg = 0 nach einer der Variablen aufdgen, diese dann ifi
einzusetzen und sodann eine @@nliche Extremwertaufgabe ziden.
Diese Aufbsung istexplizitnur in sehr einfachendfen niglich, aber
selbst wenn wir nur wissen, dal eine solche Asifingexistiert,kdnnen

wir doch damit argumentieren und Kriterien ableiten.

Unter Maxima und Minima sollen hidokale Extrema verstanden wer-
den, so daR wir diéblichen Kriterien anwenderbkinen:
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Definition: Wir sagen, die Funktiorf: D — R auf einer Teilmenge
Maximum

D C R"™ habe im Punktz € D ein lokales< . . unter der
Minimum

Nebenbedingung = 0, wobeig: D — R eine weitere Funktion ist,

wenng(a) = 0 ist und es eine Umgeburigvon a gibt, so dalkiir alle

€ U gilt: Ist g(z) = 0, s0 istf(z) { i } ().

Als Einstiegsbeispiel betrachten wir eine beliebte Saneitaufgabe zur
Minimumsbestimmung: Eine Konservendose soll bei einergegebe-
nen Volumen von 100m® méglichst wenig Blech baitigen, d.h. ihre
Oberfiche soll minimal sein.

Die Oberfhche eines Zylinders derdieh mit einer Grundéche vom
Radiusr ist

flr. h) = 2nr2 + 27 - R

wegen der Nebenbedingurigrfdas Volumerd/ = 7r?h muf gelten

g(r,h) =7r*h —100=0.

180+

160

1404

120

10

100

2 25 3 35 a4 25 ra
r

Oberflache einer Konservendose mit festem \olumen
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Hier laRt sich nairlich die Nebenbedingung sofort naklauflosen:
100

W ’

und wir missen nur noch die Funktion

F() = f (r, 100) = 22 4 20

h =

e r
minimieren. Fir diese ist

200
F/(’I”) =4xr — 7,
und dies verschwindet genau dann, wenn gilt

4713 =200 oder r = } 5?0
In diesem einfachen Fall konnten wir die Optimierung alsdizkfiihren
auf gewdhnliche Extremwertaufgaben einer $ederlichen, indem wir
die Nebenbedingung nach einer der Variablenésiéin und diese dann
in f einsetzten. Im allgemeinen wird dies aber nicliighch sein, so
daf wir andere Methoden brauchen.

Unser bisherige Theorigif lokale Extrema ist in dieser Situation nicht
anwendbar, denn die lokalen Extrema yomerden nurin den seltensten
Fallen die Nebenbedingung= 0 erfullen.

In der obigen Abbildung ist die Nebenbedingung alérgr Fhche dar-
gestellt und der Graph vofials rote; wie man siehtal3t sich der Wert
von f problemlos verkleinern, wenn man nur diééheg = 0 verlft,
und in der Tat ist auch ohne jede Mathematik sofort klar, da® m
mit weniger Blech auskommt, wenn man die Konservendosadinf
schmaler oderiirzer macht.

Die Grundideefr ein alternatives Verfahren wird klar bei der Betrach-
tung der Niveaulinien: Die Niveauliniéif g = 0 ist giin eingezeichnet,
verschiedene Niveaulinien vghals rote Kurven.

Wie man sieht, schneiden einige dieser Niveaulinien didrigbglte
Kurve tiberhaupt nicht: Wenn man zu wenig Blech hat, kann man keine
Dose mit 10@-n> Inhalt zusammefiten. Wenn es dagegen genug Blech
gibt, gibt es gleich zwei Schnittpunkte: Die Dose kann ewigvezher
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hoher oder eher breiter gemacht werden. In einem solchekadraillman
die Niveaulinie durch eine zu einem etwas niedrigeren Nivaxrgetzen,
die im allgemeinen auch wieder Schnittpunkte haben wirdja® das
Niveau noch nicht minimal sein kann. Erst wenn man im Minimatn
fallen die beiden Schnittpunkte zusammen; wenn man nun deai
noch weiter erniedrigt, gibt es keine Schnittpunkte mehr.

104

Niveaulinien fur Oberflache und

Da somit im Minimum zwei Schnittpunkte zusammenfallen iibeen
sich dort die Niveaulinien vorf und vong, d.h. sie haben eine gemein-
same Tangente. Da der Gradient, wie wir wissen, senkredhdeu
Tangenten der Niveaulinien steht (die Richtungsableitmttang einer
Niveaulinie ist schlieZlich Null), sind somit die Gradientvonf undg
im Minimum zueinander parallel, d.h. der eine ist ein Vielias des
anderen.

Dies gilt nicht nur im vorliegenden Beispiel, sondern atfggn:

Satz: D C R" sei eine offene Menge unfl g € C1(D, R) seien stetig
differenzierbare Funktionen aup. Falls f im Punkta € D ein Ex-
tremum hat unter der Nebenbedinguy{g) = 0, so sind grag(a) und
gradg(a) linear ablkngig.
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BeweisDie Grundidee ist einfach: Auch wenn wir die Nebenbedingung
nichtexplizitnach einer der Variablen adien kbnnen, sagt uns der Satz
Uber implizite Funktionenin vielendlen dennoch, dal zumindest lokal
eine Auflbsung existiert. Diese Aufsung kennen wir zwar nicht, aber
wir kdnnen mit ihr argumentieren und, zumindest formal, auchiren.

Falls grady(a) der Nullvektor ist, gibt es nichts mehr zu beweisen, denn
jede Menge, die den Nullvektor e, ist linear abhngig.

Wir kdnnen daher annehmen, dal3 gy&d mindestens eine von Null
verschiedene Komponente hat, und durch Umnummerieren oler K
dinaten knnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal dies dite Komponente
ist, d.h.g,. (a) #O.

Dann gibt es nach dem Satier implizite Funktionen eine Umge-
bung U von (a4,...,a,_;) Sowie eine Funktionh:U — R mit
hay, - .. ,a,_1) = a,, S0 dal}

Nachdeny in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingyirg0
hat, nimmt die Funktion

F(zq,...,z,_q) = fze, o @y g, h(zg, ... 2, 1))

in (ay, - ..,a,_1) ein lokales Extremum indiblichen Sinne an, d.h. der
Gradient vonF' verschwindet dort.

Nach der Kettenregelistifi =1,...,n — 1

o (ag, 0, 9) = [ (@) + [, (@) - hy (a0, )
und nach dem Saizber implizite Funktionenist, = —g, /g, ,d.h.
9, (a)
9e, (@)
Da die linke Seite verschwindet, gilt dasselbe aunhdie rechte. Die

rechte Seite ist im Gegensatz zur linken auighif= n definiert und
verschwindet aus trivialen @nden; also istiir alle:

f@- 1m0 @=0
9z, (@)

in(alv s aan—l) = frl(a’) - fmn(a’)
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oder, anders ausgedikt, gradf(a) — fmnga;
9. (a

die beiden Gradienten in der Tat Iineg? abpig.

gradg(a) = 0. Damit sind

Falls der Gradient vog im Punkta nicht verschwindet, gibt es somit
eine Zahl\ € R, so daf? grad(a) — Agradg(a) = 0 ist, ramlich

_ fu,(@)

 Gp,(a)
Diese Zahl bezeichnet man alsa¢rRANGESChen Multiplikator; mit sei-
ner inhaltlichen Interpretation werden wir uns ifitke beschftigen.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuichst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miUER entstand.

In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereiiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EuLERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre syier zog er nach Berlin und wurde dort
EuLErRs Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser &caie des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelndiGeometrie.

Zur praktischen Bestimmung von Extremwerten unter Nebdinlgein-

gen geht man wie folgt vorttber die Punkte, in denen der Gradient
von g verschwindet, macht obiger Satz keine verwertbare Aussage
diese Punkte filssen also vorab berechnet und untersucht werden.

Danach nissen die Punkte gefunden werden, in denen es einR
gibt, so daf3

fml(x) - )\gwl(ir) =0

frn (iC) - )\grn (iC) =0
g9(x) =0
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ist. Mit der LAGRANGE-Funktion

L(zq,...,2,,N) = f(x) — Ag(x)
laRt sich dies auch kurz schreiben &81€(z,,...,2z,,A) = 0, denn
die partiellen Ableitungen vor sind abgesehen vom Vorzeichen der
Ableitung nach\ gerade die linken Seiten diesen Gleichungssystems.

Dieses ist ein System vom + 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte,
allerdings ist es nur selten linear und damit oft nicht mib des be-
kannten Methoderbsbar. Manchmal kann man das Gleichungssystem
durch geeignete Umformungen und Fallunterscheidungdstamtlig
[6sen, in anderendflen helfen nur die aus der Numerik bekannten
Naherungsverfahren wie etwa die Methode v@wNYON-RAPHSON

Falls alle Gleichungen Polynomgleichungen sind (oder luEinfihrung geeigneter
zusatzlicher Variablen auf Polynomgleichungen izckgefihrt werden Bnnen), kann
man im Falle einer endlichendsungsmenge diese auch exakt bestimmen: Genau wie
der Gauss-Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungssystems dieses auf eine
Treppengestalt bringt, aus der man digsungen einfach ermitteln kann, gibt es in der
Computeralgebra einen Algorithmus, der dassellsebéliebige Systeme von Polynom-
gleichungen versucht; die Gleichungen, die dieser Algonits liefert, bezeichnet man
als GROBNER-Basis oder Standardbasis. Zum Varstnis dieses Algorithmus, den man
als eine Art Synthese ausuELIDischen Algorithmus und @uss-Algorithmus ansehen
kann, sind Kenntnisse der kommutativen Algebra erforderlfur die die Zeit in dieser
Vorlesung nicht ausreicht; bei einigen Implementierungemnden zuatzlich auch noch
Algorithmen aus der Informatik eingesetzt, die typischeisg nicht in Grundvorlesungen
behandelt werden. Deshalb sei hier nur darauf hingewiesdhdie @ngigen universellen
Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica, MuPedatit entsprechende Rou-
tinen enthalten, mit denen man auch dann experimentienen, keenn man die dahinter
stehende Theorie nicht versteht.

Als Beispiel, wie gelegentlich auch ein nichtlineares Gheingssys-
tem elementar gébkt werden kann, betrachten wir eine Anwendung
aus den Wirtschaftswissenschaften: Die Gesamtprodukiioes Un-
ternehmens oder eines Staats in Abbigkeit vonn eingesetzten Res-
sourcenzy, ..., x, wird oft modelliert durch eine sogenannt®gs-
DouGLAs-Funktion der Form

€n
n

P(zq,...,z,) =azi' ...z

benannt nach den beiden Wissenschaftlern, die dieses Mb@28

fur die amerikanische Gesamtproduktion in Abhigkeit von Kapi-
tal und Arbeit in den Jahren 1899 bis 1922 entwickelten. (aie

e1
-
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den P ~ 1,014%*KY* mit A = Anzahl der Beschftigten und
K = Kapitaleinsatz.)

Betrachten wir stattdessen die Produktion eines Wirt$sbafs aus zwei
Ressourcen, y genmal der Funktion

f(z,y) = Pz, y) = 2/ %yM4.

Falls wir der Einfachheit halber annehmen, daf3 die KosterEjmheit
fur =z undy gleich sind und die Gesamtkostedidinstens gleich ziif
sein dirfen, missen wirf maximieren unter der Nebenbedingung

r+y<12.

Nun ist aberf eine monoton wachsende Funktion sowohl vorls
auch vony, d.h. die maximale Produktion wird sicherlich erreicht in
einem Punkt, iir denx +y = 12 ist, denn dir jeden anderen Punkt
(z,y) mitx +y < 12ist f(z,y) < f(z,12— x). Daher lonnen wir die
Nebenbedingung in der gewohnten Form

g(@,y) =x+y—-12=0

schreiben.

8 10

X

Maximierung einer Produktionsfunktion bei festem Kapitaleinsatz
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Ableitung beider Funktionen zeigt, dal3

1 1/4 /9,1/2
gradg = (1> und gradf = (;21131/44;/4)

ist; das zudsende Gleichungssystem wird also zu

1/4
Yy _
22~ =0
1/2
xr .
47 70
r+y—12=0

(Die Nenner brauchen uns nicht zén, denn d& (0, y) = f(x,0) =0
ist, kommen Bsungen mit: = 0 odery = O fiir das Maximum ohnehin
nicht in Betracht; wir linnen sie also getrost ausschliel3en.)

Als Ansatz zu einer rfaglichen Losung kKbnnen wir ausnutzen, da@in
den beiden ersten Gleichungen isoliert steht; wenn wir claaafbsen
und gleichsetzen, erhalten wir die Gleichung

yYt g2
2212 T 434
Multiplikation mit dem Hauptnenner macht daraus
Ayt 434 = Y2412 oder ==z,

Einsetzen in die dritte Gleichung ergibg 3 12, also ist

y=4 und x=8;
der Maximalwert vory ist
f8,4)=8Y2.4Y4=2V2.V2=4.

Auch den laGRANGESchen Multiplikatorh kdnnen wir noch ausrech-
nen:
yl/4 B 41/4 \/E 1

A= = = = _ .
2242 2.8Y2 2.2\/2 4

Die Berechnung voawar fur die Bestimmung des Optimums eigentlich
uberflissig;\ ist nur eine HilfsgdRe zur Berechnung des Extremums.
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Wir wollen uns als achstediberlegen, daf} wik auch inhaltlich inter-
pretieren knnen: Dazu betrachten wir eine Nebenbedingung

g(xlv s 7In) =
mit variabler rechter Seite und ein Extremum der Funktion
f(a:l, ceey xn) .

Dieses Extremum wird néatlich von ¢ abrangen; wir schreiben es in
der Form

(xl(c), e, xn(c))
und nehmen an, dafd die Funktionesic) stetig differenzierbar seien.
(Ein interessierter Leser kann sich anhand des Sathes implizite
Funktioneniberlegen, welche Bedingungé¢nund g erfullen missen,
damit dies garantiertist.) Der Optimalwert v@rin Abhangigkeit vorc
ist dann

F(c) dif f(xl(c), ceey a:n((*)) .

Nach der Kettenregel ist

F'(c) = Zgidxdc(c).

Genauso folgtiir G(c) d:fg(xl(c), ..., z,(c)) die Gleichung
€

G0 = Z@gda:((‘)

Da (a:l(c), e ,xn(c)) ein Optimum ist, sind dort die Gradienten von
f und g — ¢ proportional mit Proportionakittsfaktor\, und da wir bei
der Gradientenbildung nur nach depableiten, von denen die rechte
Seitec nicht ablangt, ist der Gradient vog— c gleich dem vory selbst,

d.h. o7 B
=
Oox; Ox;
SomitistF’(c) = AG'(c). Nun erfillt aber der Punkfz,(c), ..., z,(c))
die Nebenbedingung mit rechter Seitesomit istG(c) = ¢ und damit
Q’(c) = 1. Damitist\ = F’(c) die Wachstumsrateif das Optimum bei
Anderung der rechten Seite der Nebenbedingung.

fur alles .
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Im obigen Beispiel steigt also die Maximalmengje:, y), die mit Ka-
pitaleinsatz 12 produziert werden kanix, kleinesh ungefihr umh /4,
wenn wir den Kapitaleinsatz auf 124 erhbhen. Die Eribhung des
Kapitaleinsatzes lohnt sich, weniwrfdas fertige Produkt ein Preis pro
Einheit erzielt werden kann, derd3er ist als vier.

Als letztes wollen wir uns noctiberlegen, was passiert, wenn wir nicht
nur eine, sondern mehrere Nebenbedingungénlenfmissen. Es geht

also wieder darum, eine Funktiqf‘(a:l, ...,x,) ZU optimieren, jetzt
aber unter den Nebenbedingungen
gl(xlv"'v'xn)zov gr('rlv"'axn)zo'

(Es genigt, Bedingungen mit zu betrachten, denn durch Multiplika-
tion mit minus Eins kann man jede Ungleichung rditin eine mit>
Uberfuhren. Auch Gleichungey) = 0 kann man zumindestformal durch
die beiden Ungleichungey > 0 und—g, > 0 ausdiicken.)

Die wichtigsten Beispiele solcher Optimierungsaufgalied die Falle
mit linearen Funktionery und g;; hier redet man votinearen Pro-
grammen(Das WortProgrammin diesem Zusammenhang hatinditch
nichts mit Computerprogrammen zu tun.) Das wichtigsteatedn zur
Losung solcher Aufgaben, der Simplex-Algorithmus, wird @r dor-
lesungDiskrete Mathematik Adehandelt, so dafld wir uns hier auf die
nichtlineare Programmierungeschanken knnen.

Man{iiberlegt sich leicht, dal3 im linearen Fall die Nebenbediggum ein
(endliches oder unendliches) Polyedeiithdefinieren und eine lineare
Funktion, so sie ein endliches Maximum oder Minimum hatsegauf
dem Rand dieses Polyeders annimmt, und dort sogar in eiker Ean

muf dahegnur* die Ecken dieses Polyeders untersuchen—deren Anzahl
allerdings viachst exponentiell mit der Anzahl der Variablen. Trotzdem
fuhrt der Simplex-Algorithmus selbst im Fall von Zehntawgssmvon
Variablen in der Regel fastimmer sehr schnell ans Ziel; desretische
Problem der exponentiellen Komplexitim schlimmsten Fall hat also
fur praktische Anwendungen keine Bedeutung.

Bei nichtlinearen Funktionen ist die Situation komplitér denn nun
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kann es auch im Innern Extrema geben: Die Funktion
flx,y) =e ¥ mitder Nebenbedingungz? + 42 < 1

etwa nimmtihr Maximum im Punkt (@) an; auf dem Rand des Einheits-
kreises liegen nur die Minima. Im allgemeinen Fall einesitlicearen
Programms kann ein Optimum also entweder ganz im Inneretieger
aber eine beliebige Teilmenge der Nebenbedingungen exéikea.

Falls wir es mit inneren Punkte zu tun haben, sind diese éoialxima
oder Minima ohne Nebenbedingungen, und wir haben uns bénejt
Uberlegt, wie man diese bestimmt: In jedem solchen Punkttevindet
der Gradient der zu optimierenden Funktion.

Im Falle einer einzigeleichungals Nebenbedingung ist der Gradient
von f linear abkngig vom Gradienten der Nebenbedingung; da der
Nullvektor von jedem anderen Vektor linear dnlyig ist, schlief3t dies
auch den Fall der Optima bei inneren Punkten mit ein. Die iedende
Verallgemeinerung auf den Fall mehrerer Nebenbedinguistjeier

Satz: Die Funktionf: D — R auf D C R™ habe im Punkti € D ein
Extremum unter den Nebenbedingungen

g1(@) >0, gy(a) >0, ..., g.(a)>0.
Dann sind die- + 1 Vektoren
Vf((l), v.gl(a)a VQZ(G/)v ety VQT(G/)
linear ablkangig.

DerBeweiserfordert keine wesentlich neuen Ideen gad®r dem Fall
einer einzigen Nebenbedingung und sei daher nur kurz sktzHalls
die Gradienten dey; im Punkta bereits untereinander linear gbigig
sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; nehmen wir also argesen
linear unabkngig. Dann gibt es (mindestensyerschiedene Variablen
z; bisz; , sodald 9
9i

833j i

ist. Also kann nach dem Saiiiber implizite Funktionen jede Nebenbe-
dingung zur Elimination einer anderen Variablen benutatdea, und

(a) 70
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im wesentlichen dieselbe Rechnung wie im Fall einer Nebeimigeing

zeigt die Behauptung. .

Die lineare Ablangigkeit der Vektoren

Vf(&), v.gl(a)v ng(&), RS Vgr(a)
bezeichnet man alsWN-TUCKER-Bedingung; sie ist eine offensicht-
liche Verallgemeinerung der Bedingung VORARANGE, ist allerdings
deutlich finger: Sie erschien 1951 in einer gemeinsamen Arbeit von
H.W. KuHN und A.W. TUCKER, vier Jahre, nachdem G.ADNTZIG
den Simplex-Algorithmus entwickelt hatte, und fast zweitiert Jahre,
nachdem BGRANGE seine Multiplikatoren zur Bestimmung von Ex-
trema unter einer Nebenbedingung eiriget hatte.

Das Problem bei der praktischen Anwendung des Satzes van Knd
TUCKERbesteht darin, daf3 in einem Optimum manche Nebenbedingun-
gen als Gleichungen, andere als echte Ungleichungéhtesihd; man

muf also jede der aglichen Kombinationen untersuchen.

Eine nbgliche Abhilfe sind sogenanntarrier-Methoden: ManaRt die
Nebenbedingungen eine Barriere errichten, indem man @reSdche
nach einem Maximum) MaximahneNebenbedingung der Funktion

Fn, . x,)+ Y elogg, (e, ... z,)
=1
sucht, wobei dies; positive Konstanten sind. Da die Logarithmen am
Rand gegen-co gehen, liegen diese Maxima stets im Innern. Falls man
nun allee; in geeigneter Weise gegen Null gehéfél, kann man in
manchen Bllen zeigen, daf} diese Maxima gegen Maxima der Funktion
mit Nebenbedingung konvergiert.

Ein Beispiel daffir ist der 1984 gefundene Algorithmus VORKMAKAR
fur den Fall linearer Funktionetf, g;. Er ist eine Alternative zum
Simplex-Algorithmus, die stets in polynomialer Zeit zu e&in.6sung
fuhrt, und war der erste mathematische Algorithmus, derngiaté
wurde. In der Praxis ist er jedoch bei fast allen Problemen 8&nplex-
Algorithmus unterlegen; lediglich bei einigen wenigen Sakallen, bei
denen bekannt ist, daf? der Simplex-Algorithmus schledtittfaniert,
fuhrt KARMAKAR schneller zu einer@sung.



61 Analysis Il FSS2015

g) Ausblick: Numerische Methoden

Wie wir gesehen habenjlirt die Methode der AGRANGEschen Multi-
plikatoren im allgemeinen auf nichtlineare Gleichungssy, die nur
in einfachen Bllen explizit bsbar sind. In allen anderellfen mufd man
mit numerischen Methoden arbeiten, und da bietet sich @RPdzblem
von vornherein ohne den Umwédper LAGRANGESche Multiplikatoren
Extrema numerisch zu bearbeiten.

Eine Moglichkeit dazu ist die sogenanr®adientenmethode:
Fur eine differenzierbare Funktighauf D C R™ ist

fl+h) = f(z) + (gradf(z), h) +
wenn wir ein Maximum (oder Minimum) voifi ansteuern wollen, liegt

es daher nahd;, so zu wahlen, daf3 sich der Funktionswerbtglichst
stark vergol3ert (oder verkleinert).

Nach der GucHy-ScHwARzschen Ungleichung ist, wenn wir mit der
EukLiDischen Norm arbeiten,

[(gradf(z), b)| < |[gradf ()] - [[2]] ;
wir erhalten also die maximal @gliche Veénderung bei vorgegebener
Lange vom genau dann, wenh parallel zum Gradienten ist.

Damit bietet sich folgende Strategie an: Wiakien irgendeinen Aus-
gangspunki, und berechnen dort den Gradient€yfi(z,). Falls er der

Nullvektor ist. haben wir einen Kandidatetirfein Extremum gefun-
den, den wir mit noch zu entwickelnden Methoden weiter wguenen

mussen.

Andernfalls geben wir uns einealngel,, fur den Vektorh vor, die von
der Lange des Gradienten &figen kann oder auch nicht, und setzen
wir bei der Suche nach einem Maximum

‘,
Torgy o)

bei der Suche nach Minima nehmen wir das Negative davon.

ho =

Als nachstes betrachten wir den Punkt

T, = 29+ hg,
1 5ot F0 T Mo
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berechnen dort den Gradientdnf(z,), setzen — so er nicht ver-
schwindet — mit einer geeigneteidhge/,

14
h 2V f(x)
e TR
(+ fur Maxima,— fr Minima) zur Definition des &chsten Punkts
Ty =it hy

und so weiter. In jedem Schritt @shen (oder erniedrigen) wir den Funk-
tionswert soweit, wie es mit der vorgegebenémgel, nur mbglich ist,

in der Hoffnung, so irgendwann auf ein Maximum (oder Minimura
stofRen. Diesesdanen wir erreichen, wenn wir am Rand des Defini-
tionsbereichs vorf angelangt sind, oder aber wenn wir in einem Punkt
sind, in dem der Gradient verschwindet: Von dort aus gehtiediesem
Verfahren nicht mehr weiter.

Da wir mit einem numerischen Verfahren nur ein verschwindgaringe
Chance haben, exakt in einem Extremum zu enden, zeigt fclabch
die Notwendigkeit einer intelligenten Wahl der Schrittteei’,: Wenn
diese zu grof3 sind, kann es passieren, dal’ wir endlos um g#&miium
herum oszillieren.

Theoretisch ist auch aglich, dal3 wir in einem Sattelpunkt landen,
aber wenn man sicliberlegt, wie die Gradienten in der Umgebung
eines Sattelpunktes aussehen, wird schnell klar, dal3 diesehr selten
passiert.

Die folgende Abbildung zeigt ein einfaches Beispigf €inen mit der
Gradientenmethode zirkgelegten Weg; hier wurde in jedem Schritt

(1) =01 Vst

gesetzt. Der Weg geht offensichtlich recht zielstrebigdag Maximum
zu.
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515

Eine Anwendung der Gradientenmethode

-1

2-2

Der Weg aus der vorigen Abbildung aus einem weiteren Blickwinkel

Die darauffolgende Abbildung allerdings zeigt dasselble Bi einen
etwas goReren Zusammenhang; hier sehen wir, dal3 unser Streben
nach kurzfristigen Gewinnen langfristig wohl doch nichtestlgreich
war: Wenn wir vom Startpunkt aus nach rechts in die kleine ddul
abgestiegen @ren, latten wir auf dem gegéiberliegenden Hang deut-
lich groRere Funktionswerte erreicht als im lokalen Maximum, imde
wir schlie3lich gelandet sind. Dies ist ein gruatidiches Problem von
Gradientenverfahren: Falls wir in defaNe des (absoluten) Optimums
starten, fihren sie schnell und zuvédsig zum Ziel, ansonsten aber ist
die Gefahr sehr grof3, daf3 wir in einem nur lokalen Optimurokste-
bleibt.

Um von dort wieder weiterzukommen, gibt es verschiederat&jren.
Eine anschaulich recht klare ist die sogenapmtennelung‘. Der Name
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entstand aus der Betrachtung von Minimisierungsproblemehmen

wir also an, wir wollen das Minimum der Funktiof(z,y) in einem
gewissen Bereich finden und ein Gradientenverfahren hainugisen
Punktz,, gefuhrt, von dem aus es nicht mehr weiterkommt. Um zu se-
hen, obz;, = f(x,,) wirklich der kleinste Wertist, defiim betrachteten
Bereich annehmen kann, versuchen wir, eine weitérguhgz’,, der
Gleichungf(x) = z,,; zu finden, gehen dann (anschaulich gesprochen
durch einen, Tunnel* zuz’,, und starten von dort aus das Gradienten-
verfahren neu.

Um z', zu finden, niissen wir die Gleichung(x) = z,, l16sen; dafir
gibt es eine ganze Reihe numerischer Verfahren, z.B. ddah/en von
NEWTON-RAPHSON mit denen sich zumindest ein solcher Punkt leicht
finden Rft.

LJunnelung* fir Maxima

Leider kdnnte dieser Punkt unser Ausgangspunkt sein; daher mo-
difiziert man die Funktionf in einer kleinen Umgebung von,, so,
daf sie dort gi3er wird, indem man beispielsweise den in dictrsten
Abbildung zu sehenderZuckerhut‘ addiert. Rechnerisch erreicht man
dies beispielsweise durch Addition einer Funktion der Form

(x = 2p)* + (y — yu)°
G(z,y) = ae b
mit geeigneten Parameternindb; man ersetzt alspdurch die Funktion
[l y) = [z, y) + Gz, y).
Das bringtdas Minimumim Punkt,, zum Verschwinden und vandert
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Gz, y) = e~ 32

die Funktion in gb3erer Entfernung van,, kaum. (Je kleineist, umso
lokalisierter ist die Veiinderung.) Einesung derGIeichunﬁx) =zy
S0 es eine gibt, liegt also nicht in der unmittelbaren Umgefonz
und ist daher ein guter Ausgangspunkt, um dort die Gradiemé¢hode

noch einmal zu starten bis zurachsten lokalen Minimum und so weiter.

Sobald die Gleichung nicht mehidbar ist, Bnnen wir ziemlich sicher
sein, dal¥,, das globale Minimum ist — es sei denn, wiatten die
Parameter. undb sehr dumm geahlt.

Im obigen Beispiel geht es nicht um ein Minimum, sondern umiM&xi-

mum, da die Suche danach graphisch besser darstellbalsstgfaben
wir auch keinen Tunnel, sondern spannen ein Hochseil, dasidwo
auf der eingezeichneten Ebenen liegt und uns vom erreidwethen-
hoch zur Startpositionif einen weiteren Anstieg bringt. (Tatshlich

ist die Ebene etwas zu tief eingezeichnet, damit man daMaltémum

noch erkennen kann; das Seil muf3 also etwdsehtangen.)

Eine weitere Idee zur Vermeidung von Zwischenhochs kommsicku
Physik: Ein Gas erreicht seinen Zustand minimaler Energimgdwenn
die Bewegungsenergiémv2 eines jeden Teilchens gleich Null ist,
wenn sich also nichts mehr bewegt. Dies geschieht abehndiens am
absoluten Nullpunkt; bei positiven Temperaturen werdenrdeisten
Teilchen positive kinetische Energie haben. NacbWwIG BOLTZMANN

ist dabei die Wahrscheinlichkeit daf daf3 ein Teilchen die Energie

Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 66

E
E = imv? hat, bei Temperatuf proportional zu=" T mit einer Kon-
stanterk ~ 1,38066- 10~23J/ K, die heute als BLTZMANN-Konstante
bezeichnet wird.

LubwIG BOLTZMANN (1844-1906) wuchs auf und stu-
dierte in Wien; danach lehrte er in Graz, Heidelberg,
Berlin, Graz, Wien, Graz, Wien, Leipzig und Wien. Er
war Professoriir Theoretische Physikiif Mathematik
und fur Experimentalphysik. Auf seiner letzten Stelle in
Wien hielt er eine so erfolgreiche Philosophievorlesung,
daR ihn Kaiser Franz Josef in den Palast einlud. Am be-
kanntesten ist erlif die Begitindung der statistischen
Mechanik, einer damals sehr umstrittene Theorie. Ob
die damit verbundenen Anfeindungen zu seinem Selbst-
mord fuhrten, ist unbekannt.

Die folgende Abbildung zeigtifr verschiedene Werte vohT die
Graphen der Funktioa™Z/¥T"; wie man sieht; erwartungsgé sind
diese fir groRe Werte vokT sehr flach, vithrend sieiir kleine Tempe-
raturen rechts schnell gegen Null gehen. Beisiewlierten Abkhlung
ahmt man dies nach, indem man mit einer hohen Temperattetstad
der Richtung, in der man weitergeht, einer dieser Tempegattspre-

chende Freiheitlf3t.

o H 1 [ ] T

e~ E/KT fiir kT = 0,1,0,5, 1, 3, 5, 10, 20, 40, 100

Man geht also nicht mehr unbedingt in Richtung des Gradiersen-
dern geht zudllig in eine von endlich vielen vorgegebenen Richtungen.
Die Wahrscheinlichkeitir den Richtungsvektafi; soll dabei analog
zur BoLTZMANN -Verteilung festgelegt werden, d.h. wir ordnen ihm eine
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.Energie“E; = +(f(z + h;) — f(x,y)) zu (positiv bei der Suche nach
einem Minimum, negativ bei der Suche nach einem Maximum)died
Wahrscheinlichkeit dair, daf3 wir in Richtungd:; gehen, soll propor-

tional sein zu=~7/*T Sie ist also, fallsV Richtungen zur Veifgung
stehen, gleich
e~ Ei/kT
P e SN e~ Be/kT
Zur Wahl einer Richtung erzeugen wir uns e|ne Zufallszakd [0, 1]
und gehen in Richtung;, wenn Z P, < Z < Zpe ist. (Die Frage,

wie lang die Richtungsvektoreni |m W|eV|eIten Schntt saiflen, wollen
wir hier ausklammern.)

Bei hohen Temperaturen ist damit die Richtung fast vaidtg zu-
fallsbedingt gewvihlt, wahrend in der [dhe des absoluten Nullpunkts
praktisch nur noch die optimale Richtung eine Chance hdls Wi bei
hoher Temperatur in einem Zwischenextremum landen, séegtrdit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit deif daR wir dort nicht steckenbleiben.

Am Ende wollen wir allerdings zum absoluten Optimum komntkh,

wir missen die Temperatur im Verlauf der Rechnung immer weiter
senken — daher der Namsignulated annealing simulierte Abkihlung.

Bei der Anwendung auf Optimierungsprobleme bezeichnet diese
Vorgehensweise als dengviRoPoLISAlgorithmus.

NICHOLAS METROPOLIS (1915-1999) wuchs auf in
Chicago, wo er Physik studierte und 1941 promovierte.
Seit 1943 arbeitete er, unterbrochen durch Professuren
an der Universit Chicago von 1945-1948 und 1957—
1965, in den Los Alamos Labaratories, die ihn im
Nachruf algiant of mathematics and one of the founders
of the Information Agebezeichneten. Sein Ruhm als
Mathematiker beruht vor allem auf den von ihm en-
twickelten Anwendungen statistischer Verfahren auf
eine Vielzahl mathematischer Probleme; zum Pionier
des Informationszeitalter macht ihn u. a., daf3 er einer
der ersten Anwender des ersten elektronischen Com-
puters ENIAC war, dessen Nachfolger MANIAC baute
und an der Universiit Chicago das Institute for Com-
puter Research gndete und bis 1965 leitete.

Nick Metropolis
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In welcher Weise man die Temperatur am besten senkt, ist imoth

ein Gebiet aktiver Forschung. Man kann zeigen, da3 marstitati
betrachtet praktisch immer im Optimum landet, wenn man rni¢re
hinreichend hohen Ausgangstemper&fustartet und imr-ten Schritt
mit Temperatufl} / log(r + 1) arbeitet, aber bei einer derart langsamen
Abkiihlung braucht der Algorithmus viel zu lange, um ans Ziel amk
men.

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen, wie sich der Atpanus
bei zwei verschiedenen Folgen von Zufallszahlen &krbei einer
Abkuhlungsregel, die im-ten Schritt mit TemperatuF, /r arbeitet:

Der MeTROPOLISAIgorithmus flr obiges Problem

Dito mit anderen Zufallszahlen

Im ersten Beispiel funktioniert alles sehr gut, im zweitagegen bleibt
die Kurve ziemlich lange im Taldngen, kommt aber immerhin in eine
gute Startpositionifr weitere Iterationen. Oft wird es ohnehin am besten
sein, nach hinreichend vielengWropPOLISSchritten ein ge@hnliches
Gradientenverfahren zu starten.
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Zusammenfassendf®t sich sagen, dall derelVRopoLisAlgorithmus
und verwandte Verfahren (die sogenannten Monte-Carldibviken)
sehr ritzliche Hilfsmittel zur Optimierung sind, falls man so guie
nichtsiiber die zu optimierende Funktion weifl3. Sie funktionierighn
nur bei kontinuierlichen Problemen, wie den hier betraemtesondern
auch fir diskrete und kombinatorische Optimierungsproblemégha
aber den Nachteil, daR sie kein Optimum garantier@mnlen: Selbst
wenn man eines erreicht hat, kann die Methode dies nichhagke (Es
gibt alternative numerische Methoden, die daaten.)

Wie schon diese sehr kleine Auswahl von Optimierungsveefabeigt,

ist nichtlineare Optimierung ein sehr weites Feld, von damhier nur
einen winzigen Ausschnitt betrachten konnten. Dieser &tusist be-
stand nicht aus deriif die Praxis wichtigsten Verfahren, sondern aus
denen, die sich am besten in den Stoff der Vorlesung einor@ie sind
zwar (in Kombination mit anderen Verfahren) die Grundbeins, aus
denen sich die meisten praktisch relevanten Verfahremzousageset-
zen, aberiir die vielen kleinen Abwandlungen, die dazihfen, daf
man ein Problem wirklich effizientdsen kann, mften wir deutlich
mehr Zeit aufwenden, als hier zur Vadgung steht. Interessenten seien
auf Spezialvorlesungdiber Optimierung verwiesen.

83: Differenzierbarkeit im Komplexen

Eine Funktionf: D — C einer komplexen Vémderlichen auf einer of-
fenen Teilmengé® c C kann, wenn wirC in deriiblichen Weise miR?
identifizieren, auch als Funktion vdnnachR? aufgefaltwerden. Wenn
diese Funktion differenzierbar ist, ist ihre Ableitung in= z + iy
entsprechenden Punkt,(y) € R? die hcosl-Matrix, also eine reelle
2 x 2-Matrix.

Andererseits Ennen wir aber auch, wie wir es vom Reellen her gewohnt
sind, Differenzierbarkeit im Komplexdiber Linearisierbarkeit definie-
ren: Wir bezeichnen eine Funktigh D — C alskomplex differenzier-
barim Punktz € C, wenn es eire € C gibt, so daRir kleineh € C
gilt:

fz+h) = f(z)+ch+o(|h]) .

Die komplexe Zaht bezeichnen wir als die Ableitung(z); bei diesem
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Zugang ist die Ableitung also eine komplexe Zahl. Sitlsich, wie im
Reellen, berechnen als
iy = i JETR) — f(z)

)= fim =
wobeih nun aber beliebige komplexe Werte annehmen kann: Wenn
im Punktz differenzierbar ist, existiert alsdif jede Nullfolge (,,),,cx
komplexerZahlen der entsprechende Grenzwert, und eriistjéde
solche Folge derselbe.

Insbesonderednnen wir uns auf reelle Folgen besghken; wenn wir
[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)

in Realteil und Imagiarteil zerlegen mit zwei Funktionenv: R? — R,
ist fir einen Grenizbergang, bei dem nur reelle Werte f, zugelassen
sind,

i R~ £6)

h—0 h
- iim (u(x +h,y) +iv(x +h, y)) — (u(x, y) +iv(x, y))
h—0 h
- (M) ) ) )
h—0 h h

= uy(z,y) +ivy(z,),
falls diese beiden partiellen Ableitungen existieren.

Wir kdnnen uns auch auf rein imagire Werte beschnken, alsé = ik
setzen, wobek nur reelle Werte annehmen darf. Dann ist

fz+h) - [(2)

fIziTO h
_ o (Wl y R v,y +R) — (ule,g) +iv(e,v)
k—0 ik
i <u(x,y+k)—u(x,y> H.v(x,ym)—v(x,y))
k—0 ik ik

= uu(x’y) + Z.va(xay)
i 3

= v, (2,y) — iuy,(2,9) .
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Wenn f komplex differenzierbar ist, fresen beide Grenzwelidberein-
stimmen; dasifhrt auf die sogenanntemGcHY-RIEMANN schen Diffe-
rentialgleichungen

’U/I(CE,y) :’Uy(,’E,y) und Uy({E,y) = _Um(xay)'
Eine notwendige Bedingungf die komplexe Differenzierbarkeitist al-
so, daf3 sowohl von als auch vor beide partielle Ableitungen existie-
ren und die GucHY-RIEMANNSchen Differentialgleichungen éifen.
Die JcosI-Matrix der entsprechenden Funktion vi3 nachRR? hat
dann die spezielle Form

( uw uy ) - ( vy _Uw )
’
_Uy uw 'Uw 'Uy

ist also von der Form
a —b
b al’

Wir wollen unsiiberlegen, daf? dies umgekehrt auch ausreiohtlie
komplexe Differenzierbarkeit. Sei also

F() = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) und Jf‘””’y):(z _b>'

a
FurZ=h+ik mit h, k € Ristdann
fe+O=ul@+hy+k)+iv(x+hy+k)
mit
Germyen) = Can)« G o) (i) v
denn|(| = |h+ik| = VhZ+ k2 = ||(})||. Somit st
u(z +h,y + k) = u(z,y) + ah — bk + o(|/])

und
v(z +h,y + k) :U(x,y)+bh+ak+o(|£|) ,

also
fGz+0) = f(z)+a(h+ik)+b(—k+ih) + o(|£|)

= f(2) + a(h +ik) +ib(h + ik) + o(|¢])
= f(z) + (a+ib)€+o(|€|) .
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fistalso im Punkt komplex differenzierbar mit Ableitung= a + ib.
Dies zeigt den

Satz: Eine Funktionf: D — C mit f(x +iy) = u(x,y) +iv(z, y) ist
genau dann im Punkt= x + iy komplex differenzierbar, wenn sie dort
die CaucHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen

u (@, y) =v,(z,y) und wu,(z,y) = —v,(2,y)
erfullt. Alsdann ist

F'(2) = uy(, y) +iv, (2, 9) = v, (@, y) — iu, (2, y).

Um zu verstehen, warum diecosi-Matrix im Falle komplexer Dif-
ferenzierbarkeit die spezielle For(ng _2) haben mufl3, betrachten wir
fur eine komplexe Zahl = a + ib die Abbildungz — cz. Fir z = x + iy
ist

cz = (a +ib)(x +iy) = (ax — by) +i(bzx + ay)

schreiben wikz = v + iv, ist somit

()=G )0

Wenn wir die komplexen Zahlen mR? identifizieren, entspricht die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl daher der Multikdition mit
einer Matrix der betrachteten Gestalt, und auch das maahtddl3 eine
differenzierbare Funktiof®> — R? genau dann als FunktioB — C
komplex differenzierbar ist, wenn ihreacbBI-Matrix die angegebene
Form hat.

Betrachten wir als erstes Beispiel die Funktjida) = |z|. Firz = x +iy
ist also f(z) = V22 +y2 € R, so dal hien(z,y) = y/x2+y2 und
v(x,y) = 0ist. Mitv(z, y) verschwinden nétlich auch die beiden par-
tiellen Ableitungen vory; im Falle der komplexen Differenzierbarkeit
mil3ten daher nach demGcHY-RIEMANNSchen Differentialgleichun-
gen auch die vom verschwinden, was offensichtlich nirgends beide
gleichzeitig der Fall ist. (Im Punkt (@) existiert keine von beiden.)
Somit ist die Betragsfunktionirgendskomplex differenzierbar.
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Als nachstes betrachten wfi(z) = z“. Hier ist, genau wie im Reellen,

. +h)? =22 Z2+2hz+hP -2

lim (z+h) -2 = lim = - : = lim(2z+h) =2z.
h—0 h h—0 h h—0

Auch bei der Exponentialfunktionerbknten wir im Prinzip wie im

Reellen argumentieren; einfacher geht es aber mit dem olgez:

et = e . e = e*(cosy + i Siny) = e” cosy + ie” siny .
Hier ist alsou(x,y) = € cosy undv(x,y) = €® siny; die partiellen
Ableitungen sind
u,(z,y) = €” cosy, u,(z,y) = —e” siny,
v, (z,y) = €” siny, v, (7, y) = e” cosy,
was in der Tat die @UCHY-RIEMANNSchen Differentialgleichungen

erflullt. Also ist die Exponentialfunktion komplex differermzbar mit
Ableitung

e cosy +ie® siny = e*(cosy +isiny) = % - e = ¥t = * |
genau wie wir es vom Reellen her gewohnt sind.

Man kann zeigen, daff alle Funktionen, die nur aus Grundrechenarten
(mit Nenner ungleich Null bei der Division) aus Potenzermp&xential-
funktionen und trigonometrischen Funktionen zusammestgesind,
genau die gleichen Regeln gelten wie im Reellen; einigefalis dazu
werden wir in derUbungen und auf derdbungsblatt kennen lernen.
Insbesondere gelten auch die grundlegenden Ableitungisrege bei-
spielsweise dieifr Linearkombinationen: Sind, g: C — C komplex
differenzierbar, so auchf + ug fur beliebige komplexe Zahler, y,
denn

(Af +ng)(z+h) = Af(z +h) + pg(z +h)
=A(£E)+ @+ o(Ih) ) (92) + o' (I +o(|A]) )
= (\f +pg)(2) + A+ pg)2)h +o(|h])
die Ableitung existiert also und istf’ + g’

Natlrlich lieRe sich das audhber die @QucHY-RIEMANNSchen Diffe-
rentialgleichungen beweisen: Ist

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) und g(z +iy) = p(z,y) +iq(z,y),
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S0 ist

(A + png)(x +iy) = (Au + pp)(x, y) +i(\v + pg)(z, y) .
Dau, =wv, undu, = —v, ist, istauch

(Au+up), = Aug + pup, = Avy, + pg, = (A + pg),
und

(Au+ pp),, = Auy + pp, = =Av, — pg, = —(Av + pg), ;
daher sind die @JcHY-RIEMANNSchen Differentialgleichungen éitit

undAf + ug ist komplex differenzierbar. Die Ableitungen vgrnundg
sind nach der kurz nach Beginn dieses Paragraphen heegetefiormel

f(a+iy) = u,(z,y) +iv,(2,y) und g'(z +iy) = p,(x,y) +ig,(z,y);
entsprechend ist die voxyf + g gleich

Mg (2, y) + pp, (2, y) +i (Mo, (2, y) + pg, (2, ) = A (2) + g’ (2) .

Differenzierbarkeit im Komplexen stimmt aber nicht in jeddinsicht
mit der im Reelleriiberein: Im Reellen haben wir beispielsweise Funk-
tionen wief(x) = x - || die zwar einmal, nicht aber zweimal differen-
zierbar sind; wir haben Funktionen wjéz) = z2 sin% furx # 0 und
f(0) = 0, die (fir x = 0) zwar differenzierbar, nicht aber stetig dif-
ferenzierbar sind, und wir haben Funktionen vi{e) = exp(-1/t?) fiir
x Z0undf(0) =0, die beir = 0 beliebig oft differenzierbar sind, aber
trotzdem in keiner Umgebung des Nullpunkts durch ihxeLOR-Reihe
dargestellt werden. Alles das gibt es im Komplexen nichérisind die
Bedingungen

e [ ist komplex differenzierbar

o [ ist komplex stetig differenzierbar

e fist beliebig oft stetig differenzierbar

e fist analytisch, kann alsadif jeden Punkt in einer gewissen Umge-
bung durch seineArLoR-Reihe dargestellt werden

allesamtiquivalentzueinander. Der Beweis dieser Tatsache liegtjes
der Moglichkeiten dieser Vorlesung; er nimmt (zusammen mit dem d
Aquivalenz einer ganzen Reihe weiterer EigenschaftenliasHalfte
der Vorlesung-unktionentheorie In Anspruch.
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84: Hohere Ableitungen

Im Eindimensionalen ist die Ableitung einer FunktibnD — R wie-

der eine FunktioD — R; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir
ihre Ableitung als die zweite Ableitung vaofi und so weiter. &r eine
Funktionf: D — R vonn Veranderlichen ist die Ableitung jedoch eine
FunktionD — R", also etwas komplizierteres als die Ausgangsfunk-
tion. Dies macht den Umgang mibheren Ableitungen im Mehrdi-
mensionalen schwieriger. Wir besénken uns daher zéaohst auf die
zweite Ableitung einer reellwertigen Funktion.

a) Die Hesse-Matrix

Wir lassen uns vom eindimensionalen Fall leiten: Die zwAléeitung
ist die Ableitung der Ableitung.

Die Ableitung einer differenzierbaren FunktignD — R mit D C R"
ist der Gradient vorf, also die Abbildung

of of
Imvorigen Paragraphen haben wir auch solche Funktion&réifziert;
ihre Ableitung war eine Matrix.

Vf.:D—R"Y x»—>(

Definition: Wenn der Gradient voii: D — R differenzierbar ist, be-
zeichnen wir seineatoBI-Matrix als die HESSEMatrix

Hy(x) = Jgs(x)

von f im Punktz.

Lubwic OTTO HESSE(1811-1874) wurde in &nigs-
berg geboren und unterrichtete Zghst Physik und
Chemie am dortigen Gymnasium. 1840 bekam er eine
Stelle als Mathematiker an der dortigen Univeisiton
1856 bis 1868 war er Professor in Heidelberg, danach
in Miinchen. Aus der Schule ist er wohl vor allem durch
die HEssesche Normalenform der Ebenengleichung be-
kannt; der Schwerpunkt seiner Forschungen lag aller-
dings auf dem Gebiet der Invariantentheorie und der al-
gebraischen Funktionen. Auch diesseMatrix fuhrte

er 1842 in einer Arbeitiber Invarianten von kubischen
und biquadratischen Kurven ein.
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Die HEsSEMatrix ist somit stets quadratisch, denn die Anzahl der Kom
ponenten des Gradienten ist gleich der Anzahl der Variablen

Genau wie der Gradient bei gutartigen Funktionen durch ditgilen
Ableitungen berechnet werden kann, sollte auch sie durtfhrBntia-
tionsverfahren aus der Analysis einer &derlichen berechenbar sein.
Das Hilfsmittel dazu sind die zweiten partiellen Ableitamg

Fur eine in gan2D partiell differenzierbare Funktiof D — R ist auch
jede partielle Ableitungf,. wieder eine Funktion vo) nachR, und
auch diese kann wieder partiell differenzierbar sein sHallbezeichnen
wir die partielle Ableitung vory, . nachz; als zweite partielle Ableitung

o0 (o
wiTj Ox;0x; def Ox; \ Oz,

von f nachz; undz;. Im Falli = j schreiben wir kurz
_
fzizi - a—xg .

Analog lassen sich auctbhere partielle Ableitungen eialiren durch
die Definition

oFf a 9 o of

.fzi LjoerXg = = T .
1P P def Oz, ... Ox;,0x,, def Ox; Ow;, Oz, O,

1

Wie wir oben gesehen haben, ist Gradient einer Funkfigieich dem
Vektor der partiellen Ableitungen, falls diese allesamistgren und
stetig sind; die AcosI-Matrix ist der entsprechende Zeilenvektor. Falls
auch die zweiten partiellen Ableitungen allesamt existienind stetig
sind, zeigt dasselbe Lemma, dal3 deren Ableitungen diergeiktoren

9°f o°f )
0zx,0z;”" " O, 0z,

A P U Iirn(
sind, d.h.

Lemma: Falls alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von
f: D — R existieren und stetig sind, ist dieedseMatrix von f gleich

dern x n-Matrix mit Eintrégenfw,wj = 65_2(;;.-
(A J i
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Ausgeschrieben ist dieg$seMatrix H, also

2f o%f o%f

fmlzl lezz s frlmn ami dx28z1 T Gandm
f . o'f 2f o’ f

L2271 T2x2 T2Tn - 0x10x2 8w§ Oz, 0x2
foper Jonwe o fonan _Pf . _Pf 2f
0x10x,  Ox20x, ox?,

Als erstes Beispiel&nnen wir etwa die zweiten partiellen Ableitungen
der Funktion

flw,y) = a* + 20% + 3a?y? + dwy® + By
berechnen: Die partielle Ableitung naghst
folw,y) = 4c® + 62y + 6ay” + 4y°,

also ist
2

0
Foalw,9) = 55 (2,9) = 1202 + 120y + 6y°  und
2f

By (z,y) = 62% + 12xy + 122

foy(:y) =
Entsprechend ist
£, (@) = 22° + 62y + 120y° + 20,°,

also
°f 5 5
fyw(xhy) = axay(xay) =6x"+ 12vy + 12 und
-0 = 62” + 24wy + 60°
fy(@y) = 8—y2(w,y) = 6z vy + 60y .
Damit ist

[ 122% + 120y + 6y% 622 + 120y + 1242
Hf(% y) = 2 2 2 2 -
6x° + 12¢y + 12y° 6x° + 24xy + 60y
Zumindest in diesem Fall ist dies eine symmetrische Matkix,
fmy = yx "

Diese Formel gilt, wie wir gleich sehen werddast immer; in der
Tat galt sie @ir die Mathematiker des 18. Jahrhunderts wiedlaus
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I. BERNOULLI, der 1719 ddiber schrieb, EONARD EULER (1730),
JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1772) und viele andere als selbstvarst-
lich. Erst im 19. Jahrhundert, als sich einapiser Funktionsbegriff
durchzusetzen begann, wurde erkannt, daf3 Voraussetznotyeendig
sind. Diese waren zu Beginn des Jahrhundert&chst unitig stark;
erst 1873 fand HRMANN AMANDUS SCHWARZ in seiner ArbeitUber

ein System voneinander unartgiger Voraussetzungen zum Beweis des

Satzesy. (24iz) = 2 (2Le4)), was wirklich notwendig ist.

Als Gegenbeispiel betrachtet er die in der folgenden Ahiitgdarge-
stellte Funktion
Feoy) = e arctan® — z?arctan?  fiir (z,y) 7 (0,0)
70 fur (z,y = (0,0)

Ein Gegenbeispiel zum Vertauschungssatz

Auch wenn es auf den ersten Blick nicht so aussieht, ist dies&tion
auch firy = 0 undz # 0 definiert: Der Bruchx/y ist dann zwar nicht
definiert, aber da der Arkustangens nur Werte zwischeyi2 undr/2
annimmt, existiertir jedesxz # 0 der Grenzwert lim)_, e arctan§

und verschwindet. Entsprechend ist auch,lirg z2 arctan? = 0 fir
alle y # 0, und wir wollen die obige Formel so interpretieren, dafd
7(0,y) = f(x,0) = 0 sein soll @ir alle z,y # 0 und, nach Definition,
natirlich auch fir x = y = 0. Man tUiberlegt sich leicht, daf3 die so
definierte Funktion stetig ist auf gai®Z.

Die Berechnung der ersten partiellen Ableitungen ist etwafgngreich,
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jedoch ARt sich das Ergebnis deutlich vereinfachen: Wir erhalten

y — 2zarctan?  fir (z,y) 7 (0,0)
fol.4) ‘{ fur (z,y) = (0,0)

und
—x+2y arctan— fur (x,y) # (0,0)

Hen=1{s fur (e, ) = (0,0 °
wobei die Division durch Null beim Argument des Arkustangeregen
des Faktors vor dem Arkustangens wieder wie oben integsteterden
soll, wir haben also

fm(oay):y und fy(JJ,O):—
Diese Funktionen&nen wir problemlos differenzieren; wir erhalten
fry(ov y) =+1 und fyr(xa 0) =—-
Im Nullpunkt ist somitf,,(0,0) = +1#Z -1 = f, . (0,0).
Fur Punkte £, y) # (O, 0) rechnet man leicht nach, dal3

2 2
Joy(@,9) = [y, y) =

— X
2 + CEZ
ist. Insbesondere ist dahénfz,y # 0
foy(@,0)==1, f,,(0,y)=+1 und f, (z,2)=0
fy Nimmtalsoin jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpuekisi
der drei Werte 01 und—1 (und viele andere) an. Damit karfp, in
(0,0) nicht stetig sein, genauso wenig wig,. Wie SCHWARZ erkannte,

ist genau das die fehlende Voraussetzuimdie Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen:

SchwarzschesLemma:f: D — R seiaufD C R" erklart, und sowohl

die ersten partiellen Ableitungef). als auch die gemischten partiellen

AbIeitungenfzizj seien stetig aub. Dann ist
foio, (@) = o2, (@)
furallex € Dundallei, j mit1 <i,j <n.

Beweis:Da bei der partiellen Differentiation alle Variablen auBarer
als konstant betrachtet werderjrinen wir uns auf den Falh = 2
beschénken: Wir interessieren uns nuirfdie beiden Variablern;
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und

j,
— andernfalls gibt es aber ohnehin nichts zu beweisen), atrddhten
alle sonstigen,, als konstant.

Fur den Punkt £,y) aus D wahlen wir dannh, k € R so, dalR das
Quadrat mit den vier Ecken

(z,y), (x+h,y), (x,y+k) und @+h,y+k)

vollstandig in D liegt; dies ist ndglich, da wir D als offene Menge
vorausgesetzt haben. Nach Voraussetzung existieren diellea Ab-
leitungenf,, f,, f., sowie f,, und sind stetig.

Nach Definition ist
T fz(x,y+k)—fm(:v,y)
fzy(x7y) - ]!@0 kJ
||m f($+h7y+k)_f($ay+k) _ “m f(x+h7y)_f(x7y)
= lim "= h h—0 h
k—0 k

Falls alle Greniaberginge miteinander vertauschbar sind (was, wie wir

im obigen Gegenbeispiel gesehen haben, keineswegs siatvlich
ist), ist das ein Limegiber den Ausdruck
f($+h,y+k)—f(.’E,y'f'k)—f(.’E"'h,y)"'f(fE,y)
hk

furh, k — 0; esliegt also nahe, sich diesen Bruch genauer anzuschauen

Fur den Beweis wird es géigen, wenn wir uns auf den Fall = &
beschéanken; wir wollen den Ausdruck
f(x+h7y+h)_f(x7y+h)_f(x+hay)+f(xvy)

h2

D(h) =
auf zwei Arten ausrechnen:

Zunachst fassen wir, wie oben, die beiden ersten und die begdeeh
Summanden zusammen: Mit der Abrzung
gy +h) —g(y)

g(y): f(iC"'h,y)—f(.’E,y)
h h

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist dieBifferen-
zenquotient gleich dem Differentialquotiept(n) fur eine (vonh

A, istdann D(h) =

die wir alsz und y bezeichnen (wenn sie verschieden sind
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abhangige) Zahh zwischeny undy + h. Somit ist

h,n) — f, (x,
Dy =o'y = 2RI < g e

fir einn zwischenxz und = + h, denn naitrlich kdnnen wir auch auf
diesen Differenzenquotienten den Mittelwertsatz anwande

Fur die zweite Berechnung fassen wirlii{h) den ersten und den dritten
sowie den zweiten und den vierten Term zusammen. Mit defifhlng
~ _f($,y+h)—f($,y)
g(x) = W
gz +h) — g(y)
I’L ’
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt ezu eing
zwischenz undz + h, so daR dies gleicli (¢€) ist. Also ist

fo&y+h) — f.(Ey)
h

ist dann dieses MaD(h) =

D) =7(©) = = [y (€. 70)
far einn zwischeny undy + h. SomitistD(h) = f, (£, 7) = fry(g, 7).

Lassen wir nurk gegen Null gehen, konvergieremndggegenx und
1 wie auchy gegeny. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zwei-
ten partiellen Ableitungen konvergiert dahgr, (€, 1) gegenf, .(z,y)

undfmy(g, n) gegenf,, (z,y), d.h. der Grenzwert existiert und

D(0) = fyu(2,9) = [0y (2, 9) -

Damit ist das Lemma bewiesen. .

Der deutsche MathematikeriRL HERMANN AMANDUS
SCHWARZ (1843-1921) besdtitigte sich hauptechlich
mit konformen Abbildungen und mit sogenannten Mi-
nimalflachen, d.h. Richen mit vorgegebenen Eigen-
schaften, deren BRtheninhalt minimal ist. Im Rah-
men einer entsprechenden Arbéit flie WEIERSTRASS
Festschrift von 1885 (im Falle eines durch Doppelinte-
grale definierten Skalarprodukts) bewies er dd@CHY-
ScHwARzsche Ungleichung, die AlCHY bereits 1821
fur endlichdimensionale Vekt@ume bewiesen hatte.
SCcHWARZ lehrte nacheinander in Hallefidich, Gottin-
gen und Berlin.
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Tatsachlich bewies 8HWARz das obige Lemmaiff » = 2) unter einer etwas sclagheren
Voraussetzung: Es reicht, wesimeder partiellen Ableitungerf.,, oder f, . existiert und
stetig ist. Am Beweisindert sich wenig; falls etwiber die Ableitungf, .. nichts voraus-
gesetzt ist, mul3 man die Existenz aller damit zusamieggnden Grenzwerte explizit
durch Absclatzungen nachweisen und daraus nadflich die Existenz und Stetigkeit
von f,. folgern. Ein Leser, der seirnalysis Inoch nicht ganz vergessen hat, sollte dies
auf etwa einer Seite tundkinen. Eir Anwendungen ist die GiwARzsche Formulierung
etwas fiitzlicher als die obige, denn wenn man beispielsw¢isg berechnet und seine
Stetigkeit nachgewiesen hat, folgt automatisch, daB gyghexistiert und gleichfz,, ist.
Fur uns wird das keine sehr grof3e Rolle spielen, denn bei desteneins interessierenden
Funktionen wird die Existenz und Stetigkeit der partielgsieitungen klar sein; lediglich
ihre Berechnung wird im allgemeinen mit Arbeit verbundeimse

Ein analoger Satz zumcBwarzschen Lemma gilt auchiuf hdhere par-
tielle Ableitungen; @ir k-fache Ableitungen ritssen wir nairlich vor-
aussetzen, daf3 alle partiellen Ableitungen bis zukdEathen existieren
und stetig sind (wobei diese Voraussetzung wieder strengrgeen
nicht fur alle k-fachen wirklich notwendig ist).

Definition: Fir eine offene Teilmeng® C R"™ bezeichne&Z*(D,R)
die Menge aller Funktionefi: D — R, deren &mtliche partielle Ablei-
tungen bis zu deh-ten existieren und stetig sinduFk = 0 bezeichnen
wir mit C°(D, R) einfach die Menge aller stetiger FunktionBn— R.

Man Uiberlegt sich sofort, da@*(D,R) ein R-Vektorraum ist, und es
ist auch nicht schwer einzusehen, daR die Funktioned(us, R) alle
die Eigenschaften haben, die man sich bei der Betrachtung:aten
Ableitungen winscht:

Erstens ist die Berechnung eingt-ten partiellen Ableitung von der
Reihenfolge der partiellen Differentiationen unabgig: Wie aus der
Linearen Algebrdbekannt sein sollte, kann jede Permutation als Produkt
von Transpositionen geschrieben werden; edigealso zu zeigen, daf3
man die Reihenfolge zweiter partieller Differentiationegrtauschen
kann. Eine Transpositiori,(,.,,) wiederum &3t sich geraf3

(ir ir+k) = (Zr ir+1) T (ir+k—1 ir+k)(ir+k—2 ir+k—1) T (zr Z'r+1)

als Produkt von Transpositionen benachbarter Elementeibetm, und
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flir eine solche Transposition ist
o o o0 o _90 90 0 9
oz, Ox; Ox, ox, Oz, Oz, . Ox; oz,

21 Tr+l ik 21 T+l 28 ik

Fur f € C*(D,R) ist sichergestellt, dag2— --- ;2L in C¥(D,R)
r+2 'k
liegt; nach obigem Lemma ist daher

g 0 o of\N_ 9 0 o of
Ox; Ox; Ox; . Oz, Oz, Oz, \Ou; ox; )~

Tr+l 2 Tr+l 2 1k

Differenziert man hier beide Seiten noch partiell nagh bis z;
andert dies ndirlich nichts an der Gleichheit.

17

Zweitensbesagt das vorletzte Lemma, daR eine FunkfienCX(D, R)
differenzierbar ist. Eine nahe liegende Verallgemeingrdes dortigen
Beweises, bei der man anstelle von linearen Approximaticauéche
héherer Ordnung betrachtet, zeigt, daR eine Funkfioa C?(D,R)
zweifach differenzierbar ist, und daf3 entsprechend eimétian f aus
C*(D,R) bis auf einen Fehler der GBenordnun@(|h|k) durch ein
Polynomk-ten Grades approximiert werden kann. Wie das im einzelnen
aussieht, wollen wir uns imathsten Abschnitt genauer anschauen.

b) Taylor-Polynome

Im letzten Semester haben wir digheren Ableitungen einer Funktion
dazu benutzt, um sie nicht nur durch eine lineare Funktiondsern
durch ein Polynom dheren Grades anzahern. Der wesentliche Satz
Uber TayLOR-Polynome war der folgende:

Satz: f:(a, b)) — R sei stetig und mindestens ¢ 1)-fach stetig dif-
ferenzierbar auf dem Intervalk(b) C R. Dann gilt fir jedesz aus
(a, b) und jedesh € R mitx + h € (a, b) die Formel
h? h*
J@+h) = f@)+hf @)+ 5 ['@)* -+ 72 [O @) + Ryl h)

k hi ‘
=Y IO+ Ry, )
=0
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mit einem RestgliedR,,; = O(h**!). Dieses kann beispielsweise dar-
gestellt werden als

hk+l
Ryq(z,h) =

(k+1)!
mit einer reellen Zahh zwischen 0 und 1.

FED( +nh)

Um daraus einen aucliif Funktionen mehrerer Vénderlichen iitz-
lichen Satz zu machen, verwenden wir wieder Richtungsainigen.
Da wir eine Funktionf:R" — R"™ problemlos komponentenweise
behandeln &nnen, geiigt es, den Falln = 1 zu betrachten.

Die Richtungsableitung einer FunktighR™ — R in Richtungu ist
nach Definition die Ableitung der Funktion einer ¥@derlichen

. (_a7 a) —R
I\t — f(z +tv)
mit geeignet gedhltema € R, nacht fur ¢ = 0; wir kdnnen sie
berechnen als Skalarprodukt des Gradienten mit dem Vektor

Natiirlich kdnnen wirg nicht nur einmal ableitenif f € C**Y(D,R)
existiert das AYLOR-Polynomk-ten Grades und

2 k
g(t) = g(0) +tg'(0) + %g”(O) +oo 4t %g(k)(O) +O@t**Y) |

Schreiben wir die Richtungsableitung in Richtungieder als
of
ox,;

2

() -v; s

0, f(x) = (Vf(z),v) =)
so wird dies zu =1 .
Jla+0) = (@) 40, 1) + -+ 08 fa) + O

Da wir ||v|| hier als eine Konstante betrachtetinken wirO(t**1) auch
schreiben al® ((¢ [|v])*** und damit insbesondegd(t ||v|))*; speziell
furt = 1 erhalten wir die kompakte Schreibweise davior-Formel,
namlich
1
fa+0) = [(@)+0, (@) + -+ 0 f@) +o(|lo])

OF steht hierbei ndirlich fir die k-fache Anwendung des Operatérs
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Wenn wir das konkret ausrechneriissen, verschwindet die Kompakt-
heit allerdings schnell: Mit v

Un,

istd, f(x) =(Vf(z),v) = i v; f,, () und dementsprechend
i=1
1) =0, (0,@)) =0, <§ f) =Yl (E jvifm>
=1 7=1 J =1
= E E Uivjfwiwj ’

=1 j=1
wir haben also schon eine Summe mfitTermen.

Mit Hilfe der Linearen Algebra &nnen wir diese Summe noch relativ
kompakt schreiben: Deti (j)-Eintrag der HSSEMatrix H () ist die
partielle Ableitungf, . ; das Produkt ;(z)v der HESsEMatrix mit
dem Vektorv ist also

n
fwlwl fwlwz s fwlwn Vg Ej:l fflfj Uj

fwzwl fwzwz e fwzwn UZ E;‘L:j_ fmgrj Uj

fznzl frnrg e fInIn Un Z;’L:1 fInI]‘ vj
Bilden wir das Skalarprodukt vommit diesem Vektor, erhalten wir
Ul Z;‘L:]_ lezj Uj
n
V2 Zj:l fzzz iUj
(v, Hy(2)v) :< - | Y

. =1 j=1
Un Z?:l fznzj vj
Mit dem Zeilenvekton”™ = (v, .. .,v,) laRkt sich dies alternativ auch
als Matrixprodukt
U1 n o n
UTHf(x)v = (g, v )He(x)| ] = Z Z V3V, [,
v =1 j=1

schreiben.
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Fur hohere Ableitungen geht so etwas nicht mehdlllg analog zur
obigen Rechnungberzeugt man sich leicht davon, daR3

n n n
613)f(x) = Z Z Z Uivjkawimjwk

=1 j=1 k=1
ist, und diese Summe aug SummandendRt sich nicht mehr mit
Matrix-Vektor-Produkten darstellen: Die dritte Ableiiist gegeben
durch einen sogenannt@ensor dritter Stufeg.h. ein dreidimensionales
wirfelférmiges Zahlenschema, und mit jeder weiteren Ableitunigtste
die Dimension um eins an.

Fur die Diskussion im &chsten Abschnitt reicht unsiglklicherweise
die Formelf(z + h) = f(x) + (V f(x), h) + 3h" H ;(x)h + o(||h]?).

c) Hohere Ableitungen und lokale Extrema

Wenn gradf(zy) verschwindet undf mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, &ingt nach dieser Formel das Verhalten yom der
Umgebung vonz, ab vomh™ H (o) h = (h, H;(zo)h), wobei H
nach dem 8HwaRzschen Lemma eine symmetrische Matrix ist.

Sei allgemeind einen x n-Matrix undv € R™ ein Vektor. Dann ist

D=1 0105
11 Q12 ... A1y Uy g=17157
Q1 Gpp ... Gy U2 Zj:laZjUj

Av=1] . . ) = ) ,
Ap1 Ap2 Unn Un Z?:l an] Uj
also ist
n
Uy 2 j=101;;

v S agv;
UTAU:<U,AU>:< .2 : J 1' 2573 >

Un 251 OV
ein homogenes quadratisches Polynom in derUmgekehrt Bnnen
wir auch zu jedem homogenen quadratischen Polynom einex\iatr
finden,uber die es so dargestellt werden kann; diese Matrix isthiigs
nicht eindeutig, denn,v; = v,v;, so dald nur die Summs; +a; durch
das Polynom festgelegtist, nicht abgrselbst. Um die Matrix eindeutig
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zu machen, &nnten wir beispielsweise fordern, daf} = 0 furi < j,
daf? wir also eine Dreiecksmatrix haben; es stellt sich dbexigzlicher
heraus, stattdessen zu die Symmetrie der Matrix zu fordesn, die
Bedingung;; = a;;. Insbesondere bei der Anwendung hier in der Ana-
lysis, wo die quadratische Form durch dies$eMatrix definiert wird,
haben wir zumindestik zweifach stetig differenzierbare Funktionen
diese Symmetrie nach denci®wvArRzschen Lemma automatisch.

Das Verhalten in der Umgebung eines Punkts, in dem der Gradie
verschwindet, Angt ab von den Werten, die das durch dieskeMatrix
gegebene quadratische Polynom annimmt; wir definieremakgn

Definition: a) Eine symmetrische Matrixd € R™*™ heift positiv
definit,wenn fir alle Vektorery # 0 ausR™ gilt: v Av > 0.

b) A heiRtnegativ definitwenn tr allev 7 0 ausR™ gilt: v7 Av < 0.
¢) A hei3tindefinit, wenn es Vektoren,w € R" gibt, so daf gilt:
vT Av > 0, aberw” Aw < 0.

Mit dieser Terminologie ist dann das folgende Lemma klar:

Satz: Wenn die differenzierbare Funktighe C1(D, R) in einem Punkt
zg € D ein lokales Extremum hat, ist ihr Gradient dort gleich denti-Nu
vektor. Falls umgekehriif f € C%(D,R) der Gradientim Punkt, € D
verschwindet, gilt:

a) Falls die HEsseMatrix H ¢ (o) positiv definit ist, hatf im Punktz
ein Minimum.

b) Falls H ;(z,) negativ definit ist, haf im Punktz, ein Maximum.

c) Falls H (o) indefinit ist, hatf im Punktxz, einen Sattelpunkt. .
Natirlich sind die Definitheitsbedingungenahbisc) nur hinreichende
Bedingungen, genau wie ja auéh Funktionen einer Vénderlichen die
Positivitat der zweiten Ableitung nur hinreichend, nicht aber notign
fur ein Minimum ist.

Der gerade gezeigt Satz ist nur danitatich, wenn wir leicht fest-
stellen lkbnnen, welche Definitheitseigenschaften diesbEMatrix hat.

Zumindest in einem FalBl3t sich das leicht entscheide@pmlich dann
wenn die HESSEMatrix eine Diagonalmatrix ist.
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Fur eine DiagonalmatriX mit Eintragen),, ..., A,, und einen Vektoo
mit Komponenten,, ..., v,, wird obige quadratische Form zu

0O X, ... O v
(1,09, ..., 0y,) : . . ’ = Apof -+ A0
0O 0 ... A v

n n

eine Diagonalmatrix ist also genau dann positiv definit, nvalte Dia-
gonaleintage positiv sind und genau dann negativ definit, wenn sie alle
negativ sind. Falls es sowohl positive als auch negativg@ialeintage
gibt, ist die Matrix indefinit.

Es kommt nur sehr selten vor, dal’ died$eMatrix Diagonalgestalt
hat; fir Funktionen aug?(D, R) ist sie aber nach dencBwaRrzschen
Lemma symmetrisch, und ein Satz aus der linearen Algebegheatald
eine symmetrische MatriA mit reellen Eintagen stets diagonalisierbar
ist. Esgibtalsoeine Badls, . . ., b,, desR™ undreelle Zahlen,, ..., A,
derart, daf¥b, = \;b; ist. Die Zahlen\;, die nicht alle verschieden sein
mussen, bezeichnet man als digenwertevon A, die Vektorerp,, die
nicht eindeutig bestimmt sind, als die zugelgenEigenvektorenMan
beachte, daf’ digsur fiir reelle Matrizen gilt; fir komplexe Matrizen
etwa ist es falsch; dort gilt nur dann etwas entsprechendasn die
transponierte Matrixd” komplex konjugiert zuA ist.

Fur den Wertebereich einer Funktion ist es irrelevant ligézh wel-
ches Koordinatensystems wir die Argumente aiiskien; wir kbnnen
eine symmetrische Matrix also kigglich einer Basis aus Eigenvektoren
betrachten, wo sie zur Diagonalmatrix wird mit den Eigenemrals
Eintragen. Daher gilt:

Lemma: Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit,wen
alle ihre Eigenwerte positiv sind, und genau dann negafinidevenn
alle ihre Eigenwerte negativ sind. Falls es sowohl posélgeauch nega-
tive Eigenwerte gibt, ist sie indefinit. Falls alle Eigenteemichtnegativ
sind, ist sie positiv semidefinit, falls alle Eigenwertehtjmositiv sind
negativ semidefinit. .

Da die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt ihreydaiwerte
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ist, folgt, da3 eine Matrix nur dann positiv definit sein kamvenn
ihre Determinante positiv istiif negativ definitex x n-Matrizen muf3
die Determinante bei gerademebenfalls positiv sein, bei ungeradem
negativ.

Fur symmetrische % 2-Matrizen bRt sich daraus ein leickiberpiif-
bares notwendiges und hinreichendes Kriterium machen:uigedie
Lineare Algebra lehrt, ist das charakteristische Polynem\atrix

4= 4)
mit Eigenwertem\; und A,
N —(a+dA+(ad—b2) == X))\ = \);
daherist\; + \, =a +d.

(In der Tat rechnet man auf genau die gleiche Weise leicht,rdd3 tir
jeden x n-Matrix die Summe den Eigenwerte gleich der Summe der
n Diagonaleintage ist, die sogenann8purder Matrix.)

Wenn detd = ad — b? positiv ist, ist erst rechid > 0: also haben nicht
nur A; und \,, sondern aucly und d dasselbe Vorzeichen, das somit
gleich dem voru +d = \; + )\, ist. Als Zusammenfassung der obigen
Diskussion bnnen wir daher festhalten

Satz: Eine symmetrische reelle2 2-Matrix A ist genau dann positiv
definit, wenn del > 0 unda > O ist. Sie ist negativ definit, wenn
detA > 0 unda < O ist, und indefinit wenn det < O ist. .

(Anstelle vona konnte hier nairlich Uiberall auchi stehen.)

Beispielsweise ist die Matri é positiv definit, denn sie hat

1
2
Determinante eins und positive Diagonaleigte. Im obigen Beispiel
des Sattelpunkts mif(z, y) = z? — ¢ ist

H,(0,0) = ((2) _g)

offensichtlich indefinit, was man nicht nur an der negatildatermi-
nanten sieht.
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d) Lineare Regression

Als etwas umfangreicheres Beispiglrfdie Anwendung des obigen
Satzes wollen wir ein klassisches Problem aus der Stalistilachten,
die Suche nach einer sogenanmeisgleichskurvdurch eine gegebene
Punktmenge. Einige werden vielleicht aus dem Physikuictarmit
Ausgleichsgeraden vertraut sein: Wenn zwei physikaliGii&enin ei-
nem linearen Zusammenhang stehen, werden trotzdem dibdmiggn
MeRgiBRen auf Grund von Mef¥fehlern die lineare Gleichung im all-
gemeinen nicht eifilen: Messungen sind schlie3lich praktisch immer
mit Fehlern behaftet. Bei wirtschafts- und sozialwisséasitichen Da-
ten sind exakte Gesetze ohnehin die Ausnahme; hier kann oham s
grundstzlich meist nur auf @aherungsweise @tigkeit hoffen.

Das Problem, zu vorgegebenen Daten einéglinhst guten aherungs-
weisen Zusammenhang zu finden, bezeichnet maRegsessionfalls
sich die Koeffizienten der gesuchten Funktion durobén eineslinearen
Gleichungssystems aus den Daten berechnen lassen, redetoma
linearer Regression(Der Zusammenhang zwischen den Daten muf3
alsonichtlinear sein.)

Ausgangspunkifr die Losung solcher Probleme ist dialrerungsweise
Losung von linearen Gleichungssystemen: Wenn wir ein Systesn
N Gleichungen inn Unbekannten

m
E a;x;=b;, 1=1....N
J=1

haben mit\V wesentlich gb3er alsn, kbnnen wir nur in seltenen Aus-
nahmeéllen erwarten, dal3 es einé$ung gibt. Wenn wir allerdings
davon ausgehen, daf3 unsere Dateahnehin fehlerbehaftet sind, soll-
ten auch gar nicht erst nach einer exaktdrsuing suchen, sondern
uns begfigen mit einem Tupelaf,...,z,,), fur das die Gleichun-
gen,einigermalen” eifilt sind. Diese schwammige Formulieruréflt
sich auf viele, nichiquivalente Weisen frisieren; die einfachste geht
auf CARL FRIEDRICH Gauss zurlick: Wenn wir auf den linken Seiten
aller Gleichungen Wertelif die z; einsetzen, erhalten wir einen Vek-
tor ausR”; genauso bilden auch die rechten Seitereinen Vektor
ausRY. Falls das Gleichungssysterissbar ist und wir eine &sung
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einsetzen, stimmen die beiden Vektok@rerein. Wenn es keine exak-
te Losung gibt, Bnnen wir stattdessen fordern, daf? di@KED ische)
Lange des Differenzvektorsaglichst klein sein soll. Das igtquivalent
zur Forderung, daf3 das Quadrat dange ndglichst klein sein soll, d.h.

2

N m
Do Do =
=1 \ j=1
soll im Punkt ¢4,...,z,,) ein Minimum annehmen. Da es sich hier

um eine Summe von Quadraten handelt, wird dieser Ansatz algch
Methode der kleinsten Quadrabtezeichnet.

Als quadratische Funktion in der ist die obige Summe natlich be-
liebig oft differenzierbar; nach dem Satz aus dem vorigesohinitt muf3
also im Minimum der Gradient verschwinden. Die partielleléiung
nachz,, ist

N m m N N
E 2a,, E a;r; —b; | =2 E E QT — 2 E a;.h; .
i=1 =1 i i=1

7=1 =1

Falls es ein Minimum gibt, mul3 dieses also eiriisling des linearen
Gleichungssystems

m N N
> (Z aikam) z; =Y ayb, furallek=1,...,m
=1 i=1 =1

ausm Gleichungen inn Unbekannten sein.

Schreiben wir das Ausgangssystem in Matrixformis= b mit

G117 ... Gy by xq
A = ., ) , b = , xr = s
any - Qnm, by T,
so [aRkt sich das neue Gleichungssystem schreiben als
(AT A)x = AT,

wir missen also das ursprgliche System einfach mit der transponierten
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Matrix
all e a’Nl
AT - . .

a/lm DRI a/Nm
multiplizieren.

Von der Problemstellung her ist klar, dal3 ein lokales Extremei-

ner Summe von Quadraten nur ein Minimum sein kann. Trotzdem
wollen wir zur Vorsicht noch das Kriterium aus dem vorigens8bnitt
Uberpiifen, also die lHsseMatrix auf Definitheit untersuchen.

Leiten wir die partielle Ableitung der Quadratsumme naghwveiter ab
nachz,, erhalten wir

N
2 E QigQip s
i=1

die HEsSEMatrix ist also gerade das Doppelte der MatdX A. Fur
Definitheitseigenschaften ist der Faktor zweiimith ohne Bedeutung;
wir kdnnen also die quadratische Form4{iA betrachten. &rz € R™
ist

2T (AT A)z = (27 AT)(Az) = (Az)T (Az)

das Skalarprodukt des Vektors: € RY mit sich selbst und somit nie
negativ. Es verschwindet genau dann, wetinder Nullvektor inRY
ist, also insbesondere tiglich, wennax der Nullvektor inR™ ist. Ob
es Vektorenr # 0 gibt mit Ax = 0 hangt ab von der Matrix4: Ist
N < m, muBes solche Vektoren geben; die MatrX A ist also nur
positiv semidefinit.

Wenn es um lineare Regression geht, ist dageg§eim allgemeinen
deutlich gbRer alsm; hier wird es nur sehr selten vorkommen, dal3 es
Vektorenz # 0 ausR™ gibt mit Az = 0. Mit den aus der Linearen
Algebra bekannten Begriffendknen wir das auch exakt formulieren:
Genau dann, wenn die Matrikkleineren Rang als: hat, gibt es solche
Vektoren. Andernfalls istdz = 0 nur fir = = 0, die Matrix AT A ist
also positiv definit. Da dann insbesondere auch ihre Deteanté nicht
verschwindet, folgt:
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Satz: Ax = b sei ein lineares Gleichungssystem ausleichungen in
m Unbekannten. Falls die Matrix den Rangn hat, gibt es genau einen
Vektorz € R™, fur den die (BIKLIDische) LAnge vondx — b minimal
wird. Er ist die eindeutig bestimmtetisung des linearen Gleichungs-
systemsdT Az = ATb. .
Als erstes Beispiel wollen wir den bekanntesten Speziad line-
aren Regression betrachten, diesgleichsgeradeHier geht es um
N Datenpaared;, y;), zwischen denen wir einen Zusammenhang der
Formy, ~ ax; + b vermuten; gesucht sind diejenigen Wedteind b
fur die der Differenzvektor zwischen linker und rechter Seitinimale
Lange hat. Im Gegensatz zu unserer sonstiger Konventiorichees
hier alsoz; undy, bekanntesroRRen, vihrendz undb gesucht sind.

Das lineare Gleichungssystem, das witharungsweisedken wollen,
ist daher ein Gleichungssystem mit den Unbekanatemdb; es besteht
aus denV Gleichungen

z,at+tb=y; furi=1,...,N.
Matrix und rechte Seite sind daher

zp 1 Y1

x, 1 Y
A= _2 ) und y = _2

ry 1 Yn

Nach dem gerade bewiesenen Satrssen wir das System () = y
von links mit der transponierten Matriz” multiplizieren; da

xq 1 N ) N
ATA= (% %2 -+ IN 7 1 _ inxl ZzlxZ
“\1 1 ... 1 : i I .
>z N
.TN 1 =1
und
Y1 N
LY,
ATy = Ty Ty ... Ty Y2 | _ Z:Z:l
1 1 ... 1 : N
Yn =1
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ist, miissen wir also das lineare Gleichungssystem

N N N
<Z$12> a+* <sz> b= inyi
zjzvl i=1 i;l
<in>a+ Nb :Zyi
i=1 i=1

[6sen. Nach obigem Satz hat es genau dann eine eindeutinbesti
Losung, wenn der Rang der Matri gleich zwei ist, wenn also der
Vektor mit Komponenterm; linear unabBngig ist vom Vektor, dessen
samtliche Komponenten Einsen sind. Das ist offenbar genan dar
Fall, wenn diez; nicht allesamt denselben Wert haben.

Falls allex; gleich sind, ist auch unalhgig von jeder Linearer Algebra
klar, daf? wir keine Aussage ddyer machen énnen, wie sichy in
Abhangigkeit vonr verandert—wir haben schlief3lich nur einen einzigen
z-Wert.

Andernfalls sindz undb durch das obige Gleichungssystem eindeutig
bestimmt; durch Guss-Elimination oder nach derfaMERschen Regel
erhalten wir die Werte

i=1

N N 2
NZ%—(Z%)
=1 =1

(59 (B0) - (50 (Brm)

B N N 2
NZ@—(Z%)
=1 =1

In konkreten Anwendungenidfte es freilich einfacher sein, diese
Formeln zu vergessen und stattdessen das lineare Glegsystgm
direkt zu bsen.

und

Diejenigen, die Ausgleichsgeraden aus der Schule kenmgt@nhdort
wohl vor allem mit Paaren, y,) von Mel3werten zu tun, bei denen klar
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war, dal sie auf Grund eines Naturgesetzes in einem lingarssm-
menhang stehen sollten; die Abweichungen zwischeand azx; + b
waren ausschlie3lich auf MeRfehler éakzufihren.

In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften sind exaktgetze sel-
ten; trotzdem spielt Regression auch hier eine gro3e Reken es
darum geht, ungéhre Zusammeringe aufzustellen.

Als Beispiel betrachten wir das Problem der Korruption. iten ehe-
maligen Weltbankdirektorlfr Ostafrika RTER EIGEN 1993 gegiindete
Organisatiodransparency Internationatellt jedes Jahr einé@orrup-
tion Perceptions Index (CPBuf. Er beruht auf Befragungen vor allem
von Geschftsleuten, die in den untersuchtearidern &tig sind und
Auskunft geben sollenif wie korrupt sie die dortige Regierung und

Verwaltung halten. &r jedes Land wird auf Grund entsprechender Stu-

dien der letzten drei Jahre ein Indexwert zwischen 0 und £d€dhnet.
Hundert bedeutet, daf3 den Befragten trotz ihrétigkeit dort nichts
Uber Korruption in diesem Land bekanntist, eine Null eréspend dal
Entscheidungenur von der Hbhe des Bestechungsgelds abben.

Die neueste derzeit unterww.tranparency.org verfugbare Liste ist
die von 2014; sie en#it 175 Staaten mit Bhemark (92) an der Spitze
und Somalia (8) am Ende. &tert man durch die Liste, @ngt sich
schnell der Eindruck auf, als seien am Ende vor allem armat&iau
finden, an der Spitze eher reiche.

Um diese Hypothese zumindesirfdie 28 EU-Staaten quantitativ zu
untersuchen,dnnen wir deren CPI vergleichen mit dem Bruttoinlands-
produkt pro Einwohner. Die Bruttoinlandsprodukte pro Eitmer (in
Euro) sind bei Eurostat untet.europa.eu/eurostat zu finden. Die
derzeitig aktuellsten habe ich der dort \iggbaren Brosdire Basic
figures on the European Unioa First quarter 2015enthommen. Es
handelt sich dabei um die Wertérf2013; lediglich @ir Griechenland
liegt nur ein provisorischer 2012er-Werte vor, und auct2@dai3-er Wert
flr Lettland ist nur provisorisch.

Die Tabelle auf der &chsten Seite listetif alle 28 Lander sowohl den
CPI als auch das Bruttoinlandsprodukt per Einwohner autpivanten
ist der Zusammenhang auch graphisch dargestellt.
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Land BIP/Einwohner CPI

Belgien (BE) 34500 76
Bulgarien (BU) 5500 43
Danemark (DK) 44400 92
Deutschland (DE) 33300 79
Estland (EE) 13900 69
Finnland (FI) 35600 89
Frankreich (FR) 31300 69
Griechenland (EL) 17400 43
Irland (IE) 35600 74
Italien (IT) 25600 43
Kroatien (HR) 10100 48
Lettland (LV) 11600 55
Litauen (LI) 11700 58
Luxemburg (LU) 83400 82
Malta (MT) 17200 55
Niederlande (NL) 35900 83
Osterreich (AT) 37000 72
Polen (PL) 10100 61
Portugal (PT) 15800 63
Rumanien (RO) 7100 43
Schweden (SE) 43800 87
Slowakei (SK) 13300 50
Slowenien (SI) 17100 58
Spanien (ES) 22300 60
Tschechische Republik (CZ) 14200 51
Ungarn (HU) 9900 54
Vereinigtes Konigreich (UK) 29600 78
Zypern (CY) 19000 63

Wie die graphische Darstellung der Daten zeigt, liegen digkie ganz
offensichtlich nicht auf einer Geraden, und in der Tat gibtkeinen
Grund fir einen festen, deterministischen Zusammenhang zwischen
den beiden GiRen. Trotzdem sind sie auch nichilig unablangig
voneinander; die dargestellte Punktwolke zeigt einerekldrend, der
unsere Vermutung étzt, dafl zumindest tendenziell in den reicheren
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Staaten weniger Korruption wahrgenommen wird.

Versuchen wir also, eine Ausgleichsgerade durch diesetRotke zu
legen! Unserer,; sind die Bruttoinlandsprodukte per Einwohner, ihre
Summe ist 686 200, die Summe ihrer Quadrate 24 073 060 00Q;,Die
sind die CPIs; ihre Summe ist 1 798 und die Summaexggrschlielich
49061 300. Wir bekommen also das lineare Gleichungssystem

24073 06000@ + 6862000 =49061 300
686 200a + 28b =1798

mit der Losung
174911

B ~ _ 480874891
¢ 253969050

. —4 = 0~ .
6.887-10% und b= oo ~47.336

Die nachste Abbildung zeigt die Daten zusammen mit der Geraden

CPI =a - BIP +0. Sie wird zwar ihrem NameAusgleichsgeradgurch-
aus gerecht, ist aber keine optimale Beschreibung des Zusahangs
zwischen den beiden GRen. Insbesonderélft ins Auge, daf3 die Werte
fur Finnland, Schweden unddbemark ziemlich weit von der Geraden
entfernt sind; noch schlimmer ist es bei Luxemburg, wo ua&diraden-
gleichung einen gar nicht existierenden (und auch niclgetellten)
Wert von knappiber 103 vorhersageninde oder bei Griechenland und
Italien, die ebenfalls sehr weit unterhalb der Gerade fiege

Nun gibt es wie gesagt keinen vémftigen Grund, dal3 es hier einen
linearen Zusammenhang geben sollte: Da der CPI nur Wertelbis
hundert annehmen kann, es aber keine absolute Obergrénziag
Bruttoinlandsprodukt pro Einwohner gibt, kann es den s@lich schon
aus theoretischen @nden nicht geben. Wir sollten daher versuchen, an
Stelle einer Geraden eine andere Kurve zu finden, zum Beéisjpie
Parabel:

Auch die bestragliche, Ausgleichsparabel‘df3t sich mittels linearer
Regression bestimmen: Wir suchen nach einem ZusammenbaAgtd

y; = ax? +bx; +c furallei=1,...,N,

und dieseN Gleichungen liefern uns ein (im allgemeinen iivdith
unlésbares) lineares Gleichungssystdin die drei Koeffizienteru, b
und c. Einzelheiten seien dem Leséberlasser§sieheUbungsblatt!);
hier ist deshalb nur das Ergebnis dargestellt. Selbstwmaith ist die
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Ubereinstimmung auch hier alles andere als perfekt, abesiint doch
schon besser aus als im Falle der Geraden.

Dies fuhrt uns auf die Frage, wie wir, dglichst schon vor der Berech-
nung einer Ausgleichsgeraden und ohne Aufzeichnen denpatxkte,
entscheiden énnen, ob es sicliberhaupt lohnt. nach einem linearen
Zusammenhang zu suchen.

Dazu betrachten wir als ersten Extremfall Paare £;, y;), zwischen
denen ein perfekter linearer Zusammenhang besgeht: az,; + b fur
allei mit a # 0. Hir die Mittelwerte

N 1
T=— z; und y:NZyZ
=1 i=1
ist dann
N N N
1 1 1 1
Y= — = — .+ b)) = — + — . Nb=azx+b
] N;yl lezl:(aa:Z b)=a N;xl N b=axT+b,
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die Abweichung eines Wertg vom Mittelwerty |alt sich also mittels
der Formel

y; —y=a(z; —T)
leicht aus der entsprechenden Abweichupg = berechnen. Insbeson-
dere hat das Produkt
(i ~79) (@ —7) =a(e, - 7)°
fur alle: mit z; ¥ T dasselbe Vorzeichen, und zwar das Vorzeichen
vona, und

Somit ist
<§;(yi ~7) (z; — f))z = <§1:(y - ?)2> (i:(x _ E)2>
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oder, anders ausgeikt,

S (s~ ) (2~ 7)

i=1 _ { 1 fallsa>0
N o [N 2 -1 fallsa<0°

Als zweiten Extremfall betrachten wir Punktepaate {;;), bei denen
keinerleiZusammenhang zwischen undy, besteht. Dann sollte man,
zumindest bei hinreichend vielen Wertepaaren, erwartafd,aif eine
positive Differenzz; — T ungefihr gleich oft eine positive wie eine
negative Differeng, — v trifft und daf diese Differenzen im Mittel auch
etwa denselben Betrag haben. Somit sollte

N

> (i —9)(a ~7)

=1
im \Vergleich zum ersten Fall einen ziemlich kleinen Betrapén;
insbesondere sollte der Betrag des Quotienten

%(yz —7) (z; — )

¢§@a—@2 (07
=1 =1

deutlich kleiner sein als eins.

Definition: Fur N Wertepaares;,y,), bei denen weder alle;, noch
alley, denselben Wert haben, bezeichnen wir

S (o~ ) (2~ 7)

i=1
> (=2 5~ 9)°

als derKorrelationskoeffizienten.

def

Dieser Korrelationskoeffizient liegt immer zwischerl und 1, denn
bezeichnen wir mitz € R™ den Vektor mit Komponenten, — 7 und
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mitv € RY den mit Komponentep, — 7, so ist offensichtlich
v (wo)
Vi uyy/o,v) - ull - ol

wobei ||-|| die BukLIDische Norm bezeichnet, und nach dexuCHY-
ScHwaRzschen Ungleichung ist

[(w, o) < [lul - [Jv]|

mit Gleichheit genau dann, wennundwv linear abkingig sind, wenn
also zwischen dem, und deny, ein linearer Zusammenhang besteht.

Somit istx = 1 genau dann, wenn wir eine Gleichupg= ax; + b mit
a > 0 habeng = —1 bei einer entsprechenden Gleichung mit. O,
und k =~ 0, wenn es keinerlei Zusammenhang zwischen deand
deny; gibt.

Im obigen Beispiel ist ~ 0,7483, wir sind also weit von einem perfek-
ten linearen Zusammenhang entfernt, noch weiter allesditog zwei
GroRRen, zwischen denen keinerlei Zusammenhang besteht. Wienn
die drei besonders weit von der Ausgleichsgerade weglagetander
Griechenland, Italien und Luxemburg nicht beksichtigen, sollten wir
einen deutlich besseren Korrelationskoeffizienten ezhalind in der

Tat ist danrnk ~ 0,9188. In diesem Fall ist auch die Ausgleichsparabel

fast ununterscheidbar von der Ausgleichsgeraden, und ukglaichs-
gerade beschreibt den Trend auch visuell sehr gut.

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produkt.degen
mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels @stnkn wirs auch
geometrisch interpretieren als den Kosinus des Winkelsdvein den
Vektorenu undv. Im Fallex = +-1 ist dieser Winkel gleichOoder 180,
die beiden Vektoren liegen also auf einer Geraden ist0, bilden sie
einen rechten Winkel. Im obigen Fall ist der Winkel uréfaf 4155°
bei Bericksichtigung aller 28 Staaten und ungjef 2324° wenn wir
Griechenland, Italien und Luxemburg ausschlieRen.

e) Hohere Ableitungen impliziter Funktionen

Die Kriterien aus Abschnitt) helfen uns bei der Klassifikation von Ex-
trema ohne Nebenbedingungen; den Fall von Extrema untesrbeh
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dingungen haben wir zumindest theoretisch via den Sla¢z implizite
Funktionen darauf ziickgefihrt.

In den meisten praktischen Anwendungen wird man bei ésuhg ei-
ner Optimierungsaufgabe unter Nebenbedingurgenocentscheiden
kénnen, wo die Maxima und/oder Minima liegen; teilweise éelauch
die im nachsten Paragraphen behandelten Existdnes

Im Prinzip kbnnen wir allerdings aucliif eine implizit gegebene Funk-
tion hohere Ableitungen berechnen — vorausgesetztirhett, dal3 sie
existieren.

Beim Satziiber implizite Funktionen hatten wir eine differenziedar
Funktion F(z, y) zweier Veanderlicher und einen Punki, ;) € R?

mit F'(xq, yo) = 0, aberF, (zq, yo) 7 0. Unter diesen Voraussetzungen
konnten wir zeigen, dal3 es upg eine differenzierbare Funktiofyx)
gibt, so dafF(x, f(x)) identisch verschwindet. Im Beweis berechneten
wir auch gleich die Ableitung’(z); sobald wir allerdings wissen, daR
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diese existiert, &nnen wir sie auch einfacher bestimmen: Die Funktion

T F(;v, f(;v)) ist gleich der Nullfunktion, und damit verschwindet
natirlich ihre Ableitung. Andererseits ist diese Ableitunghaler Ket-
tenregel gleich

Fy (2, f(@)) + F, (2, f(2) - f'(2),
also folgt
Fy(x, f(@))
Fy(, f@)

Genauso kann nun auch die zweite Ableitung oberechnet wer-
den — falls sie existiert. Wenh' und f zweimal stetig differenzierbar
sind, konnen wir F(z, f(z)) zweimal ableiten, was niatiich immer
noch Null ist. Nach der Kettenregel ist aber die zweite Abieg von

f(@)=

F(:c,f(x)) (der Ubersichtlichkeit halber jeweils ohne das Argument

(z, f(z)) geschrieben) gleich

9 , 9] / /
=F,,+tF, - f@+F, f"(x)+ (F,, +F,, - () f(x),
d.h.
1) = —Fiu (Fy, +2F,, - f'2) + E,, - f'@)?)
1
= _F_; (FZ,F;—2F, F,F,+F,F?).

Fur Extremwertbetrachtungen bei implizit definierten Fimhén brau-
chen wir die zweite Ableitung vor allem in den Punkten, in elelie
erste verschwindet; dort vereinfacht sich die Formel zu

Fy(z, f(z))
Entsprechend lassen sich auch zunehmend kompliziertedewde
Formeln fir hdhere Ableitungen herleiten, und wethvon mehr als

zwei Variablen ablngt auch solchdif partielle Ableitungen der im-
plizit definierten Funktion.

() =— falls f'(z)=0.
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84: Die Topologie desR”

Fur Funktionen einer V@&nderlichen haben wir&ze wie den Zwi-
schenwertsatz, der uns im wesentlichen sagt, dal3 jedgestainktion
ein abgeschlossenes Intervall wieder auf ein abgescimesdatervall
abbildet, und auch den Satz vom Maximum, wonach eine stEtig&-
tion auf einem abgeschlossenen Intervall sowohl ihr Infinalsauch ihr
Supremum annimmt. Funktionen mehrererareterlicher haben kom-
pliziertere Definitionsbereiche als Intervalle; wir braea daher etwas
mehr Aufwand, um auch hier analogét3e zu formulieren.

a) Kompakte Mengen

Kompakte Teilmengen dé&&" sollen im wesentlichen die Rolle spielen,
die abgeschlossene Intervalldirspielen. Wegen der teils sehr kompli-
zierten Gestalt der Definitionsbereiche unserer Funktidccoenmen wir
zu ihrer Definition allerdings nuiiber einen auf den ersten Blick eher
seltsamen Umweg.

Im Laufe sowohl derAnalysis lals auch deAnalysis Il war immer
wieder die Rede davon, dal} gewisse Aussagen in klagrenUmge-
bung eines Punktes gelten; wie gro3 diese Umgebung ist, hat uns im
Einzelnen nicht weiter interessiert; wir forderten nurf3des irgendein

¢ > 0 geben solle, so daf? allemit ||z — y|| < e dazu gebren. Wenn
wir verschiedene Punkte betrachten, werden wir dabei eventuéir f
jeden von diesen ein anderebaben.

Nehmen wir etwa an, wir haben iR die Punktez,, = 1 und dazu
die Umgebunge®,, = (5, 52 ), d.h. also alle Punkte, deren Abstand

von z,, = 1 Kkleiner ist alszt. Innerhalb jeder der Mengeti, soll
irgendeine @ir uns interessante Aussage gelten; beispielswéinatk
es noglich sein, eine Funktiofi: R — R in jeder der Mengety/,, durch
eine deutlich einfachere Funktigi: U,, — R so anzuéhern, daf} der
Fehler eine gewisse Schranke nidberschreitet.

Um die Funktion auf dem offenen Intervall,(Q) naherungsweise zu
berechnen,&nen wir uns danriir jeden Punki € (0, 1) eine Menge
U,, wahlen, diex enthalt: Firz € (0, 1)ist1/x > 1, also liegt zwischen
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1/x und 3/ mindestens eine gerade Zahl,2ind fur diese ist

1 3 1 3

—<2n<—, also —<zr<_—.

T T 2n 2n
Wir kdnnen also immer mindestens eirfinden, fir dasz in U,, liegt,
und f(z) dann durchf,(xz) anrghern. Eir praktische Zwecke, zum
Beispiel fur ein Computerprogramm, ist das nur darirztich, wenn
wir mit endlich vielen Menger/,, und damit auch mit endlich vielen

Naherungsfunktionefi, auskommen &nnen.

Das ist hier aber leider nicht églich: In U,, liegen nur Zahlen, die
groRer sind als A2n. Wenn wir eine endliche Auswaldl,, , ..., U,

dieser Mengen betrachten mi{ < --- < n,;, so entflt also keine
dieser Mengen eine Zahl kleiner oder gleici2i,,.

Hatten wir allerdings zudzlich zu den Menge®,, noch irgendeine
offene Mengd/,, die die Null entfalt, so wirden endlich viele Mengen
ausreichen: Da die Null ein innerer Punkt vbp sein nuf3te, gibe es
eind > 0, so daf¥/, das Intervall 9, ¢) enthielte, und damit iwrde es
ausreichen, nur das Interval}, sowie die Intervallé/,, mitn < 1/(20)
zu betrachten (oder sogar nur eine Auswahl davon).

Bei der praktischen Approximation von Funktioneirite dieses Bei-
spiel zwar kaum eine Rolle spielen, aber es gibt eine Vi¢lzah
Situationen sowohl in der Analysis als auch der Geometricamderen
Gebieten, in denen es von entscheidender Bedeutung istyidaifiit
endlich vielen der vorgegebenen Mengdrerdecken &nnen. Deshalb
ist die folgende Definition, sollnstlich sich bei der ersten Leéke auch
erscheinen mag, in weiten Teilen der Mathematik von fundaaier
Bedeutung:

Definition: a) Ein Systemil = {Ui ] i € I} von offenen Teilmengen
U; € R™, wobei! eine beliebige Indexmenge bezeichnet, heffitne
Uberdeckungler TeilmengeX C R", wenn

xclJy,
iel
in der Vereinigungsmenge alléf; liegt.
b) Ist J C I eine Teilmenge vord und liegt X bereits in der Vereini-
gung allerU; mit i € J, bezeichnen wits = {U, | i € J} als eine

Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 106

Teiluberdeckungonl. Ist speziellJ eine endliche Menge, so sprechen
wir von einerendlichen Teilberdeckung.

c) Eine TeilmengeX C R™ heilRtkompaktwenn jede offen&berdek-
kungil von X eine endliche Teilberdeckung hat.

Beginnen wir zur Veranschaulichung mit einigen Beispialen Uber-
deckungeni|-|| soll dabei stets die BLIDische Norm bezeichnen:
i1, bestehe aus allen offenen Kreisscheiben

Uy ={yeR" | |lz —y|| < 1}
vom Radius eins um Punkte € R"; hier ist also die Menge | der
gesamteR". Offensichtlich isty; eine offeneUberdeckung sowohl
von R™ als auch von jeder Teilmeng€ C R". Zumindest als offene
Uberdeckung von gari" hat sie keine endliche Téberdeckung, denn
sonst @be es ja endlich viele Punkte, so dald jeder beliebige Pkt i
von mindestens einem dieser Punkiehstens den Abstand eintte.
Damit ist klar, dafR"™ nicht kompakt ist.

i, bestehe aus denselben Kreisscheiignietzt aber nuriir Punkter
mit ganzzahligen Koordinaten,dhe J = Z". Furn < 3istdies eben-
falls eine offendJberdeckung voiR™, denn fir einen beliebigen Punkt
y € R™ erhalten wir einen Punkt € Z™ mit ganzzahligen Koordinaten,
indem wir einfach jede Koordinatg von y zur nachstgelegenen gan-
zen Zahl runden. In jeder einzelnen Koordinate ist der Féfilehstens
gleich 1/2, insgesamt alsodthstens

was firn < 3 kleiner als eins ist. # n = 4 jedoch hat beispielsweise
der Punkt 4, 2, 1, 1) von jedem Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
mindestens den Abstand eins, liegt also in keiner der MefigeBomit
haben wir nuriirn < 3 eineUberdeckung voiR"”, die dann nairlich
eine Teiliberdeckung vo#, ist.

{l5 bestehe aus allen Intervallen der Fofgh, =) firn € N; hier ist
also die Indexmengé = N. Wie wir oben gesehen haben, i$f eine
offene Uberdeckung des offenen Intervalls, (), die keine endliche
Teiluberdeckung hat; somit ist das offene IntervallIPnicht kompakt.
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i, schlieB3lich bestehe aus den offenen Kreisscheiben vonuRadiei
umdie Punktei( 1) miti = 0,1, 2, 3, 4. Dies ist eine offenelberdeckung
des Rechtecks

X=[0,4]x[0,2]={(z,y) eR*| 0<z <4 und 0< y < 2}.

Teiluberdeckungen sind zum Beispiel tilberdeckung, aus den beiden
(roten) Kreisscheiben um die Punkte {} und (31), aber auch die
Uberdeckung aus den drei (blauen) Kreisscheiben uh)(@2 1) und

(4,1).
v"'v

Die obigen Beispiele haben uns gezeigt, &4flind das offene Intervall
(0, 1) nicht kompakt sind; @ir Beispiele kompakter Mengen reicht es
natirlich nicht aus, nur spezielldberdeckungen zu betrachten; hier
milssen wir zeigen, dajede irgendwie gegeben&berdeckung eine
endliche Teillberdeckung hat.

Wie eingangs erahnt, sollen kompakte Mengen i®" ahnliche Ei-
genschaften haben wie abgeschlossene Intervalle imenn dies mit
obiger Definition der Fall ist, sollten insbesondere allgedthlossenen
Intervalle kompakt sind. Wir beweisen gleich etwas mehr:

Lemma: Jeder Quader
Q =lay, by] x -+ x [ay,, b,]
={(2y,...,2,) €R" | a; <z, <b,; furallei=1,...,n}
in R™ ist kompakt.

Beweis:Wir nehmen an, es gebe eitkberdeckundl = {U, | i € I}
von @, die keineendliche Teillberdeckung habe, und wollen daraus

Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 108

einen Widerspruch herleiten, indem wir eine Art mehrdinamsle
Intervallschachtelung konstruieren. Startpunkt ist deader@, den
wir zu diesem Zweck al®® = [a{?, b] x - - x [a®, b schreiben.
Nach Voraussetzung kann er nicht durch endlich viele Merigeusil
Uberdeckt werden.

Um aus einem Quade&)® dessen Nachfolgep**? zu konstruieren,
teilen wir jedes der Intervallesf”, 5] bei seinem Mittelpunkt!” =

3@ + !9 in die beiden Halbintervalleaf”, ] und [, p{].
Damit kdnnen wir den Quadep® in 2" Teilquader zerlegen, die sich
jeweils als Produkte von solchen Teilintervallen darstellen lassen.

WennQ™® nicht durch endlich viele der Mengen auigberdeckt werden
kann, muf3 fir mindestens einen dieset Zeilquader dasselbe gelten:
Da die Vereinigung aller Teilquader gleih” ist, hatten wir sonst auch
eine endliche Teilberdeckung vo)®. Einen solchen Quadet)fden
es keine endliche Taiberdeckung gibt, bezeichnen wir &%$°*Y und
zerteilen ihn weiter.

|

Q:Q(l)DQ(Z)DQ(g)D ...
Damit haben wir eine Folge von Quadep® > Q@ 5> Q® > ... |
von denen keiner durch endlich viele déy iberdeckt werden kann.
In denn Koordinaten haben wir jeweils eine entsprechende Folge von
Intervallen

[0, 8] o [?, 62 5 [, 6P 5 -+,
von denen jedes die halbéihge hat wie sein Voénger. Damit geht
die Langeb!™ — ! fiir k — oo gegen Null, die obige Folge von
Intervallen ist also eine Intervallschachtelung und definsomit eine
reelle Zahlz;.
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Wir betrachten den Punki{, ..., z,) € R". Nach Konstruktion liegt
erin jedem der Quad&)®, insbesondere also i@ selbst. Day in der
Vereinigung der Menget; liegt, mul3 es daher einc I geben, so dal
x in U, liegt.

DaU, eine offene Menge ist, gibt es eirn> 0, so daf’ mit: auch jedes
y € R™ mit |y — z| < §in U, liegt. Damit niissen aber auch ab einem
gewisseri, alle Q™ mit k > kq in U, liegen: Der Ausgangsquad@f®
hat den Durchmesser

d= \/(bl_a1)2+"'+(bn_a‘n)2'
und da alle Kanten vo)**V genau halb so lang sind wie die ent-
sprechenden Kanten vag®, ist auch der Durchmesser nur halb so
lang, d.h. der Durchmesser va)t?) ist d/2~1, und das ist ab einem
gewisserk, kleiner alss. Somit hat éir k > k, jeder vonQ®) hichstens

den Abstandi/2"~* von z, also einen kleineren Abstand als Dies
wiederum bedeutet, da@® in U, liegt.

Aus der Annahmeil habe keine endliche Téiberdeckung, haben wir
gefolgert, daf’ auch jeder der Quad¥k) keine endliche Teilberdeck-
ung hat. Nun haben wir aber gezeigt, daf3 einer dieser Quagar ganz

in einer einzigetberdeckungsmenge liegt, ein offensichtlicher Wider-
spruch. Somit war die Annahme falsch und das Lemma ist bewje.s

Wenn Quader die einzigen kompakten TeilmengenRbnrvaren, fatte
sich der Aufwandiiir die Definition einen so komplizierten Begriffs nicht
gelohnt. Das folgende Lemma liefert uns zusammen mit deradger
bewiesenen einetlle von weiteren Beispielen, die insbesondere auch
krummlinig begrenzt seindnnen:

Lemma: Ist die abgeschlossene Menge_ R™ Teilmenge einer kom-
pakten Menge< C R", ist auchZ kompakt.

Beweis:il = {U, | i € I} sei eine offendJberdeckung der Meng#.
Wegen der Abgeschlossenheitvgnst V' = R™ \ Z offen; nehmen wir
V noch mit dazu, erhalten wir eine offetberdeckungd = stU {V'}
von K, denn jeder Punkt aus \ Z liegt erst rechti/ = R™ \ Z, und
jeder Punkt aug liegt in mindestens einer der Mengéhn
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Da K kompaktist, hafj eine endliche Teilberdeckung (voik'). Wenn
diese Teiliberdeckung ohne die Menffeauskommt, ist sie gleichzeitig
eine endliche Teilberdeckung vonl fur die MengeZ. Andernfalls
betrachten wir die Teilberdeckunghnedie MengeV'. Das ist dann
eine endliche Teilmenge vah und es ist auch eine offefiberdeckung
von Z, denn jeder Punkt vo@ C K muf in einer der offenen Mengen
aus der Teilberdeckung liegen, und er liegt sicher nichvire R™ \ Z.
Somit hatil eine endliche Teilberdeckung vorr. .
Damit kennen wir im wesentlichen bereits alle kompaktedniengen
vonR™:

Definition: Eine TeilmengeX C R™ heil3tbeschankt, wenn es ein
M € R gibt, so daf}jz| < M istfurallex € X.

Da die beiden Normeaquivalent sind, ist es hierbei unwesentlich, ob
wir mit der EukLIDischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten; wie
wir bald sehen werden, sind sogdle Normen aufR™ aquivalent; daher
kénnen wir hier sogar mit jeder beliebigen Norm &if arbeiten.

Satz von Heine-Borel: Eine TeilmengeX C R" ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und bekakirist.

Beweis: Sei zurachstX C R™ kompakt. Wir betrachten die offene
Uberdeckung vorX aus den Mengen

U,={yeR" | |ly—z| <1}.
Wegen der Kompaktheit von hat sie eine endliche Téiberdeckung;

diese bestehe aus den Mendén, ..., U, . Nach der Dreiecksunglei-
chung ist

Iyl < llzgll + lly = 2] < [l][ +1 faralley e U, ;

bezeichneR die go3te unter den endlich vielen Normga, ||, ist also

lly| < R+ 1furalley € X. SomitistX beschankt.

Um zu sehen, dalk auch abgeschlossen ist, zeigen wir, da3 das Kom-
plementR™ \ X offenist. Dazu set € R™\ X ein beliebiger Punkt aus
diesem Komplement; wir iissen zeigen, dald es ein> 0 gibt, so dal3

{y e R" | |ly — z|| < e} ganz inR™ \ X liegt.
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Die offenen MengerU, = {y € R" | ||z—y|| > %} uberdecken
R™ \ {z}, denn fir jeden Punkty # z gibt es eink € N, so dal

die Norm vony — z groRer ist als k. Damit Uberdecken Sie ins-
besondere auclX, und wegen der Kompaktheit vo reicht dazu
bereits eine endliche Téiberdeckung bestehend aus gewissen Mengen
Uiys -+, Uy . Istk, der gifte unter dem Indizes, ist die Vereinigung
dieser Mengen gleict;, , d.h.X C U, . Damit hat jeder Punkt aus
vonz einen gbReren Abstand alg/'k,., wirkdnnenalse = 1/k, setzen.

Umgekehrt sei die Teilmengs& C R"™ abgeschlossen und beséhkt.
Wegen der BescBnktheit gibt es einen Quad@r, der X enthalt. Dieser
Quader ist nach dem ersten der obigen Lemmata kompakt, wid na
dem zweiten gilt dasselbéifjede darin enthaltene abgeschlossene Teil-

menge. Somit isX kompakt. .
HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881) wurde in Berlin
als achtes der neun Kinder eines Bankiers geboren. Ab
1838 studierte er zudthst an der Universit Berlin,
wechselte aber schon nach zum zweiten Semester nach
Gottingen, wo er unter anderem Vorlesungen veuSs
Uber Zahlentheorie drte. Drei Semester gger kehrte
er nach Berlin zuick, wo er 1842 promovierte. Nach
einem kurzen Aufenthalt an der UniveggiKonigsberg
habilitierte er sich 1844 an der UnivegtitBonn, wo er
zunachst als Privatdozent, dann als auRerpERiger

M  Professor lehrte. 1856 bekam er einen Lehrstuhl an der
Universitt Halle, den er bis zu seinem Tod innehatte. Seine Arbeiéasben sich unter
anderem mit partiellen Differentialgleichungen, Ketterthen und elliptischen Funktio-
nen; auch der Begriff der gleictafligen Stetigkeit geht auf ihn Zigk.

FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL (1871-1956),
kurz BviLE BOREL, wurde im frandsischen Saint Af-
frique nahe der Pyré&®en als Sohn eines protestanti-
schen Pfarrers geboren. Mit elf Jahren verlieR er Saint
Affrique, um zuréchst in Montauben, dann in Paris wei-
terfihrende Schulen zu besuchen. Er legte sowohl die
Aufnahmepiifung zur Ecole Polytechnique als auch die
zur Ecole Normale als Bester seines Jahrgangs ab und
entschied sich dann zum Studium an der Ecole Nor-
male, wo er 1893 promovierte. Danach arbeitete er als
Maitre de Conérence zuachst an der Universit Lille,
dann an der Ecole Normale. Nach einigen weiteren
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Positionen unter anderem am Ggje de France erhielt er 1909 einen Lehrstuhl an der Sor-
bonne. Trotz vieliltiger politischer Aktiviiiten unter anderen als Marineminister von 1925
bis 1940 behielt er diesen Lehrstuhl bis zu seiner Verhgfil@41 wegen seines Kampfs

in der Resistance. Nach dem Krieg war er unter anderesid@nt des Wissenschaftsrats
der UNESCO. Er publizierte rund zwanzig Lehdher und zahlreiche Arbeiten aus so
unterschiedlichen Gebieten wie der reellen und komplexealysis, der Differential-
gleichungen, der Arithmetik, der Numerik, MaRtheorie, Vgaheinlichkeitstheorie und
Spieltheorie.

Damit haben wir einen vollandigeriJberblickuiber die kompakten Teil-
mengen vorR™. Nach diesem Satz wird sich sicherlich mancher Leser
fragen, warum man kompakte Mengen nicht einfach als ab{mssgne
und beschinkte Mengerdefiniert; das ware auf jeden Fall einfacher,
als die Definition mit endlichen T&iberdeckungen. Taishlich gibt es
Lehrhiicher der Analysis, in denen so eine Definition zu finden ist.

In der Mathematik spielt der Begriff der Kompaktheit alliexgs eine
sehr groRe Rolle nicht nuiif Teilmengen de®", sondern auchiir

viel allgemeinere Rume. Dort ist der Satz vonetNE-BOREL im allge-
meinen falsch; teilweis@lt sich sogar nicht einmal definieren, was eine
beschankte Teilmenge sein soll. Iabrigen lassen sichiberdeckun-
gen ohnehin nicht vermeiderijfdie meisten Anwendungen kompakter
Mengen niissen wir mit dieser Definition arbeiten. Ein Beispielidaf
ist die fur uns wichtigste Anwendung kompakter Mengen, die Existenz
von Maxima und Minima; diese beruht auf dem folgenden

Lemma: f:D — R™ sei eine stetige Abbildung aup C R", und
X C D sei kompakt. Dann ist aucgh(X) C R™ kompakt.

Beweisil = {U, | i € I} sei eine offendJberdeckung vorf (X). Da f
eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilder

fHU) = {reD } f(x) e U;}

offen, und nairlich bilden sie eindJberdeckung vorX. DieseUber-
deckung hat wegen der Kompaktheit véh eine endliche Teilber-
deckung{f~%(U,,),..., f"*(U;)}. Da X somit in der Vereinigung
derf‘l(UiU) enthalten ist, liegtf(X) in der Vereinigung der Mengen

Ui,---,U, , die damit eine endliche Téiberdeckung vofi bilden.
]
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Lemma: f:D — R sei eine stetige Abbildung aub C R", und
X C D sei kompakt. Dann nimmf sowohl ihr Maximum als auch ihr
Minimum an; es gibt also Elemenie, undz,, ausX, so daR ir alle
xz € X gilt: f(z,,) < f(z) < f(zy).

Beweis:Nach dem vorigen Lemma ig{( X') eine kompakte Teilmenge
von R, also inshesondere beséhkt Somit existieren sowohl das Infi-
mumm als auch das Supremubhd von f(X). Wir miissen zeigen, daf3
sie in f(X) liegen.

Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlessklenge
f(X) lage, nuf3te er in ihrem offenen KomplemeRt\ f(X) liegen
und hatte damit eine-Umgebung, die ganz iR \ f(X) lage. Im Falle
des Supremumsivde dies bedeuten, dal? beispielsweise auch 5
eine obere Schranke vgitX) ware, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alkleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimumane
entsprechengh + 5 eine untere Schranke.

Daher niilssenm und M in f(X) liegen, es gibt also Elemente,,
undz,, in X, so dafl¥f(z,,) = mund f(x,,) = M ist.

Als Beispiel iir die Nutzlichkeit dieses Lemmas wollen wir die relativen
Maxima und Minima der Funktiorf(z, y) = co€ x + co y unter der
Nebenbedingung? + 42 < 1 bestimmen.

: : —2sinx cosz
Der Gradient vonf ist V f(x,y) = _2 siny cosy
nenten verschwinden genau dann, wenn entweder der Sinuglede
Kosinus verschwindet, wenn alsoundy halbzahlige Vielfache vor
sind. Da7 groRer ist als eins, kommt unter der angegebenen Nebenbe-
dingung hieriir nur der Nullpunktin Frage. Dort igt{0, 0) = 2 in der Tat
ein (absolutes) Maximum der Funktion, denn der Kosinus kamgends
groRer als eins werden.

Bleiben die Extrema auf dem Rangr,y) = 2° + y> — 1 = 0. Da der
GradientVg = @2) von g dort nirgends verschwindet, muR és fedes
solche Extremum eii geben mitV f(x, y) = AVg(z, y), also konkret

; beide Kompo-

sinzcosx = —Axr und sinycosy = —\y.
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Setzen wirz = 0 odery = 0, ist jeweils eine der beiden Gleichungen
erfullt. Wegen der Nebenbedingung muR3 die jeweils andere Koord
nate Betrag eins haben, undbestimmt sich aus der jeweils anderen
Gleichung. Wir haben somit vier Kandidaten 10, (0, —1) (1, 0) und
(—1,0). In allen vier Punkten ist

f(z,y) =cog0+cog1l=1+cod1l.
Falls weder: nochy verschwinden, &nnen wir dividieren und erhalten
die deutlich unangenehmeren Gleichungen
_ sinzcoszr _ sinycosy
x Yy '

Um diese etwas zu vereinfachen, beachten wir, daf} nachrEgilt
eim _ e—iw eiw + e—im eZim _ e—Ziw sin 2¢

2i 2 4i T2

sinz cosx =

wir haben also die etwas einfachere Gleichung
sin2c _sin2y
A= = .
2z 2y

Wir wollen unsiiberlegen, dal3 hier = +y sein mul3. Dazu fissen wir
die Funktionh(t) = sin{)/t genauer untersuchen. D&—t) = h(t) ist,
geriigt es zu zeigen, daifz = y sein muf3, fallsz, y > 0. Wir wissen
bereits, daR naabe L'HOPITAL der Grenzwertiirt — 0 gleich eins ist,
und wollen undiberlegen, dalR die FunktiofifO < ¢ < 7 monoton
fallt. Das ist genau dann der Fall, wenn ihre Ableitung
t cost — sint

h/(t) = T
dort nirgends positiv wird. Das Vorzeichen dieser Ablegfist das ihres
Zahlers. Dieser verschwindet an der Stelte0; da seine Ableitung

(t cost — sint)’ = cost — tsint — cost = —tsint
fur 0 < ¢t < 7 negativ ist, &llt er im Intervall (Q ) monoton, ist dort
also negativ. Somitigt dort monoton fallend; da wir nur- undy-Werte
vom Betrag kbchstens eins betrachten, ist alg@x) = h(2y) nur dann
mdoglich, wenny = +x ist. Eingesetzt in die Nebenbedinguridpft das
auf die Gleichung
V2 V2

=+— und =4+—;
TTE y==7
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wir haben wieder vier Kandidaten, und in allen vieren habgmlensel-
ben Funktionswert

f <i§,i?> = 2c0§§ .

Wir missen noch entscheiden, wo Maxima und wo Minima ange-
nommen werden. Da die Kreislinie offensichtlich abgesséém und
beschankt ist, ist sie kompakt, wir wissen also, da@ort sowohl sein
Maximum als auch sein Minimum annimmt. Daund g differenzier-

bar sind, muf3 dies bei einem (oder mehreren) unserer aclulidatan
passieren. Die Funktionswerte dort sind

1+cog1~ 129192658 und 2 cas\g ~ 1,15594369;

daher wird in den Punktent(l, 0) und (Q +1) das Maximum (auf dem
Rand) angenommen und in den Punkt&né@, i@) das Minimum.

Das absolute Maximum auf der gesamten Kreisscheibe istyingehon
wissen, die im Nullpunkt angenommene Zwei; das absolutérvim
existiert wegen der Kompaktheit der Kreisscheibe ebenfaild muf3

damit in den Punktenﬂ{%, i@) angenommen werden.

Puristen, die ohne numerischélerungswerte auskommeroahnten, knnen ndirlich
auch ohne Taschenrechner oder Computer entscheiden aewvdiehbeiden Werte gRer
ist; allerdings mufd man dazu etwas tricksen. Eirighthkeit ware etwa die folgende:

Dar zwischen drei und vier liegt, ist

T T T T NZ 1
— <1< —-=c0s— >cC0sl>cos— = — >cosl> —,
4 3 4 3 2 2

also 1% <1+cogl< 1%. (Zur Erinnerung:7 entspricht 48 und % ist im Winkel-
maf 60.)

4 liegt in der Nahe vonZ, also sollte coég ungethr bei cos; = 4 liegen, d.h.

2
2c0§£z2(£> =1
2 2

sollte kleiner sein als 1 + c84. Nach der AvyLoR-Reihe

SCZ I4 SC6
cosg=1— —+— — —+

20 4 @

1 1 1

. . 2
desK05|nu5|stcos\/—_=1——+ -t
2 2.-21 22.41 23.6!
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Da der Betrag der Summanden monoton fallend ist, muR jederf&ans einem negativen
und dem darauffolgenden positiven Summanden negativ diéin,
V2 1. 1 _4-24-24+1_73
cos— <1-—-+ = ="
2 4 4.24 4.24 96

Um zu sehen, daR -xog %2 < 1+ cog 1ist, reicht es somit, wenn wir zeigen, daR

)<
96 8

ist. Diese Behauptung igtquivalent zu 8 732 < 5- 96 oder 2- 73 < 5 48 oder
10658< 11520, also richtig — ganz ldbereinstimmung mit den numerischen Resultaten.

Mit dem Lemma, wonach eine stetige Funktion auf einer kompak
ten Menge sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum annimmt,
kénnen wir auch endlich eine am Ende Vi@b) aufgestellte und seither
mehrfach wiederholte Behauptung beweisen:

Lemma: Alle Normen aufR™ sindaquivalent.

Beweis:Es geriigt zu zeigen, daR jede Norfji|| aquivalent ist zur
Maximumsnorn|-|| . Die eine Richtung ist einfach: Sind

1 0 0
0 1 0
er=| .|, = .|, e=].
0 0 1

die Koordinateneinheitsvektorenif, so lonnen wirz = (x4, ..., z,,)
schreiben alg = z,¢e4 +- - - +z,e,,; nach der Dreiecksungleichung und

der sonstigen Eigenschaften einer Norm ist

n n n n
2] = Z%ei < Z el = Z |z les]l < llzllo Z lle:ll
i=1 i=1 i=1 i=1

denn||z|| ist ja das Maximum der Bedge derz,. Die Summe der

Normen der Einheitsvektoren ist eine positive Konstanéenitl haben

wir gezeigt, dal es eine solche Konstanggbt mit der Eigenschaft, daf}
lz|| < cllz| , furallex € R".

Fur die andere Abséitzungiberlegen wir uns ziuichst, dal3 jede Norm
eine stetige Funktion vaR™ nachR ist. Der Begriff der Stetigkeiténgt
ab von einer Norm; wie stets in bisherigen Verlauf der Vartegarbeiten
wir mitder Maximumsnorm (oder der daaguivalenten BkLIDischen).
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Auf R ist das einfach der Betrag; wirimsen also zeigen, dal3 es zu
jedeme > 0 eino > 0 gibt, so daRdr zwei Punkter,y € R™ mit
2 =yl < dgilt: [llzl] —lyll| <e.

Nach der Dreiecksungleichung ist
[zl = [ly + (= — )l < [lyll + [z —yll und
lyll = lle+ @ =2 <zl +ly — I,

also sind|z|| — ||y|| und|jy|| — ||=|| beide kleineral§z — y|| = |ly — |
und damit ist

ezl =Nyl < llz =yl < ellz =yl -

Setzen wir dahef = ¢/c, so ist|||z| — ||y||| < e furallez,y € R™ mit
|z -yl < J. Damitist die Stetigkeit der Norrif|| bewiesen.

Nun betrachten wir den Wfel
W={zeR" | |o] =1}

Er ist offensichtlich abgeschlossen und be&akt, nach dem Satz von
HEINE-BOREL also kompakt.

Als stetige Funktion nimmt die Norm ad# sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum an; es gibt daher Konstantgrund c,, so dafl}
¢, < |lz]] < ¢, furallex € W. Beide Konstanten sind positiv, defin||
verschwindet nuriir x = 0, und dieser Punkt liegt nicht V.

Ein beliebiges: # 0 kdbnnen wir schreiben als

_ X
x_HxHoo Hx” )
oo

wobei der zweite Faktor ifl liegt. Seine Norm
‘: 1 1 [E]

= ] =
] 2l 2l
liegt zwischerc; undc,, also ist

-

]

o0 o0

) ]
~ 7l

Damit ist dieAquivalenz der beiden Normen bewiesen.

< oder ¢zl < el < el -
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Als weitere Anwendung kompakter Mengen wollen wir die ghené-
RBige Stetigkeit, die wirifr Funktionen einer V@nderlichen in Kapitel 4
zur Konstruktion des RMANN-Integrals beitigten, auchiir Funktio-
nen mehrerer V@nderlicher eirihren:

Definition: Eine Abbildungf: D — R™ auf einer Teilmeng® C R"
heil3tgleichnéRig stetigauf der TeilmengeX' C D, wenn es zu jedem
e > 0eind > 0 gibt, so dal gilt: Br alle Punkter,y € X mit
[z =yl <dist]|f(z) — fFWII <e.

Im Eindimensionalen konnten wir zeigen, daf3 jede stetigefron auf
abgeschlossenen Teilintervallen ihres DefinitionsbegegleichnalRig
stetig ist; hier gilt entsprechend

Lemma: Eine stetige Abbildung: D — R™ auf D C R" ist auf jeder
kompakten Teilmeng& C D gleichmafig stetig.
Beweis:Da f auf D stetig ist, gibt es zu jedem > 0 und zu jedenx
ausD ein§ > 0, so daB gilt]| f(y) — f(x)]| < ¢, falls ||y — z|| < 4.
Dieses) hangt sowohl vor als auch vorr ab. Wir missen zeigen, dafd
wir zumindest @ir diex € K ein gemeinsamesfinden lonnen.
Dazu halten wire fest und und \ithlen zu jedemx € K eing, > O,
so daB gilt: Br ||y — z|| < 4, ist||f(y) — f(z)|| < ie. Offensichtlich
bilden die Mengen

U, ={y e R" | |ly — 2| < 30, }
eine offeneUberdeckung vonk; da K kompakt ist, gibt es eine
Teiluberdeckung durch endlich viele Mengén ,...,U, . Wir be-
zeichnen die kleinste unter deiahlen%ézj mit J.
Damit liegt jedest € K in mindestens einer der Mengéh . Fir ein
y € K mit [ly —zf| < dist

1 .
| <6+35, <6, ;

ly = ;]| < lly = 2 + [l — |

nach Definition vord,,  folgt daher
e e
[ - r@)| <5 und [|f@) - f@)] < 3.
das heif3t| f(y) — f(z)| < e. Dies zeigt die gleich@lige Stetigkeit

von f auf K. .



119 Analysis Il FSS2015

b) Zusammenhangende Mengen

Die kompakten Mengen in letzten Abschnitt sollten eine Aerall-
gemeinerung abgeschlossener Intervalle sein, und zustingss die
Existenz von Maxima und Minima stetiger Funktionen betrifisten
sie auch das, was wir von ihnen erwarteten.

Umgekehrt ist aber nicht jede kompakte Teilmenge ®orin abge-
schlossenes Intervall: Die Vereinigung4, —2] U [2, 4] ist sicherlich
abgeschlossen und besghkt, also kompakt. Natlich kdnnen wir nicht
erwarten, da3ifr Funktionen auf einer solchen Menge der Zwischen-
wertsatz gilt. Um auch diesen aufs Mehrdimensionale zullgeraei-
nern, brauchen wir einen neuen Begriff, der etwas mit deryatleigen-
schaft zu tun haben sollte.

Dafur gibt es mehrere Bglichkeiten: Ein Intervall entlit zu zwei
Punktenz,y stets auch deren Verbindungsstrecke; diese Eigenschaft
konnten wir auch im Mehrdimensionalen fordern. Etwas allgjiewer
konnten wir aber statt einer geradlinigen Verbindung eimfagend-
eineVerbindungskurve zwischen je zwei Punkten fordern. S6fita
konnten wir auch ganz auf Verbindungskurven verzichten tauties-

sen eine andere Eigenschaft des obigen GegenbeispielgzersrDie
Vereinigung -4, —2] U [2, 4] ist enthalten in der Vereinigung der bei-
den offenen Intervalle{5, —1) und (1 5), und diese offenen Intervalle
haben leeren Durchschnitt.

Alle drei Ansatze sind itzlich und haben deshalb eigene Namen:

Definition: a) Eine TeilmengeX C R" heildtkonvex,wenn fir alle
x,y € X auch deren Verbindungsstrecke ganZXitiegt.

b) X heilstwegzusammeid@mgendwenn esiir allex,y € X eine ganz
in X liegende Kurve gibt, die diese Punkte verbindet, d.h. eietge
Abbildungv: D — R"™ auf einer TeilmengeD C R mit v(0) = =,

7(1) =y undy([0, 1]) C X.

¢) X heil3tzusammerdmgendwenn gilt: SindU, V' C R" zwei offene
Mengen mit leerem Durchschnitt und liegtin der Vereinigund/ UV,

so liegtX ganz in einer der beiden Mengen.

Von diesen drei Forderungen ist die Konvéxidie sérkste, der Zusam-
menhang die schachste. Genauer gilt:
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Lemma: a) Jede konvexe Teilmeng€ C R" ist auch wegzusammen-
hangend.

b) Jede wegzusammeahgende Teilmeng& C R™ ist auch zusam-
mentangend.

Beweis: a)ist klar: Wenn fir je zwei Punkter,y € X deren Verbin-
dungsstreck¢(1—t)z+ty | 0 < ¢t < 1} in X liegt, konnen wir einfach
diese Strecke als Verbindungskurve nehmen, d.h. wir dedinie

_ R —R"
t t—L—tz+ty

Dann isty(0) =z, v(1) =y, und fur allet € [0, 1] liegt~(¢) in X.

b) Die wegzusammer@mgende Teilmeng& C R" sei enthalten in der
Vereinigung der beiden offenen MengenV C R" mit U NV = ().
Falls X selbst die leere Menge ist, liegf sowohl inU als auch inV/,
und wir sind fertig. Andernfalls gibt es mindestens einenl®u € X.
Dieser muf3 entweder it oder inV liegen; indem wir gegebenenfalls
die Bezeichnungen vertauscher@nken wir annehmen, daf3 in U
liegt. Wir missen zeigen, daf? dann auch alle anderen PunkteX

in U liegen.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kuryedie x und y miteinander
verbindet. Wir wollen ungiberlegen, dal3 diese ganzlinliegen muf3.
Dazu betrachten wir

s =sup{u € [0,1] | y(t) € U furallet € [0, u)} .

Falls s < 1 ware, dnnte~(s) nicht in U liegen, denn wegen der
Stetigkeit vony ist v ~1(U) eine offene Menge, enditt also zu jedem
ihrer Punkte auch eine offene Umgebungodnnte aber auch nicht ii
liegen, denn auch (V) ist offen, und fir alle 0< ¢ < s liegtt in
v~ }U), also, da/ NV =, nichtiny~(V). Das ist ein Widerspruch,
dennX C U UV, so dal¥y(s) in einer der beiden Mengen liegen muf3.

Somitists = 1 undy = v(1) € U, denn hge~(1) in V, gabe es auch
eine Umgebung der Eins, so daf¥) fur allet aus dieser Umgebung
in V lage. Day ein beliebiger Punkt au¥ war, liegt ganzX in U und

ist daher zusammeahgend. .
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Damit folgt beispielsweise, daR" fur jedesn sowohl wegzusam-
mentangend als auch zusammémnigend ist, denn niatich istR™ kon-
vex: Wir kdnnen zwei beliebige Punkte a8 stets durch eine Strecke
miteinander verbinden. Damit folgt beispielsweise

Lemma: Ist X C R" sowohl offen als auch abgeschlossen, so ist
entwederX = R" oderX = ().

Beweis:Ist X sowohl offen als auch abgeschlossen, ist aBEh\, X
offen und hat naitrlich leeren Durchschnitt miX. Die Vereinigung
dieser beiden offenen Mengen ist gaR2, und da dies eine zusam-
mentangende Menge ist, liegt entweder g&izin X, d.h. X = R",
oder aber ganR" liegt in R™ \ X, was nur &r X = () mdglich ist.

Die beiden Aussagen des vorigen Lemmas lassen sich nictehnek,
es gibt also wegzusammaeinigende Mengen, die nicht konvex sind, und
zusammenangende, aber nicht wegzusammémgpende Mengen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Menge
X ={(z,y) € R? | |z| < Loder|y| < 1}.

Sie ist nicht konvex, denn die Verbindungsstrecke der lmellenkte
(0,4) und (4 0) ausX enthalt beispielsweise den Punkt @), der nicht

in X liegt. Sie ist aber wegzusammeiigend, denniir jeden Punkt
(z,y) € X liegt dessen Verbindungsstrecke zum Nullpunk&inund
fur zwei Punkte auX konnen wir die beiden Verbindungsstrecken zum
Nullpunkt aneinandersetzen zu einer Verbindungskurve.

e

o

Beispiele zusammed#ingender, aber nicht wegzusamméamypender
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Mengen sind schwerer zu finden; am pdpsten ist die Menge
X ={(zx,sin2) e R? |z >0} U{(0,y) | [yl <1}

bestehend aus einer Sinuslinie miit fr — 0 immer kleiner werden-
dem Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen e und
dem Intervall auf deg-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr

anrahert.
1
0’5 /\ /
0. 0.2 0.3, 0.4 0.5

-1

Diese Menge ist nicht wegzusammanigend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkte};@ 0) und (Q 1) ausX nicht durch eine Kurve
miteinander verbinden: &e es amlich eine Kurvey mit v(0) = (%, 0)
und~(1) = (0, 1), so ldnnten wir die Menge aller € [0, 1] betrachten,
fur diev(t) im Intervall 0 < ¢t < wu Uberall positiver-Koordinate hat;
ihr Supremum sei. Wegerny(1) = (0,1) wares < 1; aul3erdem fin3te
die z-Koordinate vony(s) verschwinden, denn&ve sie positiv, &nnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung vefs) Punkte mitx-
Koordinate Null geben. Da sib in jedem Intervall (Q¢) alle Werte
zwischen—1 und 1 annimmt, ite~(s) wegen der Stetigkeit von
in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit allgrKoordinaten
zwischen—1 und 1 haben, was niglich nicht nbglich ist. Somit istX
nicht wegzusammergmgend.

Die beiden Teilmengen
X, ={(z,sin)eR?| 2z >0} und X,={(0,y) ]yl <1}
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sind natirlich wegzusammeritngend und damit erst recht zusam-
mentangend. Wenn es zwei offene Meng&nl/ mit leerem Durch-
schnitt gibe, so dal¥X C U U V weder inU noch inV liegt, muf3te
daherX, in U und X, in V' liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
moglich, denn in jeder offenen Menge, di¢, enthalt, gibt es auch
Punkte ausY,. Daher istX zusammenéngend.

Der groRRe Aufwand, den willlf dieses Gegenbeispiel treiben muf3ten,
legt die Vermutung nahe, daf3 zusamnimiende Mengen in vielen
Fallen auch wegzusammeiiigend sind. In der Tat gilt etwa

Lemma: Eine offene TeilmengeX C R" ist genau dann zusam-
mentangend, wenn sie wegzusammangend ist.

Beweis: Wir wissen bereits, dal’ jede wegzusamn@gende Men-
ge zusammerdngend ist; zu zeigen bleibt, dal} jede offene zusam-
mentangende Meng& auch wegzusamme#hgend ist. Br die leere
Menge gibt es nichts zu beweisen; sei als& ().

Wir wahlen einen festen Punkte X und betrachten die Mendéaller

y € X, die durch eine Kurve mit verbunden werdendanen, sowie
die MengeV aller jenery € X, fur die das nicht der Fall ist. Beides
sind offene Mengen: Wegen der Offenheit v&hgibt es ramlich zu
jedemy € X eine > 0,sodal auch allee R" mit ||z — y|| <ein X
liegen. Wenn wir dabei dielLiDische Norm verwenden, liegen diese
Punktez in einern-dimensionalen Kugel um mit Radiuss und lassen
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sich daher alle durch eine Strecke, die ganz innerhalb dgeKund
damit auch innerhalb voA liegt, mit dem Mittelpunkty verbinden.

Falls sich der Mittelpunkt durch eine Kurve miverbinden&f3t, konnen
wir diese Kurve daher um eine Strecke @egern, um auch jeden
Punktz aus der Kugel mit: zu verbinden, so daf? die gesamte Kugel
in U liegt. Falls es umgekehrt innerhalb va&nhkeine Verbindungskurve
von z nachy gibt, kann es auchif kein z aus der Kugel eine solche
Kurve geben, denn sonsbknten wir diese um die Verbindungsstrecke
von z nachy verlangern zu einer Verbindungskurve zwischemndy.

Damit sindU undV offene Mengen; ihr Durchschnitt ist leer und ihre
Vereinigung gleichX . Da wir X als zusammer#ngend vorausgesetzt
haben, mufd ganX in einer der beiden Mengen liegen, unddam U
liegt, ist das die Mengé/. Dies zeigt, daR sich jeder Punkte X
durch eine ganz iX verlaufende Kurve mit: verbinden&f3t; X ist also
wegzusammeringend. .

Im Eindimensionalen ist die Situation noch einfacher; kigralten wir
bei allen drei oben definierten Begriffen einfach die Inédley; zu denen
wir, wie Ublich, auch die unbescinkten Intervalle und die leere Menge
rechnen:

Lemma: Fireine Teilmenge&X C R sind die folgenden vier Aussagen
aquivalent:

a) X ist ein Intervall.

b) X ist konvex.

¢) X ist wegzusammerédmgend.

d) X ist zusammendngend.

Beweis:Um dieAquivalenz dieser vier Aussagen zu zeigefissen wir
nicht alle 4- 3 = 12 Implikationen einzeln nachweisen; es reicht, wenn
wir in einem sogenannteRingschluftlie Folgerungen

a)=b)=c)=d)=a)

zeigen. Die ersten drei unter diesen sind offensichdmlwurden oben
schon allgemein gezeigt; wirklich beweisefissen wir daher nur, daf3
jede zusammerd@imgende Teilmeng& C R ein Intervall ist. Da wir die
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leere Mengeper definitionenals Intervall betrachten danen wir dazu
annehmen, da® nicht leer ist.

FallsX nach oben beschnktist, hatX ein Supremunh € R; wirwollen
uns als erste@berlegen, daX dannfirjedes: € X das Intervall , )
enthalt: Gabe es amlich einc € [z, b), das nichtinX lage, sodgeX in
der Vereinigung der beiden offenen Mendérr {z € R | z < ¢} und
V ={z € R|x > c}, aber weder i/ noch inV. Entsprechend folgt,
daR X, sofern es unbeschnkt ist, zu jedemr € X auch alle reellen
Zahlenz > z enthalten mul3, denddiexz > z nicht in X, kdnnten wir
wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, dAT; falls es nach unten besémkt
ist, fur jedesz € X das Intervall ¢, 2] enthalten muf3, wobei das
Infimum von X bezeichnet; fallsX nicht nach unten besdimkt ist,
muR es entsprechend zu jedeng X auch alle reellen Zahlen < =
enthalten.

Ist also X eine beschiankte zusammermgende Teilmenge vdR mit
Infimum a und Supremund, so entlalt X das offene Intervalld, b).
Da X keine Punktez < a oderz > b enthalten kann, &nen dazu
hochstens noch einer oder beide der Punktie kommen;X ist also
eines der vier Intervallex( b), (a, b], [a, b) oder @, b].

Falls X nur nach unten bescimkt ist mit Infimurmz, enthalt X aufjeden

Fall alle reellen Zahlem > a, zusatzlich eventuell nach den Pundt
Entsprechendes giltif eine nur nach oben beséhnkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daX weder nach oben noch nach unten bedckt
ist; dann istX = R, was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die fur uns wichtigste Anwendung zusammangender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f: D — R™ eine stetige Abbildungaubd C R™” undX C D
zusammenangend, so ist auch(X) zusammenangend.

Beweis:U und V' seien zwei offene Teilmengen va&i™ mit leerem
Durchschnitt, undf(X) liege in der Vereinigund/ U V. Wegen der
Stetigkeit vonf sind die Urbilderf ~1(U) und f ~1(V) offene Teilmen-
gen vonR"; ihr Durchschnitt ist leer, denn kein € D kann ein Bild
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haben, das sowohl i&i als auch inl” liegt. Somit mu3X ganz in einer
der beiden Mengeri ~1(U) oder f~1(V) liegen, alsof(X) in U oder
inV.

|
Korollar: Ist f:D — R eine stetige Abbildung aub C R™ und
X C D zusammen@ingend, so isf(X) ein Intervall, entilt also zu je
zwei Wertena, b auch alle Zahlen, die zwischen den beiden Iiegeg.

85: Banach-Raume

Die reellen Zahlen unterscheiden sich vor allem dadurchdesmratio-
nalen Zahlen, daf3 viele Folgen rationaler Zahlen, die ketaeenzwert

in Q haben, doch gegen einen GrenzwertRk®nvergieren. Insbeson-
dere hat inR jede QwcHY-Folge einen Grenzwert. Diese Eigenschaft
der reellen Zahlen wollen wir in diesem Paragraphen vezailginern
und dabei auch sehen, daf3 sich beispielsweise das auslKbpkannte
HEeRrRON-Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel einordneiia e
Gruppe viel allgemeinerer Techniken.

a) Vollstandigkeit

CaucHy-Folgen und der Begriff der Vollahdigkeit lassen sichuf
beliebige metrische &ime definieren; da wir die Begriffe nicht in
dieser Allgemeinheit beitigen, besctémken wir uns auf normierte Vek-
torraume; die Verallgemeinerung auf metrischiauhe sollte iir jeden
interessierten Leser offensichtlich sein.

Definition: V sei ein normierter Vektorraum mit Norh|.

a) Eine Folge ¢,,),,cy VOn Elementer,, € V heil3t GucHy-Folge,
wenn es zu jedema > 0 ein N € N gibt, so daf}|z,, — z,,|| < e fur
allen,m > N.

b) V heil3t einvollstandiger normierter Vektorraumder BANACH-Raum,
wenn jede @GUcHY-Folge aud’ gegen ein Element vovi konvergiert.

Einfachstes Beispiel eine\BACH-Raums ist natrlich R selbst mit der

Betragsfunktion als Norm; hier ist die Volistdigkeitsaussage gerade
das QwcHysche Konvergenzkriterium. Da es in diesem Semester vor
allem um Funktionen mehrerer \#arderlicher geht, sollten wir uns als
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nachstediberlegen, ob aucR"™ ein BANACH-Raum ist. Vahrend wir

in R immer mit dem Betrag arbeiten, haben wir im Mehrdimension-
alen allerdings verschiedene Normen, unidssen uns, bevor wir von
\ollstandigkeit reden &nnen, auf eine davon festlegen.

STEFAN BANACH (1892-1945) wurde in Krakau ge-
boren und ausgebildet, promovierte und arbeitete dann
aber an der Univergit von Lvov in der Ukraine, wo

er unter schwierigen Bedingungen unter deutscher Be-
satzung den zweiten Weltkrieg verbrachte. Durch seine
Arbeiteniiber lineare Operatoren uiater Vektoraume

von Funktionen wurde er zum Begrder der modernen
Funktionalanalysis. Nach dem Krieg wollte er auf einen
Lehrstuhl an der Universit Krakau wechseln, starb
aber 1945 an Lungenkrebs. Das wichtigste mathema-
tische Forschungsinstitut Polens, das Banach-Zentrum
in Warschau, ist nach ihm benannt.

Zumindest @r die Konvergenz von Folgen kommt es iR% nicht da-
rauf an, mit welcher Norm wir arbeiten: Wie wir in Abschrddt gese-
hen haben, sind alle Normen aRf* aquivalent, und wie wir bereits
aus §1b) wissen, fihrenaquivalente Normen zum gleichen Konver-
genzbegriff. Dasselbe gilt auctirfCaucHY-Folgen: Sind|-||, und||-||,
zwei aquivalente Normen auf eineRrVektorraumV' und ist ,,),,cn
eine QwcHY-Folge betglich ||-||;, so gibt es zu jedem > 0 ein
N € N, so daR|z,, — z,,|, < ¢ fur allen,m > N. Wegen deAqui-
valenz der beiden Normen gibt es auf3erdem eine positivie céehl c,
so day|z||, < c|x|, ist fur allez € V. Wahlen wir daher einl/, so
daB||z, —x,,|l, < e/cistfurallen,m > M, soist

9
||xn - xm”Z < CHxn - xm”l <c- E =€
furallen, m > M; die Folge ist also auch biglich ||-||, eine G\WCHY-
Folge. Damit folgt insbesondere, daligenau dann ein BNACH-Raum
beziglich der Norm||-||,, ist, wennV" ein BANACH-Raum beiaglich der
dazuaquivalenten Nornfj-||, ist.

Speziell fir V = R™, wo alle Normenaquivalent sind, reicht es also, die
Vollstandigkeit beiéglich irgendeiner beliebigen Norm zu beweisen; sie
folgt dann automatisch auchrfalle anderen Normen.
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Lemma: R ist ein BANACH-Raum be#glich der Maximumsnorm und
damit beziglich jeder beliebigen Norm.

Beweis:(z),),.cy Sei eine GUCHY-Folge von Elementen au&™; wir
schreiben das-Tupelz;, € R™ alsz;, = (z;4,-..,%,). ZU jedem
¢ > 0gibteseinV € N, so dai3

2y, — zoll o = Max{|zy; — 2] | j=1,...,n} <e

ist fir allek, ¢ > N. Damit ist insbesondetle,; — x;| < e fiir jeden
Index, d.h. die Folgens;,;),cy sind CAUCHY-Folgen reeller Zahlen.
Nach dem @ucHyschen Konvergenzkriterium konvergiert daher je-
de dieser Folgen gegen einen Grenzwgrtc R. Damit konvergiert
die Folge £,).cn in R™ gegen den Punkyg, ... ,y,), denn wie wir
bereits ing1b)gesehen haben, ist Konvergenzibglich der Maximums-
norm einfach Konvergenz in jeder Komponente. Somit korieergede
CaucHy-Folge inR"™, und damit istR™ vollstandig, d.h. ein BNACH-

Raum. -

Da jeder endlichdimensionalg-VektorraumV isomorph ist zu ei-
nemR", sind somit auch alle dieseéaRme vollsandig. Um Vektoraume
zu finden, die keine BNACH-Raume sind, rissen wir entwedef)
oder allgemeinefQ™ betrachten oder aber unendlichdimensioridle
Vektorraume. Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen werden ste er
Beispiele von FunktioneAumen betrachten, die teils\BaCH-Raume
sind, teils auch nicht.

b) Fixpunkte von Abbildungen

Betrachten wir noch einmal dassRoN-Verfahren zur Aherungsweisen
Berechnung vor/2: Wir starten mit irgendeiner positiven Zakj und
berechnen sukzessive neue Werte

z, = flz,_1) mit f(z)= % <x+ %) .
Firz = /2 ist
(V2 =3 (f2+\%> =L (V2+v2) =3,

ist umgekehrt: eine positive reelle Zahl mif(x) = x, soistf(x) = x
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aquivalent zur Gleichung

1 2 1/2
.’E—E(IE‘FE) Oder i(;-fﬂ)—o,

also istz = 2/x und somitz? = 2, was im Positiven nur diedsung

x = /2 hat. HERONhat also die Gleichung? = 2 umgeschriebenin eine
Gleichungf(z) = z, und Bst sie @herungsweise, indem er auf einen
beliebigen Startwertimmer wieder die Funktibmnwendet. bsungen
von Gleichungen der Forrfi(z) = x beschreiberrixpunkteim Sinne
der folgenden

Definition: M sei eine Menge ung: M — M eine Abbildung. Ein
Fixpunktvon f ist ein Element: € M mit f(x) = x.

HERONs iterativer Ansatz funktioniert nichtif jede Funktion: Die
Gleichungz? = 2 ist beispielsweise auchquivalent zur Gleichung

x = g(x) = 2/x; wenn wir aber ausgehend veg = 1 immer wieder die
Funktiong anwenden, pendeln wir nur zwischen den beiden Werten 1
und 2 hin und her, ohne der Wurzel jaher zu kommen.

Ein wichtiges Thema dieses Paragraphen ist die Frage, welehen
Bedingungen ein iteratives Verfahren wie das varrRBEIN zum Erfolg
fuhrt. Wir wollen dieses Problem nicht unter den sélststndglichen

Voraussetzungerbsen, sondern suchen stattdessen nach einfach zu

tberpiifendenhinreichenderKriterien. So ist auch die folgende De-
finition fUr den eindimensionalen Fall nicht die allgemeinsgiiche:

Definition: f: D — R sei eine differenzierbare Abbildung auf der
offenen TeilmengeD C R. Ein Punktz € D mit f(z) = z heil3t
stabileroderanziehendeFixpunkt vonf, wenn| f'(z)| < list; er heif3t
instabiler oderabstoRendeFixpunkt, wenn f/(x)| > 1 ist.

(Den Fall| f/(x)| = 1 betrachten wir nicht, da er im allgemeinen erheb-
lich schwieriger zu behandeln ist.)

Lemma: Istx ein anziehender Fixpunkt vofy so gibt es eir > 0, so
daB firallezy € D mit |z — 4| < e die durchz), = f(x),_,) definierte
Folge gegen: konvergiert. ir einen abstoRenden Fixpunkt dagegen
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konvergiert diese Folge nur dann gegemvenn sie bereits nach endlich
vielen Iterationen den Werterreicht.

Beweis:Sei zuréchstr ein anziehender FixpunktiF alle h € R mit
y =z +h € Distdann
f@+h) = f(@)+ f'(@h+o(h) =z + f'(x)h +o(h).
Wir schreiben f'(z)| = 1 — 2¢; da| f/(z)| kleiner ist als eins, ist die so
definierte Zaht positiv. Der Fehlerterm(h) geht schneller gegen Null
geht alsh; daher gibt es eig; > 0, so dallo(h)| < ch fur alle h mit
|h| < e,. Fur solcheh ist daher
1f@) = f@)] = [f(@+h) — | = |f'@h+o(R)] < |f'(@)h] +|o(h)]

<(@=2)h|+clh|=@A =) |n] < |h] =y — | .
Das allein reicht allerdings noch nicht, denn wir wisserhhiob f(y)
im DefinitionsbereichD liegt, so dal3 wirf auch iterieren &nnen.

Da D offen ist, gibt es aber eia, > 0, so daR allez € R" mit
|z — x| < &, in D liegen. Nehmen wir nun alsdas Minimum vorg,
unde,, so ist wiederiir jedesy € D mit |y — x| < ¢

f@) -zl <A-9ly—=|l<e,
und dae < &, ist, liegt f(y) inD.
Starten wir also mit einemy, fir das|z — x| < e ist, so folgt induktiv,
daf? auch alle, mit £ > 1in D liegen, so daR wir die Folge:(),cx
definieren nnen; auRerdem ist
|z — 2| < (1—¢) |$_Ik—1‘ < <A-f |z —apl < (X - )Pe.
Dies zeigt, dal? die Folge deyj, gegenr konvergiert.
Gehen wir allerdings aus von einem abstof3enden Fixpunkb ist

|f'(z)| > 1; wir schreiben dies als 1 +2nit einer reellen Zaht > 0.
Wieder gibt es eim > 0, so daf3 in der Formel

f(@+h) = f(@)+ f'(@)h+o(h) = x + f'(x) + o(h)
der Betrag voro(h) kleiner ist alsc fur alle  mit |h| < . Fir ein
y =x+hmit|h| < ¢ ist daher

F) = F@)| = | f@+ ) — 2| = |f/@)h + o(h)| = |f'@)h| — [o(h)
> (@—29) ||+l = Q=) |h] > [h] = |y — ] -
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Nehmen wir nun anfir irgendeinz, ausD lasse sich die Folgecf,), <y
definieren, und sie konvergiere gegenDann @gibe es einV € N, so
daB|z, — z| < ¢ ware Ur allen > N. Fur jedesn > N ware daher
|, — x| > |x,4+1 — x|, was fir eine gegen: konvergierende Folge nur

dann ndglich ist, wenn allez,, = z sind.
]

Im Mehrdimensionalen ist die Situatiém Prinzipgenauso; der Beweis
erfordert allerdings &ze aus der Linearen Algebra, die nicht allen
Horern bekannt sind. Daher sei das Ergebnis nur kurz skizzier

Fur eine differenzierbare Abbildunfy D — R™ auf einer offenen Teil-
mengeD C R"™ mit Fixpunktz ist, solanger + h in D liegt,

fa+h) = f@)+Jp(h) - h+o(|hll) =2 +.Tp(h) - h+o(||A])
und damit| f (z + h) — z|| < ||J;(h) - | + [|o(I2]))]] -

Den Fehlerterm &nnen wir wieder ifir hinreichend kleine Norm voh
unter jede geiinschte positive Schranke bringen; wir brauchen also in
erster Linie eine Schrankérfdie Norm von/(h) - h.

Falls J;(h) eine Diagonalmatrix ist, &nnen wir vorgehen wie im ein-
dimensionalen Fall: Di¢-te Komponente des Vektofswird mit dem
i-ten Diagonaleintrag der Matrix multipliziert; falls dierseinen Betrag
kleiner eins hat, konvergiert die Folge der iterierten Ridd zumindest
in deri-ten Komponente gegen Null. Die Folge dgrmit =, = f(x,_4)
konvergiert alsoiir einen Anfangswett, hinreichend nahe beigenau
dann gegen, wenn alle Diagonaleinfige Betage kleiner als eins haben.

Leider ist.J,(h) nur in den seltenstendfien eine Diagonalmatrix.¥

die Frage, ob eine Folge von Vektorep gegen einen Vektor kon-
vergieren, ist es aber gleichigig, in welcher Basis wir die Vektoren aus-
drucken:; falls es also eine Basis gibt, Bglich derer/,(h) eine Diago-
nalmatrix ist, kbonnen wir wie oben argumentieren. Dabei spielt es keine
Rolle, ob wir eine solche Basisif R™ oder nur fir C" finden kdnnen.

Die Eintrage der Diagonalmatrix sind bekanntlich gerade die Eigen-
werte vonJ,(h); die Folge der Iterierten konvergiert also, falls die Mat-
ri?< J¢(h) diagonalisierbar ist und alle ihre Eigenwerte Be kleiner
eins haben.
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Falls.J;(h) nichtdiagonalisierbar istalt sich die Matrix als eine Summe
J¢(h) = D + N schreiben mit einer diagonalisierbaren Matfixund
einer Matrix NV, deren Potenzen ab einem gewissen Exponentem
gleich der Nullmatrix sind. Aul3erdem kommutieréh und N, d.h.
DN = ND. Deshalb Bnnen wir auf diese speziellen Matrizen den
binomischen Lehrsatz anwenden und erhalten

T = (D+N)" =Y (Z) DmkNF
k=0
Fur k > r verschwindetV”; fiirm > r ist also
r—1 r—1
m — m—r m T—
Jp(h)™ = (D+N)™ :Z(k>Dm Nk =D Z(k>D kN
k=0 k=0

Dar eine feste, vonn unabtangige Zahl ist, wird das Verhalten von
J¢(h)™ - h furm — oo daher wieder von den Eigenwerten vép(z)
kontrolliert; auch hier konvergiert also die Folge der igeten, falls
alle Eigenwerte von/,(h) einen Betrag kleiner eins haben. Deshalb
definieren wir

Definition: f: D — R" sei eine differenzierbare Abbildung auf der of-
fenen Teilmengé C R”. Ein Punktz € D mit f(z) = z heil3tstabiler
oderanziehendeFixpunkt von f, wenn alle Eigenwerte derdoBl-
Matrix J(z) einen Betrag kleiner eins haben; er heiftabiler oder
abstoRendeFixpunkt, wenn mindestens ein Eigenwert einedligren
Betrag als eins hat.

Damit laRt sich, mit praktisch demselben Beweis, das obige Lemma
auch fir hohere Dimensionen zeigen.
c) Die Lorenz-Gleichungen

Fixpunkte sind zwar nur einzelne isolierte Punkte; giarken aber doch
oft erstaunlich viellber eine Funktion aussagen. Als Beispiel dazu
betrachten wir die sogenannteoRENzGleichungen

a(t) = p(y(t) — (1))
y(t) = ra(t) — y(t) — x()2(t)
() = —bz(t) + z()y(t)
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Der amerikanische Mathematiker und Meteorolog@vERD LORENZ
stellte sie auf als eine extreme Vereinfachung deviiR-STOKES
Gleichungen iir die Dynamik der Atmospire. Die drei Funktionen
x(t), y(t) undz(t) haben keine direkte physikalische Interpretation, son-
dern Fangen mit niederfrequenteroBRIER-Moden von losungen der
NAVIER-STOKES-Gleichungen zusammep,,q undr sind Parameter, die
laut LORENZ fuir die atmosphrische Konvektion ungahr beip = 10,

r =28 undb = £ liegen sollten.

Gesucht sind also Funktioner(t), y(t), z(t), fur deren Ableitungen
z(t), y(t) und 2(t) die obigen Gleichungen gelten. (Ableitungen nach
der Zeit werden oft durch einen Punkt statt einen Strichicbret.) Die
Losungen dieses sogenannten Differentialgleichungsagsi®nnen
nicht in geschlossener Form angegeben werden, man kanbesienét
numerischen Methoderaherungsweise bestimmen, wasRENZ auch
tat.

EDWARD NORTON LORENZ (1917-2008) stammt aus
dem US-Bundesstaat Connecticut; er studierte Mathe-
matik am Dartmouth College (A.B. 1938) und in Har-
vard (M.A. 1940). Nach seinem Kriegsdienst ging er
ans MIT, wo er 1948iber Meteorologie promovierte.
Sowohl dem MIT, wo er 1987 als Professor emeritiert

wurde, als auch der Meteorologie blieb er fortan treu. Zu
seinen V|elen Auszelchnungen gehunter anderem der Kyoto-Preis von 1991, der wohl
hochstdotierte Wissenschaftspreis.

Die einfachste Art, eine @isungskurve aherungsweise zu bestim-
men, geht auf BLER zurick: Man wahlt einen Startzeitpunkt, mit
zugeldrigen Startwerternx(ty) = zq, y(tp) = yo und z(ty) = zq; fur
eine geeignete Schrittweitk bestimmt man darausaherungsweise
nacheinander die Funktionswerte an den Stefjemh fiirn € N durch
die Formeln

ot + h) ~ x(t) + hi(t) = x(t) + hp(y(t) — x(t))
y(t+ h) = y(t) + hy(t) = y(t) + h(ra(t) — y(t) — =(t)=(t))
2(t+ h) & z(t) + ha(t) = (1 — hb)z(t) + ha(t)y(t)

Der programmierbare elektromechanische Rechner, mit dereiz
arbeitete, dtrzte im Laufe der Rechnungen immer wieder ab; um dann
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nicht wieder ganz von vorne anfangen zigaen, notierte ARENzvon

Zeit zu Zeit Zwischenwerte, so dalR er gegebenenfalls diatite dort
neu beginnen lassen konntdirFdiese Notizen begmgte er sich mit
dreistelliger Genauigkeit. Zu seinem Erstaunen stelltest dal eine
an einem solchen §peren Zeitpunkt wiederaufgenommene Rechnung
schon nach wenigen lIterationen zu ganz anderen Ergebrfighete

als eine in einem 8tk durchgeifihrte; durch genauere Untersuchungen
fand er heraus, daR selbst kleindtederungen bei den Startwerten zu
dramatischednderungen im weiteren Verlauf der Rechnuiigfen.

Falls das gleiche Rimomen auch in der wirklichen Atmosjte auftritt,
kdnnen also minimale Vanderungen etwa des Luftdrucks oder der
Temperatur aufdngere Sicht zu einer dramatisch anderen Entwicklung
des Wettersithren — eine Idee, die vielen Meteorologen damals als zu
phantastisch erschien um ernstgenommen zu werden: Am @@arda
1963 berichtete brReENz vor der New York Academy of Sciencéber
seine Ergebnisgd@rans. N.Y. Acad. S@5(1963), 409-432)nd schlof}
seinen Vortrag mit den Worten:

Als die Instabiliit eines gleickdrmigen Flusses gegéaher infinitesi-
malen Sbrungen erstmals als Er&tung ir das Auftreten von Zyklonen
und Antizyklonen in der Atmosgie vorgeschlagen wurde, war diese
Idee nicht allgemein akzeptiert. Ein Meteorologe bemedd8, falls die
Theorie korrekt vare, ein Fligelschlag einer Kwe ausreichen irde,
um die Entwicklung des Wetterir fimmer zu veiindern. Die Kontro-
verse ist noch nicht entschieden, aber die neueste Eviddremns fir
die Mdwen zu sprechen.

Inzwischen ist der Sieg der dven bekanntlich allgemein anerkannt;
man fordert sogar nicht einmal mehr den relatiafkigen Fligelschlag
einer Mdwe, um das Wetter permanent zuaedern: Im Dezember 1972
hielt LORENZ vor der American Association for the Advancement of
Sciences in Washington, DC, einen Vortrag mit dem Rteldictability:
Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornatddexas,
und seitdem geht das Wort vothmetterlingseffekim die Welt.

Auch das WorChaoswird heute meist auf diese Weise definiert: Klein-
ste Anderungen bei den Anfangsbedingung@&hren zu dramatischen
Veranderungen des Langzeitverhaltens.
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Chaos heil3t nun allerdings nicht, daf? wir daberhaupt nichtéber das
Verhalten der bsungen aussageiiknen. Wenn wir numerisch rechnen,
erhalten wir erstaunlicherweise unapigig von den Startwerten immer
ein Bild, das ungethr so aussieht, wie das unten abgedruckte.

Da wir mit endlicher Genauigkeit rechnergrnen wir sicher sein, dal3
unsere Aherungsweise berechneteisungskurven wegen der unver-
meidbaren Rundungsfehler quantitativ schon kurz nach tetz8it
nichts mehr mit den exaktendlsungskurven zu tun haben; sie geben
aber offensichtlich das qualitative Verhalten recht giedher.

Um das zu verstehen, betrachten wir die Fixpunkte, d.h.weinen nach
konstanten bsungen des Systems. Da die Ableitung einer konstanten
Funktion verschwindet, sind die Fixpunkt&tungen des Gleichungs-
systems

0=p(y — 2)

O=rz—y—xz

O0=—-bz+uzy
Wenn wir den uninteressanten Fall= 0 ausschliel3en, folgt aus der
ersten Gleichung, daffif jeden Fixpunkt: = y sein muf3. Falls beide

verschwinden, ist nach der dritten Gleichung auck O; als ersten
Fixpunkt erhalten wir also den Nullpunkt.

Im Fall z # 0 kdnnen wiry in der zweiten Gleichung durchersetzen
und dann durch dividieren; dies ergibt die-Koordinate

z=r—1.
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Damit zeigt die dritte Gleichung, dal3 €& fr # 1 noch zwei weitere
Fixpunkte gibt mit

r=y=+/b(r—-1) und z=r—-1.

In unserer Terminologie sind die drei gefundenen Punktpufikte der
Abbildung F: R® — R® mit

z +hp(y — x)
F(x,y,z) = <y+h(rx—y—xz)> ;
(1 — hb)z + hay
ihre hcoBI-Matrix ist
1—hp hp 0
Jp(z,y,2) = <h(r— z) 1—-h —hx )
hy hx  1—hb

Um Aussagetiiber die Stabilét zu machen, iilssen wir die Eigenwerte
dieser Matrix bestimmen. Im Nullpunkt haben wir

1-10n 10k 0
JF(O,O,O):< 28h 1-h O );

0 o 1-%n
die Eigenwerte dieser Matrix sind
8 1 1
1- §h, 1+ E(\/ 1201-11)» und 1- E(\/ 1201+ 11)p.

Fur eine kleine positive Schrittweite ist somit der mittlere der drei
Eigenwerte gbRer als eins, die beiden anderen sind kleiner. Der Null-
punktist daher kein stabiler Fixpunkt; e68t ab in Richtung des Eigen-
vektors zum zweiten Eigenwert.

Fur die beiden anderen Fixpunkte erhalten wir dieaBI-Matrizen
Jp(£/b(r — 1), £4/0(r — 1),7 — 1)
1-10r  10h 0
= < h 1-h i6h\/§> ,
+6hv2 +6hV2 1-%h

deren Eigenwerte, wenn wir sie allgemein ausrechnen, grelisame
Ausdiicke sind. Wir setzen daher nicht nprb und » auf die von
LORENZ angegebenen Werte, sondern legen auch noch die Schrittweit
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h fest. Rur h = 0,01 bekommen wir die Eigenwerte
A\, ~ 0,8614542208 und ), 3 ~ 1,000939556+ 0,1019450522.

Wir haben somit einen reellen Eigenwert vom Betrag kleiies sowie
zwei konjugiert komplexe vom Betragdfser eins. Keiner der drei Fix-
punkte ist daher stabil.

Trotzdem sagen uns diese Eigenwerte einigiesr das Verhalten der
Losungskurven: Der Eigenwexi sorgt daiir, dal3 eine bsungskurve,
wenn sie erst einmal in derdte des jeweiligen Fixpunkts ist, in Rich-
tung derjenigen Ebene durch den Fixpunkt gett wird, die von den
Eigenvektoren zu\, und \; aufgespannt wird, &hrendX, und Az
dafur sorgen, daf sie innerhalb dieser Ebene spimalig vom Fixpunkt
weggetrieben werden. Sind sie erst einmal weit genug weg Riom
punkt, verliert dieser seinen Einflu3, siérinen sich also wieder von
der Ebene entfernen. Dadurctirinen sie in den Einflu3bereich des an-
deren Fixpunkts kommen, wo im wesentlichen das Gleichagrasé/ir
koénnen uns also diedsungskurven desdRENZ-Systems so vorstellen,
daf? hier zwei abstol3ende Fixpunkte miteinander Schleatisgielen,
was auch gut zur oben abgebildeten Kurve pafit.

d) Das Newton-Verfahren

Nicht nur bei Extremwertproblemen, egal ob mit oder ohnedible-
dingungen, ist es oft notwendig, die Nullstellen einer Hinkaren Glei-
chung oder eines nichtlinearen Gleichungssystems zufregtn. Nur in
sehr speziellendlen kbnnen diese Nullstellen exakt berechnet werden;
meist mufd man sich mit &herungsisungen zufrieden geben.

Die numerische Mathematik kennt daher zahlreiche Methaden
naherungsweisen Berechnung von Nullstellen; alle habewolisio8£r-
ken als auch Schachen.

Das hier betrachteteWwToN-Verfahren wird gerne verwendet bei dif-
ferenzierbaren Funktionen, deren Ableitung sich einfagkthnendlt,
also beispielsweise bei Polynomen. Es wurde 1669 sand NEWTON
vorgeschlagen und unabhgig davon 1690 vono3EPHRAPHSON neu
entdeckt und in der heute gétrchlichen Form publiziert. Man bezeich-
net es daher oft auch als Verfahren voeviroN-RAPHSON Wie viele

Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 138

numerische Verfahren ist es ein Iterationsverfahren;heoMerfahren
haben den Vorteil, daf3 sie Rundungsfehler, die in einerati@rsschritt
entstehen, in den Folgeschritten im allgemeinen nichtré&grn, son-
dern verkleinern.

SR IsAAC NEWTON wurde gena3 dem damals noch

in England geltenden Julianischen Kalender am 25.
Dezember 1642 geboren. Nach dem in den meisten
katholischen Staaten bereits eingiaten Gregoriani-
schen Kalender war dies der 4. Januar 1643. Er stu-
dierte ab 1661 an der Univerait Cambridge, wo er
1669 Professor wurde. Dort entwickelte er die In-
finitesimalrechnung, die er 1671 in seinem Buok
Methodis Serierum et Fluxionurbeschrieb, arbeite-
te Uber Optik, wo er unter anderemimhe Schichten
und Beugungspmomene untersuchte gWTONsche
Ringe), entdeckte seine Bewegungsgesetze und das
Gravitationsgesetz, véffentlicht 1687 in seinem Buch
Philosophiae naturalis principia mathematicdas von vielen als bedeutendstes wis-
senschaftliches Buch aller Zeiten angesehen wird. Nach Memenzusammenbichen
ging er 1693 nach London, wo er diérkigliche Minze leitete. Er starb am 31.8v 1727.

Uber die Biographie von GBEPH RAPHSON (1648-1715) ist sehr viel weniger be-
kannt. Auch er studierte in Cambridge, wo er 1692 seinen MrAielt; bereits 1690
verdffentlichte er sein BuctAnalysis Aequationum universalidas seine Version des
NEwTON-Verfahrens enthlt, und wurde 1691 Mitglied der Royal Society.Z8gre Richer
besclaftigen sich auBer mit Mathematik auch mit theologischethnaturphilosophischen
Fragen.

Gegeben sei eine differenzierbare FunktfoiR — R; wir suchen eine
Nullstellex von f. Dem Thema dieses Paragraphen entsprechend wollen
wir x als Fixpunkt einer Abbildung interpretieren und iteratéréchnen.

Der einfachste denkbare Ansatz besteht darin, dal wir d&l@ing
f(x) = 0 umschreiben als = = + f(x). Testet man diesen Ansatz mit
einfachen Funktioneri(xz), so merkt man schnell, daf3 er nur selten zu
einem brauchbaren Ergebnigift.

Das N=wToN-Verfahren geht aus von folgender Beobachtung:z|st
eineeinfacheNullstelle vonf, d.h. f’(z) # 0, so schneidet die Tangente
an die Kurvey = f(x) im Punkt mitz-Koordinatexz, die z-Achse an
der Steller = x,,.

Fur ein beliebiges:, aus dem Definitionsbereich vafy in dem f/(z,)
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nichtverschwindet, hat die Tangente im Pufk, f(z,)) die Gleichung
y = f(zo) + f'(zo)(x — x) und schneidet daher dieAchse im Punkt

T =2y — (o '
f'(x0)
der in der Tat genau dann mit, Ubereinstimmt, wennf(z,) ver-
schwindet. Zur iterativen Bestimmung einer Nullstelmken wir also
versuchen, mit irgendeinem Startwegt € D anzufangen und weitere
Naherungswerte zu bestimmen durch die Vorschrift

o f(xn—l)
nt f/(xn—l)
Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktifz) = 22 — a, deren

Nullstellen die Quadratwurzeln vom sind. Hier ist f'(z) = 2z, fur
x,; 7 0 haben wir also die Iterationsvorschrift

=z furallen € N.

2
Th_1— G Tp_q a 1 a
= _— = — =+ = — =+
n1 zxn—l n1 2 2wn—l 2 <$n_l xn—l) ’
die HERON bereits rund sechzehn Jahrhunderte vamXoN benutzte,
und von der wir gesehen haben, daf? sie schnell gute Ergebieifest.

Auch bei komplizierteren Polynomen hat sich daNon-Verfahrenin
der Praxis sehr baihrt. Um zu verstehen, warum das so ist, betrachten
wir die Funktion

f(z)

@)’

die fur alle x mit f/(z) # O definiert ist und die uns zu einem lter-
ationswertz,, den Folgewert,,,, liefert. Offensichtlich istz genau
dann eine einfache Nullstelle vgf wennep(z) = z ist; die einfachen
Nullstellen vonf sind also genau die Fixpunkte vgn

p(r) =2 —

Angenommen, wir haben uns einem solchen Fixpunkt bis auDdie
tanzh gerahert, d.h. wir haben ein, = z + h. Wir wollen abschtzen,
wie weit dannz,,,, = ¢(x;) von z entfernt ist.

Falls h klein ist, kdnnen wir auchy ohne groRen Fehler durch seine
Linearisierung ersetzen:

Tpe1 = (2 +h) = p(2) + h'(2) = 2 + he(2) .
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Die Ableitung vony kdnnen wir leicht nach der Quotientenregel berech-
nen:

L@ o PR @)
Py T T ey
@@ _ @ @)
B T A T
Somit ist

fGR)f"(@) _

O

Tpp R 2zth

da f(z) verschwindet.

Dieses Ergebnis war, wenn man ein biichen nachdenkirlicht zu
erwarten; es ist abellig nutzlos, um den Abstand zwischep ; undz
zu bestimmen. Wenn wir eirittizliches Ergebnis erhalten wollenjrden
wir uns also nicht auf eine lineare Approximation besgetiken, sondern
milssen zumindest auch noch den quadratischen Terinckschtigen.

Wir gehen daher aus von der Approximation
pl+h) = p(z) + h' (@) + 3h%0" (),

" (z) ist die Ableitung vony'(z) = % also ist nach der Quotien-

tenregel

oy F' @A @) @)+ f@) " (@)
i Fey

Speziell tir x = z, wo f(z) verschwindet ungb(z) = z ist, erhalten wir

die Absclatzung

/") n? f(2)

f'(2) 2 f(z)

Der Abstand des neuen Iterationswert zur Nullsteligt also fir kleine
Werte vonh bis auf einen nur vor abhangigen Vorfaktor gleich dem
Quadrat des alten und verkleinert sich somit bei kleinent&evonh
sehr schnell.

0"(2) = und o(z+h) ~z+

Leider ist diese Aussage nicht so konkret, daf3 wrifgendeinen vor-
gegebenen Startwert entscheidémken, ob und gegebenenfalls wohin
das NewTtoN-Verfahren konvergiert, denn wir wissen nicht, wann der
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Abstandh ,klein" ist oder wird. Betrachten wir dazu als Beispiel das
Polynomf(z) = z® — 5z = 2(22 — 5); seine Nullstellen sind offensicht-
lich z = 0 undz = ++/5. Die zu iterierende Funktion ist hier

() = _ f@) _133—513
) A 277" B Voo
Fur zg = 1 ist daher
$1=<p(1)=1—:—2:—1 und x2:¢(—1):—1__i2:1.

Damit ist klar, daf3z,, fur alle geradem gleich eins ist undiir die
ungeraden-1; mit Startwertz, = 1 (oder -1) bekommen wir also nie
ein nitzliches Ergebnis.

Die folgende Tabelle zeigt, was passiert, wennayiteicht vergbRern.
(Die Werte derz; sind zwar nur mit finf geltenden Ziffern angegeben,
die Iterationen wurden aber mit hundertstelliger Genagitglerechnet.)

Lo T1
1+1071 -1,9431
1+1072 -1,0623
1+102 -1,0060
1+10~* -1,0006
1+10° -1,0001
1+10% -1,0000
1+10~7 -1,0000
1+108 -1,0000

L2
-2,3191
1,4853
1,0370
1,0036
1,0004
1,0000
1,0000
1,0000

L3

-2,2403

4,0498
-1,2570
-1,0220
-1,0022
-1,0002
-1,0000
-1,0000

Ly

-2,2361

3,0053
15,310
1,1435
1,0131
1,0013
1,0001
1,0000

Ts

-2,2361

2,4569
10,280

-2,7749
-1,0826
-1,0078
-1,0008
-1,0001

T

-2,2361

2,2627
6,9631

-2,3610

1,7096
1,0483
1,0047
1,0005

L7 Tg Tg9 T T11 T12

-2,23@361 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
2,2365 2,23B362, 2,2361 2,2361 2,2361
4,8073 3,456068 2,3254 2,2410 2,2361
-2,245364,22,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
2,6521 2,3,2401 2,2361 2,2361 2,2361

-1,3532 500,6,8125 -4,7108 -3,3956 -2,6462
-1,0286 D,148915 -3,3238 -2,6095 -2,3035
-1,0028 D,01,Z090 2,0814 2,2552 2,2363

Das Verfahren konvergiert offensichtlich gegen eine deddoe Null-

stelleny/5 oder—+/5, wobei keine Regel erkennbar ist, wann es gegen

welche der beiden konvergiert. Wenn wir dieselbe Rechnusijiaren
fur die Startwerte - 107, erhalten wir ein langweiligeres Ergebnis:
Nun konvergiert das Verfahren stets gegen die dritte NallésiNull.

Der Startwertz, = 1 liegt also in der lhe der Einzugsbereiche aller
drei Nullstellen, was verandlich macht, dafd dort Probleme auftreten.

Einahnliches Problem bekommen wir, wenn wir dasWwoN-Verfahren
anwenden zur Nullstellenbestimmung des Polynga3 = 22+ 2: Hier

ist
_ 2 +2 1 2
Tt T T e T 2\,
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fur reellesz,, naiirlich auch wieder reell, die Folge der, kann al-

so fur keinen reellen Startwert, gegen eine der Nullstelleft/—2
konvergieren. Br z, = 1 beispielsweise erhalten wir die Folge

—1,13, 030357 —3,14233 —1,25293 0,17166 —5,73953 ... .

Wenn wir allerdings mit:, = ¢ oder z.B. mitz, = 1+2i beginnen, haben
wir bereits nach wenigen Iterationen ein Ergebnis mit zetimekten
Nachkommastellen sowohl im Realteil als auch in Imageil.

Das folgende Bild zeigt das Verhalten demiron-Verfahrensim Kom-
plexen anhand des Polynonféz) = 2 — 1, von dem wir aus der
Analysis | wissen, dal} es die drei komplexen Nullstellen

1 V3

1 3
1 p:——+£i und

’ 2" 2 P2 2"

hat. Bei allen blau gezeichneten Startwerten konvergast\érfahren
gegen eins, ifr die gfinen gegemn und fur die roten gegemp. Tn der
Umgebung jeder Nullstelle haben alle Punkte deren FartdgaGren-
zen gibt es eine komplizierte (fraktale) Struktur. Treffigtider drei
Grenzgebiete ist der Nullpunkt, der nicht als Startpunkiogemen
werden kann, dd’(x) = 322 dort verschwindet.

Hauptanwendung desewTon-Verfahrens ist allerdings die Bestim-
mung reeller Nullstellen. Wie wir gesehen haben, gibt ef &igr keine
Garantie, daf? es mit einem vorgegebenen Startwert wirgkcfen eine
Nullstelle konvergiert; es gibt allerdings eine ganze Reibn Unter-
suchungen, die auf hinreichende Kriteri@hfen. Ein einfaches Beispiel
ist das folgende:
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f sei ein Polynom und: < b seien zwei reelle Zahlen,uf die
f(a) - f(b) < 0 ist. Dann haberyf(a) und f(b) verschiedene Vorzei-
chen, also muf} es zwischerund b mindestens eine Nullstelle voh
geben. Weiterhin sef’(x) entweder positiviir allez mita < z < b
oder aber negativiii alle solcher. Damit steigt oderdllt der Graph
von f(x) zwischena undb monoton, so dal3 es dort neineNullstelle
geben kann. AuRerdem folgt, dal das Maximum {f@)| im Inter-
vall [a,b] in einem der beiden Endpunkte angenommen wird; diesen
Endpunkt bezeichnen wir mit Um zu verhindern, daf? die Tangenten-
steigungen zu sehr schwanken und uns die Iterationen austiemwvall

[a, b] hinaustihren, verlangen wir auRerdem noch, g4Rx) dort ent-
wederuberall nichtnegativ ist (d.h. der Graph ist konvex) odberall
nichtpositiv (Graph konkav), und wir fordern, dai3

@
f'(€)
ist; daraus folgt, daR die Tangente im Pufiktf(z)) die z-Achse im

Intervall [a, b] schneidet. Dann zeigt eine nicht sehr aufwendige Rech-

nung, dal das BwTON-Verfahren @ir jeden Startwert:, zwischena
undb gegen die eindeutig bestimmte Nullstelle in §] konvergiert.
Ahnliche und auch sehr viel allgemeinere Aussagen findet (min
Beweisen) in praktisch jedem Lehrbuch der Numerischen btath
tik; allgemein ARt sich sagen, daR sich daswWirron-Verfahren in der
Praxis fast immer sehr gut veih, dafd sich aber wirklich allgemeine
theoretische Aussagen nur schwer beweisen lassen.
Selbstversindlich BRt sich das BwTon-Verfahren auch auf mehrdi-
mensionale Probleme anwenden: Wenn wir eine differenarerbunk-
tion f: D — R™ haben mitD C R", kdnnen wir sie in der Bhe eines
Punktest, € D anrahern durch die lineare Funktion

Uz) = fzo) + Jp(x0) - (T — 20) -
Diese Funktion verschwindet genau dann, weneine Losung des
linearen Gleichungssystems

Jf(xo) T = Jf(xo) o — [(x0)
ist. Falls die dcoBi-Matrix J;(xq) invertierbar ist, hat dieses Glei-
chungssystem genau einédung, mmlichz = z; — Jf(xo)‘lf(azo).

<b—-a
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Daher ldnnen wir auch hier eine lteration definieren durch

Ty =Tp_1 — Jf('rn)_lf(xn—l)
—immer vorausgesetzt, die Matrizép(z,,) werden nie singur.

e) Der Banachsche Fixpunktsatz

In den beiden letzten Abschnitten hatten wir jeweils Aussedgiiber,
daf3 eine Folgea(,),cy Mit x;, = f(z,_,) unter gewissen Vorausset-
zungen gegen einen vorgegebenen Fixpunkan f konvergiert, wenn
der Startwertz, hinreichend nahe bei liegt. Es sagt uns aber weder,
wie nahe das in einem konkreten Fall sein muf3, noch sagt es umes, ob
Uberhaupt einen Fixpunkt gibt. In diesem Abschnitt gehteseinen
Satz, der sowohl die Existenz eines Fixpunkts als auch dizv&genz
dorthin unabBngig von Startwert garantiert. Die Voraussetzungen sind
naiirlich deutlich sarker, was die Anwendbarkeit etwas eingoikt;
trotzdem ist der Satz von zentraler Bedeutung sowahtlfe reine als
auch die angewandte Mathematik. Wir werden ihn daher adekive
allgemein formulieren und beweisen; auch wenn er uns im Abljek
vor allem fir Funktionen auf Teilmengen d&$' interessiert.

Definition: V sei ein normierter Vektorraum unkl C V. Eine Abbil-
dung f: X — V heil3tkontrahierendwenn es eine reelle Zahl < 1
gibt, so dairallex,y € X qgilt: ||f(y) — f@)|| < qlly — z|| .

Banachscher Fixpunktsatz: V' sei ein B\NACH-Raum, X C V eine
abgeschlossene Teilmenge, ufidX — V eine kontrahierende Abbil-
dung mit f(X) C X. Dann hatf genau einen Fixpunkt* € X, und
fur jedeszy, € X konvergiert die Folgea,),,cxy Mit z,, = f(z,,_1)
gegenc™.

Beweis:q < 1 sei die Konstante{if die|| f(y) — f(z)|| < ¢ |ly — z|| ist
furallez,y € X. Wir zeigen als erstes, daRt#chstenginen Fixpunkt
gibt: Istz* = f(z*) undy™ = f(y™), soist

ly* =2 = (") = f@OII < qllz” =y .
Das ist aber nur figlich, wenn||y* — z*|| = 0 ist, alsox™ = y*.

Als nachstes wollen wir sehen, daf3 die Folgedgfir jeden Startwert
eine QwcHy-Folge ist. Fallsf(zg) = z, ist, haben wir eine konstante
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Folge, und alles ist klar. Andernfallsirasen wir Differenzen von Fol-
gengliedern absétizen; sei alsa eine naiirliche Zahl undn = n + k
fur eink € N. Dann ist nach der Dreiecksungleichung

k—1
me - xn” = ||xn+k - xn” = Z(xn+j+l - xn+j)
j=0

k
<Y T jer = T -
j=1

Da f kontrahierend ist, folgt weiter, daBrfjedes/ € N gilt
@41 — 4]l < q|mp — 2p_q| < 7 o1 — 2| < -+
¢
< q ||z — ol -
Somit ist nach der Summenforméirfdie geometrische Reihe

k=1

|20 — |l < ZQMJ |2y — ol = 14 |21 — 2ol
j=0

<q" |21 — ol .

< 1-4¢
Wenn wir uns eire > 0 vorgeben, ist somitz,,, — z,,|| < ¢, falls
— 1—
n llZ1 — 2ol <c oder ¢" < (1—q)e '
1-g¢ [E |

Da rechts eine positive Zahl steht und die Folge der Poteuaanry
eine Nullfolge ist, gibt es eifV € N, so daR diese Ungleichunigrfalle
n > N erfllltist; (x,,), <y ist also eine GucHy-Folge.

DaV als BaNACH-Raum vollséndig ist, konvergiert diese Folge gegen
einen Grenzwert* € V. Da allez,, in der abgeschlossenen Menge
liegen, liegt auch der Grenzwert dort, ddf. € V. Wir wollen uns
Uberlegen, dai™ ein Fixpunkt vonf ist:

Fur jedess > 0 gibt es einM € N, so daBj|z* — z,,|| < 3 fur alle
n > M. Damit ist auch
9

@) = f@)] < qlla* — 2, < q—§ <3

AuRerdem gibt es, da wir eineaGcHy-Folge haben, eilv > M, so
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daB||z, — x,_4| < e furallen,m > N. Damitist
@) =2 = || (f@) = fla,) + (f,) —z,) + (2, — 2

S @) = zpall + 2000 — 2| + 2, — 27
9 9 9
< —+—-—+_-—=¢.
-3 3 3
Dadiesfirjedes > 0gilt, muB3|| f(z*) — =*|| = O sein, und das gilt nur,
falls f(z*) = =™ ist. Damit haben wir einen Fixpunkt iX gefunden;
es gibt also genau diesen einen Fixpunkt, uindjéden Startwert,

konvergiert die Folge det(,),, .y gegernc™.

f) Konvergenz von Funktionenfolgen

Im nachsten Kapitel werden wir zur Definition mehrdimensionkdte-
grale auch Folgen von Funktionen betrachten. Zur Vorhangitvollen
wir hier bereits einige allgemeinere Tatsachen betracliterdie kein
Integralbegriff notwendig ist.

Seien zudchstf,: D — R irgendwelche Funktionen, die auf einer
TeilmengeD C R™ definiert sind, und sef: D — R™ eine weitere
Funktion. Far jedesz € D haben wir dann eine Folgef(z,,)), _; von
Elementen au®™ und kdnnen fragen, ob und gegebenenfalls wohin

diese Folge konvergiert.

Definition: Eine Folge f,,),,cy von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert auf der Teilmengel C D punktweisegegen die Funktion
f:D — R,wennirallez € Aqilt lim f, (z)= f(x).

Als Beispiel betrachten wir die Folge der FunktionEn R — R mit
fn(x) = cos' z. Fur jedesr € R haben wir dann die Folge (cbs),,cy.
Falls |cosz| < 1, ist das bekanntlich eine Nullfolge, falls cos= 1
haben wir die konstante Folge"(d,cy, die gegen 1 konvergiert, und
falls cosz = —1, divergiert die Folge. Bekanntlich ist cos= 1 genau
dann, wenne ein ganzzahliges Vielfaches vom 2st, und coss = —1
fur alle ungeradzahligen Vielfachen venSetzen wir also

A=R\ {@k+r |kez},
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so konvergiert die Folge degf, auf A punktweise gegen die Funktion

A—R

f: {1 fallsx = 2kn fureink € Z

xXr = .
0 sonst

Obwohl die Funktionery,, allesamt stetig sind, ist die Grenzfunktion

unstetig bei allen ganzzahligen Vielfachen van Bei den ungeradzahli-

gen Vielfachen vorr existiert nicht einmal ein Grenzwert.

Wir kdnnen bei der Definition der Konvergenz aber auch anderevorg
hen: Wir betrachtenifr eine beliebige Teilmeng® C R™ die Menge
Cy (D, R) aller beschéinkter Funktionerf: D — R, d.h. also die Menge
aller Funktionen,iir die es eine reelle Zallf gibt, so dallf(z)| < M

ist furallex € D.

Offensichtlich istC, (D, R) ein Vektorraum, denn die Nullfunktion ist
beschankt, und @ir zwei beschiinkte Funktionery, g mit Schranken
M, N und zwei reelle Zahlen, b ist

laf(x) +bg(x)| < [a] - [f(2)] + [b] [g(x)| < M |a| + N |b] .
Fur jedesf € C, (D, R) existiert

1/l = sup{|f@)| |z € D},

da die rechtsstehende Menge beaaht ist. Wie bei der Maximums-
norm aufR™ rechnet man leicht nach, daR dies eine Norm@yD, R)
definiert, die sogenannte Supremumsnorm.

Wenn eine Folgef,),,cn von Funktionen au€',(D, R) beziglich dieser
Norm gegen eine Funktiofi € C, (D, R) konvergiert, gibt es zu jedem
e >0einN € N, sodaly

If = fullo =sup{|f(2)| |z € D} < firallen > N

insbesondere ist alsdif jedesx € D der Betrag vonf(z) — f, ()
kleiner alse fur allen > N. Das ist eine strkere Eigenschaft als bei
der punktweisen Konvergenz: Dort reicht es, weiinjédes: > 0 und
jedesz € D ein N € N existiert, so dal3f(xz) — f,,(z)| < e fur alle
n > N;dasN darf also vorne abhangen.

Definition: Eine Folge ), cy von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert gleichnéfRig gegen die Funktionf:D — R auf der Men-

Kap. 5: Funktionen mehrerer Verénderlicher 148

ge A C D, wenn es zu jedemm > 0 ein N € N gibt, so dalR
|f(x) — f,(x)| < efurallex € Aundallen > N.

Die obige Folge der Funktionen cbs konvergiert nicht gleichi@Rig
gegen ihre Grenzfunktion: Andernfallsifdte sie insbesondere auf
R\ Z= gleichm&aRig gegen die Nullfunktion konvergieren, d.h. zu jedem
e > 0 mifte es einV € N geben, so dafcos' z| < ¢ ist fur alle

n > N. Angenommen, esape so einV zue = % Firn > N ware
dann|cos’ z| < % fur alle z, die keine ganzzahligen Vielfachen van
sind. Andererseits ist abfos® x| eine auf ganR stetige Funktion, die
bei allen ganzzahligen Vielfachen vanden Wert eins annimmt und
somit in einer gewissen Umgebung dieser Punkte nur Wertiramit)
die gioRer sind als;.

Bei einer gleichraRig konvergenten Folge kann es nicht passieren, daf3
die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ungtetrd:

Lemma: D C R” sei eine offene Menge unf),: D — R seien stetige
Funktionen. Falls die Folgef(), oy gleichmalig gegen eine Funktion
f: D — R konvergiert, ist auclf stetig.

BeweisWir missen zeigen, dal’ es zu jeder D und jedent > 0 ein
§ > 0gibt, sodaBf(y) — f(z)| < eistfuralley € D mit ||y — z|| <4,
wobei||-|| irgendeine Norm auR™ bezeichnet.

Wegen der gleich@ligen Konvergenz der Folgef, 0, cn gibt es
zurichst einV € N, so daB|f(y) — f,(y)| < 3e ist fur allen > N
und alley € D. Wir wahlen irgendein solches Wegen der Stetigkeit
von f,, gibtes eiy > 0,so dafllf,(y) — f,.(x)| < %5 istfuralley € D
mit |y — z| < ¢. Fur diesey ist dann auch

1f@) = F@) = [(f() = fu@®)) + (£20) = fu(@)) + (f.(2) = f(2))]
< @) = £ 1) = Fu@)] + [ £,(2) = £(2)]

Damit ist die Stetigkeit vorf bewiesen.



