Kapitel 5
Funktionen mehrerer VVeranderlicher

Bislang hatten wir nur Funktionen betrachtet, die von emiaerzigen
Variablen ablAngen. Er die meisten Anwendungen ist das zu viel zu
speziell: Egal ob wir ein wirtschaftliches, soziales odechinisches
System beschreiben wollenpiknen wir sicher sein, dal3 es von einer
Vielzahl verschiedener GRen abhngt.

Wir kdnnten versuchen, dieses Problem zu umgehen, indem wir alle
diese GolRen mit einer Ausnahme konstant halten und die so entste-
hende Funktion einer Vanderlichen mit den uns bekannten Methoden
untersuchen — dieseeteris paribusAnsatz(dasUbrige ist gleich)wird

in der Tat bei manchen volkswirtschaftlichen Problememgeerwen-

det. Er ist aber sicherlich nicht allgemein einsetzbar,nddie eine
variable Gbl3e kann je nach Werten der festgehaltenen Variablen sehr
unterschiedliche Effekte haben: Mehrproduktion kann goeisweise

ja nach Zustand des Marktes mal zu Gewinnen, mal zu Ladenn
fuhren. Hinzu kommt, dal3 die Kenrigden eines Systems selten un-
abhangig voneinander sind und daher &aderungen einer GRe oft
zwangsaufig zu Veanderungen weiterer Gen tihren.

Trotz dieser Schwierigkeiten wollen wir die bétrten Methoden aus
der Analysis einer Vé@nderlichen soweit wie tglich weiter benutzen;
wie sich zeigen wird, ist das auchglich, allerdings rissen sie durch
zusatzliche Hilfsmittel ergnzt werden.

Ein wesentliches solches Werkzeug sind, wie schon bei ke«
einer Veanderlichenlineare Funktionen; teilweise werden wir hier im
Mehrdimensionalen daher auch Methoden aus der Lineareabgdg
brauchen.
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Bei Funktionen mehrerer V@nderlicher liegen die Argumente nicht
mehr im KorperR der reellen Zahlen, sondern in der Menge

R" = {(zy,...,x,) ’ Tq,...,%, € R}
allern-tupel reeller Zahlen. Diese bilden keineiiger mehr, man kann
sie aber immerhin addieren gaf
(T, 5 x,) Y Wy Yn) = (@t Y- T, T Y)
und mit reellen Zahlen multiplizieren gefd
Mzg,...yz,) = (Azq, ..., Az,) .

Wie man leicht nachrechnet, i&" damit einVektorraumiuber dem
KorperR im Sinne der folgenden Definition:

Definition: k sei ein Korper. Eine Mengé/ heil3tVektorraumiiber &
oderk-Vektorraum, wenn es zwei Verkpfungen

+VxV -V und kxV -V
gibt, so dal3 qilt:
[.1) Das Assoziativgesetz der Vektoraddition
(utv)+tw=u+(v+w) furalleu,v,w eV
[.2) Es gibt einen Vektor @ V', so dal3fir jeden Vektow € V gilt
v+0=0+v=vw.

[.3) Zu jedem Vektow € V gibt es einen Vektorv € V, so dal3

v+t (—v)=(—v)+v=0.
[.4) Das Kommutativgesetz der Vektoraddition

utv=v+u furalleu,v e V

[1.1) Das Distributivgesetz bei der Addition von Skalaren
A+ p)v= v+puv fuaralleh,u € kundallev € V.

[1.2) Das Distributivgesetz bei der Addition von Vektoren
AMv+w) = v+ w furallex € kundallev,w € V.

[1.3) Kompatibilitat von Korper- und Skalarmultiplikation
(Ap)v = AMpv) furalled, p € kund allev € V.
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[1.4) Multiplikation mit der Eins
lv=v fuaralleveV.

[1.5) Multiplikation mit der Null bzw.mit dem Nullvektor
Ov=0 furalleveV und A0=0 furallel € k.

81: Grundlegende Eigenschaften

Bevor wir zur Differential- und Integralrechnung IRi* kommen, brau-
chen wir —wie schon im eindimensionalen Fall — einige Voeliangen
uber Konvergenz, Stetigkeit urihnliche Grundbegriffe. Diese sollen
hier zusammengestellt werden.

a) Visualisierung in hoheren Dimensionen

Um einen ersten Eindruck von einer FunktignD — R auf einer
TeilmengeD C R zu gewinnen, startet man am besten mit einem
Bild. Dieses kann zwar, fall® kein endliches Intervall ist, meist nur
einen endlichen Ausschnitt des Definitionsbereichs zeigehist auch

In seiner Genauigkeit begrenzt, bietet aber doch Infolwnatlie man
anders nur mit erheblich gBerem Aufwand darstellerbknte. Als Bild
von f betrachten wikiblicherweise den Graphen

Ty = {@y) e DxR|y=f(x)},

also eine Teilmenge der EbengA, die wir gut darstellen und uns auch
gut vorstellen Bnnen.

Auch fur eine Funktionf: D — R"™ mit D C R" kdnnen wir deren
Graphen

Ty = {(z,y) € DxR™ |y = f(2)}

definieren; da dieser iR™ x R™ =R"™""™ liegt, ist er allerdings nurifr

n +m < 3 wirklich anschaulich, wobei es im Fall+ m = 3 bei kom-
plizierteren Funktionen stark von der gi&ten Perspektive aBhgen
kann, wieviel man wirklich sieht. i# einfache reellwertige Funktio-
nen zweier Vednderlicher jedoch ist der Graph sicherlich die beste
Methode zur Veranschaulichung, wobei man gegebenenfailsesse-
renUbersicht noch Hilfslinieniir die Funktionswerte zu ausgatiten
Werten vonz und/odery einzeichnen kann.
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Beim Graphen der Funktion

, (z,y) — V4—a22—y?
etwa sieht man bei beiden Darstellungen recht gut, Idafeil einer
Kugeloberfache ist.

Graph der Funktion f(x,y) = \/4 — 22 — y?

Eine andere Nglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen zweier
Veranderlicher ist von topographischen Karten her bekanntt Wod

die Hoheluiber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebenenko-
ordinaten, dargestellt dur¢hdhenlinien.Entsprechenddnnen wir fir

eine beliebige Funktiorf: D — R mit D C R? und jeden Wert € R

die Niveaulinie

N(f) = (@, y) € R? | f(a,y) = c}

definieren; sie muf3 natlich keine,Linie” sein, sondern kann auch nur
aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder — im Fallel@nstanten
Funktion — fir einen bestimmten Wertaus dem gesamten Definitions-
bereichD bestehen. Besserane daher das WoNiveaumengdalls sie
keine Linie ist, ist sie allerdings nur selteiitalich.

Im Falle des obigen Beispiels etwa iS§(f) fur ¢ > 2 und firc < /2
die leere Menge;lir ¢ = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, urid f
¢ = v/2 aus den vier Punkten (&1) und &1,0). Rir v2 < ¢ < 2
erhalten wir die in der &achsten Abbildungiir ¢ = 1,5 bisc = 2 in
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Schritten von 0,05 dargestellten Kreislinien

VA—a22—y2=c oder a2?+y’>=4—¢2,

eingeschiinkt natirlich auf das Einheitsquadrat als dem Definitionsbe-
reich von f. Die Darstellung von Niveaulinien kann auch kombiniert
werden mit der des Graphen.

W
Q

Niveaulinien der Funktion f(z,v) = /4 — 22 — y?2

Fur Funktionen von mehr als zwei \&@rderlichen ist die Visualisierung
naturgenald schwieriger; wir &nnen Graphen und auch Niveaulinien,
-flachenusw. zwar problemlos definieren, aber nicht mehr zeichnen
— es sei denn, es handelt sich um sehr einfache Niengh imR3.

Bei Funktionen mit Werten in einem mehrdimensionalen Raamrkt
hinzu, dal3 die Niveaumengen dann nicht mehr nur von einemaleso
von mehreren Parametern &pigen.

Eine weitere Mglichkeit zur Visualisierung besteht darin, auf einem
zwei- oder dreidimensionalen Graphen durch Farbe, Texwweite-

re Dimensionen darzustellen; allgemein bekannt ist dieiétoag der
Hohe durch von Gim nach Braun laufende Farben in Atlanten oder auch
die Darstellung der Temperatur durch Farb&afé von Blaulber Rot
nach Weil3usw.

Wollen wir beispielsweisellr 0 < z < 37 und 0< y < 27 jene Funk-
tion vonR? nachR? veranschaulichen, die einem Punki ) die beiden
Werte f(z, y) = sin(x +y) cosc — y) undg(x, y) = cosf +y) sin(x — y)
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zuordnet, so&nnen wir den Graphen vgizeichnen und darauf nach ei-
nem Farbschema die Funktigrkodieren. Da diese nur Werte zwischen
—1 und 1 annimmt, riassen wir dazu einfach ein Funktion festlegen, die
jeder dieser Zahlen eine Farbe zuordnet; der entsprecli@mndeerlauf

ist unter dem Bild abgedruckt. Wenn man genau hinschautingéew
man so einen recht guten Eindruck vom relativen Verlauf ceddn
Funktionen.

-10 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 —0.1 00.0 00.1 00.2 00.3 00.4 005 00.6 00.7 00.8 00.9 01.0

Grundstzlich kann man mit Farben auch mehr als eine Dimension
darstellen: Da wir drei Arten von Se@afchen haben,danten wir the-
oretisch bis zu drei Dimensionen darstellen. daldich sind jedoch
nur die wenigsten Menschen in der Lage, einer Farbe derer3Riam-
und Blauwerte anzusehen, so dal3 die Darstellung von dreelsio-
nen durch Farbwerte selteritalich ist. Zwei Dimensionen sind aber
durchaus realistisch, vor allem, wenn wir die eine Dimensaaf die
Helligkeit abbilden und die andere auf einen der beidenwarte in
einem Luminanz/Chromanz-Modell wie etwa ddirdjpeg-Format ver-
wendeten YCbCr-Modell. Beim hier abgebildeten Quadraaesivd die
x-Werte durch die Helligkeit kodiert und digWerte durch die Chro-
manz fir Rot:
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Als weitere Alternative seien noch Stern- oder Netzdiagnenerwahnt:
Hier geht es darum, einzelne Punkte in einethdrdimensionalen
Raum zu veranschaulichen, z.B. den Vektor der Klausurretess Stu-
denten oder Kompetenzeingthungen iir Politiker. Um einen Punkt
(xq,...,2,) € R"™ darzustellen, zeichnet manvom Nullpunkt aus-
gehende Strahlen i?, markiert auf demi-ten dieser Strahlen den
Punkt z,, und verbindet die so markierten Punkte zu einer&ck.
Damit diestibersichtlich bleibt, sollte hier nicht wesentlich gif3er als
zehn sein, und auch die Anzahl der in einem Bild darstellb&wenkte
sollte definitiv einstellig sein.

Die Punkte (3,1,4,1,5,9,2,6,5)und 2,7,1,8,2,8,1,8,2) aus R?
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Natirlich muf3 man nicht alle Koordinatenachsen von einem Punkt
ausgehen lassen; oft verwendet man auch sogenannte lgarédie
ordinaten. Hier sind die Achsen zu den einzelnen Dimensiqree
rallel zueinander, und die Punkte entsprechen wieder i&ngigen,

die zusammengéinende Werte miteinander verbinden. Damit lassen
sich dann auch Punkte irbherdimensionalen &imen darstellen; zu-
mindest solange es keine Interaktiorigytichkeiten gibt ist die Anzahl
Ubersichtlich darstellbarer Punkte allerdings auch heschankt. Die
nachste Abbildung zeigt die prozentuale Notenverteilunighderstter-
min der Analysis | Klausur 2014 naclta€hern: Wirtschaftmathematik
rot, Lehramt schwarz, Wirtschaftdgagogik giin und Volkswirtschafts-

lehre blau.
40

30+

204

0- g T T T T T
1 2 3 4 5

Notenverteilung der Analysis | Klausur

Ein eigenes Forschungsgebiet der Mathematik und Infokyndie Vi-
sualisierung, besditigt sich mit diesen und weiteren Methoden, die f
eine vorgegebene Fragestellung interessanten Aspeleie(amalytisch
oder empirisch gegebenen) Funktion mehrereakderlichen graphisch
herauszuarbeitenilf die Zwecke dieser Vorlesun@inen wir uns aber
mit Graphen und Niveaumengen bégen.
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b) Metrische Raume

Bei der Definition von Grenzwerten und Stetigkeit spielteRinder
Abstand zweier Punkte eine wesentliche Rolle; wir solltahet auch

iIm R™ etwas entsprechendes haben. In Dimension zwei und drei ken-
nen wir aus der Schulgeometrie deukEiDischen Abstand; da wir zu
seiner Berechnung eine Wurzel zieheagsen, ist er allerdings rechne-
risch nicht immer einfach handhabbar. Wie sollten uns daloét von

vorn herein darauf festlegen, sondern auch Alternativérableten. Die
Mindestanforderungen an einen Abstand (englaisbance sind in der
folgenden Definition zusammengefalit:

Definition: Einmetrischer Raunst eine MengeX zusammen mit einer

Funktiond: X x X — R, die folgende Bedingungen éitt:

a) d(z,y) > O fur allez,y € X undd(z,y) = 0 genau dann, wenn
x =y ist. (positive Definitheit)

b) d(z,y) = d(y, x) fur allex,y € X (Symmetrie)

C) d(x,z) < d(x,y)+d(y, z)furallez,y, z € X (Dreiecksungleichung)

Nach dem, was wir aus Kapiteltiber die Betragsfunktion wissen, ist
klar, dalfR zusammen mit der Funktiaf(z, y) = |y — x| ein metrischer
Raum ist. Der BKLIDische Abstand inR™ ordnet den beiden Punkten
x = (xq,...,z,)undy = (yq,...,y,) die Zahl

d(z,y) = V/(yy — 22+ + (Y, — 2,)?
als Abstand zu. Die Eigenschaftajundb) einer Metrik sind klar; @ir c)
beachten wir, dal3 drei Punktey, z € R" stets in einer Ebenen liegen
und dort ein (eventuell zu einer Strecke oder einem PunidmuEgertes)
Dreieck aufspannen. Die drei Seiten dieses Dreiecks hakdradgen
d(z,vy), d(y, z) undd(z, z); die Dreiecksungleichung ist algguivalent
dazu, dal’ eine Seite eines Dreiecks nighgler sein kann als die Summe
der Langen der beiden anderen. (ldahsten Abschnitt werden wir auch
einen rechnerischen Beweis kennenlernen.)

Eine andere Metrik auR™ ist die sogenannt&xi-Metrik

d(x7y) = |y1—$1| +'“+|yn _xnl ;
die erste beiden Eigenschaften einer Metrik sind klar, uaddeiecks-
ungleichung folgt sofort aus deirf die Betragsfunktion.
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c) Normierte Vektorraume

Aus der Geometrie sind wir gewohnt, dal3 sich am Abstand zweiek-

te nichtsandert, wenn wir beide Punkte um die gleiche Entfernungiin de
gleichen Richtung verschieben. Das gilt metrische Rume nicht un-
bedingt, und das ist auch durchaus sinnvoll, da schon inrgpbgschen
Anwendungen nicht nur die Luftlinie als Abstand interessstnHir die
Zwecke der Analysis auR™ sollte man so etwas allerdings nur selten
brauchen. INR berechnen wir den Abstand als Betrag der Differenz,
und Differenzen knnen wir auch inR™ berechnen. Dieser Differenz
mussen wir dann irgendwie eine reelle Zahl zuordnen, und deesen
sogenannte Normen.

Definition: Ein normierter Vektorraum ist elR- oderC-VektorraumV’
zusammen mit einer Abbildung: || : V' — R mit den Eigenschaften

a) [[Av|| = |A|||v|| fur alleX € R bzw.C undv € V (,, Linearitat")

b) ||v|]| > O fur allev € V, und ||v|| = 0 genau dann, wenn = 0
(positive Definitheit)

) ||lv+w| <|v|| +||lw|| (Dreiecksungleichung)

Die Zahl||v|| wird alsNormdes Vektors) € V' bezeichnet.

FurR-Vektorraume kbnnen Normen beispielsweigber Skalarprodukte
definiert werden:

Definition: Ein Skalarprodukt auf einefi-VektorraumV” ist eine Ab-
bildung(-,-):V x V — R mit den Eigenschaften

a) (Au+ pv,wy = A {u,w) + p (v, w) und
(u, \v + pw) = X\ (u,v)+p (u, w) furalleu,v,w € VundA, u € R
(Bilinearitat)

b) (u,v) = (v,u) fur alleu,v € V (Symmetrie)

c) (v,v) > 0furallev € V und(v,v) = 0 genau dann, wenn= 0 ist
(positive Definitheit)

Das Standardskalarprodukt aRf ist gegeben durch

<(x17 cee 7xn)7(y17 cee 7yn)> = xlyl+ T +xnyn
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und erfillt offensichtlich alle drei Forderungen. Das Skalarprktdvon
(zq,...,x,) mitsich selbstist hier geradé +- - - +22, also das Quadrat
der Lange des Vektors.

Allgemein gilt

Lemma: Fur jedes Skalarprodukt auf einem reellen Vektorrabm
definiert||v|| = v/ (v, v) eine Norm auf/’.

Beweis:Zunachst ist

Mol = /(v M) = VA (v, o) = /A2 (v,0) = (A V{v,0) = [A] v

und die positive Definitheit des Skalarprodukts ist gleastig die der
dartiber definierten Norm.

Fir die Dreiecksungleichung quadrieren wir beide Seitenarhdlten

v +w|? = (v+w,v+w) =|o|*+ |lw|® +2(v,w)  und

— {1112 2 :
(ol + lwl)? = [wll* + w][” + 2 [[o] w]| ;
die Dreiecksungleichung ist algmuivalent zur sogenanntem@HY-
ScHWARzschen Ungleichung
(v, w) < ol flwl]] -
Zu deren Beweis wenden wir die positive Definitheit des Skatadukts

an auf den Vektow — \w mit einer zutchst noch beliebigen reellen
Zahl X\ und erhalten

(v — Aw,v — Aw) = (v,v) — 2\ (v,w) + A (w,w) > 0.
Ist w = 0, so verschwinden sowolib, w) als auch||v|| [[w]|, die zu

beweisende Ungleichung ist also richtig. Andernfallgist)) # O; wir
setzen\ = (v, w) / (v, w) und erhalten

),

(v,v) — 2

(w,w)  (w,w)

Multiplikation mit (w, w) und Division durch zwei macht daraus

ol [[w]® = (v, v) (w, w)—(v,w)* >0 oder (v,w)* < |[o]|*|w]|*,
woraus die GucHY-ScHWARzsche Ungleichung und damit auch die

Dreiecksungleichung folgt. .

Wie bereits enahnt, fihren Normen zu Metriken:
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Lemma: Ist ||-|| eine Norm auf denR- oderC-VektorraumV’, so wird
V durch die Festlegung(v, w) = |jw — v|| zu einem metrischen Raum.

Beweis:Die Positivieitseigenschaft einer Metrik folgt sofort aus der
einer Norm; fir die Symmetrie beachten wir, daf3

[v —wl| = [(=Dw = v)|| = |- [[w — v]| = |w — v

ist, und die Dreiecksungleichungirfdie Metrik folgt aus derr die
Norm:

d(u, w) = lw —ul| = |[(w —v) + (@ =W < lw—v] +[jv—ul

= d(w,v) +d(v, u) . .

Speziell fir das sogenannte StandardskalarprodukiR&uf

(v,w) = {(vy,...,v,), (W, ..., w,)) = vwt e o,

erhalten wir so die BxLIDische Norm
loll = l(og, . v )l = o2+ -+ 02
und den BKLIDischen Abstand
d(”? w) = \/(wl - Ul)z +eoF (wn - Un)z .

Eine zweite fir uns wichtige Norm auR™ ist die MaximumsnormsSie
ist definiert als

HUHoo = H(Ula s 7vn)Hoo d:ef maX{‘Ul| PICIRI) |Un‘} '

Bedingunga) ist erfullt, da | \v;| = || - |v;| fur alle, und auch mib)

gibt es keine ProblemeiiFc) betrachten wir zwei Punkte
v=_(vq,...,v,) und w=(wq,...,w,)

ausR™. Die Maximumsnorm der Summetw = (v, +wy,...,v,, +w,,)

ist nach Definition der gif3ite Wert eines Betrags; + w,|; dieser werde

etwa fir den Indexj angenommen, d.fo + wl| = |v; +w;]|.

Die Norm ||v||, von v ist der gdf3te Betrag eines; und damit min-

destens gleichw; |; genauso isfw|| , > |w,|. Also ist

v +w| = ’Uj +wj’ < "Uj’ + ’wj’ < vl *+ lwll o

wie verlangt.
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Damit ist auch die Maximumsnorm taishlich eine Norm. Sie kann
allerdings nichtiiber ein Skalarprodukt al®™ definiert werden: @be
es ramlich ein Skalarprodukt, -), fur das||v||_ = +/(v,v) ware, so
ware etwa imR? insbesondere

(6 = (@ Q-0
O (6) ()6 )22 G )

o (3 3+~ ). () -4
() ()err-oms

ein offensichtlicher Widerspruch.

4 =

Maximumsnormen lassen sich nicht nar " (und analogC") defi-
nieren, sondern auchiif Funktionenaume: Wie wir aus Kapitel 5
wissen, nimmt eine stetige Funktiofi[a, )] — R auf einemabge-
schlossenemtervall inr Maximum wirklich an, d.h die Abbildung
I-lloc :C°([a, 8], R) = B f — max |f(z)]
ist wohldefiniert. Sie hat auch die Eigenschag¢hisc): a) undb) sind,
wie in den meisten &llen, trivial, und sindf, g € CO([a, b], R) zwei
Funktionen, so ist auch deren Sumifiteg stetig. Wenn sie ihr Betrags-
maximum im Punkt:® € [a, b] annimmt, haben wir die Absétzung

I +9lloe = 10 +9)@®)] = [f () + g(a™)] < [f(z7)] +[g(z7)]

< max )]+ max lo()] =] * ol

Maximumsnormen spielen unter anderem in der Numerik eichtge
Rolle, denn sie liefern Fehlerschrankém humerische Rechnungen:

Fuhren wir beispielsweise auf dem Vektorral®i*™ aller n x m-
Matrizen die Maximumsnorm ein, so setzen wiriméith

T m
[ Allo = maxmaxa,;] .
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Betrachten wir auclR™ und R"™ mit der Maximumsnorm, so erhalten
wir fur einen Vektorv € R™ und dessen Produkt= Av mit einer
n x m-Matrix A die Absclatzung

1blloe < m Al - vl

denn nach der Multiplikationsregalif Matrizen istb, = Zaijfvj und
damit j=1

™m ™m
B, <D fag| - o] D 1Al - vl = m 1Al 9]l -
j=1 j=1

Wird also der Vektow durch einen Fehlervektergesbrt, so ist
Alv+te)=Av+ Ae =b+ Ae

mit einem Fehler behaftet, dessen KomponemérSicherheikleiner
sind alsm ||A]| . - ||¢]|..- Entsprechendndert sich bei einem eindeutig
|6sbaren linearen Gleichungssystelm = b ausn Gleichungen im
Unbekannten die asungz = A~ hochstensimn A7 - |le]l..
wenn die rechte Seite durch einen Vektogestrt wird. (Tats@chlich
wird diese Schranke in den meistedalleén viel zu pessimistisch sein,
aber realistische Schranken sind in der Numerik oft — wigserhaupt —
nur mit deutlich gol3erem Aufwand zu finden.)

Wir haben Metriken und Normen einggfrt als Verallgemeinerungen
der Betragsfunktion, um damit Begriffe wie Konvergenz unetigkeit
aufs Mehrdimensionale zubertragen. Im Falle der Konvergenizhft
dies zur

Definition: X sei ein metrischer Raum mit Metrik. Eine Folge
x1, Ty, ... VON Elementen auX konvergiert gegen den Punkte X,
wenn es zu jedem > 0 eine ndirliche ZahlN € N gibt, so dal3
d(x,x,) < cfurallen > N.

Im allgemeinen wird es hier von der Metrik aofgen, ob eine gegebene
Folge konvergiert; bei Metriken ali", die iber Normen definiert sind,
werden wir aber i84 sehen, dal’ diese alle zum gleichen Konvergenzbe-
griff f ihren. Ausgangspunkt dafist die folgende
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Definition: Zwei Normen||-||; und | - ||, auf einen Vektorrauni”’
heil3enaquivalent, wenn es reelle Konstantgne, > 0 gibt, so dal3

cr|vlly < lvll; e lvlly -
Offensichtlich ist dann auch

— vl < flvlly < — o]
v (Y v
c 2 = 1= 2

die Aquivalenz ist also, wie es sein muRR, symmetrisch.

Beispielsweise sind auf jedeRi" die BukLIDische Norm|| - || und die
Maximumsnorm| - || &quivalent, denn

loll = \fo2+ -+ 02 < \fnfoll?, = Vi ol
2
lolls = Vol < (Je3 +- 402 = |Jo]l

Il < llvll < Vo]l -
Anschaulich bedeutet dies, dal’ jedetifél in eine Kugel eingebettet
werden kann und umgekehrt, denn

{:13 e R"” ‘ 2], < a}
ist ein Wurfel mit Kanteninge 2 und
{x e R"” ‘ ||| < 7“}

und

d.h.

eine Kugel mit Radius.

Fur den Nachweis der Konvergenz einer Folge kann mal die eiaé,
die andere dieser Normen besser geeignet sein. ZumkGlaben wir
die freie Auswahl:

Lemma: |- ||, und|| - ||, seien zweaquivalente Normen auf dem Vek-
torraumV’. Eine Folge {,,),, c vOn Vektoren aud” konvergiert genau
dann be#glich || - ||; gegenv € V, wenn sie beiglich || - ||, gegenu
konvergiert.

Beweis:Da die Normeraquivalent sind, gibt es positive reelle Zahlen
Cq,Cp, SO dalicy [[v||; < |lvll, < e [v|, ist fur allev € V. Falls die
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Folge @,,),,cry beziglich|| - ||; gegerv € V konvergiert, gibtes zu jedem
e >0einN € N, sodaljjv —v,||; < eistfurallen > N. Also gibt
es bei vorgegebenem> 0 auch einM/ € N, so daf3jv —v,,||; < /¢,
furallen > M. Furn > M ist dann

3

HU - UnHZ < Co HU - Un”l < Cr— =¢,

€2

die Folge konvergiert also auch liggich || - ||, gegenv.

Da||v||; < ||v|l, /cqistfurallev € V, folgt ganz entsprechend, dai3 jede
beziglich|| - ||, konvergente Folge auch gglich || - ||, gegen denselben

Grenzwert konvergiert. .

In §4 werden wir sehen, dafif R" alle Normenaquivalent sind, so
dafd es dort nur einen Konvergenzbegriff gibt. Wir werder paktisch
immer mit der EKLIDischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten,
derenAquivalenz wir gezeigt haben; dahdknen wirimmer, wenn von
Konvergenz die Rede ist, freiallen, mit welcher der beiden Normen
wir arbeiten ndchten.

d) Stetigkeit

Stetigkeit bedeutet anschaulich, daR klekmelerungen der Argumente

einer Funktion auch nur zu kleinehnderungen der Funktionswerte
fuhren. Diese&nderungen Bnnen wir mit Hilfe einer Metrik messen;

daher lonnen wir Stetigkeitidr Abbildungen zwischen beliebigen met-
rischen Raumen definieren, und zwar im wesentlichen genausoiwir f
Abbildungen zwischen Teilmengen v

Definition: a) Eine Abbildungf: D — Y von einer Teilmeng® C X
eines metrischen RaundS mit Metrik d; in einen metrischen Raui
mit Metrik d, heil3tstetigim Punktz € D, wenn es zu jedema > 0
einé > 0 gibt, so dalRdr alleuw € D qilt: Ist d;(x,u) < 9, SO ist
dy(f(z), f(u)) <e.

b) f heil3tstetig,wenn f in jedem Punkt: € D stetig ist.

Speziell fir durch Normen gegebene Metrikéy(x, v) = ||z — u|/, und
dy(y, w) = ||y — wl||, bedeutet die Stetigkeitim PunktdaR es zu jedem
e > 0eind > 0 gibt, so dalir allew € D gilt: Ist || — u||; < J, soist

[f(x) = fu)]l, <e.



17 Analysis Il FSS2015

Wie im Falle der Konvergeniaberzeugt man sich auch hier leicht, daf3
aguivalente Normen zaquivalenten Stetigkeitsbegriffeakren:

Lemma: Sind||-||; und||-||; &quivalente Normen auf dem (reellen oder
komplexen) Vektorraun¥” und ||-||, und||-||, aquivalente Normen auf
dem (reellen oder komplexen) Vektorrawhund istD eine Teilmenge
vonV, soistf:V — W genau dann stetig im Punktbeziglich der
Normen||-||, und ||-||,, wenn es stetig ist béglich der Normen|-||;
und||-|-

Beweis:Wir nehmen anf sei stetig inz bediglich der Normeri|-||,
und||-||, und wollen zeigen, dal3 es auch stetig istilgdich der Normen
I||5 und ||-||,- Wegen derquivalenz der Normerj-||, und ||-||, bzw.
|-[, und||-|| , gibt es positive Konstanten, c,, d,, d,, so daf3

erllally < llells < ¢ fl2ll,  firallex € V

und
dillyll, < llylla < dzllyll, furalley € W.

Sei nune > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit bpglech der Nor-
men|-|[; und ||-||; gibt es eind > 0, so daliir alle z,u € D mit
|z —wul|, < dgilt: || f(x) — f(uw)|; < €/d,. Damit ist fur diese Punkte
| f(z) — f(W)|l, < e. Wenn wir verlangen, daffz — u|, < /¢, Ist,
wird die Bedingund|z — u||; < ¢ erfullt, also ist|| f(z) — f(w)||, < €.

Die Umkehrung geht néatlich genauso.

|
Im Eindimensionalen kann man der graphischen Darstellumay BEunk-
tion leicht ansehen, ob sie stetig ist oder nicht; wir wobehauen, wie
dies im Mehrdimensionalen aussieht.

Der Einfachheit halber besdmken wir uns auf Funktionen zweier
Veranderlicher, z.B. die Funktion
R? — R ,
() % falls (, y) # (0,0) .

0 falls (z,y) = (0, 0)
Wir sollten erwarten (und werden auch gleich sehen), dafedianktion
aufR?\ {(0,0)} stetig ist, denn dort ist sie niiber Grundrechenarten

f:
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definiert, wobei Division durch Null ausgeschlossen istzfla v* nur
im Nullpunkt verschwindet. Bleibt also der Punkt () zu untersuchen.

Die Abbildung unten zeigt den Graphen vénn einer kleinen Umge-
bung des Nullpunkts. Sie zeigt zwar einen relativ steileruSg entlang

der Geradenr = 0, aber nur iir die etwas weiter vom Nullpunkt ent-
ferntenz-Werte; beiy = 0 sieht alles harmlos und ziemlich eben aus.
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Ist diese Funktion stetig?

Nun istder abgebildete Graph iddich von einem Computer anhand von
nur endlich vielen Sttizpunkten konstruiert; um wirklich zu entscheiden,
ob f im Nullpunkt stetig ist, Bnnen wir uns nicht auf diese Approxima-
tion verlassen, sondernimsen die Funktion etwas genauer untersuchen.

Da wir uns im Eindimensionalen recht gut auskennémyien wir bei-
spielsweise die EinscAnkungen vory auf die verschiedenen Geraden
durch den Nullpunkt betrachten. Abgesehen von giéichse haben
diese alle die Forny = ax mita € R, und

2z - (ax)? 2023 2a°x
f(z,az) = — 1= 2 N 4,2
x% + (ax) r*(L+a%*z?) 1l+a*x
furz # 0. Fir x — 0 geht beim rechtsstehenden Ausdruck dé&nl2r
gegen Null und der Nenner gegen eins; der Grenzwert exiatss und
ist gleich f(0,0) = 0, d.h. die Einsclamkung vonf ist stetig auf der
Geradeny = ax.
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Auf der y-Achse verschwindef fur jeden Wert von, ist also eben-
falls stetig, d.h. die EinscAnkung vonf auf jede Gerade durch den
Nullpunkt ist stetig.

Betrachten wir zur Vorsicht auch noch die Einsitkung vonf auf die
Parabel: = ay?! Dort ist

Fla.y) = 2ay? - y? 2ay” _ 2a
Y.y =" A+ (1+a2)y4_1+a2

fur alley # 0, wohingegenf(0,0) = O ist. Rir ¢ # O ist die Ein-
schiankung vonf auf diese Parabel also nicht stetig, und damit kann
auch f nicht stetig sein: Setzen wit = 1, so ist 2/(1 +a?) = 1,

die Funktion nimmt also beliebig nahe beim Nullpunkt den Vé@ns

an. Formal Bnnen wir die Unstetigkeit béglich der Maximumsnorm
folgendermalien beweisen:

Wenn f im Nullpunkt stetig véare, gibe es zu jedem > 0, einé > 0,
so daB dir alle Punkte £, y) mit ||(z,v)| ., = max{|z|, |y|} < J der
Betrag vonf(z, y) kleiner alse ware. Rir jedess > 0 und jedes; mit
ly| < dundly| < listabery?| < [y| < 4, alsol|(y*,y)||_ < 4, aber

_2
U E 4+y4—1,

so dalR esifre = % kein solche® geben kann.

Dem Graphen konnten wir das nicht ansehen, wasitierefJberlegung
eigentlich auch nicht verwundert: Der Graph wurde von eir@om-
puter gezeichnet, und der kann indith nur eine endliche Auswabhl
Tq,...,%, DZW.y4, ..., y,, von Werten bdicksichtigen. Dazu berech-
net er die Funktionswerté(z;, y;) und verbindet dann die Punkte zu
gleichemz,; bzw.gleichemy,; durch Kurven. Entlang dieser Kurven ist
f aber, wie wir gesehen haben, stetig.

Anders sieht es aus, wenn wir stattdessen die Niveaulinenf\be-
trachten: Zusammen mit den Koordinatenach$leerdecken die Para-
belnz = ay® mita € R\ {0} den gesamteR?, die NiveaulinieNy(f)
von f besteht also aus den beiden Koordinatenachsahrend die an-
deren Niveaulinien aus Parabein= ay? jeweils ohne den Nullpunkt
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bestehen; siehe Abbildung. Da die Gleichung
2a
1+a?
fur ¢ # 0 die beiden bsungen
1+ v1-—¢?
C

hat, besteht jede Niveaulini@f0 < |c¢| < 1 aus zwei dieser Parabeln,
fur|c| = 1 aus einer, undif |c| > 1ist N (f) = 0.

- C

a:

0.24

—0.2

Die Niveaulinien illustrieren die Unstetigkeit im Nullpunkt

Dies zeigt auch anschaulich, défém Nullpunkt unstetig ist, denn alle
Niveaulinien kommen dem Nullpunkt beliebig nahe, obwolelséir nur
auf Ny(f) liegt. Daran sehen witlbrigens auch, daf3 der oben abge-
bildete Graph falsch ist: In jeder Umgebung von@Ppwird jeder Wert:
zwischen—1 und 1 angenommen, der Abschlul3 des Grapheralnth
also die Streckef1, 1] auf derz-Achse. Wegen der oben beschriebe-
nen Vorgehensweise von Maple (und auch fast aller andemapGier-
graphikprogramme) ist das aber in der Abbildung nicht zeseh

Bei Funktionen, in deren Definition Fallunterscheidungegehen, ist
also goliere Vorsicht geboten als im Eindimensionalen; bei in dar P
xis auftretenden Funktionen wird es allerdings wohl mess$ain, dafd
die Unstetigkeitsstellen genau dort auftreten, wo maiiisge definiert
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hat. Schwierig wird es nur, wenn man wie im obigen Beispiegin
nem Punkt eine Situation der Af0/0“ hat und entscheiden muf3, ob
man stetig ergnzen kann: Hier hilft im Mehrdimensionalen keibe
L'HosPITALsche Regel, es hilft auch nicht, die Addrerung der Funk-
tion an den problematischen Punkt aus allen Richtungentansuchen,
sondern man muf3 wirklich auf die Definition der Stetigkerimkgehen.

Zum Glick sind Funktionen wie die obige nicht der Regelfall, mitnde
wir es in Anwendungen zu tun habeiiy fdie meisten gngigen Funk-
tionen ist wie im Eindimensionalen ziemlich klar, dal3 setigtsind.

Das Rechnen mit und 6 kann gelegentlich eher unangenehm sein;
bevor wir Beispiele betrachten, wollen wir darum noch eineexe
Charakterisierung der Stetigkeit kennen lernen, die ohrsk@nmmt.
Ausgangspunkt sind offene und abgeschlossene Mengen.

Die fur uns wesentliche Eigenschaft eines offenen Intervallg)war,
daf} es dortiir jeden Punkt € (a, b) sowohl links als auch rechts van
weitere Punkte aus dem Intervall gibt: ksdas Minimum der beiden
(positiven) Werter — a undb — x, so liegt das Intervalld — ¢, x + ¢)
ganz in @, b); wir kdnnen uns also sowohl nach links als auch nach
rechts um einen beliebigen Betrag kleindrewegen, ohne das Intervall
zu verlassen.

Im R? und erst recht in dherdimensionalen &imen Bnnen wir uns
nicht nur nach links und rechts bewegen, sondern in undndiele
Richtungen; wir wollen verlangen, dal3 es wieder eine p@sifiahle

gibt, so dafld wir uns in jeder Richtung um jeden Betrag echhé&te
bewegen knnen ohne die Menge zu verlassen. Im Zweidimensionalen
bedeutet dies, wenn wir mit detELID ischen Metrik arbeiten, dal3 es zu
jedem Punkt eine Kreisscheibe um diesen Punkt geben soll, die ganzin
der Menge drin liegt; in theren Dimensionen haben wir entsprechend
Kugeln und deren@herdimensionale Verallgemeinerungen.

Definition: a) Eine Teilmengel/ C X eines metrischen Raums mit
Metrik d heil3toffen,wenn es zu jedem Punkte M eine > 0 gibt, so
dal jedeg € X mitd(z,y) < € in M liegt.

b) M heildtabgeschlossenyenn die KomplemearmengeX \ M offen
Ist.
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c) M C N heil3toffen in der Teilmeng&’ C V, wenn es eine offene
TeilmengelU C X gibt, sodalRV/ = U N N ist; M heil3tabgeschlossen
in N, wenn es eine abgeschlossene TeilmeAge X gibt, so dal3
M=ANN.

Wir kdnnen dies auch anders formulieren, indem wiralst fir eine
beliebige Teilmengd/ C X und einen beliebigen Punkte X dessen
Lage in Bezug auf/ klassifizieren:

Definition: a) Ein Punktz € X heildtinnerer Punktder Teilmenge
M C X, wenn es eirr > 0 gibt, so dal3 alleg € X mit d(x,y) < ¢
in M liegen.

b) z hei3taulRerer Punkvon M, wenn es eirx > 0 gibt, so dal3 alle
y € X mitd(x,y) < e nichtin M liegen.

c) x heil3t Randpunktvon M, wenn es fir jedess > 0 einen Punkt
y € M gibt mit d(z,y) < ¢ sowie einen Punkt € X \ M, so dal}
d(z, z) < e.

x ist innerer, y &ufBerer Punkt und z Randpunkt der blau umrandeten Menge

Ein innerer Punktz: von M mul also insbesondere in der Menge
liegen, wahrend einaulRerer Punkt vod/ nichtin M liegen darf. In
beiden Rllen niissen auch noch alle hinreichend nahesblegenden
Punkte dieselbe Eigenschaft haben.

Ein Randpunkt muf3 nicht in der Menge liegen, kann es abehtlfic
ist, dal3 es beliebig nahe vansowohl Punkte gibt, die in der Menge
liegen, als auch solche, die dies nicht tun.

Wenn wir imR"™ mit der BUKLIDischen Metrik arbeiten, ist ein Punkt
x € M genau dann ein innerer Punkt voh, wenn es eine Kreisscheibe
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bzw.n-dimensionale Kugel um gibt, die ganz inM liegt; ein Punkt

x ausR™ \ M ist genau danraufRerer Punkt, wenn auch noch eine
Kreisscheibézw.n-dimensionale Kugel um ganz aulRerhalb vom/
liegt. Von einem Randpunkt schliel3lich verlangen wir, daffej noch
so kleine Kreisscheiblezw.n-dimensionale Kugel uma sowohl Punkte
ausM enthalt als auch solche, die nicht it¥ liegen.

Wenn wir stattdessen mit der Metrik zur Maximumsnorm agseigilt
fast dasselbe; nur haben wir jetzt an Stelle der Kreisseheiuadrate
und an Stelle vom-dimensionalen Kugeln-dimensionale Wirfel. Die
inneren,aul3eren und Randpunkte sind offensichtlichilghizh beider
Normen dieselben, in der Tat beweist man leicht, wie obenatiefeer
Konvergenz und der Stetigkeit, dafd wir Bgiich aquivalenter Normen
die gleichen innererguf3eren und Randpunkte haben:

Lemma: Sind || - [[; und || - ||, aquivalente Normen auf dem Vektor-
raum V', so ist ein Punktxr € V genau dann inneregul3ererbzw.
Randpunkt der Teilmeng®/ C V bediglich der Metrik zu - ||,, wenn
er diese Eigenschaft bigglich der Metrik zu || - ||, hat.

Ebenfalls ziemlich klar ist

Lemma: a) Eine TeilmengeM C X eines metrischen Raums ist
genau dann offen, wenn jeder Punk& M ein innerer Punkt ist.

b) M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder RandpunRtiion\/
liegt.

Beweis: a¥olgt sofort aus dem Vergleich der Definition offener Mengen
und innerer Punkte.i¥ b) betrachten wir zuachst eine abgeschlossene
TeilmengeM C X und einen Randpunktvon M. Lagex nichtin M,
multex in X \ M liegen. DaX \ M eine offene Menge ist,ape es
also eine > 0, sodalR auch alle € X mitd(z,y) < ein X \ M liegen
muf3ten. Dies widerspricht aber der Definition eines Randpdiakden

es mindestens eipp € M geben muld mit(x, y) < e.

Istumgekehri\/ C X eine Menge, die jeden ihrer Randpunkte éttth
ist keiner der Punkte € X'\ M Randpunktvor/, es gibtalso zu jedem
r € X\ M eine > 0, so dal3 entweder allee V mit ||z —y|| < e

in M liegen oder aber alle solchein X \ M liegen. Ersteres ist nicht
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moglich, daz selbst nicht inM liegt, obwohl|jxz — x| = 0 < ¢ ist;
daher niissen alle diesgin X \ M liegen, so daflX \ M eine offene

Menge ist. Damit istV/ selbst abgeschlossen, wie behauptet. .

Nach diesen Vorbereitungerdknen wir die angeakndigte ¢, )-freie
Charakterisierung der Stetigkeit formulieren:

Lemma: Eine Funktionf: D — Y auf einer Teilmengéd C X eines
metrischen Raums ist genau dann stetig, wenrjedde offene Menge
U C Y das Urbildf~*(U) = {z € D | f(z) € U} offenin D ist.

Beweis:Sei zurachstf stetig aufD undU C Y eine offene Menge. Wir
miissen zeigen, daf3 }(U) eine offene Menge ist,daR also jeder Punkt
z € D mit f(z) € U ein innerer Punkt vorf ~1(U) ist.

Wir betrachten einen festen Punkte D mit f(x) € U. Wegen der
Offenheit vonU gibt es dann eirr > 0, so dal3 alley € R mit
|ly — f(x)|| < ein U liegen. Zu diesems wiederum gibt es wegen der
Stetigkeit vonf in z in § > 0, so dal3iir allew € D mit ||z —u|| < 9
gilt: || f(z) — f(w)|| < e. Setzen wir

W,={ueR"||z—ul <4},
soistalsof(u) € U furallew € W, N D,

Die VereinigungW alle W_ mit f(x) € U ist eine offene Menge, denn
jeder Punkt voni¥ liegt in einer der MengemV, und ist wegen der

Offenheit vonI¥, dort und somit erst recht i’ ein innerer Punkt.

Damit ist f~1(U) = W n D offen in D.

Umgekehrt habg die Eigenschaft, dal3 das Urbild einer jeden offenen
Menge offen inD ist. Wir missen zeigen, dafdin jedem Punktr € D
stetig ist.

Dazu seie > 0undU = {y € R™ | | f(z) — y|| < }. Dies ist eine
offene Menge, also ist ihr Urbild () offen in D. Es gibt daher eine
offene MengdV C R", so daRf~}(U) = W N D ist. Dax in f~1(U)
liegt, istx ein innerer Punkt voml’; es gibt also eid > 0, so dal3 alle
u € R" mit [[u — z|| < 0 iIn W liegen. Jedes € D mit ||u — z|| < 0
liegt daher inlV N D = f~XU). Somit ist|| f(z) — f(u)|| < e fur alle

u € D mit ||u — z|| < . Dies zeigt die Stetigkeit vofi in x.
|
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Damit konnen wir nun daran gehen, Beispiele stetiger Funktionen
mehrerer Veinderlicher zu betrachten.

Beginnen wir mit linearen Funktionen! Da ein konstanter $and an
der Form des Graphen nicanhdert, wollen wir dabei im Gegensatz zur
Linearen Algebra auch inhomogene Funktionen betrachten:

Lemma: Jede lineare Funktion

R" —- R
f: -
N z=(xq,...,2,) HZajxj +b
7=1

Ist stetig.
Beweis:z = (x4, ..., ,) seiein fester Punkt al®" unde > O sei eine
positive reelle Zahl. & einen weiteren Punkt = (u4,...,u,) € R"
ist dann

@) = f@] =D a; —2)| <3 |ag] - |u; — =]
j=1 j=1

n
< Z ’aj‘ o=z -
j=1

Falls allea; verschwinden, ist dies gleich Null, also insbesonderekiei

alse; andernfalls ist es kleiner ads falls
g

- .
Z ‘aj’
j=1

In beiden Rllen folgt, dal}f stetig im Punkiz ist und damit stetig auf
ganzR™, dennx € R" war ein beliebiger Punkte.

lu =zl <0 =

Damit haben wir zwar nur lineare Funktionen mit Werten )
aber das reicht: Eine Funktiofi: D — R™ ordnet jedest € D
einen Punktf(z) € R™ zu, und dieser ist gegeben dureh reelle
Zahlenf,(x), ..., f,,(x). Bezeichnen wir die so definierten Funktionen
f;: D — R als dieKomponenteron f, so gilt:
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Lemma: Eine Funktionf: D — R™ auf einer Teilmengéd C R" ist
genau dann stetig in einem PunkE D, wenn jede ihrer Komponenten
f;: D — R stetig inx ist.

Beweis:Wir arbeiten mit den Maximumsnormen dif undR™. Falls
finxz e D stetig ist, gibt es zu jedem> 0 eind > 0, so dal3

1f(u) = f@)l| o = max{[f;(u) = fi(x)] | i=1,....,n} <e
falls ||u — z|| ., < d. In diesen Fall ist erst rechf;(u) — f;(z)| < e fur
alle ¢, also sind allef; stetig inz.

Umgekehrt seien all¢; stetig inz. Dann gibt esifir allec > 0 positive
reelle Zahlery,,...,4,, > 0, so daf}

|fi(w) = fi(z)| <e falls flu—z| <9;.
Bezeichneb die kleinste unter den Zahlend,, ist daher
1/ () = f@)lloo = max{|f;(u) = fi(@)| |i=1,...,n} <e

falls ||u — z|| ., < 9. Somit ist auchyf stetig inz.

Da jede Komponente einer linearen Funktion linear ist,tfetgfort

Lemma: Jede lineare Funktion

f_{ R" — R™
Nz =g z,) = (A@),. . fa(@)

mit f,(z) = > a,x; +b, ist stetig.
=1

Fur zusammengesetzte Funktionen ist das folgende Lentrtzaa:

Lemma: f: D — R™ undg: E — RP seien stetige Funktionen auf den
TeilmengenD C R" und E C R™, und f(D) liege in E. Dann ist auch
die Hintereinanderaughrung

= f_{D—>Rp
P\ e e g(f @)

stetig.
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BeweisDies folgt am einfachsten aus der Charakterisierung netefh
Mengen: IstU C RP? eine offene Menge, so ist wegen der Stetigkeit
vong auchg~1(U) C R™ offen in E, d.h. es gibt eine offene Teilmenge
W c R™, sodaly~*(U) = W N E ist. Da Punkte, die nicht i¥ liegen,
kein Urbild unterf haben, istf ~* (¢~ *(U)) = f~'(W), was wegen der
Stetigkeit vonf offenin D ist. f~*(g~*(U)) ist aber gerade das Urbild

von U unter der zusammengesetzten Abbildyngf. .

Lemma: a) Die Funktionf: R? — R mit f(x,y) = = + y ist stetig.

b) Die Funktiong: R? — R mit g(z, y) = zy ist stetig.

c) Die Funktion: R x (R \ {0}) — R mit h(z,y) = z/y ist stetig.
Beweis: a)ist klar, da es sich hier um lineare Funktionen handelt, und
deren Stetigkeit haben wir bereits allgemein bewiesen.

Der Beweis vorb) beruht im wesentlichen auf demselben Trick, mit
dem wir in Kapitel 2 bewiesen haben, daf® zwei konvergente Folgen
die Produktfolge gegen das Produkt aus deren Grenzwerterigert.
Wie dort missen wir die Blle, dal3 einer oder gar beide Faktoren ver-
schwinden, gesondert behandelt.

Sei also zuachst ¢, y) = (0,0) unde > 0. Dann ist auch = /¢ > 0
und fur alle Punkte ¢,v) € R? mit ||(u,v)||,. < ¢ sind |u| und |v]
kleiner alsd, also ist

luv — zy| = Juv| = |u| - |v| < 6% =¢.
Damit ist die Stetigkeit im Punkt (@) gezeigt.
Nun seiz 7 0, abery = 0. Rir (u, v) € R?ist dann
juv — 2y = uv — 0| = u(v —y)[ = [u| - |v —y| .

Wir miissen zu einem vorgegebenen 0 eind > 0 finden, so dal3 dies
Kleiner ist als: falls

(x,y) — (v, v)], = max{|z —u|,|y —v|} = maxX{|z —ul, |v|]} <§.

, so erfillt jedesu mit |x — u| < ¢ die Ungleichung

1 3
ul <lz[+ 32| =3 l2| .
2 2

Wahlenwird < 3 |z
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Wahlen wird so, dald zustzlich auch nocld < 2¢/3|z| ist, also bei-

spielsweise
[ |x| €
d=min{ —, — » |
{ 27 2|
So ist
luv — xy| = |ul - Jv — |<% ﬁ—s
yI= T

fur alle @, v) € R mit ||(z,y) — (u, )|, < 9.

Bleibt noch der Fally # 0. Hier haben wir iir einen Punkte, v) € R?
die Absclatzung

uv — zy| = [o(u — ) +2(v —y)| < [o] - Ju — 2| +]z] - Jv—y| .

Falls wir nurv € Rmit |v — y| < 3 |y| betrachten, &nnen wir|v| durch
2 ly| nach oben abséitizen und erhalten die Ungleichung

3y
wo —zy| < —= - lu—a|+]z] - [o -y .
Ist nun eine > 0 vorgegeben, setzen wir

2 fallsz =0
3|y

d= _ £ £ } ;

min{ —, —— fallsz #0
{B\y\ 2 |z|

dann istuv — zy| < e fur alle , v) € R? mit || (v, v) — (z,9)||, < 9.

Somit ist die Funktion stetig in jedem Punkt ¢) € R?.

Die in c) behauptete Stetigkeit der Divisioroknten wirahnlich be-
weisen: schneller geht es aber, wenn wir die aus der Andlipsisannte
Stetigkeit der FunktiofR \ {0} — R mity — 1/y ausnutzen. Da eine
Funktion genau dann stetig ist, wenn alle ihre Komponenetigssind,
ist auch die Funktion

R x (R\{0}) =R x (R\ {0})
@)= (o)

stetig, nach dem vorigen Lemma also auch ihre Schachteluindem
Multiplikation, die Division. Damit haben wir die Stetigitaller Grund-

rechenarten bewiesen. i
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Die gerade bewiesenen Lemmata lassen sich zusammenfasséolz
genden Prinzip:

Wenn eine Funktiorf: D — R" auf einer offenen Teilmenge C R"
so aus Grundrechenarten und stetigen Funktionen zusanesetzgist,
dal3 nie eine Funktion aufRerhalb ihrer Stetigkeitsberembisvendet
wird und auch Divisionen durch Null ausgeschlossen sinandat f
stetig aufD.

82: Differenzierbare Funktionen

Nachdem wir wissen, was Konvergenz und Stetigkeit im Meheah-
sionalen bedeutengknen wir uns der Differenzierbarkeit zuwenden.
Wir beginnen mit einer kurzen Wiederholung des eindimaraen
Falls:

a) Funktionen einer Veranderlichen

Wir bezeichnen eine Funktioifi: (a, b)) — R als differenzierbar im
Punktz € (a, b), wenn sie in dessen Umgebung durch eine lineare
Funktion angeahert werden kann. In Kapitel 3 hatten wir dies so for-
muliert, daf3 es eile € R sowie eine Funktiorj‘v mit f(O) = 0 geben
muf3, so dal¥fr kleine Werte vorh gilt

f@+h) = f(@)+ch+hf(h).
Da diese Formulierung mit explizit angegebener Fehlertionkf
bei langeren Betrachtungen recht uargdlich ist, wollen wir eine
ablirzende Sprechweise eitifren, die [ANDAUScheo-Notation: Wir
schreibem(h), sobald wirirgendeineuns nicht weiter interessierende
Funktion vonh haben, dieidir h — 0 schneller gegen Null geht ats
selbst, d.h.
( ) _

@(h) = o(h) < lim LA

o(h) ist hier also keine Funktion, sondern stetit €ine ganze Klasse
von Funktionen; beispielsweise ist
h?=o(h), h°=o(h) und h-sinh=o(h),
aber simh konnen wir nicht als(h) schreiben, denn
sinh

Im ——=1.
hILno h
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Entsprechend schreiben wir auch

¢(h) = o(¥(R)), wenn I|m zghi

ist.

EDMUND GEORGHERMANN LANDAU (1877-1938) wur-

de in Berlin geboren und studierte an der dortigen Uni-
versifat, wo er auch von 1899 bis 1909 lehrte. Dann
bekam er einen Ruf an die damalshfende deutsche
Mathematikfakulat in Gottingen. 1933 verlor er seinen
dortigen Lehrstuhl, denn die Studenten boykottierten
seine Vorlesungen, da sie meinten, simikten Ma-
thematik nur von einem Professor ihrer eigenen Rasse
lernen. LANDAU S zahlreiche Publikationen besidtigen

sich vor allem mit der Zahlentheori@ber die er auch
ein bedeutendes Lehrbuch schrieb; sehr bekannt sind
seine Arbeiteruiber die Verteilung von Primzahlen.

Mit L ANDAUS o-Notation kdnnen wir kurz sagen, die Funktiofi sei
genau dann differenzierbar inmit Ableitung f'(z), wenn

fl@+h) = f(z) +hf'(x) +o(h)

ist, denn nairlich isth.f(h) = o(h), denn der Quotientt f(h)/h = f(h)
gehtfir h — 0 gegenf(0) =0

b) Differenzierbarkeit im Mehrdimensionalen

Um Differenzierbarkeitiir Funktionen mehrerer V@nderlicher zu de-
finieren, lonnen wirahnlich vorgehen wie im eindimensionalen Fall.
Wir betrachten zuachst eine Funktionf:R?> — R, zum Beispiel
f(z,y) = sinz cosy in der Umgebung des Punktes, (3. Indem wir
ihren Graphen sukzessive um den Faktorffvergio3ern, erhalten wir
die unten folgende Abbildungen. Sie zeigen, dal} sich deplGreeiner
hinreichend kleinen Umgebung von, () nur wenig von einer Ebenen
unterscheidet, d.h. die Funktion ist dort ahernd linear.

Eine lineare Funktion zweier V@nderlicher, beider wir auch hier wieder
iIm Gegensatz zur Linearen Algebra einen konstanten Terasgeh a3t
sich schreiben als

L(x,y) =a+bx + cy;
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Graph der Funktion z = Sinx COSy

2 2

VergroBerung um den Faktor finf um (1, 1,sin(1) cos(l)

also ist
Lx+h,y+tk)=a+blx+h)+c(y+k)=L(x,y)+bh+ck

eine Approximation iir f in der Umgebung des betrachteten Punkts
(z,y). Im Punkt ¢, y) sollte L(x, y) natirlich mit f(x,y) Ubereinstim-
men, so dalk = f(x,y) sein mul3, undifr (h, k) # (0,0) sollte der
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12 1.2

0.48 1

0.46

0.44

0.42

0.96 0.96

1.04 1.04

Nach noch einer VergroRerung sieht die Funktion praktisch linear aus

Unterschied zwischelfi und L schneller gegen Null gehen als der Ab-
stand zwischem(+h, y + k) und (z, v), d.h. schneller al$/h2 + k2. Wir
erwarten daher, daf3

flx+h,y+k)=f(x,y)+bh+ck+o(Vh2+k?)

ist, und genau sa@l3t sich Differenzierbarkeit allgemein definieren.
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Wenn wir eine Funktion vom Veranderlichen in der Umgebung eines
Punktsz € R"™ betrachten, riasssen wir allen Variablen variieren; die
Nachbarpunkte sind also Punkte der Farm h mit Vektorenh € R".

Im Falle einer Funktion mit Werten iR ist f(x + h) eine reelle Zahl
und eine Linearisierung vofiumx hat die Form

f@)+Y by,
=1

wobeih,; die Komponenten des Vektokssind. Rir eine differenzierbare
Funktion erwarten wir, dal3 der Fehler dieser Linearisigrschneller
gegen Null geht als der Vektdr, das heildt also, schneller als dessen
Norm. Ob wir dabei die BKLID ische oder die Maximumsnorm verwen-
den, bleibt sich gleich, denn die beiden sindgmivalent. Wir verlangen
daher einfach, dal3 der Feht€|j||) sein soll, ohne uns auf eine spezielle
Norm festzulegen.

Fur eine Funktion mit Werten ifR"* andert sich nichts wesentliches:
f: D — R™ ist gegeben durclh Komponentenfunktionefi.: D — R,
und eine Linearisierung vohist gleichbedeutend mit der Linearisierung
der samtlichenf,. Im Falle der Differenzierbarkeit soll es aldtrfedes
reelle Zahleny,,, ..., ~,, geben, so dal3

filx +h) = fi(z) + Z%jhj +o(|[1]])

j=1
ist. Den Vektor auR™, desserni-te Komponente die Summe dgf. h;
ist, kdbnnen wir auch kurz schreiben als Produkt

n
Y1 V12 -+ Y hy Z;;l M5
Y1 Y22 ... on h _ Zj=1 V2ih;
Tm1i Tm2 -+ Tmn hn Zgl:l Ymj hj

der Matrix mit Eintageny,; mit dem Vektor. Fur eine differenzierbare
Funktionf: D — R™ erwarten wir, dal3 es in jeder derKomponenten
einen Fehler der Form(||k||) gibt; wir haben also eineviektorausR™,
dessen &mtliche Komponenten(||k||) sind. Um eine kurze Schreib-
weise zu haben, bezeichnen wir auch diesen Vektor einfach(|ii||).
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Wie im Eindimensionalen wollen wir Differenzierbarkeigmem Punkt
so definieren, dal} die Funktion in einer Umgebung diesestBsidkirch
eine lineare Funktion angahert werden kann; wie dortimsen wir dazu
sicherstellen, daf3 es gayend Punkte in der Umgebung gibt.

Definition: Ein Punktz, € R" heiltHaufungspunkvon D C R",
wenn es {ir jedese > 0 unendlich viele Punktee € D gibt mit
|z — x| < e.

Selbstversindlich ist jeder innere Punkt einer Menge C R" Hau-
fungspunkt, denn dann liegedrfhinreichend kleine Werte vos ja
sogar alle Punkte auR™ mit ||z — zy|| < ¢ in D, aber zuatzlich
sind beispielsweise auch die Ecke eine abgeschlossenairaia®
Haufungspunkte vorD, auch wenn dann nur die Punkte aus einem
Kreissegment mit Radiusin D liegen.

Definition: a) Die Funktionf: D — R™ mit D C R" heil3tdifferen-
zierbarim Punktz € D, wennz ein Haufungspunkt vorD ist und es
einem x n-Matrix J;(z) gibt, so daliir Vektoreni € R"™ mit h — 0O
undz + h € D gilt

fl@+h) = f(z)+ Jp(@)h +o(]|R]]) .
Die Matrix J;(x) hei3tAbleitungoder AcoBI-Matrix von f im Punktz.

b) Flr eine Funktiory: R™ — R kann die dann einzeiligadoBsi-Matrix
mit einem Vektor au®R" identifiziert werden; dieser Vektor

71
gradf(z) = V f(x) =

Tn
heil3tGradientvon f im Punktz € D.
c) Eine differenzierbare Funktion heifietig differenzierbargvenn inre
Ableitung stetig ist.

V sieht zwar aus wie ein griechischer Buchstabe, ist aberekeas
ist ein auf den Kopf gestelltes gro3es Delta)(V f wird ,Nabla f*
ausgesprochen nach dem griechischen Wait\«oc = Leier; die Be-
zeichnung wurde eingi@hrt von dem irischen Mathematiker MAAM
ROWEN HAMILTON, den die Form vorV an eine Leier erinnerte.
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WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805-1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mitihf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Heldisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
fur Astronomie und arbeitete weiterhin auf dem Gebiet
der Mathematik und Physik. Am bekanntesten ist seine
Entdeckung der Quaternionen 1843, vorher publizierte
er aber auch bedeutende Arbeitdrer Optik, Dynamik
und Algebra.

CARL GusTAv JacoB JacoBl (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eine#dischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter
von zwodlf Jahren bestand er sein Abitur, muf3te aber
noch vier Jahre in Abschlu3klasse des Gymnasiums
bleiben, da die Berliner Universit nur Studenten mit
mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine
Studien mit dem Staatsexamdir Mathematik, Grie-
chisch und Latein und wurde Lehrer. Aul3erdem pro-
movierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so
B dald er ab 1825 an der UnivegdiBerlin und ab 1826 in
Konlgsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. dehre spter mul3te er aus
gesundheitlichen @Ginden das raue Klima #higsbergs verlassen und lebte @ahst in
Italien, danachiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allenubert durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie uritber elliptische Integrale.

Mit obiger Definition haben wir etwadhnliches wie die Definition
o — 1 @1 R) — f(2)
rw=im =

fur Funktionen einer Vé@nderlicher: Auf diese Weise ist die Ableitung
zwar definiert,aber sie wird — auf3erhalb von Aqrfgervorlesungen —
praktisch nie so ausgerechnet. Entsprechend sollten wir fin Funk-
tionen mehrerer Vé@nderlicher eine effizientere Methode der Differen-
tiation finden.

Am einfachsten are es, wenn wir den wohlbekannten Killler Diffe-
rentialrechnungir Funktionen einer Vé@nderlicher benutzerdknten,
also versuchen wir, aus einer FunktibnD — R™ mit D C R"™ Funk-
tionen einer Veiinderlichen zu machen.
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Dabei lkonnen wir uns sofort auf den Fatl = 1 beschanken, denn jede
Funktion f: D — R™ ist zusammengesetzt ats Komponentenfunk-
tionenf;: D — R; wir beschénken uns daher zaohst auf Funktionen
fiD— R.

Schwieriger ist die Reduktion von auf eins. Trotz der schlechten
Erfahrungen im vorigen Paragraphen, wo eine unstetigetifumikach
Einschénkung auf eine beliebige Gerade stets stetig wurde, walien
uns exakt diese Einscimkungen genauer anschauen.

Eine Gerade durch einen gegebenen Punidt eindeutig festgelegt
durch einen Richtungsvekterwobei umgekehrt der Vekterdurch die
Gerade ndirlich nicht eindeutig festgelegt ist: Jedes Vielfache von
(aulRer dem Nullvektor) definiert dieselbe Gerade.

Wenn wir die Einschitnkung vonf auf eine solche Gerade mit Rich-
tungsvektor betrachten, betrachten wir konkret die Funktion

g(t) = f(x +te),
einer einzigen Variablen € R, die Uiberall dort definiert ist, wa + te
im DefinitionsbereichD von f liegt; fur eine offene Menge also
zumindest in einem gewissen offenen Intervall um den Nulkpwer
reellen Geraden.

Damit konnen wir nach der Differenzierbarkeit dieser Funktion:f= 0
fragen; falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir didedtung
i — 1 900 —9(0) _ o fx + he) — f(x)
9(0)= f!ano h - flzano h
als Richtungsableitungson f in Richtunge. Eine einfache Anwen-
dung der Kettenregel, die jeder Leser am Rand des Skriptunms k
durchtihren sollte, zeigt, dal3 diesRichtungsableitung” nicht nur von
der Richtungdes Vektors: abhangt, sondern auch von desdsinge:
Beispielsweise istifr k(t) = f(x + 2te)
k'(0) = 24'(0) .
Speziell konnen wir diese Richtungsableitungen betrachiieé&n Fall,

dalie ein Einheitsvektorst (genau ist der Grundif die Bezeichnung),
beispielsweise einer der Koordinateneinheitsvektoren

e; =(,...,1,...,0),
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bei dem an dei-ten Stelle eine Eins steht und sonst lauter Nullen.
Alsdannist fir g,(t) = f(x + te))

f(x + he;) — f(x)

h
fleg, ...z, +hyo oo ) — floeg, ..oy, . 2,)

h—0 h

die Ableitung jener Funktion, die nur van, abhangt, wahrend alle
anderen Koordinaten; festgehalten werden. Wir behandeln also beim
Differenzieren alle Variabler; mit Ausnahme vorr; als Konstanten
und leiten die so entstehende Funktion iniglgliichen Weise ab nach.
Diese Ableitung, so sie existiert, bezeichnen wirgstielle Ableitung

fol)= 2L

von f nachz,; das Symbob wird, wennuberhaupt, alsdel“ ausge-
sprochen, wobedel natirlich eine AbKirzung fir delta ist. Partielle
Ableitungen, so sie existieren, lassen sich nachid#ichen Regeln der
Differentialrechnung iir Funktionen einer V@nderlichen berechnen,
sind also iir ,gutartige” Funktionen problemlos.

L 1
9:(0) = }!ILno

Falls die Funktionf in x € D differenzierbar ist, existiert auch jede
Richtungsableitung, denn da darim fjeden Vektor gilt

f(z+h) = f@)+(Vf),h)+o(h]),
Ist insbesondere auch
f(z+te) = f(x) + (Vf(x) te) +o(|te|]) = f(z) +t (V f(x),e) +o(t);
denn(V f(z), e) und ||e|| sind schlie3lich Konstanten. Damit existiert

d
%f(x + t6)|t=o = <Vf(CC), 6>

fUr jeden Richtungsvektat, insbesondere existieren daich alle par-
tiellen Ableitungen.

Die Umkehrung gilt leider nicht immer: Die (offensichtliah (0, 0)
unstetige) Funktion

R? =R
f: 1 fallszy #0
(:9) =10 fallszy=0
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verschwindet auf der-Achse und dey-Achse;liberall sonst hat sie den
Wert eins. Damit existieren im Punkt,(@) beide partielle Ableitungen
und sind identisch Null. Trotzdem igt natirlich nicht differenzierbar
in (0, 0), denn daf (h, k) fur jeden Punkt, der nicht auf einer der beiden
Koordinatenachsen liegt, gleich eins ist, kann es keindetahc € R
geben, so dal3

f(h,k) = f(0,0) +bh + ck + o(Vh? + k?)
ist, dennf(0,0) = O undf(h, k) = 1 fur hk # 0.

Nun wird natirlich jeder veriinftige Mensch einwenden, dal3 dieses
Beispiel sehr knstlich ist, und in der Tat verhalten siggutartige”
Funktionen nicht so:

Lemma: Falls f: D — R auf der offenen Teilmeng® C R" stetig
ist und auch alle partiellen Ableitungen vgrdort existieren und stetig
sind, istf in D differenzierbar und

f.’El(x)

gradf(z) =V f(z) = :
fa, (@)

Beweis:Seixz € D. Da D offen ist, gibt es eine Kugel um, die ganz

in D liegt; wir betrachten im folgenden nur Vektorén deren lange

hochstens gleich dem Radius dieser Kugel ist, sodalh stets inD
liegt.

Wir betrachtenf zumchst nur als Funktion der ersten Variablen; da
deren Ableitung:y"‘x1 In ganzD existiert, ist

flx+h)=f(xy+hey...,x, +h,)
=flxy, zy+hy, ...z, th)+ fo (X, 20+ Dy, ... 2, + D, )Ry +o0(hy).
Genauso ist, da die partielle Ableitung nachin ganzD existiert,
flxq, 20+ hy, ...z, +h,)=

f@y, xp, 23, ..y, +hy)+ fo (g, 05, 03+ hg...,x, + R )hy +o(hy)
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und so weiter. Insgesamt erhalten wir
flx+h)=f(@)+ [, (x, 0+ hy, x5+ hg, ...z, + b, )hy +0(hy)

+ fxz(xl, xz, CU3 + h3, Ce ,xn + hn)hz + O(hz)
+ fxn_l(xl, ey L1, Ty, + hn)hn—l + O(h’n—l)
+ fo (xq,...,2,)h, +o(h,).
Die LANDAU-Symboleo(h,), ..., o(h,) kdnnen wir zuo(||h||) zusam-

menfassen, denn d; | < ||k fur jedes;, kann keines deft, langsamer
gegen Null gehen algh||.

Damit sind wir schon ziemlich nahe an dem, was wiir die Differen-
zierbarkeit brauchen; allerdingamgen die partiellen Ableitungen noch
von denh, ab, so dal3 die Differenz zwisché¢ifx + h) und f(z) nicht
durch eine lineare Funktion angarert ist.

Hier kommt nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungers i8piel:
Diese impliziert, dal3

}llir_tlo(fl’l(x]-’ Lo + h2> sy iy + hn) - fml(xla Loy ... 7xn)) =0
ist. Damit ist
(fxl(xl, Ty+hy ..., +h,)— f (2,25 .. ,xn))hl =o(||h|]),
denn wennm; mit einem Ausdruck multipliziert wird, der gegen Null

geht, strebt das Produkiif = — O schneller gegen Null alg; allein,
undo(h,) kann durcho(||h||) abgeschtzt werden. Also ist

fxl(xl, Lo + hz, ey Iy + hn)hl
=f, (@1, 70, ..., 2,) Ry +o(||R]]) = £, (@)hy +o(||R]]) .

Entsprechenddnnen wir auch bei deabrigen partiellen Ableitungen
argumentieren und erhalten insgesamt, daf3

f@+h)=f(@)+ fo,@)hy +- -+ [, (@)h, + o(]|R]])
fas
=f@+ | | -hto([hl)
fan,
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ist. Damit ist das Lemma bewiesen. .

Fur Funktionen mit stetigen partiellen Ableitungen ist deadent al-
so gerade der Vektor der partiellen Ableitungen; er kannidaiver
die bekannten AbleitungsregelirfFunktionen einer V@nderlichen
berechnet werden.

NB: Haufig wird der Gradient durch diese Fornaifiniert;in diesem
Fall folgt natirlich aus der Existenz des Gradienten nicht die Differen-
zierbarkeit der Funktion; siehe obiges Beispiel einer efitggtn Funk-
tion, fur die alle partiellen Ableitungen in (0) existieren.

c) Ableitungsregeln

Dawir Ableitungen von Funktionen mehrerer ®aderlichen auf die mit
Methoden der eindimensionalen Analysis bestimmbarengtiart Ab-
leitungen zuiickgefihrt haben, sollten wir erwarten, daf’ sich auch die
gewohnten Rechenregeln der Differentialrechnung einginderlichen
ubertragen lassen. Dies ist in der Tat der Fall, wobei sdiesBeweis-
methoden fast wtlich GUbernommen werderdkinen. Daher sollen hier
nur ganz kurz einige einfache Regeln gezeigt werdéngdén Rest sei
auf dieUbungen verwiesen.

Am einfachsten ist die Lineadt der Ableitung:

Lemma: Sindf, g: D — R™ differenzierbare Funktionen aif C R",
so ist auch iir allea,b € R die Funktionaf + bg differenzierbar und
Japivg(®) = aJp(x) +bJ (x) furallex € D. Speziell im Fallen = 1 ist

a

alsoV(af +bg)(z) = aV f(x) + bV g(x).

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit vofiund g ist fur allex € D
undh e R" mitx+h € D

flx+h) = f(x)+J(x)h+o(||h|) und g(xz+h) = g(z)+J,(x)h+o(||h]]) .
Damit ist auch
(af +bg)(x +h) =af(x+h)+bg(x+h)
= af(x) +bg(x) + aJp(x)h +bJ (x)h + o(||h]])

= (af +bg)(@) + (aJp(z) + bJy(2)) h + o(||1]]) ,
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denn auch jede Linearkombination zweier Funktionen demkgfi/||)
ist wieder o(||h]|). Somit istaf + bg differenzierbar mit Ableitung
Jafvg(T) = aJs(x) +bJ, (z) furallex € D.

Auch die LEiBNIZ-Regel gilt, d.h.

Lemma: Sindf, g: D — R stetig differenzierbare Funktionen auf einer
TeilmengeD C R", soist auchfg: D — R differenzierbar und

V(f9)(x) = fVyg(x) + gV f(z).

Beweis:Wir konnen entweder wie oben mit der Definition argumen-
tieren, oder aber mit partiellen Ableitungen: Nach der Rkbakgel fir
Funktionen einer V@nderlichen ist die Produktfunktionif jede der
Variablenz, partiell differenzierbar und

ofg), \ _ dg
ox, (z) = f () ox, ox,
Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeltdiese Ab-

leitungen auch stetig, also igy differenzierbar mit diesen Ableitungen
als Komponenten des Gradienten. Das sind aber genau diedfmnien

von fVg(z) + gV f(x).

of

(x) + g(x)

Schliel3lich gilt auch eine Kettenregel:

Lemma: f: D — R™ seidifferenzierbar aub C R™ undg: E — R?
sei differenzierbar aull C R™, wobei f(D) C FE sei. Dann ist auch
g o f differenzierbar, und,, ((x) = J, (f(2))J;(z) fur allex € D.

Beweis:Wegen der Differenzierbarkeit voji und g ist fur alle x €
D,ye Fundalleh e R", ke R"mitz+he Dundy+k e E

f(a+h) = f(x)+Tp(@)h+o(|[])) und  g(y+k) = gly)+T, (w)k+o(|Ik])) -
Ist f(z + h) € FE, gilt daher auch
g(flx+h)) =g(f(x)+ Tp(@)h+o(||h]))
= g(f(@) + J, (f(@) (e @)h+o([|hl]) + (J(z)h + o||2]]))
= g(f(@)) +J, (f(@)) T (@)h+o(||h]),
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denn bei Multiplikation mit der (bemlich 1) konstanten Matrix/ ()
bleibt eine Funktior(||»||) von dieser Form.
|

Fur weitere Ableitungsregeln sei auf dibbungen verwiesen.

Natirlich gibt es auch im Mehrdimensionalen nicht nur eine Ableg,
sondern wir Knnen Funktionen, entsprechende Differenzierbarkeit vor
ausgesetzt, auch mehrfach ableiten. Was genau wir untendaheren
Ableitungen einer Funktion mehrerer \é@ederlicher verstehen wollen,
soll aber erst weiter hinten definiert werden, da wir wegearbdeeits zu
Beginn dieses Semesters in der Mistkonomie wichtigen Anwendun-
gen auf Extremwertprobleme mit Nebenbedingungerazhst solche
Probleme betrachten wollen — soweit dies mit der erstenifplg allein
moglich ist. Auch der Achste Abschnitt istiir uns vor allem wichtig
fur den Umgang mit Nebenbedingungen.

d) Der Satz Uber implizite Funktionen

Der Zusammenhang zwischen zweidGenz und y ist nicht immer
explizit in der Formy = f(x) gegeben; gelegentlich hat man auch nur
einen impliziten Zusammenhanig(z,y) = 0; entsprechend auclrf
mehr als zwei Variablen. In diesem Abschnitt soll untersweérden,
wann eine Gleichung der Forii(z) = O nach einer der Variablen,

aufgebst werden kann.
In einfachen Bllen ist dies trivial naglich, beispielsweis&lit sich
F(z,y,z)=ax+by+cz=0
furc # 0 durch
_ —ax — by

z =
C

nachz auflosen. In etwas kompliziertererafen, wie etwa bei
F(x7y):x2+y2_1:01

kann man #@ir die Punkte, die nicht auf der-Achsey = 0 liegen,
zumindest lokal eindeutig explizit adgen durch

y=+v1-— 22,

wobei das Vorzeichen gleich dem vgnm betrachteten Intervall ist.
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Im allgemeinen gibt es jedoch keinedglichkeit fur eine explizite Auf-
|6sung mit den Ublichen® mathematischen Funktionen, d.h. man kann
hochstens dann awf$en, wenn man neue Funktionen &aimtt.

Wie das Beispiel der Kreislinie zeigt, ist auch das nicht enmoglich:

Fir die beiden Punkte auf der-Achse gibt es offensichtlich keine
eindeutigeAuflosung, da sowohl die positive wie auch die negative
Wurzel Teilaufbsungen sind.

Diese Existenz mehrerer Teiladfungen Angt mit dem Verschwinden
der partiellen Ableitung nach zusammen: Falls diese partielle Ablei-
tung ungleich Null ist, gibt sie an, wie sich verandert, wenn man
andert, und sie gibt damit zumindest in erstéthirung auch an, wie
many verandern muR, um bei einéinderung vonz: die Bedingung
F(z,y) = 0 zu erhalten. Falls sie aber verschwindet, fehlt diega1n
mation.

Der Satziber implizite Funktionen besagt, dal3 das Nichtverschannd
dieser partiellen Ableitung bereits ausreicht um die Exigteiner ein-
deutigen Aufbsung zu zeigen.

Um den Beweis wenigstens einigermald@merschaubar zu halten,
mochte ich mich zuachst auf Funktionen zweier \#@rderlicher be-
schianken:

Satz: D C R? sei offen undF: D — R sei stetig differenzierbar.
Dann gibt es idir jeden Punkt <y, y,) € D mit F(xy,y,) = 0 und

F_y(xo, yp) Z0 I_ntervallumge_bungeﬁ vonz, und K vony, sowie eine
eindeutig bestimmte Funktioft I — K, so da3ir allex € I gilt:

F(x, f(:L')) =0.
Die Funktionf ist stetig und differenzierbar; ihre Ableitung ist
/ Folz,y)
xr)=— mit =J\x).
== y=f()

Beweis:Wir beginnen mit einer Reduktion zwecks Vereinfachung der
Schreibarbeit: Offensichtlich gégt es, wenn wir den Falt; = y, = 0
zu betrachten. Gilta@mlich der Satzidr die Funktion

G(Jf,y) = F(x+x07y+y0)
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im Punkt (Q 0), so folgt er sofort auctif £'im Punkt @, yo). Aul3erdem

konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf (0,0) positiv ist, denn nach
Voraussetzung ist dieser Wert ungleich Null, und falls egate sein

sollte, ersetzen wir einfach durch—F..

Nach Voraussetzung sind die partiellen Ableitungen ¥astetig; daher
ist £, nicht nur im Nullpunkt positiv, sondern auch noch in einewige
sen Umgebung davon. In dieser Umgeburahiegn wir ein Rechteck

{@yeR?|—a<z<a und —p<y<p}.

Fur Punkte aus diesem Rechteck Igf(z,y) > O; daher vachst die
Funktiony — F'(zq,y) fur jedesz, € [—a, o] Streng monoton; wegen
F(0,0) = 0istinsbesonderg(0, — () < 0 undF'(0, 5) > 0. Aufgrund
der Stetigkeit vor¥’ ist damit fir x; aus einer gewissen Umgebung der
Null auch F'(z1, —) < O undF(x4, 8) > 0. Indem wir rdtigenfallsa
noch etwas verkleinernghknen wir annehmen, dal dies sogardlle

xq € [—a, a] qilt.

Damit gibt es nach dem Zwischenwertsaiz fedesz, € [—a,a]

ein y,, so dalRF'(x,, y,) verschwindet; wegen der strengen Monotonie
der Funktiony — F'(z4,y) ist dieser Werty, eindeutig bestimmt. Wir
setzen dahef = (—a, o), K = (-3, ) und

f: { I — K
Sl — Y
Damit ist f als Funktion festgelegt, und nach Konstruktion ist
F(x, f(:L')) =0 furallexel.

Wir missen uns nochiberlegen, dal3 die so konstruierte Funktion
stetig und differenzierbar ist.

Die Stetigkeit lbnnen wir etwa dadurch nachweisen, dal} wirjede
gegen einc € I konvergierende Folger( ) aus! zeigen, dal3
f(lim z.) = lim f(z,)

Ist.

Dax in I liegt, wissen wir, dald es dazu ein eindeutig bestimmtesik’
gibt, so dal¥'(z, y) = 0 ist, mmlichy = f(x). Fir jedess > 0 gibt es
daher ein > 0, so dalRF'(z',y')| < ¢ ist, falls der Abstand zwischen



45 Analysis Il FSS2015

(z’',y") und (x,v) kleiner ist alsd. Zu diesemy wiederum gibt es ein
N € N,sodal§z — z,| < ¢ furallen > N, so daRiir alle solchem
gilt: |F(x,,,y)| < e. Lal3t man hiee gegen Null gehen, folgt, dal3

F(z,y)= F(lim 2,,5)=0
ist, d.h.F'(x,y) = 0 und damitf(x) = y, wie gewinscht.

Somit istf stetig; als @chstes riassen wir noch die Differenzierbarkeit
zeigen. kr einz € I und ein hinreichend kleinds € R, flir das auch
nochx + h in I liegt, ist nach Definition vorf

F(:L'+h,f(x+h)) =0.

Andererseits &nnen wir diesen Funktionswert auch nach dem Mittel-
wertsatz berechnen: Mit= f(x + h) — f(x) ist

Fla+h, f@+h) = Fla+h f@)+k) = F((z, @)+ (})),
und setzen wir
ot) = F((z. f@) +1(}))
so ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

p(1) = p(0) +¢'(7)
fur einT zwischen Null und eins. Mi§ =z + Th undn = f(x) + 7k ist
daher

F(z+h, f(x)+k) = F(z, f(x)) + hF,(§,n) + kF,(&,n) .
DaF(z +h, f(z) + k) undF(z, f(z)) beide verschwinden, folgt
fle+h)—flx) _k F,(€,n)

h h F&m)
Furh — 0geht = z+7h gegenc undn = f(z)+7k gegery = f(x), die
rechte Seite geht also wegen der Stetigkeit der partielleleitiangen
gegen—F, (z,y)/F,(z,y). Insbesondere zeigt dies die Existenz des
Grenzwerts. (Man beachte, daf3 hier nochmals die Voraussgtz 7 0
berbtigt wird). Damit existiert auch der Grenzwert des link$snden
Differenzenquotientenit h — 0, d.h. f ist differenzierbar und hat die
behauptete Ableitung.
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Nachdem wir wissen, dal3 die Ableitung vgnexistiert, ist ihre Be-
rechnung, unaldmgig vom gerade bewiesenen Satz, eine einfache
Ubungsaufgabe: Die FunktioR (, f(x)) ist gleich der Nullfunktion,
und damit verschwindet niatlich auch ihre Ableitung. Andererseits ist
diese Ableitung nach der Kettenregel gleich

F,(z, f(z)) + F,(z, f(2)) - f'(2),
also folgt
F,(z, f(z))
Fy(z, f(x))

wie Funktionen einer V@nderlichen &nnen auch Funktionen mehrerer
Veranderlicher implizit definiert sein; die entsprechendealfgemei-
nerung des Satzaser implizite Funktionen folgt fast volidhdig aus
der koordinatenweisen Anwendung des obigen Satzes, iiddigr die
Stetigkeit der Funktion muf3 man das entsprechende Arguausmdem
gerade beendeten Beweis noch einmal anwenden. Die Ausdage |

fl(@)=—

Satz: D C R" sei eine offene Menge,;: D — R eine stetig differen-
zierbare Funktion auD, unda = (a4,...,a,) € D sei ein Punkt
mit F'(a) = 0. FallsF, (a) # O ist, gibt es eine offene Umgebuig
von (ay,...,a, 4) in R"~! und eine Funktionf € C*(U,R), so daR
fur alle Punktey = (yy,...,y,_1) € U gilt: F(y, f(y)) = 0. Fur alle
1 <n-—1list

P (v, f®)

F, (v, /W)

Jo, (W) =

e) Ableitungen und Extrema

Im Eindimensionalenistdas Verschwinden der Ableitung emtwendi-
ge Bedingungiir einen Extremwert. Dies gilt genau so auch im Mehrdi-
mensionalen:

Fur eine differenzierbare Funktiofi D — R auf einer offenen Teil-
mengeD C R" istim Punktz, € D

f(xo+h) = f(zo) + (Vf(x0), h) +o(]|R]])
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Daher mul3dirjeden Extremwert grafi(x,) gleich dem Nullvektor sein,
denn setzt mariif / ein kleines Vielfaches. gradf(z,) des Gradienten
ein, ware sonst

flag+h) = f(x) +1(V f(xo), V(o)) +o([h]])

fur kleine positivet grofRer alsf(x,) und fur kleine negative kleiner.

Die Frage, welche Nullstellen des Gradienten wirklich Extwerten
entsprechen, ist schwieriger; in der Praxis wird es oft amfiaehsten
sein, sich die Umgebung des betreffenden Punktes mit ikgelctien
ad hoeMethoden genauer anzusehen und dann zu entscheiden.

Klassisches Beispiel eines Punkts, in dem der Gradienthetadet,
ohne dal3 ein Extremwert vorliegt, ist der in der folgenderbiAb
dung gezeigte Sattelpunkt, hier dargestellt als Funkivensiiber dem
Punkt (Q0) fir die Funktionf(z, y) = 22 — 2.

o N b O ©
[ Y |

Graph der Funktion f(z,y) = - y2

Wie wir bald sehen werden, kann man auch hier mit den (noch zu
definierenden) dheren Ableitungen auch hinreichende Bedingungen
finden; diese sind allerdings schair ffunktionen von zwei oder drei
Veranderlichen deutlich aufwendiger als im Falle einerdviglerlichen.
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f) Extremwerte unter Nebenbedingungen

Bei einem realen physikalischen, technischen wirtsacbh#h oder
sozialen Prozel3dnnen sich die Variablen selten frei im gesami€h
bewegen: Sinnvoll und realistisch ist meist nur eine begdkte Teil-
menge. Im Gegensatz zur Dimension eins, wo diese Teilmerae p
tisch immer ein Intervall ist, kann sie im Mehrdimensiomakurch
Randbedingungen aller Art charakterisiert sein und danahdeliebig
kompliziert aussehen.

Maxima und Minima auf solchen Teilmengen sind im allgemeikeine
lokalen Maxima oder Minima der betrachteten Funktion: Weram die
jeweilige FAche verl3t, ARt sich der Funktionswert selbsirfeinen
solchen Extremwert meist noch —je nach Richtung — sowolgrg&ern
als auch verkleinern. Dementsprechendhken die Methoden, die wirim
vorigen Abschnitt diskutiert haben, solche Extremwéiidicherweise
nicht finden. Wir brauchen daher neue Werkzeuge, und diedssdkr
Paragraphen bereitstellen.

Die Ausgangslage ist typischerweise die folgende: Gegétteaine
Funktion f:R™ — R, modglicherweise auch nur auf einer Teilmenge
D c R" definiert, deren Extremwerte nicht aif* oder D gesucht
werden, sondern nur auf einer Teilmenge, die beispieleagtisch das
Verschwinden einer weiteren FunktignR™ — R gegebenist. Falls wir
uns Ur Extremwerte auf einer Kugel vom Raditagsim den Nullpunkt
interessieren, @re dies etwa die Funktion

.{R3 — R

g- 2 2

(2,y,2) —a?+y?+22—7r

Eine nbgliche Strategie zurdsung solcher Probleme besteht darin, die
Gleichungg = 0 nach einer der Variablen aufgen, diese dann ifi
einzusetzen und sodann eine @éwliche Extremwertaufgabe zbden.
Diese Aufbsung istexplizitnur in sehr einfachendfen noglich, aber
selbst wenn wir nur wissen, daf3 eine solche Asifingexistiert,konnen
wir doch damit argumentieren und Kriterien ableiten.

Unter Maxima und Minima sollen hidokale Extrema verstanden wer-
den, so dald wir diéblichen Kriterien anwendemknen:



49 Analysis Il FSS2015

Definition: Wir sagen, die Funktiorf: D — R auf einer Teilmenge
. : Maximum
D C R™ habe im Punkiz € D ein lokales . unter der
Minimum
Nebenbedingung = 0, wobeig: D — R eine weitere Funktion ist,
wenng(a) = 0 ist und es eine Umgeburig von a gibt, so dal3ir alle

z € U gilt: Ist g(z) = 0, s0 istf(z) { i } f(a).

Als Einstiegsbeispiel betrachten wir eine beliebte Sahnciiaufgabe zur
Minimumsbestimmung: Eine Konservendose soll bei einergegebe-
nen Volumen von 100m® mdglichst wenig Blech baitigen, d.h. ihre
Oberflche soll minimal sein.

Die Oberfiche eines Zylinders derdeh mit einer Grundfiche vom
Radiusr ist

f(r,h) = 2mr? + 217 - b
wegen der Nebenbedingurigrfdas Volumer/ = 7%k muR gelten

g(r,h) = mr’h —100=0.

200

180+

160

140

1204

~10

100

2 25 3 35 4 45 <0
r

Oberflache einer Konservendose mit festem Volumen
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Hier lal3t sich nairlich die Nebenbedingung sofort natlauflosen:
100
mre’
und wir missen nur noch die Funktion
100 200
F(r) = f(r,—) = 2nr? + ——
T

r2 r

h =

minimieren. kir diese ist

2
F'(r) = 4rr — g),
”
und dies verschwindet genau dann, wenn gilt
4xr®=200 oder r= i[>
T

In diesem einfachen Fall konnten wir die Optimierung als@izkfiihren
auf gewbhnliche Extremwertaufgaben einer ®aderlichen, indem wir
die Nebenbedingung nach einer der Variablen@iéin und diese dann
in f einsetzten. Im allgemeinen wird dies aber niclitghich sein, so
daR wir andere Methoden brauchen.

Unser bisherige Theoriéif lokale Extrema ist in dieser Situation nicht
anwendbar, denn die lokalen Extrema yomerden nur in den seltensten
Fallen die Nebenbedingung= 0 erfullen.

In der obigen Abbildung ist die Nebenbedingung alsrey FAche dar-
gestellt und der Graph vofials rote; wie man siehtaldt sich der Wert
von f problemlos verkleinern, wenn man nur diééheg = 0 verfafit,
und in der Tat ist auch ohne jede Mathematik sofort klar, da® m
mit weniger Blech auskommt, wenn man die Konservendosadinf
schmaler oderikrzer macht.

Die Grundideefir ein alternatives Verfahren wird klar bei der Betrach-
tung der Niveaulinien: Die Niveauliniéif g = 0 ist giiin eingezeichnet,
verschiedene Niveaulinien vghals rote Kurven.

Wie man sieht, schneiden einige dieser Niveaulinien didgrigbglte
Kurve tiberhaupt nicht: Wenn man zu wenig Blech hat, kann man keine
Dose mit 100:m3 Inhalt zusammefiten. Wenn es dagegen genug Blech
gibt, gibt es gleich zwei Schnittpunkte: Die Dose kann eusvecher
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hoher oder eher breiter gemacht werden. In einem solchekdfallman
die Niveaulinie durch eine zu einem etwas niedrigeren Niveggetzen,
die im allgemeinen auch wieder Schnittpunkte haben wirdjadd das
Niveau noch nicht minimal sein kann. Erst wenn man im Minimistn
fallen die beiden Schnittpunkte zusammen; wenn man nun desai
noch weiter erniedrigt, gibt es keine Schnittpunkte mehr.

10
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Niveaulinien fir Oberflache und

Da somit im Minimum zwei Schnittpunkte zusammenfallen iibeen
sich dort die Niveaulinien vori und vong, d.h. sie haben eine gemein-
same Tangente. Da der Gradient, wie wir wissen, senkredhtlexu
Tangenten der Niveaulinien steht (die Richtungsableiemttang einer
Niveaulinie ist schlief3lich Null), sind somit die Gradientvonf undg

im Minimum zueinander parallel, d.h. der eine ist ein Vielias des
anderen.

Dies gilt nicht nur im vorliegenden Beispiel, sondern atigen:

Satz: D C R” sei eine offene Menge untl g € C1(D,R) seien stetig
differenzierbare Funktionen aup. Falls f im Punkta € D ein Ex-
tremum hat unter der Nebenbedinguy{@) = 0, so sind gradg(a) und
gradg(a) linear ablangig.
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BeweisDie Grundidee ist einfach: Auch wenn wir die Nebenbedingung
nichtexplizitnach einer der Variablen aég8en lkbnnen, sagt uns der Satz
uber implizite Funktionen in vielendlen dennoch, daf3 zumindest lokal
eine Auflbsung existiert. Diese Aulsung kennen wir zwar nicht, aber
wir kbnnen mit ihr argumentieren und, zumindest formal, auchrren.

Falls grady(a) der Nullvektor ist, gibt es nichts mehr zu beweisen, denn
jede Menge, die den Nullvektor erlh, ist linear abhAngig.

Wir konnen daher annehmen, dal} gyr&d mindestens eine von Null
verschiedene Komponente hat, und durch Umnummerieren der K
dinaten lonnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal3 dies ditee Komponente
ist, d.h.g, (a) #O0.

Dann gibt es nach dem Saiiber implizite Funktionen eine Umge-
bung U von (aq,...,a, 1) sowie eine Funktionh:U — R mit
haq,...,a,_41) = a,, SO dafd

g(xl, ey Tpyq, B2, ,xn_l)) =0 foralle@q,...,x,_4)€U.

Nachdemyf in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingyrg0
hat, nimmt die Funktion

F(xqyy...,z, 1) = VL CZTRR Y 1 GOV ) )

in (ay,...,a,_4) €in lokales Extremum indiblichen Sinne an, d.h. der
Gradient vonF' verschwindet dort.

Nach der Kettenregel istifi =1,...,n — 1

F,(ag,...,a,_1) = f..(@)+ f, (a) - h, (ag,...,0,_1),
und nach dem Sat#ber implizite Funktionenist, = —g, /g, ,d.h.

9s, (@)
Da die linke Seite verschwindet, gilt dasselbe auahdie rechte. Die

rechte Seite ist im Gegensatz zur linken augh:f= n definiert und
verschwindet aus trivialen @nden; also istdr alles

fur)

F,(ag,...,a, 4) = f, (@) — f, (a)
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fe, (@)
z, (@)

die beiden Gradienten in der Tat linear ahgig.

oder, anders ausgeurkt, gradf (a gradg(a) = 0. Damit sind

Falls der Gradient vogp im Punkta nicht verschwindet, gibt es somit
eine Zahl\ € R, so dal3 grad(a) — A gradg(a) = 0O ist, ramlich

Diese Zahl bezeichnet man ala&rRANGEschen Multiplikator; mit sei-
ner inhaltlichen Interpretation werden wir uns ifitge bescéftigen.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miUIEER entstand.

In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereiiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre syier zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Acai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Eihfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelbcaGeometrie.

Zur praktischen Bestimmung von Extremwerten unter Nebeinlgein-

gen geht man wie folgt vortdber die Punkte, in denen der Gradient
von g verschwindet, macht obiger Satz keine verwertbare Aussage
diese Punkte iissen also vorab berechnet und untersucht werden.

Danach niissen die Punkte gefunden werden, in denen es einR
gibt, so dal3

facl(x) - Agml(x) =0

fa:n (33) _ Agxn (33) =0
g9(x) =0
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ist. Mit der LAGRANGE-Funktion

/:'(xlv R ) )‘) = f(ZL’) _ )\g(ZL’)
lalkt sich dies auch kurz schreiben &1€(x,,...,x,,,A) = 0, denn
die partiellen Ableitungen vod sind abgesehen vom Vorzeichen der
Ableitung nach\ gerade die linken Seiten diesen Gleichungssystems.

Dieses ist ein System vom + 1 Gleichungeniir n + 1 Unbekannte,
allerdings ist es nur selten linear und damit oft nicht mib dms be-
kannten Methoderbsbar. Manchmal kann man das Gleichungssystem
durch geeignete Umformungen und Fallunterscheidungestantig
losen, in anderendfen helfen nur die aus der Numerik bekannten
Naherungsverfahren wie etwa die Methode vawslON-RAPHSON

Falls alle Gleichungen Polynomgleichungen sind (oder liEmflihrung geeigneter
zusatzlicher Variablen auf Polynomgleichungen ixckgefihrt werden Bnnen), kann
man im Falle einer endlichendisungsmenge diese auch exakt bestimmen: Genau wie
der Gauss-Algorithmus zur lBsung eines linearen Gleichungssystems dieses auf eine
Treppengestalt bringt, aus der man digslngen einfach ermitteln kann, gibt es in der
Computeralgebra einen Algorithmus, der dassellbéb€liebige Systeme von Polynom-
gleichungen versucht; die Gleichungen, die dieser Albariis liefert, bezeichnet man
als GROBNER-Basis oder Standardbasis. Zum Varsgtnis dieses Algorithmus, den man
als eine Art Synthese ausJELIDischen Algorithmus und @Jss-Algorithmus ansehen
kann, sind Kenntnisse der kommutativen Algebra erfordeylitir die die Zeit in dieser
Vorlesung nicht ausreicht; bei einigen Implementierungenden zuatzlich auch noch
Algorithmen aus der Informatik eingesetzt, die typischasg nicht in Grundvorlesungen
behandelt werden. Deshalb sei hier nur darauf hingewielséhdie @ngigen universellen
Computeralgebrasysteme wie Maple, Mathematica, MuPadaatit entsprechende Rou-
tinen enthalten, mit denen man auch dann experimentieram keenn man die dahinter
stehende Theorie nicht versteht.

Als Beispiel, wie gelegentlich auch ein nichtlineares @heingssys-
tem elementar gékt werden kann, betrachten wir eine Anwendung
aus den Wirtschaftswissenschaften: Die Gesamtprodukiiioes Un-
ternehmens oder eines Staats in Abgigkeit vonn eingesetzten Res-
sourcenzy, ..., z, wird oft modelliert durch eine sogenannt®gb-
DoucLAs-Funktion der Form

€1

P(zq,...,z,) = ozt ... 2"

benannt nach den beiden Wissenschaftlern, die dieses Mbea28
fur die amerikanische Gesamtproduktion in AbQgigkeit von Kapi-
tal und Arbeit in den Jahren 1899 bis 1922 entwickelten. (&re
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den P ~ 1,014%*KY* mit A = Anzahl der Besdiftigten und
K = Kapitaleinsatz.)

Betrachten wir stattdessen die Produktion eines Wirtsshafs aus zwei
Ressourcen, y genald der Funktion

flx,y) = P(x,y) = o244,

Falls wir der Einfachheit halber annehmen, dal? die KosterEpmheit
fur z undy gleich sind und die Gesamtkosteddhstens gleich zlf
sein dirfen, nmissen wirf maximieren unter der Nebenbedingung

r+y<12.

Nun ist aberf eine monoton wachsende Funktion sowohl voals
auch vony, d.h. die maximale Produktion wird sicherlich erreicht in
einem Punkt, iir denxz + y = 12 ist, denn iir jeden anderen Punkt
(x,y) mitz +y < 12ist f(x,y) < f(x,12— x). Daher kbnnen wir die
Nebenbedingung in der gewohnten Form

g(x,y)=x+y—12=0

schreiben.

8 10 12
X

Maximierung einer Produktionsfunktion bei festem Kapitaleinsatz
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Ableitung beider Funktionen zeigt, dal3

1 1/4 19,,1/2
gradg = <1> und gradf = <i1/2§453/4>

Ist; das zubsende Gleichungssystem wird also zu

1/4
Yy _
T A
1/2
h .
g~ =0
r+y—12=0

(Die Nenner brauchen uns nicht zdn, denn d& (0, y) = f(x,0) =0
ist, kommen losungen mitz = 0 odery = 0O flr das Maximum ohnehin
nicht in Betracht; wir knnen sie also getrost ausschliel3en.)

Als Ansatz zu einer ridglichen Losung kbnnen wir ausnutzen, dadin
den beiden ersten Gleichungen isoliert steht; wenn wir daaafbbsen
und gleichsetzen, erhalten wir die Gleichung

yt/4 _ 21/2
2,172 Aqy3/4
Multiplikation mit dem Hauptnenner macht daraus
4y1/4y3/4 = 2¢Y22Y2  oder Yy=x.

Einsetzen in die dritte Gleichung ergibg 3 12, also ist

y=4 und z=8;
der Maximalwert vonf ist
f(8,4)=82.4"4=22.V/2=4.

Auch den LaAGRANGEschen MultiplikatorA konnen wir noch ausrech-
nen:
y1/4 _ 41/4 \/é _1_

A= = = = .
2012 2.8Y2  2.2\/2 4

Die Berechnung von war fur die Bestimmung des Optimums eigentlich
uberflissig; A ist nur eine HilfsgoRe zur Berechnung des Extremums.
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Wir wollen uns als Achstediberlegen, daf3 wik auch inhaltlich inter-
pretieren Kbnnen: Dazu betrachten wir eine Nebenbedingung

9(xq,...,x,)=c
mit variabler rechter Seite und ein Extremum der Funktion
flxy,...,z,).

Dieses Extremum wird natlich von ¢ abhangen; wir schreiben es in
der Form

(xl(c), e ,xn(c))
und nehmen an, dal3 die Funktionesfc) stetig differenzierbar seien.
(Ein interessierter Leser kann sich anhand des Sathes implizite
Funktionentiberlegen, welche Bedingunggnund g erfillen missen,
damit dies garantiert ist.) Der Optimalwert vérin Abhangigkeit vorn:
ist dann

F(c) = f(:):l(c), e ,xn(c)) :

Nach der Kettenregel ist

Fo=3 505

Genauso folgtiir G(c) = g(z41(c), ..., z,(c)) die Gleichung
e

=3 5

Da (z1(c), ..., z,(c)) ein Optimum ist, sind dort die Gradienten von
f und g — ¢ proportional mit ProportionakitsfaktorA, und da wir bei
der Gradientenbildung nur nach depableiten, von denen die rechte
Seitec nicht ablangt, ist der Gradient van— ¢ gleich dem vory selbst,

d.h.

of _

ox; (9:1:'
Somit istF'(c) = AG'(c). Nun erfillt aber der Punkfzy(c), ..., z,(c))
die Nebenbedingung mit rechter Seitesomit istG(c) = ¢ und damit

G'(c) = 1. DamitistA = F'(c) die Wachstumsratéif das Optimum bei
Anderung der rechten Seite der Nebenbedingung.

fur alles .
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Im obigen Beispiel steigt also die Maximalmenggx, y), die mit Ka-
pitaleinsatz 12 produziert werden kaniat kleinesh ungeihr umh /4,
wenn wir den Kapitaleinsatz auf 124 erhohen. Die Erlbhung des
Kapitaleinsatzes lohnt sich, weniarfdas fertige Produkt ein Preis pro
Einheit erzielt werden kann, derdser ist als vier.

Als letztes wollen wir uns noctiberlegen, was passiert, wenn wir nicht
nur eine, sondern mehrere Nebenbedingungenlenfmissen. Es geht

also wieder darum, eine Funktio;h(xl, ...,T,) ZU optimieren, jetzt
aber unter den Nebenbedingungen
g1(xq,...,2,) >0, ... g.(xq,...,2,)>0.

(Es geriigt, Bedingungen mit zu betrachten, denn durch Multiplika-
tion mit minus Eins kann man jede Ungleichung ritin eine mit>
uberfuhren. Auch Gleichunge) = 0 kann man zumindest formal durch
die beiden Ungleichungey) > 0 und—g, > 0 ausdiicken.)

Die wichtigsten Beispiele solcher Optimierungsaufgabed die Flle
mit linearen Funktionery und g,; hier redet man vortiinearen Pro-
grammen(Das WortProgrammin diesem Zusammenhang hatindtch
nichts mit Computerprogrammen zu tun.) Das wichtigste alan zur
Losung solcher Aufgaben, der Simplex-Algorithmus, wird ar or-
lesungDiskrete Mathematik Adehandelt, so dal3 wir uns hier auf die
nichtlineare Programmierungeschéanken kbnnen.

Manuberlegt sich leicht, dal3 im linearen Fall die Nebenbedngg ein
(endliches oder unendliches) PolyedeiRrhdefinieren und eine lineare
Funktion, so sie ein endliches Maximum oder Minimum hatsegeauf
dem Rand dieses Polyeders annimmt, und dort sogar in eiker Ean

muf3 dahegnur” die Ecken dieses Polyeders untersuchen —deren Anzahl
allerdings vachst exponentiell mit der Anzahl der Variablen. Trotzdem
fuhrt der Simplex-Algorithmus selbst im Fall von ZehntaussEmnvon
Variablen in der Regel fastimmer sehr schnell ans Ziel; desretische
Problem der exponentiellen Kompleiitim schlimmsten Fall hat also
fur praktische Anwendungen keine Bedeutung.

Bei nichtlinearen Funktionen ist die Situation komplizégr denn nun
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kann es auch im Innern Extrema geben: Die Funktion
Flr,y)=e Y mitder Nebenbedingungz? + 2 < 1

etwa nimmtihr Maximum im Punkt (@) an; auf dem Rand des Einheits-
kreises liegen nur die Minima. Im allgemeinen Fall einestiiicearen
Programms kann ein Optimum also entweder ganz im Innererieder
aber eine beliebige Teilmenge der Nebenbedingungen exiiliea.

Falls wir es mit inneren Punkte zu tun haben, sind diese éoklxima
oder Minima ohne Nebenbedingungen, und wir haben uns banejiL

uberlegt, wie man diese bestimmt: In jedem solchen Punktherindet
der Gradient der zu optimierenden Funktion.

Im Falle einer einzigesleichungals Nebenbedingung ist der Gradient
von f linear ablangig vom Gradienten der Nebenbedingung; da der
Nullvektor von jedem anderen Vektor linear allgig ist, schliel3t dies
auch den Fall der Optima bei inneren Punkten mit ein. Die lregende
Verallgemeinerung auf den Fall mehrerer Nebenbedinguisgeier

Satz: Die Funktionf: D — R auf D C R" habe im Punkt € D ein
Extremum unter den Nebenbedingungen

gl(a’) Z 07 gZ(a’) Z 07 ey gr(a’) 2 O .
Dann sind die- + 1 Vektoren
Vf((l), v.gl(a’)7 v.gZ(a’)7 LI v.gr(a)
linear abkangig.

Der Beweiserfordert keine wesentlich neuen ldeen gedear dem Fall
einer einzigen Nebenbedingung und sei daher nur kurz skiz&alls
die Gradienten deg, im Punkta bereits untereinander linear &biygig
sind, gibt es nichts mehr zu beweisen; nehmen wir also arsesen
linear unabBngig. Dann gibt es (mindestensyerschiedene Variablen

T, binj , So dald
T 99 (a) %0
O;,

Ist. Also kann nach dem Saiiber implizite Funktionen jede Nebenbe-
dingung zur Elimination einer anderen Variablen benutatder, und
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Im wesentlichen dieselbe Rechnung wie im Fall einer Nebainigeing
zeigt die Behauptung.

|
Die lineare Ablkangigkeit der Vektoren

Vf((l), v.gl(a)7 v.gZ(a)7 SN v.gr(a)
bezeichnet man als WdN-TUCKER-Bedingung; sie ist eine offensicht-
liche Verallgemeinerung der Bedingung VOAARANGE, ist allerdings
deutlich pinger: Sie erschien 1951 in einer gemeinsamen Arbeit von
H.W. KuHN und A.W. TUCKER, vier Jahre, nachdem G.ARTZIG
den Simplex-Algorithmus entwickelt hatte, und fast zweittert Jahre,
nachdem BGRANGE seine Multiplikatoren zur Bestimmung von Ex-
trema unter einer Nebenbedingung eiritpet hatte.

Das Problem bei der praktischen Anwendung des Satzes van Knd
TUCKER besteht darin, daf3 in einem Optimum manche Nebenbedingun-
gen als Gleichungen, andere als echte Ungleichungéiitesihd; man
mul3 also jede der aglichen Kombinationen untersuchen.

Eine nbgliche Abhilfe sind sogenannibarrier-Methoden: Manaf3t die
Nebenbedingungen eine Barriere errichten, indem man @resdche
nach einem Maximum) MaximahneNebenbedingung der Funktion

f(xb s 7xn) + Zgi loggi(xla s 7xn)
=1

sucht, wobei dies; positive Konstanten sind. Da die Logarithmen am
Rand gegen-oo gehen, liegen diese Maxima stets im Innern. Falls man
nun allee, in geeigneter Weise gegen Null geh&fdt, kann man in
manchen Ellen zeigen, dal? diese Maxima gegen Maxima der Funktion
mit Nebenbedingung konvergiert.

Ein Beispiel daifir ist der 1984 gefundene Algorithmus voakMAKAR
fur den Fall linearer Funktionelf, g,. Er ist eine Alternative zum
Simplex-Algorithmus, die stets in polynomialer Zeit zu enirLosung
fuhrt, und war der erste mathematische Algorithmus, dernpate
wurde. In der Praxis ist er jedoch bei fast allen Problemen 8enplex-
Algorithmus unterlegen; lediglich bei einigen wenigen 8pkallen, bei
denen bekannt ist, daf3 der Simplex-Algorithmus schleafittfaniert,
fuhrt KARMAKAR schneller zu einer &sung.
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g) Ausblick: Numerische Methoden

Wie wir gesehen habenjiirt die Methode der AGRANGEschen Multi-
plikatoren im allgemeinen auf nichtlineare Gleichungssys, die nur
in einfachen Bllen explizit bsbar sind. In allen andere@dlfen mufd man
mit numerischen Methoden arbeiten, und da bietet sich aRdzblem
von vornherein ohne den Umweéiper LAGRANGESche Multiplikatoren
Extrema numerisch zu bearbeiten.

Eine Moglichkeit dazu ist die sogenanr@&adientenmethode:
Fur eine differenzierbare Funktighauf D C R™ ist
f(x+h) = f(2) +(gradf(z), h) +o(||]);
wenn wir ein Maximum (oder Minimum) voifi ansteuern wollen, liegt

es daher nahé&, so zu wahlen, dal3 sich der Funktionswertglichst
stark vergdRert (oder verkleinert).

Nach der @QucHY-ScHWARzschen Ungleichung ist, wenn wir mit der
EukLIDischen Norm arbeiten,

|(gradf(z), h)| < ||gradf(z)| -

wir erhalten also die maximal agliche Veanderung bei vorgegebener
Lange vom genau dann, wenh parallel zum Gradienten ist.

Damit bietet sich folgende Strategie an: Wiallen irgendeinen Aus-
gangspunkt, und berechnen dort den Gradientérf(x,). Falls er der

Nullvektor ist. haben wir einen Kandidatearfein Extremum gefun-
den, den wir mit noch zu entwickelnden Methoden weiter wuehnen

mussen.

Andernfalls geben wir uns eineangel, fur den Vektorh vor, die von
der Lange des Gradienten aofgen kann oder auch nicht, und setzen
wir bei der Suche nach einem Maximum

4y .
o g o)

bei der Suche nach Minima nehmen wir das Negative davon.

ho =

Als nachstes betrachten wir den Punkt

= xq+ hq,
L1 oo™ o



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 62
berechnen dort den Gradienténf(x,), setzen — so er nicht ver-
schwindet — mit einer geeigneteidihgel;

b
IV £z

(+ fir Maxima,— fur Minima) zur Definition des &chsten Punkts

hy ==+ Vf(z)

To = x1+h
2 o1 1

und so weiter. In jedem Schritt @shen (oder erniedrigen) wir den Funk-
tionswert soweit, wie es mit der vorgegebené@mge’, nur moglich ist,

in der Hoffnung, so irgendwann auf ein Maximum (oder Minimuza
stol3en. Diesesdnnen wir erreichen, wenn wir am Rand des Defini-
tionsbereichs vorf angelangt sind, oder aber wenn wir in einem Punkt
sind, in dem der Gradient verschwindet: Von dort aus gehtiediesem
Verfahren nicht mehr weiter.

Da wir mit einem numerischen Verfahren nur ein verschwimgaringe
Chance haben, exakt in einem Extremum zu enden, zeigt clahch
die Notwendigkeit einer intelligenten Wahl der Schrittteei’,: Wenn
diese zu grof3 sind, kann es passieren, dal3 wir endlos um &amnfitkm
herum oszillieren.

Theoretisch ist auch aglich, dal? wir in einem Sattelpunkt landen,
aber wenn man sickiberlegt, wie die Gradienten in der Umgebung
eines Sattelpunktes aussehen, wird schnell klar, daf? dresehr selten
passiert.

Die folgende Abbildung zeigt ein einfaches Beispi@ €inen mit der
Gradientenmethode zirkgelegten Weg; hier wurde in jedem Schritt

hi\ _
(k) =0,1-Vf(z;v,)

gesetzt. Der Weg geht offensichtlich recht zielstrebigdad Maximum
Zu.
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0 T 15
X 0 0.5

1
;1 05 y

2 -15 -

Eine Anwendung der Gradientenmethode

-2

0 2 3
X

! 1 0 y '
2-2 -

Der Weg aus der vorigen Abbildung aus einem weiteren Blickwinkel

Die darauffolgende Abbildung allerdings zeigt dasselbld Bi einen
etwas golReren Zusammenhang; hier sehen wir, dal3 unser Streben
nach kurzfristigen Gewinnen langfristig wohl doch nichtestolgreich
war: Wenn wir vom Startpunkt aus nach rechts in die kleine ddul
abgestiegen @ren, latten wir auf dem gegéerliegenden Hang deut-
lich grof3ere Funktionswerte erreicht als im lokalen Maximum, imde
wir schlie3lich gelandet sind. Dies ist ein gruatgdiches Problem von
Gradientenverfahren: Falls wir in deraNe des (absoluten) Optimums
starten, @ihren sie schnell und zuvadsig zum Ziel, ansonsten aber ist
die Gefahr sehr grof3, dal’ wir in einem nur lokalen Optimurokste-
bleibt.

Um von dort wieder weiterzukommen, gibt es verschieders&jren.
Eine anschaulich recht klare ist die sogenapfitennelung“. Der Name
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entstand aus der Betrachtung von Minimisierungsproblemehmen

wir also an, wir wollen das Minimum der Funktiof{x, y) in einem
gewissen Bereich finden und ein Gradientenverfahren hanugisien
Punktz,, gefuhrt, von dem aus es nicht mehr weiterkommt. Um zu se-
hen, obz,, = f(x,,) wirklich der kleinste Wertist, defiim betrachteten
Bereich annehmen kann, versuchen wir, eine weitérsuhgz’,, der
Gleichungf(z) = z,, zu finden, gehen dann (anschaulich gesprochen
durch einen, Tunnel* zuz’,, und starten von dort aus das Gradienten-
verfahren neu.

Um 2, zu finden, niissen wir die Gleichung(z) = z,, l6sen; dalr
gibt es eine ganze Reihe numerischer Verfahren, z.B. ddéah/en von
NEWTON-RAPHSON mit denen sich zumindest ein solcher Punkt leicht
finden BIt.

104

-2

xX O
N

2-2 - Y

~munnelung” fir Maxima

Leider kdnnte dieser Punkt unser Ausgangspungt sein; daher mo-
difiziert man die Funktionf in einer kleinen Umgebung von,, so,
dalf? sie dort gif3er wird, indem man beispielsweise den in dizhrsten
Abbildung zu sehendefZuckerhut* addiert. Rechnerisch erreicht man
dies beispielsweise durch Addition einer Funktion der Form

(@ —2p)° + (y — ypr)’
G(z,y) = ae b
mitgeeigneten Parameternindb; man ersetztalspdurch die Funktion
[z, y) = f(z,y) + G(z, y).
Das bringt das Minimum im Punkt,, zum Verschwinden und véndert
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Glz,y) = o—3@*+y?)

die Funktionin gbl3erer Entfernung van,, kaum. (Je kleinefist, umso
lokalisierter istdie Vedinderung.) Einetisung derGIeichunﬁ(x) =2y
So es eine gibt, liegt also nicht in der unmittelbaren Umagebtonz
und ist daher ein guter Ausgangspunkt, um dort die Gradieme¢hode
noch einmal zu starten bis zurachsten lokalen Minimum und so weiter.
Sobald die Gleichung nicht mehidbar ist, Bnnen wir ziemlich sicher
sein, daldz,, das globale Minimum ist — es sei denn, witten die
Parametet undb sehr dumm geahlt.

Im obigen Beispiel geht es nicht um ein Minimum, sondern umiMaxi-

mum, da die Suche danach graphisch besser darstellbalsstgraben
wir auch keinen Tunnel, sondern spannen ein Hochseil, dasdwo
auf der eingezeichneten Ebenen liegt und uns vom erreigwesthen-
hoch zur Startpositionif einen weiteren Anstieg bringt. (Tatshlich
ist die Ebene etwas zu tief eingezeichnet, damit man da®Maixenum

noch erkennen kann; das Seil mul3 also etwdsehlangen.)

Eine weitere Idee zur Vermeidung von Zwischenhochs komrtokau
Physik: Ein Gas erreicht seinen Zustand minimaler Energimndwenn
die Bewegungsenergiévmj2 eines jeden Teilchens gleich Null ist,
wenn sich also nichts mehr bewegt. Dies geschieht abendiens am
absoluten Nullpunkt; bei positiven Temperaturen werdenmieisten
Teilchen positive kinetische Energie haben. Nacib\WwiG BOLTZMANN

ist dabei die Wahrscheinlichkeit daf dafld ein Teilchen die Energie
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E
E = 3mu? hat, bei Temperatuf proportional zie~ *T mit einer Kon-
stanterk ~ 1,38066- 10~ >2J/ K, die heute als BLTZMANN-Konstante
bezeichnet wird.

LubwIG BOLTZMANN (1844-1906) wuchs auf und stu-
dierte in Wien; danach lehrte er in Graz, Heidelberg,
Berlin, Graz, Wien, Graz, Wien, Leipzig und Wien. Er
war Professorir Theoretische Physikiif Mathematik
und fur Experimentalphysik. Auf seiner letzten Stelle in
Wien hielt er eine so erfolgreiche Philosophievorlesung,
dafd ihn Kaiser Franz Josef in den Palast einlud. Am be-
kanntesten ist erlif die Begitindung der statistischen
Mechanik, einer damals sehr umstrittene Theorie. Ob
die damit verbundenen Anfeindungen zu seinem Selbst-
mord fuhrten, ist unbekannt.

Die folgende Abbildung zeigtilr verschiedene Werte vohTI' die
Graphen der Funktioa™®/*"; wie man sieht; erwartungsgéf sind
diese fir grof3e Werte vorT’ sehr flach, vahrend sieiir kleine Tempe-
raturen rechts schnell gegen Null gehen. Beigiewlierten Abkhlung
ahmt man dies nach, indem man mit einer hohen Temperattetsiad
der Richtung, in der man weitergeht, einer dieser Tempesatispre-

chende Freiheitdl3t.

0.8

0.6

0.2

0 2 2 6 8 10

e E/KT fur kT =0,1,0,5,1, 3,5, 10, 20, 40, 100

Man geht also nicht mehr unbedingt in Richtung des Gradmergen-
dern geht zudllig in eine von endlich vielen vorgegebenen Richtungen.
Die Wahrscheinlichkeitiir den Richtungsvektok; soll dabei analog
zur BoLTZMANN -Verteilung festgelegt werden, d.h. wir ordnen ihm eine
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~Energie"E; = i(f(x +h;)— f(z, y)) zu (positiv bei der Suche nach
einem Minimum, negativ bei der Suche nach einem Maximum)diad
Wahrscheinlichkeit ddifr, da3 wir in Richtung:; gehen, soll propor-

tional sein zue~%/*T  Sie ist also, fallsV Richtungen zur Veifigung

stehen, gleich
o~ Ei/kT

Pj et Zé\fl o—FEo/kT

Zur Wahl einer Richtung erzeugen wir uns eine Zufallszakd [0, 1]

j—1 J
und gehen in Richtung,, wenn _ p, < Z < > p, ist. (Die Frage,
/=1 /=1

wie lang die Richtungsvektoren im wievielten Schritt selen, wollen
wir hier ausklammern.)

Bei hohen Temperaturen ist damit die Richtung fast véatidig zu-
fallsbedingt gewhlt, wahrend in der [dhe des absoluten Nullpunkts
praktisch nur noch die optimale Richtung eine Chance h#ls wa bei
hoher Temperatur in einem Zwischenextremum landen, soggtrdit
sehr hoher Wahrscheinlichkeit daf dafd wir dort nicht steckenbleiben.

Am Ende wollen wir allerdings zum absoluten Optimum komntkh,

wir missen die Temperatur im Verlauf der Rechnung immer weiter
senken — daher der Namsanulated annealing simulierte AbKihlung.

Bei der Anwendung auf Optimierungsprobleme bezeichnet diase
Vorgehensweise als dengviRoPoLISAlgorithmus.

NICHOLAS METROPOLIS (1915-1999) wuchs auf in
Chicago, wo er Physik studierte und 1941 promovierte.
Seit 1943 arbeitete er, unterbrochen durch Professuren
an der Universit Chicago von 1945-1948 und 1957—-
1965, in den Los Alamos Labaratories, die ihn im
Nachruf alggiant of mathematics and one of the founders
of the Information Agebezeichneten. Sein Ruhm als
Mathematiker beruht vor allem auf den von ihm en-
twickelten Anwendungen statistischer Verfahren auf
eine Vielzahl mathematischer Probleme; zum Pionier
des Informationszeitalter macht ihn u. a., dal3 er einer
der ersten Anwender des ersten elektronischen Com-
puters ENIAC war, dessen Nachfolger MANIAC baute
und an der Universitt Chicago das Institute for Com-
puter Research gndete und bis 1965 leitete.

Nick Metropolis
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In welcher Weise man die Temperatur am besten senkt, ist imowh

ein Gebiet aktiver Forschung. Man kann zeigen, dal3 marstssah
betrachtet praktisch immer im Optimum landet, wenn man rini¢re
hinreichend hohen Ausgangstemperatuistartet und im--ten Schritt
mit Temperatufl; / log(r + 1) arbeitet, aber bei einer derart langsamen
Abkuhlung braucht der Algorithmus viel zu lange, um ans Ziel amk
men.

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen, wie sich der Atbarus
bei zwei verschiedenen Folgen von Zufallszahlen &krbei einer
Abkuhlungsregel, die im-ten Schritt mit Temperatuf; /r arbeitet:

10+

0 4
3

X 1 T 2

2 -1 0 y

Der METROPOLISAlgorithmus fur obiges Problem

10

o
I

X 1
2 0
3 -1 y

Dito mit anderen Zufallszahlen

Im ersten Beispiel funktioniert alles sehr gut, im zweitagegen bleibt
die Kurve ziemlich lange im Taldngen, kommt aber immerhin in eine
gute Startpositionifr weitere Iterationen. Oft wird es ohnehin am besten
sein, nach hinreichend vielenBvIRoPOLISSchritten ein gewhnliches
Gradientenverfahren zu starten.
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Zusammenfassendlt sich sagen, dald dereVRopPoLISAlgorithmus
und verwandte Verfahren (die sogenannten Monte-Carldibtitn)
sehr riuitzliche Hilfsmittel zur Optimierung sind, falls man so guie
nichtstiber die zu optimierende Funktion weil3. Sie funktioniergmn
nur bei kontinuierlichen Problemen, wie den hier betraemesondern
auch fir diskrete und kombinatorische Optimierungsproblemégha
aber den Nachteil, daf3 sie kein Optimum garantier@nniken: Selbst
wenn man eines erreicht hat, kann die Methode dies nichhagte (Es
gibt alternative numerische Methoden, die daarken.)

Wie schon diese sehr kleine Auswahl von Optimierungsveefabkeigt,

ist nichtlineare Optimierung ein sehr weites Feld, von dantwer nur
einen winzigen Ausschnitt betrachten konnten. Dieser glust be-
stand nicht aus deriif die Praxis wichtigsten Verfahren, sondern aus
denen, die sich am besten in den Stoff der Vorlesung einat@ie sind
zwar (in Kombination mit anderen Verfahren) die Grundbeuns, aus
denen sich die meisten praktisch relevanten Verfahremzusageset-
zen, aber dir die vielen kleinen Abwandlungen, die dazihfen, daf3
man ein Problem wirklich effizientdtsen kann, mf3ten wir deutlich
mehr Zeit aufwenden, als hier zur V@gung steht. Interessenten seien
auf Spezialvorlesungdiber Optimierung verwiesen.

83: Differenzierbarkeit im Komplexen

Eine Funktionf: D — C einer komplexen Vé&nderlichen auf einer of-
fenen Teilmeng® < C kann, wenn witC in deruiblichen Weise miR?
identifizieren, auch als Funktion vdinachR? aufgefalt werden. Wenn
diese Funktion differenzierbar ist, ist ihre Ableitung im= x + iy
entsprechenden Punkt,y) € R? die AcoBi-Matrix, also eine reelle
2 x 2-Matrix.

Andererseits &nnen wir aber auch, wie wir es vom Reellen her gewohnt
sind, Differenzierbarkeit im Komplexdiber Linearisierbarkeit definie-
ren: Wir bezeichnen eine Funktigh D — C alskomplex differenzier-
bar im Punktz € C, wenn es eirr € C gibt, so da3iir kleineh € C
gilt:

f(z+h) = f(z)+ch+o(h]) .

Die komplexe Zaht bezeichnen wir als die Ableitungf(z); bei diesem
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Zugang ist die Ableitung also eine komplexe Zahl. &#étlsich, wie im
Reellen, berechnen als

flz+h) — f(z)
- ,

wobeih nun aber beliebige komplexe Werte annehmen kann: Wenn
im Punktz differenzierbar ist, existiert alsaif jede Nullfolge {,,),,cn
komplexerZahlen der entsprechende Grenzwert, und eristjéde
solche Folge derselbe.

o= fm

Insbesonderednnen wir uns auf reelle Folgen besaghken; wenn wir

[l +1y) = uz, y) +iv(z,y)

in Realteil und Imagiarteil zerlegen mit zwei Funktionenv: R? — R,
ist fir einen Grenizbergang, bei dem nur reelle Werte f, zugelassen
sind,

fz+h) - f(2)

lim
h—0 h
_ i (u(z + h,y) +iv(z + h,y)) — (u(z,y) +iv(z,y))
T h—0 A
. (u(x +hy) —ule,y) | olethy) - v(:r,y))
h—0 h h

= ug(z,y) +ivy(z, ),
falls diese beiden partiellen Ableitungen existieren.

Wir konnen uns auch auf rein imagire Werte beschnken, alsaé = ik
setzen, wobek nur reelle Werte annehmen darf. Dann ist

fz+h) - f(2)

lim

h—0 h
_ e (e y 4 R) vy +8)) — (ule,y) +ive,y))
" k0 ik
i (U@y ) — (@) | vy + k) = v, y)
k—0 1k 1k

— uy(x,y) + ivv(x7y) —

,L 20 =0, @) — i, (2,9).
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Wenn f komplex differenzierbar ist, issen beide Grenzweliberein-
stimmen; dasifhrt auf die sogenanntemUcHY-RIEMANN schen Diffe-
rentialgleichungen

ux(x,y) =Uy(CE,y) und uy(x7y) = _Ux(xay)'
Eine notwendige Bedingungif die komplexe Differenzierbarkeit ist al-
so, dal3 sowohl von als auch von beide partielle Ableitungen existie-
ren und die @ucHY-RIEMANNSchen Differentialgleichungen éitfen.
Die JacoBI-Matrix der entsprechenden Funktion vl nachR? hat
dann die spezielle Form

( u, uy>:<vy —'Ux>
7
—U, Uy, Uy v,

ist also von der Form
a —b
b a)

Wir wollen unsiberlegen, dal’ dies umgekehrt auch ausreiohtlie
komplexe Differenzierbarkeit. Sei also

F= fovin) = e +inGen) wnd Jye)= (G 1)

a
Fur¢ = h+ik mit h, k € Rist dann
fz+0)=u(lx+h,y+k)+iv(x+h,y+k)
mit
(k) = Cen) + (0 72) () vt
denn|¢| = |h +ik| = VhZ+ k2= ||(})|. Somit ist
u(x + h,y +k) =u(z,y) +ah — bk+0(\£\)

und
v(z +h,y +k)=v(x,y) +bh +ak +0(|€|) ,

also
f(z+0) = f(2) + a(h + ik) + b(—k +ih) + o(]¢])

= f(2) + a(h +ik) + ib(h + ik) + o(]¢])
= f(2) + (a+z’b)€+0(|€\) .
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f ist also im Punkt komplex differenzierbar mit Ableitung = a + ¢b.
Dies zeigt den

Satz: Eine Funktionf: D — C mit f(x + iy) = u(x,y) + iv(x, y) ist
genau dann im Punkt = = + iy komplex differenzierbar, wenn sie dort
die CaucHY-RIEMANN schen Differentialgleichungen

ux(xa y) = Uy(.CL', y) und uy(x, y) = —UI(JT, y)
erfullt. Alsdann ist

F1(2) = u,(z, ) +iv, (2, y) = v, (2, y) — iu,(z,y) .

Um zu verstehen, warum diacdoBi-Matrix im Falle komplexer Dif-
ferenzierbarkeit die spezielle For(ngL _3) haben mul3, betrachten wir
fur eine komplexe Zahl = a + b die Abbildungz — cz. Firz = z + 1y
ist

cz = (a +1b)(x +1y) = (ax — by) +i(bx + ay)

schreiben wikcz = u + v, ISt somit

(2)=G ) (0)

Wenn wir die komplexen Zahlen mR? identifizieren, entspricht die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl daher der Multikdition mit
einer Matrix der betrachteten Gestalt, und auch das maahtdd3 eine
differenzierbare Funktio®?> — R? genau dann als FunktioB — C
komplex differenzierbar ist, wenn ihradoBsi-Matrix die angegebene
Form hat.

Betrachten wir als erstes Beispiel die Funktj{n) = |z|. Firz = x +iy
ist also f(2) = Vx2+y2 € R, so daB hien(r,y) = /x2+y2 und
v(z,y) = 0ist. Mit v(x, y) verschwinden ndrlich auch die beiden par-
tiellen Ableitungen vory; im Falle der komplexen Differenzierbarkeit
muften daher nach demdcHY-RIEMANNSchen Differentialgleichun-
gen auch die von verschwinden, was offensichtlich nirgends beide
gleichzeitig der Fall ist. (Im Punkt (@) existiert keine von beiden.)
Somit ist die Betragsfunktionirgendskomplex differenzierbar.
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Als nachstes betrachten wii(z) = z“. Hier ist, genau wie im Reellen,

. +h)?2 — 2% 22+ 2hz+h?—2%

jim G A2 © = lim(2+h)=2z.
h—0 h h—0 h h—0

Auch bei der Exponentialfunktionendknten wir im Prinzip wie im

Reellen argumentieren; einfacher geht es aber mit dem olgtz:

et = % . ¢ = e®(cosy + i Siny) = e® cosy + ie” siny .
Hier ist alsou(x,y) = e* cosy und v(xz,y) = e” siny; die partiellen
Ableitungen sind
u,(x,y) = e cosy, u, (z,y) = —e” siny,
v, (x,y) = e” siny, v,(z,y) = e” cosy,
was in der Tat die @ucHY-RIEMANNSchen Differentialgleichungen

erfullt. Also ist die Exponentialfunktion komplex differemzbar mit
Ableitung

e” cosy +ie” siny = e®(cosy +iSiny) = e - eV = ™Y = 7 |
genau wie wir es vom Reellen her gewohnt sind.

Man kann zeigen, daf@f alle Funktionen, die nur aus Grundrechenarten
(mit Nenner ungleich Null bei der Division) aus Potenzenp&xential-
funktionen und trigonometrischen Funktionen zusammegtgesind,
genau die gleichen Regeln gelten wie im Reellen; einigedais dazu
werden wir in denUbungen und auf derdbungsblatt kennen lernen.
Insbesondere gelten auch die grundlegenden Ableitungjsrege bei-
spielsweise dieifr Linearkombinationen: Sind, g: C — C komplex
differenzierbar, so auchf + ug fur beliebige komplexe Zahlen, v,
denn

(Af +ug)(z+h)=Af(z+h)+ug(z+h)
=M+ F@h+o(hl) ) () + 9/ +o(|h]))
= (\f +pg)(2) + A\ f + pg')(2)h +o(|n]),
die Ableitung existiert also und istf’ + ug’.

Naturlich lief3e sich das auchber die QucHY-RIEMANNSchen Diffe-
rentialgleichungen beweisen: Ist

f(x +1y) = u(x,y) +iv(x,y) und gz +iy) = p(x,y) +iq(z,y),
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So ist

(Af + pg)(x +iy) = Au+ up)(z,y) +i(Av + pg)(z, y) .
Daw, = v, undu, = —v, ist, istauch

(Au+ pp), = Aug + up, = v, + g, = (Av + pug),
und

(Au+ up), = Au, +pp, = —Av, — pg, = —(Av +pg), ;
daher sind die @ucHY-RIEMANNSschen Differentialgleichungen @it

und A f + ug ist komplex differenzierbar. Die Ableitungen vginund g
sind nach der kurz nach Beginn dieses Paragraphen heegetefitormel

[ +iy) = u,(x,y) +iv,(z,y) und g'(z +iy) = p,(z,y) +iq,.(2,y);
entsprechend ist die voxf + ug gleich

Ay (2, y) + ppy(z,y) +i(Avg(z,y) + pg,(x,y) = Af'(2) + pg'(2) .

Differenzierbarkeit im Komplexen stimmt aber nicht in jeddinsicht
mit der im Reelleriberein: Im Reellen haben wir beispielsweise Funk-
tionen wief(x) = x - |x| die zwar einmal, nicht aber zweimal differen-
zierbar sind; wir haben Funktionen wjgz) = 22 sin% furz # 0 und
f(0) = 0, die (fir z = 0) zwar differenzierbar, nicht aber stetig dif-
ferenzierbar sind, und wir haben Funktionen i{e) = exp( 1/t2) far
x Z0undf(0) =0, die beir = 0 beliebig oft differenzierbar sind, aber
trotzdem in keiner Umgebung des Nullpunkts durch inkeL®6r-Reihe
dargestellt werden. Alles das gibt es im Komplexen nichérldind die
Bedingungen

e fist komplex differenzierbar

e f ist komplex stetig differenzierbar

e f ist beliebig oft stetig differenzierbar

e fistanalytisch, kann alsaif jeden Punkt in einer gewissen Umge-
bung durch seineAvLOR-Reihe dargestellt werden

allesamfiquivalent zueinander. Der Beweis dieser Tatsache lisgkjes
der Moglichkeiten dieser Vorlesung; er nimmt (zusammen mit dem d
Aquivalenz einer ganzen Reihe weiterer Eigenschaften)iasHalfte
der Vorlesung-unktionentheorie In Anspruch.
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84: Hohere Ableitungen

Im Eindimensionalen ist die Ableitung einer FunktionD — R wie-

der eine FunktiolD — R, falls sie differenzierbar ist, bezeichnen wir
ihre Ableitung als die zweite Ableitung vofiy und so weiter. &r eine
Funktionf: D — R vonn Veranderlichen ist die Ableitung jedoch eine
FunktionD — R", also etwas komplizierteres als die Ausgangsfunk-
tion. Dies macht den Umgang mibheren Ableitungen im Mehrdi-
mensionalen schwieriger. Wir besé@hken uns daher zéaohst auf die
zweite Ableitung einer reellwertigen Funktion.

a) Die Hesse-Matrix

Wir lassen uns vom eindimensionalen Fall leiten: Die zwaAléeitung
ist die Ableitung der Ableitung.

Die Ableitung einer differenzierbaren FunktignD — R mit D C R"
ist der Gradient vorf, also die Abbildung

of of
Im vorigen Paragraphen haben wir auch solche Funktionéereifziert;
ihre Ableitung war eine Matrix.

Vf.D— R" xr—>(

Definition: Wenn der Gradient voii: D — R differenzierbar ist, be-
zeichnen wir seineatoBl-Matrix als die HESSEMatrix

Hy(z) = Jgs(x)

von f im Punktz.

LubwiG OTTO HESSE(1811-1874) wurde in Bnigs-
berg geboren und unterrichtete Zchst Physik und
Chemie am dortigen Gymnasium. 1840 bekam er eine
Stelle als Mathematiker an der dortigen Univexsivon
1856 bis 1868 war er Professor in Heidelberg, danach
in Minchen. Aus der Schule ist er wohl vor allem durch
die HEssesche Normalenform der Ebenengleichung be-
kannt; der Schwerpunkt seiner Forschungen lag aller-
dings auf dem Gebiet der Invariantentheorie und der al-
gebraischen Funktionen. Auch diesseMatrix fuhrte

er 1842 in einer Arbeitiber Invarianten von kubischen
und biquadratischen Kurven ein.
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Die HESSEMatrix ist somit stets quadratisch, denn die Anzahl der Kom
ponenten des Gradienten ist gleich der Anzahl der Variablen

Genau wie der Gradient bei gutartigen Funktionen durch dragdlen
Ableitungen berechnet werden kann, sollte auch sie durtferBntia-
tionsverfahren aus der Analysis einer &ederlichen berechenbar sein.
Das Hilfsmittel dazu sind die zweiten partiellen Ableitamg

Fur eine in gan) partiell differenzierbare Funktiofi. D — Rist auch
jede partielle Ableitungf, wieder eine Funktion vo nachRR, und
auch diese kann wieder partiell differenzierbar sein SHallbezeichnen
wir die partielle Ableitung vory,. nachz,; als zweite partielle Ableitung

;o= #f _ 0 (0f
xixj_@xjﬁxi def Ox; \ Ox;

von f nachz,; undz,. Im Fall: = j schreiben wir kurz

_
fIi:EZ' - w )

Analog lassen sich auclbhere partielle Ableitungen eiinfiren durch
die Definition
7 3 oF f 0 o 0 9of

i1%TipTiy def 8xzk L axizaxil def 8$lk axik_l 8xi2 axil .

Wie wir oben gesehen haben, ist Gradient einer Funkfigteich dem
Vektor der partiellen Ableitungen, falls diese allesamistggren und
stetig sind; die dcoBi-Matrix ist der entsprechende Zeilenvektor. Falls
auch die zweiten partiellen Ableitungen allesamt existiennd stetig
sind, zeigt dasselbe Lemma, dal3 deren Ableitungen dierZeiktoren
_ 0*f 0*f
. _(f“"”"l’”"""f“xn(axlaxi"“’axnax)

sind, d.h.

Lemma: Falls alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von

f: D — R existieren und stetig sind, ist dieedseMatrix von f gleich

- - - s 2
dern x n-Matrix mit Eintragenf,, . = 53— ag -
7 T;0T4
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Ausgeschrieben ist dieg$seEMatrix H, also

&% f 9% f 0% f
fxlxl f-Tl-TZ ce f-Tl-Tn 8.%% 0x20x, e Ox, 011
f f . f 0% f ’f 0% f
T2t T2¥2 T2Tn — 0x10x2 ox3 9z, 0x2
f9€n9€1 fa?naiz s fxna:n °f o%f O f
0110, O0120x,, te ox?

Als erstes Beispieltnnen wir etwa die zweiten partiellen Ableitungen
der Funktion

f,y) = a® + 20y + 32%y® + day® + By
berechnen: Die partielle Ableitung nachst
ol y) = 42 + 627y + 62y” + 4y°,

also ist
2

0
Joa(T,y) = 8—33];(56,34) = 1222 + 12vy + 6y2 und
O’ f

m(x, y) = 622 + 12¢y + 1242

foy(@,y) =
Entsprechend ist
fy(w,y) = 20° + 627y + 120y° + 205°

also
82f 2 2
fye(@,y) = %(w,y) = 62"+ 12ry + 12y und
-0 = 622 + 24z + 60,2
fyy(x7y)_a—y2(x7y)_ xr LY Oy .
Damit ist

_ (1222 + 12vy + 6y 622 + 12zy + 1242
Hf(l“, y) = 2 2 2 2] -
6z + 12xy + 12y~ 6x° + 24zxy + 60y
Zumindest in diesem Fall ist dies eine symmetrische Matrik,

fxy: yx

Diese Formel gilt, wie wir gleich sehen werddiast immer; in der
Tat galt sie @r die Mathematiker des 18. Jahrhunderts wiedlAUS
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|. BERNOULLI, der 1719 ddiber schrieb, EONARD EULER (1730),
JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1772) und viele andere als selbstvarst-
lich. Erst im 19. Jahrhundert, als sich einapiser Funktionsbegriff
durchzusetzen begann, wurde erkannt, dal Voraussetzootyeendig
sind. Diese waren zu Beginn des Jahrhundert@&ist unidtig stark;
erst 1873 fand BRMANN AMANDUS SCHWARZ in seiner ArbeitUber

ein System voneinander unaitgiger Voraussetzungen zum Beweis des

Satzesa% (L)) = & (%@j’y)), was wirklich notwendig ist.

Als Gegenbeispiel betrachtet er die in der folgenden Abinigddarge-
stellte Funktion
feny) = T arctant — z?arctan?  fir (z,y) # (0,0)
Y770 fir (z,y = (0,0)

Ein Gegenbeispiel zum Vertauschungssatz

Auch wenn es auf den ersten Blick nicht so aussieht, ist dias&tion
auch fir y = 0 undz # O definiert: Der Bruche/y ist dann zwar nicht
definiert, aber da der Arkustangens nur Werte zwischep2 undr /2
annimmt, existiert tir jedesxz 7Z 0 der Grenzwert li)_, e arctang

und verschwindet. Entsprechend ist auch,lirg arctanZ = 0 far
alle y # 0, und wir wollen die obige Formel so interpretieren, dal3
f(O,y) = f(x,0) = 0 sein soll @ir alle z,y # 0 und, nach Definition,
natirlich auch tir z = y = 0. Man Uberlegt sich leicht, dal3 die so
definierte Funktion stetig ist auf gaii?.

Die Berechnung der ersten partiellen Ableitungen ist etvmafaingreich,
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jedoch Bf3t sich das Ergebnis deutlich vereinfachen: Wir erhalten
_ Jy—2zarctan? fur (z,y) 7 (0,0)
fale4) = {o fur (z,y) = (0,0)

und
—x+2y arctan% fur (x,y) #(0,0)

Tyl ) = {o fur (z,y) = (0,0) ’
wobei die Division durch Null beim Argument des Arkustang®regen
des Faktors vor dem Arkustangens wieder wie oben integoteterden
soll, wir haben also
f:0,9)=y und f (z,0)=—x.

Diese Funktionen®nnen wir problemlos differenzieren; wir erhalten

foy(0,y) =+1 und f . (2,0)=-1.
Im Nullpunkt ist somitf,, (0,0) =+1Z -1 = f, (0, 0).
Fur Punkte £, y) #Z (0, 0) rechnet man leicht nach, dafl3

2 2
fuy(@,Y) = [z, y) =

y —x
y2 + 332
ist. Insbesondere ist dahéntz,y 70
foy(@,0)=-1, f,,(0,y)=+1 und f, (z,2)=0;

[+, Nimmtalso in jeder noch so kleinen Umgebung des Nullpurektsi
der drei Werte 01 und—1 (und viele andere) an. Damit kanfp, in
(0, 0) nicht stetig sein, genauso wenig wig,. Wie SCHWARZ erkannte,
ist genau das die fehlende Voraussetzuingdie Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen:

Schwarzsches Lemma:f: D — R seiaufD C R" erklart, und sowohl
die ersten partiellen Ableitungefy  als auch die gemischten partiellen
Ableitungenf, . - seien stetig auD. Dann ist

furallex € Dundalle:, jmitl1 <15 <n.

Beweis:Da bei der partiellen Differentiation alle Variablen auBearer
als konstant betrachtet werdemyrinen wir uns auf den Fath = 2
beschanken: Wir interessieren uns nuirfdie beiden Variablen:,
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und z;, die wir alsz und y bezeichnen (wenn sie verschieden sind
— andernfalls gibt es aber ohnehin nichts zu beweisen), etrddhten
alle sonstigern,, als konstant.

Fur den Punkt £, y) aus D wahlen wir dannh, k € R so, dal3 das
Quadrat mit den vier Ecken

(,y), (x+h,y), (x,y+k) und @+h,y+k)

vollstandig in D liegt; dies ist ndglich, da wir D als offene Menge
vorausgesetzt haben. Nach Voraussetzung existieren diellea Ab-
leitungenf,, f,, f,,, sowief, . und sind stetig.

Nach Definition ist

. k) —
fﬂ?y(x?y) = ]llino fx(:L“,y+ ])€ fm(xvy)
im J@T Yyt k) = fly+k) L f@thy) - f@y)
= lim =9 h lim -
k—0 I

Falls alle Grenabergange miteinander vertauschbar sind (was, wie wir
iIm obigen Gegenbeispiel gesehen haben, keineswegs sziiatdlich
ist), ist das ein Limes&iber den Ausdruck

f($+h,y+k)—f(l’,y+k)—f(l'+h,y)+f(3§',y)
hk
furh, k — 0; esliegt also nahe, sich diesen Bruch genauer anzuschauen

Fur den Beweis wird es gégen, wenn wir uns auf den Fall = &
beschanken; wir wollen den Ausdruck

f(:c+h,y+h)—f(:c,y+h)—f(x+h,y)+f(x,y)
h2

D(h) =
auf zwei Arten ausrechnen:

Zunachst fassen wir, wie oben, die beiden ersten und die beadztieh
Summanden zusammen: Mit der Abkung

f(x+h7y)_f(x7y)"

9(y) = h A, istdann D(h) = 9ly +h) — 9(y) _

h
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist dieBifferen-
zenquotient gleich dem Differentialquotient(n) fur eine (vonh
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abhangige) Zahk zwischeny undy + hA. Somit ist

x+h,n)— f, (x,
D(h)=g’(n)=fy( i 77]1 Tt n)=fyx(€,77)

fur einn zwischenx und x + h, denn natrlich kdnnen wir auch auf
diesen Differenzenquotienten den Mittelwertsatz anwaende

Fur die zweite Berechnung fassen wirlii{h) den ersten und den dritten
sowie den zweiten und den vierten Term zusammen. Mit defiitakng

f(.CC,y"'h) - f(x,y)
h
gz +h) —g(y)
b ;
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt exul eing
zwischenr undz + h, so dafl3 dies gleicﬁ((g) ist. Also ist

fo&y+h) — f.(E )
h

9(x) =

ist dann dieses MaD(h) =

D(h) =§'(€) = = fay (& 70)
fur einy zwischeny undy + h. SomitistD(h) = f,.(§,n) = fxy(g, ).

Lassen wir nurk gegen Null gehen, konvergierérundfgegem und
n wie auchn gegeny. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der zwei-
ten partiellen Ableitungen konvergiert dahgr. (€, n) gegenf, . (x, y)

und fxy(g, n) gegenf,, (z,y), d.h. der Grenzwert existiert und

D) = fyo (2, y) = fo,(z,9) .

Damit ist das Lemma bewiesen. .

Der deutsche MathematikerkL HERMANN AMANDUS
SCHWARZ (1843-1921) besdéitigte sich hauptchlich
mit konformen Abbildungen und mit sogenannten Mi-
nimalflachen, d.h. Flchen mit vorgegebenen Eigen-
schaften, deren ERtheninhalt minimal ist. Im Rah-
men einer entsprechenden Arbéit flie WEIERSTRASS
Festschrift von 1885 (im Falle eines durch Doppelinte-
grale definierten Skalarprodukts) bewies er de/CHY-
ScHwaRzsche Ungleichung, die ALCHY bereits 1821
fur endlichdimensionale Vekt@ume bewiesen hatte.
SCHWAR?Z lehrte nacheinander in Hallejidch, Gottin-
gen und Berlin.
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Tatsachlich bewies S8HWARz das obige Lemmalff n = 2) unter einer etwas sclagheren
Voraussetzung: Es reicht, weameder partiellen Ableitungetfi.,, oder f,,.. existiertund
stetig ist. Am Beweigindert sich wenig; falls etwigber die Ableitungf, . nichts voraus-
gesetzt ist, muf3 man die Existenz aller damit zusamiegénden Grenzwerte explizit
durch Abscltzungen nachweisen und daraus nadiich die Existenz und Stetigkeit
von f, . folgern. Ein Leser, der seirnalysis Inoch nicht ganz vergessen hat, sollte dies
auf etwa einer Seite tundkinen. kir Anwendungen ist die warzsche Formulierung
etwas ritzlicher als die obige, denn wenn man beispielswegisge berechnet und seine
Stetigkeit nachgewiesen hat, folgt automatisch, daf3 gyglexistiert und gleichy, ist.
Fur uns wird das keine sehr grof3e Rolle spielen, denn bei desteneins interessierenden
Funktionen wird die Existenz und Stetigkeit der partieldaleitungen klar sein; lediglich
ihre Berechnung wird im allgemeinen mit Arbeit verbundeimse

Ein analoger Satz zunc&waRrzschen Lemma gilt auctiif hohere par-
tielle Ableitungen; iir k-fache Ableitungen rissen wir nairlich vor-
aussetzen, dafl3 alle partiellen Ableitungen bis zukd&then existieren
und stetig sind (wobei diese Voraussetzung wieder strengrgeen
nicht fur alle k-fachen wirklich notwendig ist).

Definition: Fur eine offene Teilmeng® C R" bezeichneZ*(D, R)
die Menge aller Funktionefi: D — R, deren amtliche partielle Ablei-
tungen bis zu deh-ten existieren und stetig sinduFk = 0 bezeichnen
wir mit C°(D, R) einfach die Menge aller stetiger FunktionBn— R.

Man Uberlegt sich sofort, daG*(D, R) ein R-Vektorraum ist, und es
ist auch nicht schwer einzusehen, daR die Funktioneg’4us, R) alle
die Eigenschaften haben, die man sich bei der Betrachtung:aten
Ableitungen viinscht:

Erstens ist die Berechnung einet-ten partiellen Ableitung von der
Reihenfolge der partiellen Differentiationen unahgig: Wie aus der
Linearen Algebrdekannt sein sollte, kann jede Permutation als Produkt
von Transpositionen geschrieben werden; esigealso zu zeigen, dal3
man die Reihenfolge zweiter partieller Differentiationegrtauschen
kann. Eine Transposition (¢,.,,.) wiederum &3t sich gerali3

(Z.r ir+k:) = (ZT Z.7"+1) T (Z.r+k:—1 Z.7"+k:)(z.r+k:—2 Z.7"+k:—1) T (Z’I" ir+1)

als Produkt von Transpositionen benachbarter Elementeibem, und
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fUr eine solche Transposition ist
0 o 0 of _ 0 o 0 af

8£I}il o 8£I}ir afL'Z-Ml aZL'Zk 8£I}il o 8£I}ir+1 aZL'Z-r o axlk
Fur f € C*(D,R) ist sichergestellt, dag?— --- 2L in C*(D,R)
tr+2 Lk

liegt; nach obigem Lemma ist daher

9 0 o afN_ o o (o of
dx; Ox; ox; | dz; ) Oz, Oz, \Oz, ox, )~

Tr+1 2 1 2 25

Differenziert man hier beide Seiten noch partiell nagh bis x;
andert dies ndrlich nichts an der Gleichheit.

_1!

Zweitensbesagt das vorletzte Lemma, daR eine FunkfienC1(D, R)
differenzierbar ist. Eine nahe liegende Verallgemeingrdes dortigen
Beweises, bei der man anstelle von linearen Approximatiswche
hoherer Ordnung betrachtet, zeigt, daR eine Funkfioa C?(D,R)
zweifach differenzierbar ist, und dald entsprechend eimdtian f aus

C*(D,R) bis auf einen Fehler der Gﬁsenordnung)(]h\k) durch ein
Polynomk-ten Grades approximiert werden kann. Wie das im einzelnen
aussieht, wollen wir uns imacthsten Abschnitt genauer anschauen.

b) Taylor-Polynome

Im letzten Semester haben wir diéhreren Ableitungen einer Funktion
dazu benutzt, um sie nicht nur durch eine lineare Funktiondern
durch ein Polynom dheren Grades anzahern. Der wesentliche Satz
uber TAvyLOR-Polynome war der folgende:

Satz: f:(a, b) — R sei stetig und mindesteng ¢ 1)-fach stetig dif-
ferenzierbar auf dem Intervalb(b) C R. Dann gilt fur jedesz aus
(a, b) und jedesh € R mit = + h € (a, b) die Formel

Fa+h) = @)+ h@) + @) o+ 1 f90) ¢ Rt

k }li '
=3 21w + Ry, )
i=0
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mit einem Restglied?, ,; = O(h**'). Dieses kann beispielsweise dar-

gestellt werden als
hk:+l

Rya(z, h) = mf(kﬂ)(x +nh)

mit einer reellen Zahk zwischen O und 1.

Um daraus einen auchuf Funktionen mehrerer V@nderlichen itz-
lichen Satz zu machen, verwenden wir wieder Richtungdainigen.
Da wir eine Funktionf:R™ — R™ problemlos komponentenweise
behandeln &nnen, geigt es, den Faltn = 1 zu betrachten.

Die Richtungsableitung einer FunktighR" — R in Richtungv ist
nach Definition die Ableitung der Funktion einer dederlichen

J(=a,0) —R
I\ ¢t — f(x +tv)
mit geeignet ge@hltema € R, nacht fur ¢ = 0; wir kdnnen sie
berechnen als Skalarprodukt des Gradienten mit dem Vektor

Natirlich kbnnen wirg nicht nur einmal ableiteniif f € C**}(D,R)
existiert das AvLoR-Polynomék-ten Grades und

2 k
9(0) = 9(0) +1g/(0) + 5 g"(O) ++ -+ - 4P(0) + O .

Schreiben wir die Richtungsableitung in Richtungieder als

0,1(2) = (Vi) ) =3 51 v,

=1

so wird dies zu .
Flo+ t0) = f() 440, (@) + -+ 05 (@) + O+

Da wir ||v|| hier als eine Konstante betrachtetinken wirO(t***) auch

schreiben al® ((¢ [|v||)*** und damit insbesonded(t ||v|))*; speziell

furt = 1 erhalten wir die kompakte Schreibweise deyOR-Formel,
namlich

Flo+0) = f(0)+0, (@) + -+ =08 f(w) + ool

ok steht hierbei ndirrlich fur die k-fache Anwendung des Operatéts
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Wenn wir das konkret ausrechneriissen, verschwindet die Kompakit-
heit allerdings schnell: Mit vy

Un,

isto, f(z) = (Vf(z),v) = f: v; f,.(x) und dementsprechend
=1

03 f(z) = 0,(0,f(2) =, (Z f) =D 57 (Z f)
J \i=1

=1 j=1

n n
=2 V¥ e,
=1

=1
wir haben also schon eine Summe mAtTermen.

Mit Hilfe der Linearen Algebra &nnen wir diese Summe noch relativ
kompakt schreiben: Dei (j)-Eintrag der HSSEMatrix H ;(z) ist die
partielle Ableitungfxixj; das Produkt ;(z)v der HESSEMatrix mit
dem Vektorv ist also

n
fxlxl fxlxz s fxlxn Uq Z%:l fxlxj Uj
fxgxl fxzxz te fxzxn L) Zj:l fxng Uj

Jonar Jopwe o Jupa Un Z?:l zna;Vj
Bilden wir das Skalarprodukt vommit diesem Vektor, erhalten wir

n
U1 Z] =1/ v1a; Vj

z fxgmj
<U,Hf(x)v>:< 1):2 : J= ’ > Zmeszg

; i=1 j=1
Uy Z;‘:l fxnxj v,
Mit dem Zeilenvektor” = (vq,...,v,) |aRt sich dies alternativ auch
als Matrixprodukt
U1 n o n
'UTHf(x)v = (g, v )He(@)[ 2 | = Z Z VV; [
v i=1 j=1

n

schreiben.
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Fur hohere Ableitungen geht so etwas nicht mehali\g analog zur
obigen Rechnungberzeugt man sich leicht davon, daf3

Bf@) = > 000 farna,

i=1 j=1 k=1
ist, und diese Summe aus SummandendRt sich nicht mehr mit
Matrix-Vektor-Produkten darstellen: Die dritte Ableiynst gegeben
durch einen sogenannté@ansor dritter Stufed.h. ein dreidimensionales

wurfelformiges Zahlenschema, und mit jeder weiteren Ableitunigiste
die Dimension um eins an.

Fur die Diskussion im achsten Abschnitt reicht unsiglklicherweise
die Formelf(x + h) = f(x) + (V f(x), h) + %hTHf(x)h + o(HhHZ) :

c) Hohere Ableitungen und lokale Extrema

Wenn gradf(z,) verschwindet undf mindestens zweimal stetig dif-
ferenzierbar ist, &ngt nach dieser Formel das Verhalten yom der
Umgebung vonz, ab vomh'™ H(zo) h = (h, H ((x)h), wobei H
nach dem 8HwWARzschen Lemma eine symmetrische Matrix ist.

Sei allgemeinA einen x n-Matrix undv € R" ein Vektor. Dann ist

D=1 01,05
ajy Qi ... Qi U1 j=1 15%5
Qo1 G ... Qo ) §:j=1a2jvj
Av = . . . .| = _ :
Ap1 Ap2 -+ Qpp Un, Z?:l Ay U5
also ist
n
(2 E:jzlaijvj
n n n
T U2 E:j=1a2jvj
v' Av = (v, Av) = N _ = ; V0,
. . i=1 j=1

Un 2 =1 OV
ein homogenes quadratisches Polynom in derlmgekehrt Bnnen
wir auch zu jedem homogenen quadratischen Polynom einaxXViatr
finden,uber die es so dargestellt werden kann; diese Matrix ighatigs
nicht eindeutig, denn,v, = v;v;, so daf3 nur die Summe; +a,; durch
das Polynom festgelegtist, nicht abgy selbst. Um die Matrix eindeutig
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zu machen, &nnten wir beispielsweise fordern, daf} = 0 fur: < j,
daR wir also eine Dreiecksmatrix haben; es stellt sich dbexigzlicher
heraus, stattdessen zu die Symmetrie der Matrix zu forcdsn, die
Bedingung:,; = a;;. Insbesondere bei der Anwendung hier in der Ana-
lysis, wo die quadratische Form durch dies$eMatrix definiert wird,
haben wir zumindestifr zweifach stetig differenzierbare Funktionen
diese Symmetrie nach denciSnvARzschen Lemma automatisch.

Das Verhalten in der Umgebung eines Punkts, in dem der Gradie
verschwindet, Angt ab von den Werten, die das durch desBeMatrix
gegebene quadratische Polynom annimmt; wir definiereerakgn

Definition: a) Eine symmetrische Matrixd € R™*" heil3t positiv
definit,wenn fir alle Vektorerw # 0 ausR™ gilt: v7 Av > 0.

b) A heil3tnegativ definityenn fir allev # 0 ausR™ gilt: vT' Av < 0.
c) A heil3tindefinit, wenn es Vektorer,w € R" gibt, so dal3 gilt:
vT Av > 0, aberw” Aw < 0.

Mit dieser Terminologie ist dann das folgende Lemma klar:

Satz: Wenn die differenzierbare Funktighe C*(D, R) in einem Punkt
xy € D einlokales Extremum hat, ist inr Gradient dort gleich denti-Nu
vektor. Falls umgekehrtif f € C3(D,R) der Gradientim Punkt, € D
verschwindet, gilt:

a) Falls die HEsseMatrix H ;(z) positiv definit ist, hatf im Punktz,
ein Minimum.

b) Falls H ;(z,) negativ definit ist, haf im Punktz, ein Maximum.

c) Falls H ;(z,) indefinit ist, hatf im Punktz, einen Sattelpunkt.

|
Natirlich sind die Definitheitsbedingungenabisc) nur hinreichende
Bedingungen, genau wie ja auchr Funktionen einer V@nderlichen die

Positivitat der zweiten Ableitung nur hinreichend, nicht aber notvgn
fur ein Minimum ist.

Der gerade gezeigt Satz ist nur danintztich, wenn wir leicht fest-
stellen kbnnen, welche Definitheitseigenschaften desbEMatrix hat.

Zumindest in einem FalBl3t sich das leicht entscheide@mlich dann
wenn die HesseMatrix eine Diagonalmatrix ist.
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Fur eine Diagonalmatridd mit Eintragen\q, ..., A,, und einen Vekton
mit Komponenten,, . .., v,, wird obige quadratische Form zu
)\1 O ce O Ul
O )\2 ce O UZ
(vy, V9, ... 0,) | . . , , :)\1’1)%4"""')\”’05;
0O 0 ... A, v,,

eine Diagonalmatrix ist also genau dann positiv definit, nvalhke Dia-
gonaleintage positiv sind und genau dann negativ definit, wenn sie alle
negativ sind. Falls es sowohl positive als auch negativgd@ialeintage
gibt, ist die Matrix indefinit.

Es kommt nur sehr selten vor, dal3 died3eMatrix Diagonalgestalt
hat; fur Funktionen aug€?(D, R) ist sie aber nach dencBwaRrzschen
Lemma symmetrisch, und ein Satz aus der linearen Algebaghetall
eine symmetrische Matrid mit reellen Eintagen stets diagonalisierbar
ist. Esgibtalsoeine Basdhg, . . . , b,, desR™ undreelle Zahlen,, ..., A,
derart, dalb;, = \;b, ist. Die Zahlen\,, die nicht alle verschieden sein
mussen, bezeichnet man als digenwertevon A, die Vektoren,, die
nicht eindeutig bestimmt sind, als die zugelgenEigenvektorenMan
beachte, dal3 diasur fur reelle Matrizen gilt; ir komplexe Matrizen
etwa ist es falsch; dort gilt nur dann etwas entsprechemnvdesn die
transponierte Matrixd” komplex konjugiert zuA ist.

Fur den Wertebereich einer Funktion ist es irrelevant,igézh wel-
ches Koordinatensystems wir die Argumente aiueskien; wir kbnnen
eine symmetrische Matrix also hgglich einer Basis aus Eigenvektoren
betrachten, wo sie zur Diagonalmatrix wird mit den Eigertemrals
Eintragen. Daher gilt:

Lemma: Eine symmetrische Matrix istgenau dann positiv definit,en
alle ihre Eigenwerte positiv sind, und genau dann negafwmitlevenn
alle ihre Eigenwerte negativ sind. Falls es sowohl posdlgeuch nega-
tive Eigenwerte gibt, ist sie indefinit. Falls alle Eigenteenichtnegativ
sind, ist sie positiv semidefinit, falls alle Eigenwerte htmositiv sind
negativ semidefinit. .

Da die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt ihreydwerte
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Ist, folgt, dal3 eine Matrix nur dann positiv definit sein kamvenn
ihre Determinante positiv istiif negativ definite: x n-Matrizen muf3
die Determinante bei gerademebenfalls positiv sein, bei ungeradem
negativ.

Fur symmetrische % 2-Matrizen A3t sich daraus ein leickiberpiif-
bares notwendiges und hinreichendes Kriterium machen:uVsedie
Lineare Algebra lehrt, ist das charakteristische Polynemidatrix

1=(3 )
mit Eigenwertem\; und\,
M —(a+dA+(ad—17) =\ =)\ = \y);
daherist\; + A\, = a +d.

(In der Tat rechnet man auf genau die gleiche Weise leicht,rcad3 €ir
jeden x n-Matrix die Summe den Eigenwerte gleich der Summe der
n Diagonaleintage ist, die sogenann8purder Matrix.)

Wenn detd = ad — b? positiv ist, ist erst rechid > 0: also haben nicht
nur A; und \,, sondern aucla und d dasselbe Vorzeichen, das somit
gleich dem voru +d = \; + X, ist. Als Zusammenfassung der obigen
Diskussion Knnen wir daher festhalten

Satz: Eine symmetrische reelle:2 2-Matrix A ist genau dann positiv
definit, wenn del > 0 unda > O ist. Sie ist negativ definit, wenn
detA > 0 unda < Oist, und indefinit wenn det < O ist. .

(Anstelle vona konnte hier natirlich Gberall auchi stehen.)

Beispielsweise ist die Matri é positiv definit, denn sie hat

1
2
Determinante eins und positive Diagonaleigge. Im obigen Beispiel
des Sattelpunkts mit(z, y) = 2% — y? ist

H,(0,0) = (g _g)

offensichtlich indefinit, was man nicht nur an der negatiBsetermi-
nanten sieht.



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 90

d) Lineare Regression

Als etwas umfangreicheres Beispiglrfdie Anwendung des obigen
Satzes wollen wir ein klassisches Problem aus der Stakistilachten,
die Suche nach einer sogenanmersgleichskurvdurch eine gegebene
Punktmenge. Einige werden vielleicht aus dem Physikutermit
Ausgleichsgeraden vertraut sein: Wenn zwei physikali§&ria&en in ei-
nem linearen Zusammenhang stehen, werden trotzdem dib@uggn
Mel3giblRen auf Grund von Meldfehlern die lineare Gleichung im all-
gemeinen nicht eifllen: Messungen sind schliel3lich praktisch immer
mit Fehlern behaftet. Bei wirtschafts- und sozialwisséa$itichen Da-
ten sind exakte Gesetze ohnehin die Ausnahme; hier kann cftam s
grundsitzlich meist nur auf @aherungsweise i@tigkeit hoffen.

Das Problem, zu vorgegebenen Daten einégliohst guten dherungs-
weisen Zusammenhang zu finden, bezeichnet maRedgessionfalls
sich die Koeffizienten der gesuchten Funktion durékén eines linearen
Gleichungssystems aus den Daten berechnen lassen, redeftama
linearer Regression(Der Zusammenhang zwischen den Daten muf}
alsonichtlinear sein.)

Ausgangspunkifr die Losung solcher Probleme ist dialmerungsweise
Losung von linearen Gleichungssystemen: Wenn wir ein Sysiigsn
N Gleichungen inn Unbekannten

m
E a;;r; =b;, 1=1...,N
J=1

haben mitV wesentlich gbl3er alsn, konnen wir nur in seltenen Aus-
nahmedllen erwarten, daf es einésung gibt. Wenn wir allerdings
davon ausgehen, dal® unsere Dateohnehin fehlerbehaftet sind, soll-
ten auch gar nicht erst nach einer exakteaisuing suchen, sondern
uns begidgen mit einem Tupelaf,...,x,,), fur das die Gleichun-
gen,einigermalen” eifilt sind. Diese schwammige Formulieruréjk
sich auf viele, nichiquivalente Weisen grisieren; die einfachste geht
auf CARL FRIEDRICH GAuss zurick: Wenn wir auf den linken Seiten
aller Gleichungen Wertelf die z; einsetzen, erhalten wir einen Vek-

tor ausR”; genauso bilden auch die rechten Seitereinen Vektor
ausR”. Falls das Gleichungssysterixsbar ist und wir eine @sung
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einsetzen, stimmen die beiden Vektokdrerein. Wenn es keine exak-
te LOosung gibt, Bnnen wir stattdessen fordern, daf’ dieKEDische)
Lange des Differenzvektorsaglichst klein sein soll. Das istquivalent
zur Forderung, daf’ das Quadrat dange niaglichst klein sein soll, d.h.

2

N m
Do Dz b
=1 =1
soll im Punkt ¢4, ...,,,) ein Minimum annehmen. Da es sich hier

um eine Summe von Quadraten handelt, wird dieser Ansatz alsch
Methode der kleinsten Quadrabezeichnet.

Als quadratische Funktion in dery ist die obige Summe natlich be-
liebig oft differenzierbar; nach dem Satz aus dem vorigesohinitt muf3
also im Minimum der Gradient verschwinden. Die partiellel@iung
nachz, ist

N m m N N
i=1 j=1 i=1 i i=1

7=1 =1

Falls es ein Minimum gibt, mul3 dieses also eiriisiing des linearen
Gleichungssystems

m N N
Z (Z aikaij) T = Zaikbi furallek=1,...,m
j=1 \i=1 i=1
ausm Gleichungen inn Unbekannten sein.

Schreiben wir das Ausgangssystem in Matrixformds= b mit

all ce alm bl :Bl
A= v o) bE ) w=
a,Nl “e a/Nm bN xm
so lalt sich das neue Gleichungssystem schreiben als
(AT Az = AT,

wir missen also das urgprgliche System einfach mit der transponierten
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Matrix

all DRI CI/Nl
AT =

alm “e a,Nm
multiplizieren.

Von der Problemstellung her ist klar, daf ein lokales Extrerrei-

ner Summe von Quadraten nur ein Minimum sein kann. Trotzdem
wollen wir zur Vorsicht noch das Kriterium aus dem vorigens8bnitt
uberpiifen, also die lHsseMatrix auf Definitheit untersuchen.

Leiten wir die partielle Ableitung der Quadratsumme naghweiter ab
nachz,, erhalten wir

N
2 § AipQip
i=1

die HEsseMatrix ist also gerade das Doppelte der MatdX A. Fir
Definitheitseigenschaften ist der Faktor zweilmith ohne Bedeutung;
wir konnen also die quadratische Form4tiA betrachten. &z € R™
ist

zT (AT Az = (T AT)(Az) = (Az)T (Ax)

das Skalarprodukt des Vektars: € R mit sich selbst und somit nie
negativ. Es verschwindet genau dann, wetinder Nullvektor inR™
Ist, also insbesondere ii@alich, wennz der Nullvektor inR™ ist. Ob
es Vektorenr # 0 gibt mit Az = 0 hangt ab von der Matrix4: Ist
N < m, muRRes solche Vektoren geben; die Matri¥ A ist also nur
positiv semidefinit.

Wenn es um lineare Regression geht, ist dageyeim allgemeinen
deutlich gblRer alsm; hier wird es nur sehr selten vorkommen, dal} es
Vektorenz # 0 ausR™ gibt mit Ax = 0. Mit den aus der Linearen
Algebra bekannten Begriffendknen wir das auch exakt formulieren:
Genau dann, wenn die Matrik kleineren Rang als: hat, gibt es solche
Vektoren. Andernfalls istdz = 0 nur fur z = 0, die Matrix AT A ist
also positiv definit. Da dann insbesondere auch ihre Detemté nicht
verschwindet, folgt:
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Satz: Ax = b sei ein lineares Gleichungssystem ausleichungen in
m Unbekannten. Falls die Matriz den Rangn hat, gibt es genau einen
Vektorxz € R™, fur den die (BKLIDische) Lange vonAx — b minimal
wird. Er ist die eindeutig bestimmtedisung des linearen Gleichungs-
systemsd” Az = ATb. .
Als erstes Beispiel wollen wir den bekanntesten Speziadfiat line-
aren Regression betrachten, diesgleichsgeradeHier geht es um
N Datenpaarea;, y,), zwischen denen wir einen Zusammenhang der
Formy, ~ ax; + b vermuten; gesucht sind diejenigen Wedteind b
fur die der Differenzvektor zwischen linker und rechter &eitinimale
Lange hat. Im Gegensatz zu unserer sonstiger Konventioncheezas
hier alsozr, undy,; bekannteGroRen, vidhrends undb gesucht sind.

Das lineare Gleichungssystem, das waherungsweisedken wollen,
ist daher ein Gleichungssystem mit den Unbekanatemdb; es besteht
aus denV Gleichungen

x,a+b=y, furi=1,...,N.
Matrix und rechte Seite sind daher

ry 1 Y1
T, 1 Yo
A= . und y=| .
ry 1 YN

Nach dem gerade bewiesenen Satrssen wir das System(}) = y
von links mit der transponierten Matrig” multiplizieren; da

xq 1 N ) N
ATA_ CU]_ CUZ .CCN x2 1 _ ;xl ;xl
1 1 ... 1 SR I .Y
:I:’N 1 =1
und

(7 N

L;Y;
ATy= (%1 T2 - Ty Y2 | _ ;
1 1 ... 1 : N
Yn =1
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Ist, miissen wir also das lineare Gleichungssystem

N N N
(Zfﬂf) a+ (Z%) b = szyz
zjzvl i=1 i]=vl
(in)a+ Nb =Zyi
i=1 =1

losen. Nach obigem Satz hat es genau dann eine eindeutighbdsti
Losung, wenn der Rang der Matri gleich zwei ist, wenn also der
Vektor mit Komponenter, linear unabkngig ist vom Vektor, dessen
samtliche Komponenten Einsen sind. Das ist offenbar genan dar
Fall, wenn dier, nicht allesamt denselben Wert haben.

Falls allex; gleich sind, ist auch unaBhgig von jeder Linearer Algebra
klar, daf® wir keine Aussage ddrer machen é&nnen, wie sichy in
Abhangigkeit vonr verandert — wir haben schliel3lich nur einen einzigen
x-Wert.

Andernfalls sindz undb durch das obige Gleichungssystem eindeutig
bestimmt; durch Guss-Elimination oder nach derkAMERschen Regel
erhalten wir die Werte

=1

2

N;lef— (ix)

=1

() (50) - (5) ()

- N N 2
Nyt (L)
=1 =1

In konkreten Anwendungenudfte es freilich einfacher sein, diese
Formeln zu vergessen und stattdessen das lineare Glegsystgm
direkt zu bsen.

und

Diejenigen, die Ausgleichsgeraden aus der Schule kenmtgnhdort
wohl vor allem mit Paaren, y,) von Mel3werten zu tun, bei denen klar
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war, dal3 sie auf Grund eines Naturgesetzes in einem lin€argsam-
menhang stehen sollten; die Abweichungen zwischeand ax,; + b
waren ausschlie3lich auf Mel3fehler @okzufihren.

In den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften sind exalktee@e sel-
ten; trotzdem spielt Regression auch hier eine grof3e Rolben es
darum geht, ungéhre Zusammerénge aufzustellen.

Als Beispiel betrachten wir das Problem der Korruption. {Zoen ehe-
maligen Weltbankdirektoriir Ostafrika RTER EIGEN 1993 gegiindete
OrganisationTransparency Internationatellt jedes Jahr eingborrup-
tion Perceptions Index (CPBuf. Er beruht auf Befragungen vor allem
von Geschftsleuten, die in den untersuchteardern &tig sind und
Auskunft geben sollenf wie korrupt sie die dortige Regierung und
Verwaltung halten. &r jedes Land wird auf Grund entsprechender Stu-
dien der letzten drei Jahre ein Indexwert zwischen 0 und &0€dhnet.
Hundert bedeutet, dal3 den Befragten trotz ihratigkeit dort nichts
uber Korruption in diesem Land bekannt ist, eine Null ergspend daf3
Entscheidungenur von der Hbhe des Bestechungsgelds abgen.

Die neueste derzeit unterww.tranparency.org verfugbare Liste ist
die von 2014; sie en#it 175 Staaten mit Bhemark (92) an der Spitze
und Somalia (8) am Ende. &8tert man durch die Liste, @ngt sich
schnell der Eindruck auf, als seien am Ende vor allem armat&tazu
finden, an der Spitze eher reiche.

Um diese Hypothese zumindesirfdie 28 EU-Staaten quantitativ zu
untersuchen,&nen wir deren CPI vergleichen mit dem Bruttoinlands-
produkt pro Einwohner. Die Bruttoinlandsprodukte pro Extnmwer (in
Euro) sind bei Eurostat untex.europa.eu/eurostat zu finden. Die
derzeitig aktuellsten habe ich der dort \iggbaren Brosdire Basic
figures on the European Union First quarter 2015entnommen. Es
handelt sich dabei um die Wertarf2013; lediglich @ir Griechenland
liegt nur ein provisorischer 2012er-Werte vor, und aucl2@d3-er Wert
fur Lettland ist nur provisorisch.

Die Tabelle auf der &chsten Seite listetif alle 28 Lander sowohl den
CPI als auch das Bruttoinlandsprodukt per Einwohner autgwanten
ist der Zusammenhang auch graphisch dargestellit.
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Land BIP/Einwohner CPI

Belgien (BE) 34500 76
Bulgarien (BU) 5500 43
Danemark (DK) 44400 92
Deutschland (DE) 33300 79
Estland (EE) 13900 69
Finnland (FI) 35600 89
Frankreich (FR) 31300 69
Griechenland (EL) 17400 43
Irland (IE) 35600 74
Italien (IT) 25600 43
Kroatien (HR) 10100 48
Lettland (LV) 11600 55
Litauen (LI) 11700 58
Luxemburg (LU) 83400 82
Malta (MT) 17200 55
Niederlande (NL) 35900 83
Osterreich (AT) 37000 72
Polen (PL) 10100 61
Portugal (PT) 15800 63
Rumanien (RO) 7100 43
Schweden (SE) 43800 87
Slowakei (SK) 13300 50
Slowenien (SI) 17100 58
Spanien (ES) 22300 60
Tschechische Republik (CZ) 14200 51
Ungarn (HU) 9900 54
Vereinigtes Konigreich (UK) 29600 78
Zypern (CY) 19000 63

Wie die graphische Darstellung der Daten zeigt, liegen digkke ganz
offensichtlich nicht auf einer Geraden, und in der Tat gibtkeinen
Grund fr einen festen, deterministischen Zusammenhang zwischen
den beiden Gil3en. Trotzdem sind sie auch nichilig unablangig
voneinander; die dargestellte Punktwolke zeigt einerekldirend, der
unsere Vermutung étzt, dal3 zumindest tendenziell in den reicheren
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Staaten weniger Korruption wahrgenommen wird.

Versuchen wir also, eine Ausgleichsgerade durch diesetRoike zu
legen! Unserer; sind die Bruttoinlandsprodukte per Einwohner, ihre
Summe ist 686 200, die Summe ihrer Quadrate 24 073 060 00Q;,Die
sind die CPlIs; ihre Summe ist 1 798 und die Summexglgrschliellich
49 061 300. Wir bekommen also das lineare Gleichungssystem

24073060 00@ + 686 2000 = 49061 300
686 200a + 28b =1798

mit der Losung

174911 480874891
a _1radll 6,887-10* und b= 8087489

- 253969050 10158762~ 11330
Die nachste Abbildung zeigt die Daten zusammen mit der Geraden
CPI =a - BIP +b. Sie wird zwar inrem NameAusgleichsgeraddurch-
aus gerecht, ist aber keine optimale Beschreibung des Zneahangs
zwischen den beiden GRRen. Insbesonderallt ins Auge, dal’ die Werte
fur Finnland, Schweden unddbemark ziemlich weit von der Geraden
entfernt sind; noch schlimmer ist es bei Luxemburg, wo uassiraden-
gleichung einen gar nicht existierenden (und auch nichjetdellten)
Wert von knappiber 103 vorhersageninde oder bei Griechenland und
Italien, die ebenfalls sehr weit unterhalb der Gerade hege

Nun gibt es wie gesagt keinen vémftigen Grund, dal3 es hier einen
linearen Zusammenhang geben sollte: Da der CPI nur Werteuwis
hundert annehmen kann, es aber keine absolute Obergrénziag
Bruttoinlandsprodukt pro Einwohner gibt, kann es den s@ich schon
aus theoretischen @Ginden nicht geben. Wir sollten daher versuchen, an
Stelle einer Geraden eine andere Kurve zu finden, zum Béisinie
Parabel:

Auch die bestragliche ,Ausgleichsparabel‘dl3t sich mittels linearer
Regression bestimmen: Wir suchen nach einem ZusammenkaAgtd

y; = ax? +bx, +c furallei=1,..., N,

und dieseN Gleichungen liefern uns ein (im allgemeinen iéth
unlosbares) lineares Gleichungssystdaim die drei Koeffizienteru, b
und c. Einzelheiten seien dem LeséberlasserfsieheUbungsblatt!);
hier ist deshalb nur das Ergebnis dargestellt. Selbstumabth ist die
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Ubereinstimmung auch hier alles andere als perfekt, abasieit doch
schon besser aus als im Falle der Geraden.

Dies fuhrt uns auf die Frage, wie wir, iglichst schon vor der Berech-
nung einer Ausgleichsgeraden und ohne Aufzeichnen denpaite,
entscheiden émnen, ob es siciiberhaupt lohnt. nach einem linearen
Zusammenhang zu suchen.

Dazu betrachten wir als ersten Extremfall Paare ¢,, y;), zwischen
denen ein perfekter linearer Zusammenhang besgeht: ax; + b fur
allez mit a # 0. Hir die Mittelwerte

1 1
xr = N Ezl x; und Yy = N Ezl Y;
ist dann
N N N
1 1 1 1
1y = — L= — .+ = R J— : T +
V= igzl Yi = igzl (ax;, +b)=a N 521 N aT +b,
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die Abweichung eines Wertg vom Mittelwerty a3t sich also mittels
der Formel

y; =7 = a(z; — T)
leicht aus der entsprechenden Abweichupg x berechnen. Insbeson-
dere hat das Produkt

(v —9) (z; — @) = a(z; - 5)2
fur alle: mit x; ¥ = dasselbe Vorzeichen, und zwar das Vorzeichen
vona, und
N N N

=D =a D 7= 1307
Somit ist

(50962 = (S0 -97) (St -]

=1
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oder, anders ausgedikt,

S (4 — 7) (as — )

i=1 _ { 1 fallsa >0
N I > -1 fallsa <0

Als zweiten Extremfall betrachten wir Punktepaare, {;;), bei denen
keinerleiZusammenhang zwischen undy, besteht. Dann sollte man,
zumindest bei hinreichend vielen Wertepaaren, erwartefd,alif eine
positive Differenzz;, — = ungefhhr gleich oft eine positive wie eine
negative Differeng, — trifft und daf3 diese Differenzen im Mittel auch
etwa denselben Betrag haben. Somit sollte

N

Z(yz ~7)(z; — T)

=1
im Vergleich zum ersten Fall einen ziemlich kleinen Betrapédn;
insbesondere sollte der Betrag des Quotienten

S (4 — 7) (@ — )

S =7\ [ =)

deutlich kleiner sein als eins.

Definition: Fur N Wertepaare4,, y;), bei denen weder alle, noch
alley, denselben Wert haben, bezeichnen wir

S (y; — ) (2, — @)

(=) 50~ 9)°

als derKorrelationskoeffizienten.

K =
def

Dieser Korrelationskoeffizient liegt immer zwischerl und 1, denn
bezeichnen wir miiz € RY den Vektor mit Komponenten, — Z und
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mit v € RY den mit Komponentep, — y, so ist offensichtlich

(u,v) _ (u,v)
Vi, uy (v, 0) -l

wobei ||-|| die BukLIDische Norm bezeichnet, und nach dexuCHY-
ScHwARzschen Ungleichung ist

[{w, )| < lull - [[vl]

mit Gleichheit genau dann, wennund v linear ablangig sind, wenn
also zwischen dem, und deny, ein linearer Zusammenhang besteht.

Somit istk = 1 genau dann, wenn wir eine Gleichung= ax; + b mit
a > 0 habenx = —1 bei einer entsprechenden Gleichung mi 0,
und k ~ 0, wenn es keinerlei Zusammenhang zwischen €eaond
deny, gibt.

Im obigen Beispiel isk ~ 0,7483, wir sind also weit von einem perfek-
ten linearen Zusammenhang entfernt, noch weiter allesdvog zwei
Grol3en, zwischen denen keinerlei Zusammenhang besteht. Wienn
die drei besonders weit von der Ausgleichsgerade wegltegeander
Griechenland, Italien und Luxemburg nicht beksichtigen, sollten wir
einen deutlich besseren Korrelationskoeffizienten ezhalind in der
Tat ist danns ~ 0,9188. In diesem Fall ist auch die Ausgleichsparabel
fast ununterscheidbar von der Ausgleichsgeraden, und aisglaichs-
gerade beschreibt den Trend auch visuell sehr gut.

Da das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produkt.degen
mal dem Kosinus des eingeschlossenen Winkelsdstnkn wirx auch
geometrisch interpretieren als den Kosinus des Winkelsdwven den
Vektorenu undv. Im Fallex = +1 ist dieser Winkel gleichOoder 180,
die beiden Vektoren liegen also auf einer Gerader st0, bilden sie
einen rechten Winkel. Im obigen Fall ist der Winkel ur@jaf 4155°
bei Beificksichtigung aller 28 Staaten und uri@af 2324° wenn wir
Griechenland, Italien und Luxemburg ausschliel3en.

e) Hohere Ableitungen impliziter Funktionen

Die Kriterien aus Abschnitt) helfen uns bei der Klassifikation von Ex-
trema ohne Nebenbedingungen; den Fall von Extrema untezritbeh
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dingungen haben wir zumindest theoretisch via den &gz implizite
Funktionen darauf ziickgetihrt.

In den meisten praktischen Anwendungen wird man bei dsuhg ei-
ner Optimierungsaufgabe unter Nebenbedinguragehocentscheiden
konnen, wo die Maxima und/oder Minima liegen; teilweise éelauch
die im mchsten Paragraphen behandelten Existdénes

Im Prinzip kbnnen wir allerdings auclif eine implizit gegebene Funk-
tion hohere Ableitungen berechnen — vorausgesetziirint, dal3 sie
existieren.

Beim Satziiber implizite Funktionen hatten wir eine differenziemar
Funktion F(z, y) zweier Venderlicher und einen Punktd, ) € R?

mit F'(xg, yo) = O, aberF, (z, yo) 7 0. Unter diesen Voraussetzungen
konnten wir zeigen, dal3 es upg eine differenzierbare Funktiofi(z)
gibt, so dal¥ (a:, f(:c)) identisch verschwindet. Im Beweis berechneten
wir auch gleich die Ableitung’(x); sobald wir allerdings wissen, dal
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diese existiert, &nnen wir sie auch einfacher bestimmen: Die Funktion
z +— F(z, f(z)) ist gleich der Nullfunktion, und damit verschwindet
natirlich ihre Ableitung. Andererseits ist diese Ableitunghaler Ket-
tenregel gleich

F,(z, f(x)) + F, (=, f(z)) - f'(2),
also folgt
Ey (2, /(2)
E,(z, f(2))
Genauso kann nun auch die zweite Ableitung voberechnet wer-
den — falls sie existiert. WenA' und f zweimal stetig differenzierbar
sind, konnen wir F(z, f(z)) zweimal ableiten, was natich immer

noch Null ist. Nach der Kettenregel ist aber die zweite Ahleg von
F(z, f(z)) (der Ubersichtlichkeit halber jeweils ohne das Argument

(z, f(x)) geschrieben) gleich

fl(@)=—

o) , d : /
%(FﬂFy-f (z)) + a—y(Fx+Fy'f () - f'(z)
=Fpp+ Fyp - ['(@) + - f(@) + (Fyy + Fyy - /(@) - (),

d.h.

() = —Fiy (F,. +2F,, - )+ F,, - /')

— 1 2 2 2
=73 (FmFy —2F, F,F, + Fnyx) :
Yy
Fur Extremwertbetrachtungen bei implizit definierten Fuorkén brau-
chen wir die zweite Ableitung vor allem in den Punkten, in eewlie
erste verschwindet; dort vereinfacht sich die Formel zu

F,. (2, f(x))
F,(z, f(2))
Entsprechend lassen sich auch zunehmend kompliziertedewde
Formeln fir hohere Ableitungen herleiten, und we#hvon mehr als

zwei Variablen abéngt auch solchelf partielle Ableitungen der im-
plizit definierten Funktion.

f(x)=— falls f'(x)=0.
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84: Die Topologie desR"

Fur Funktionen einer Vé@nderlichen haben wirdze wie den Zwi-
schenwertsatz, der uns im wesentlichen sagt, dal} jedgestainktion
ein abgeschlossenes Intervall wieder auf ein abgescimesdatervall
abbildet, und auch den Satz vom Maximum, wonach eine stetig&-
tion auf einem abgeschlossenen Intervall sowohl ihr Infinalswauch ihr
Supremum annimmt. Funktionen mehrereraraterlicher haben kom-
pliziertere Definitionsbereiche als Intervalle; wir braea daher etwas
mehr Aufwand, um auch hier analogat&e zu formulieren.

a) Kompakte Mengen

Kompakte Teilmengen dé&" sollen im wesentlichen die Rolle spielen,
die abgeschlossene IntervalleRrspielen. Wegen der teils sehr kompli-
zierten Gestalt der Definitionsbereiche unserer Funkitidoenmen wir
zu ihrer Definition allerdings nuiber einen auf den ersten Blick eher
seltsamen Umweg.

Im Laufe sowohl derAnalysis lals auch deAnalysis Il war immer
wieder die Rede davon, dal3 gewisse Aussagen in glagrenUmge-
bung eines Punktes gelten; wie grol3 diese Umgebung ist, hat uns im
Einzelnen nicht weiter interessiert; wir forderten nu3dss irgendein

e > 0 geben solle, so dal3 allemit |z — y|| < € dazu gebren. Wenn
wir verschiedene Punkte betrachten, werden wir dabei eventugit f
jeden von diesen ein anderekaben.

Nehmen wir etwa an, wir haben R die Punktez,, = 1 und dazu

die Umgebunge®,, = (5, ), d.h. also alle Punkte, deren Abstand
von z,, = % kleiner ist alsz. Innerhalb jeder der Mengeti, soll
irgendeine @ir uns interessante Aussage gelten; beispielswéisatk
es nmoglich sein, eine Funktiofi: R — R in jeder der MengetV,, durch
eine deutlich einfachere Funktiofy: U,, — R so anzu@hern, daf3 der

Fehler eine gewisse Schranke nidberschreitet.

Um die Funktion auf dem offenen Intervall,(Q) naherungsweise zu
berechnen, &nnen wir uns danrik jeden Punkt € (0, 1) eine Menge
U,, wahlen, dier enthalt: Firz € (0, 1)ist1/z > 1, also liegt zwischen
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1/x und 3/ mindestens eine gerade Zahl,2ind fur diese ist

1 3 1 3

—<2n<—, aso —<zr<_—.

x x 2n 2n
Wir konnen also immer mindestens eirfinden, fir dasz in U, liegt,
und f(x) dann durchf, () anrahern. far praktische Zwecke, zum
Beispiel fur ein Computerprogramm, ist das nur darnriziich, wenn
wir mit endlich vielen Menger,, und damit auch mit endlich vielen
Naherungsfunktionefi, auskommen &nnen.

Das ist hier aber leider nicht @glich: In U,, liegen nur Zahlen, die
groRer sind als A2n. Wenn wir eine endliche Auswaldl,, ,..., U,
dieser Mengen betrachten mif < --- < n,, so entlalt also keine
dieser Mengen eine Zahl kleiner oder gleict2i, .

Hatten wir allerdings zwu#dzlich zu den Menge®/,, noch irgendeine
offene Mengéd/,, die die Null entlalt, so wirden endlich viele Mengen
ausreichen: Da die Null ein innerer Punkt vbp sein nul3te, gbe es
eind > 0, so dall/, das Intervall {9, ¢) enthielte, und damit iwrde es
ausreichen, nur das Interval}, sowie die Intervallé/,, mitn < 1/(26)
zu betrachten (oder sogar nur eine Auswahl davon).

Bei der praktischen Approximation von Funktioneinrfte dieses Bei-
spiel zwar kaum eine Rolle spielen, aber es gibt eine Viélxah
Situationen sowohl in der Analysis als auch der Geometrtkamnueren
Gebieten, in denen es von entscheidender Bedeutung istyidafiit
endlich vielen der vorgegebenen Mengdrerdecken &nnen. Deshalb
ist die folgende Definition, sotkastlich sich bei der ersten Léke auch
erscheinen mag, in weiten Teilen der Mathematik von funddaater
Bedeutung:

Definition: a) Ein Systemi( = {Ui ] i € 1} von offenen Teilmengen
U, € R", wobei! eine beliebige Indexmenge bezeichnet, heiitne
Uberdeckungler TeilmengeX C R", wenn

xclyu,

in der Vereinigungsmenge allér; liegt.
b) Ist J C I eine Teilmenge vord und liegtX bereits in der Vereini-
gung allerU; mit i € J, bezeichnen wifg = {U;, ] i € J} als eine
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Teiluberdeckungonil. Ist speziellJ eine endliche Menge, so sprechen
wir von einerendlichen Teilberdeckung.

c) Eine TeilmengeX C R™ heilRtkompaktwenn jede offen&berdek-
kungil von X eine endliche Teilberdeckung hat.

Beginnen wir zur Veranschaulichung mit einigen Beispielen Uber-
deckungen||-|| soll dabei stets die ELIDische Norm bezeichnen:

i1, bestehe aus allen offenen Kreisscheiben

U,={y e R" | |z —yll < 1}
vom Radius eins um Punkte € R"; hier ist also die Menge | der
gesamteR". Offensichtlich isty, eine offeneUberdeckung sowohl
von R" als auch von jeder Teilmengg€ C R™. Zumindest als offene
Uberdeckung von gariz” hat sie keine endliche Téierdeckung, denn
sonst @be es ja endlich viele Punkte, so dal} jeder beliebige Pafikt i

von mindestens einem dieser Punktelhstens den Abstand eingtte.
Damit ist klar, daf®R"™ nicht kompakt ist.

L, bestehe aus denselben Kreisscheildgnetzt aber nurdir Punkter
mit ganzzahligen Koordinaten,d:he J = Z"™. Furn < 3istdies eben-
falls eine offendJberdeckung voiR™, denn fir einen beliebigen Punkt
y € R™ erhalten wir einen Punkt € Z™ mit ganzzahligen Koordinaten,
indem wir einfach jede Koordinatg von y zur nachstgelegenen gan-
zen Zahl runden. In jeder einzelnen Koordinate ist der Fditlenstens
gleich 1/2, insgesamt alsodthstens

was furn < 3 kleiner als eins ist. i n = 4 jedoch hat beispielsweise
der Punkt ¢, 3, 2, ) von jedem Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
mindestens den Abstand eins, liegt also in keiner der MefigeBomit
haben wir nurfirn < 3 eineUberdeckung voiR", die dann natrlich

eine Teiliberdeckung vofi, ist.

$l5 bestehe aus allen Intervallen der Fofgh, =) furn € N; hier ist
also die Indexmengé = N. Wie wir oben gesehen haben, i§f eine
offene Uberdeckung des offenen Intervalls, (@), die keine endliche
Teiluberdeckung hat; somit ist das offene IntervallIPnicht kompakt.
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i, schlieBlich bestehe aus den offenen Kreisscheiben vomiRadiei
umdie Punktei( 1) mit; = 0,1, 2, 3, 4. Dies ist eine offengberdeckung
des Rechtecks

X=1[0,4]x[0,2]={(z,y) eR*|0<z <4 und 0< y < 2}.

Teiliberdeckungen sind zum Beispiel ieerdeckung, aus den beiden
(roten) Kreisscheiben um die Punkte £} und (31), aber auch die
Uberdeckung aus den drei (blauen) Kreisscheiben urh)(02, 1) und

(4, 1).
""'

Die obigen Beispiele haben uns gezeigt, &t&fiind das offene Intervall
(0, 1) nicht kompakt sind; @ir Beispiele kompakter Mengen reicht es
natirlich nicht aus, nur speziell&lberdeckungen zu betrachten; hier
mussen wir zeigen, dajede irgendwie gegebenélberdeckung eine
endliche Teiliberdeckung hat.

Wie eingangs erahnt, sollen kompakte Mengen i®" ahnliche Ei-
genschaften haben wie abgeschlossene Intervalke imenn dies mit
obiger Definition der Fall ist, sollten insbesondere allgegthlossenen
Intervalle kompakt sind. Wir beweisen gleich etwas mehr:

Lemma: Jeder Quader
Q =layg, by] x -+ x [a,, b,]
= {(azl,...,xn) e R" ’ a;, <z, <b, furalles= 1,...,n}
in R™ ist kompakt.

Beweis:Wir nehmen an, es gebe eitbberdeckungl = {U; | i € I}
von (), die keineendliche Teiliberdeckung habe, und wollen daraus
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einen Widerspruch herleiten, indem wir eine Art mehrdinemsle
Intervallschachtelung konstruieren. Startpunkt ist deadgr@, den
wir zu diesem Zweck al®® = [a{", V] x - - - x [aY, b1 schreiben.
Nach Voraussetzung kann er nicht durch endlich viele Megerusit
uberdeckt werden.

Um aus einem Quade&®*) dessen Nachfolgep**? zu konstruieren,
teilen wir jedes der Intervalle:LE.’“), bg.’“)] bei seinem Mittelpunktzg.’“) =

1@ + ) in die beiden Halbintervalleaf”, ¢] und [, 6%,
Damit kdnnen wir den Quadep® in 2" Teilquader zerlegen, die sich
jeweils als Produkte von solchen Teilintervallen darstellen lassen.

WennQ® nicht durch endlich viele der Mengen aiberdeckt werden
kann, muf3 @ir mindestens einen dieset Zeilquader dasselbe gelten:
Da die Vereinigung aller Teilquader gleih” ist, hatten wir sonst auch
eine endliche Teilberdeckung vo)*). Einen solchen Quadef)jfden
es keine endliche Teiberdeckung gibt, bezeichnen wir &$§** und
zerteilen ihn weiter.

Q=Q(1)DQ(2)DQ(3)D o> ..
Damit haben wir eine Folge von Quadept® > Q@ > Q® > ... |
von denen keiner durch endlich viele déy iberdeckt werden kann.

In denn Koordinaten haben wir jeweils eine entsprechende Folge von
Intervallen

[0, 0571 5 [, 0571 5 [af, 671 2 -
von denen jedes die halbéhge hat wie sein Voamger. Damit geht
die Langet!™ — a{” fur & — oo gegen Null, die obige Folge von
Intervallen ist also eine Intervallschachtelung und definsomit eine
reelle Zahlz;.
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Wir betrachten den Punkt(, ..., x,) € R". Nach Konstruktion liegt
er in jedem der Quad&®®), insbesondere also i@ selbst. D&y in der
Vereinigung der Menge#; liegt, mul3 es daher einc I geben, so dal3
x in U, liegt.

DaU, eine offene Menge ist, gibt es elr> 0, so dal? mit: auch jedes
y € R" mit ||y — z|| < § in U, liegt. Damit milssen aber auch ab einem
gewisserk, alle Q) mit k > k, in U, liegen: Der Ausgangsquadef)
hat den Durchmesser

d=/(by— a2+ + (b, — a,)?,
und da alle Kanten vo®**Y) genau halb so lang sind wie die ent-
sprechenden Kanten vap®), ist auch der Durchmesser nur halb so
lang, d.h. der Durchmesser vait® ist d/2*~1, und das ist ab einem
gewisserk, kleiner alsy. Somit hat €ir k > k, jeder vonQ™ hochstens
den Abstandi/2"~! von z, also einen kleineren Abstand alsDies
wiederum bedeutet, da@™ in U, liegt.

Aus der Annahmetl habe keine endliche Téiberdeckung, haben wir
gefolgert, daf auch jeder der Quad¥¥k) keine endliche Teilberdeck-
ung hat. Nun haben wir aber gezeigt, daf3 einer dieser Quagar ganz

in einer einzigetJberdeckungsmenge liegt, ein offensichtlicher Wider-
spruch. Somit war die Annahme falsch und das Lemma ist bewie.s

Wenn Quader die einzigen kompakten TeilmengenRbmwaren, latte
sich der Aufwandiir die Definition einen so komplizierten Begriffs nicht
gelohnt. Das folgende Lemma liefert uns zusammen mit deradger
bewiesenen einetlle von weiteren Beispielen, die insbesondere auch
krummlinig begrenzt seindnnen:

Lemma: Istdie abgeschlossene Menge— R"™ Teilmenge einer kom-
pakten Mengd< C R", ist auchZ kompakt.

Beweis:il = {U, | i € I} sei eine offendJberdeckung der Mengs.
Wegen der Abgeschlossenheit végnst 1V = R™ \ Z offen; nehmen wir
V noch mit dazu, erhalten wir eine offetlberdeckungl = 4 U {V}
von K, denn jeder Punkt aus \ Z liegt erstrechtin/ =R" \ Z, und
jeder Punkt aug’ liegt in mindestens einer der Mengéh.
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Da K kompakt ist, hafJ eine endliche Teilberdeckung (voix). Wenn
diese Teiliberdeckung ohne die Mengfeauskommt, ist sie gleichzeitig
eine endliche Teilberdeckung voru fur die MengeZ. Andernfalls
betrachten wir die Tdilberdeckunghnedie MengeVl'. Das ist dann
eine endliche Teilmenge vaf und es ist auch eine offetberdeckung
von Z, denn jeder Punkt vo#@ C K mul3 in einer der offenen Mengen
aus der Teilberdeckung liegen, und er liegt sicher nichtire R™ \ Z.
Somit hatil eine endliche Teilberdeckung vow. .
Damit kennen wir im wesentlichen bereits alle kompaktetmiengen
vonR"™:

Definition: Eine TeilmengeX C R" heil3tbeschankt, wenn es ein
M € R gibt, so daf§|z|| < M istfurallex € X.

Da die beiden Normeaquivalent sind, ist es hierbei unwesentlich, ob
wir mit der EUKLID ischen Norm oder der Maximumsnorm arbeiten; wie
wir bald sehen werden, sind sogdle Normen aufR™ aquivalent; daher
konnen wir hier sogar mit jeder beliebigen Norm &f arbeiten.

Satz von Heine-Borel: Eine TeilmengeX C R™ ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und befckirist.

Beweis:Sei zurachstX C R™ kompakt. Wir betrachten die offene
Uberdeckung vorX aus den Mengen

U, ={y € R | |ly— 2| < 1}.
Wegen der Kompaktheit von hat sie eine endliche Téiberdeckung;

diese bestehe aus den Mendén, ..., U, . Nach der Dreiecksunglei-
chung ist

Iyl < Nl + lly — 2l < lal[ + 1 faralley € U, ;

bezeichnefk die gid3te unter den endlich vielen Normga, ||, ist also

lyll < R+ 1furalley € X. SomitistX beschéankt.

Um zu sehen, daX” auch abgeschlossen ist, zeigen wir, dal3 das Kom-
plementR™ \ X offenist. Dazu set € R"\ X ein beliebiger Punkt aus
diesem Komplement; wir fissen zeigen, dal} es ein> 0 gibt, so daf3

{y e R" | |ly — z|| < €} ganz inR™ \ X liegt.
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Die offenen MengerU,, = {y € R" | ||z —y| > %} Uberdecken

R™ \ {z}, denn fir jeden Punkty # z gibt es eink € N, so dal3

die Norm vony — z groR3er ist als 1k. Damit Uberdecken Sie ins-
besondere auclX, und wegen der Kompaktheit voN reicht dazu
bereits eine endliche Téiberdeckung bestehend aus gewissen Mengen
Uk,»---, Uy, . Istk, der gioRte unter dem Indizes, ist die Vereinigung
dieser Mengen gleicti, , d.h.X C U, . Damit hat jeder Punkt aus
vonz einen gbReren Abstand alg'k,., wir konnen alse = 1/, setzen.

Umgekehrt sei die Teilmeng® C R™ abgeschlossen und beséhkt.
Wegen der Beschnktheit gibt es einen Quad@r, derX entlalt. Dieser
Quader ist nach dem ersten der obigen Lemmata kompakt, wid na
dem zweiten gilt dasselbéifjede darin enthaltene abgeschlossene Teil-
menge. Somit isK’ kompakt.

HEINRICH EDUARD HEINE (1821-1881) wurde in Berlin

als achtes der neun Kinder eines Bankiers geboren. Ab
1838 studierte er zw@achst an der Universit Berlin,
wechselte aber schon nach zum zweiten Semester nach
Gottingen, wo er unter anderem Vorlesungen vewss

uber Zahlentheoriedrte. Drei Semester aper kehrte

er nach Berlin zuick, wo er 1842 promovierte. Nach
einem kurzen Aufenthalt an der UnivegiKonigsberg
habilitierte er sich 1844 an der UniveiiBonn, wo er
zurachst als Privatdozent, dann als aulRerpkBiger

N M Professor lehrte. 1856 bekam er einen Lehrstuhl an der
Universitt Halle, den er bis zu seinem Tod innehatte. Seine Arbeéasben sich unter
anderem mit partiellen Differentialgleichungen, Kettanthen und elliptischen Funktio-
nen; auch der Begriff der gleictiafliigen Stetigkeit geht auf ihn Ziak.

FELIX EDOUARD JUSTIN EMILE BOREL (1871-1956),
kurz BvILE BOREL, wurde im franbsischen Saint Af-
frigue nahe der Pyré&®n als Sohn eines protestanti-
schen Pfarrers geboren. Mit elf Jahren verliel3 er Saint
Affrigue, um zurachst in Montauben, dann in Paris wei-
terfuhrende Schulen zu besuchen. Er legte sowohl die
Aufnahmepiifung zur Ecole Polytechnique als auch die
zur Ecole Normale als Bester seines Jahrgangs ab und
entschied sich dann zum Studium an der Ecole Nor-
male, wo er 1893 promovierte. Danach arbeitete er als
Maitre de Conérence zuachst an der Universit Lille,
dann an der Ecole Normale. Nach einigen weiteren
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Positionen unter anderem am Gk de France erhielt er 1909 einen Lehrstuhl an der Sor-
bonne. Trotz vielltiger politischer Aktiviaten unter anderen als Marineminister von 1925
bis 1940 behielt er diesen Lehrstuhl bis zu seiner Verhgfilgd1 wegen seines Kampfs

in der Resistance. Nach dem Krieg war er unter anderésid®nt des Wissenschaftsrats
der UNESCO. Er publizierte rund zwanzig Lehdher und zahlreiche Arbeiten aus so
unterschiedlichen Gebieten wie der reellen und komplexealysis, der Differential-
gleichungen, der Arithmetik, der Numerik, Maf3theorie, Végheinlichkeitstheorie und
Spieltheorie.

Damit haben wir einen vollandigeriberblickiiber die kompakten Teil-
mengen vorR"™. Nach diesem Satz wird sich sicherlich mancher Leser
fragen, warum man kompakte Mengen nicht einfach als abigessdne
und beschankte Mengerdefiniert; das ware auf jeden Fall einfacher,
als die Definition mit endlichen Teiberdeckungen. Tashlich gibt es
Lehrkiicher der Analysis, in denen so eine Definition zu finden ist.

In der Mathematik spielt der Begriff der Kompaktheit allexgs eine
sehr grofR3e Rolle nicht nubif Teilmengen de®", sondern auchir

viel allgemeinere Rume. Dort ist der Satz vongtE-BOREL im allge-
meinen falsch; teilweisél3t sich sogar nicht einmal definieren, was eine
beschankte Teilmenge sein soll. Iiabrigen lassen sicllberdeckun-
gen ohnehin nicht vermeideryrfdie meisten Anwendungen kompakter
Mengen nissen wir mit dieser Definition arbeiten. Ein Beispielidaf
ist die fur uns wichtigste Anwendung kompakter Mengen, die Existenz
von Maxima und Minima; diese beruht auf dem folgenden

Lemma: f: D — R" sei eine stetige Abbildung aud C R™, und
X C D sei kompakt. Dann ist aucf(X) C R™ kompakt.

Beweis:il = {U, | i € I} sei eine offenéJberdeckung vorf(X). Da f
eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilder

f_l(Ui)z {CU €D ‘ f(x) e U;}

offen, und nairlich bilden sie eindJberdeckung vorX. DieseUber-
deckung hat wegen der Kompaktheit vah eine endliche Teilber-
deckung{f~*(U,),.... f "(U; )}. Da X somit in der Vereinigung
derf_l(UiV) enthalten ist, liegtf (X) in der Vereinigung der Mengen

U,,...,U, ,die damit eine endliche Teiberdeckung votl bilden.
|
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Lemma: f:D — R sei eine stetige Abbildung aub C R", und
X C D sei kompakt. Dann nimmf sowohl ihr Maximum als auch ihr
Minimum an; es gibt also Elemente, undz,, ausX, so dal3 dr alle

r e X gilt: f(z,,) < f(x) < flry).

Beweis:Nach dem vorigen Lemma igi(X) eine kompakte Teilmenge
von R, also insbesondere besahkt Somit existieren sowohl das Infi-
mumm als auch das Supremuid von f(X). Wir missen zeigen, dal}
sie in f(X) liegen.

Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlessktenge
f(X) lage, nufdte er in ihrem offenen KomplemeRt\ f(X) liegen
und hatte damit eine-Umgebung, die ganz iR \ f(X) lage. Im Falle
des Supremums iivde dies bedeuten, dal3 beispielsweise auch 5
eine obere Schranke vgit.X) ware, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alkleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimumane
entsprechend + 5 eine untere Schranke.

Daher niissenm und M in f(X) liegen, es gibt also Elemente,,
undz,, in X, so dal¥f(z,,) = mundf(x,,) = M ist.

Als Beispiel fur die Nutzlichkeit dieses Lemmas wollen wir die relativen
Maxima und Minima der Funktiorf(z, y) = cos z + cog y unter der
Nebenbedingung? + y? < 1 bestimmen.

: : —2sinz cosx
Der Gradient vonf ist V f(z,y) = (—ZSiny cosy
nenten verschwinden genau dann, wenn entweder der Sinuslede
Kosinus verschwindet, wenn alsoundy halbzahlige Vielfache von
sind. DaZ grol3er ist als eins, kommt unter der angegebenen Nebenbe-
dingung hieriir nur der Nullpunktin Frage. Dortigt{0, 0) = 2 inder Tat
ein (absolutes) Maximum der Funktion, denn der Kosinus kargends
grofer als eins werden.

; beide Kompo-

Bleiben die Extrema auf dem Ramér, y) = z° +y> — 1 = 0. Da der
GradientVg = (gz) von g dort nirgends verschwindet, muR &s fedes
solche Extremum eii geben mitV f(z, y) = A\Vg(z, y), also konkret

sinxcosr = —Axr und sinycosy = —\y.
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Setzen wirz = 0 odery = 0, ist jeweils eine der beiden Gleichungen
erfullt. Wegen der Nebenbedingung mul die jeweils andere Koord
nate Betrag eins haben, undbestimmt sich aus der jeweils anderen
Gleichung. Wir haben somit vier Kandidaten {), (0, —1) (1, 0) und
(—1,0). In allen vier Punkten ist

f(z,y) =cog0+cogl=1+codl.

Falls wederr nochy verschwinden, &nnen wir dividieren und erhalten
die deutlich unangenehmeren Gleichungen
= sinz cosz _ siny cosy |
L Y
Um diese etwas zu vereinfachen, beachten wir, dal3 nacbrRejilt

el _ pTiT T g i 62133 . 6—2133 _ sin 2r

SINx COSx = > . 5 = 2 5
wir haben also die etwas einfachere Gleichung
sin2r  sinzy
—A= = :
2x 2y

Wir wollen unstiberlegen, dal’ hier = +y sein muf3. Dazu dssen wir
die Funktionh(t) = sin(t)/t genauer untersuchen. D&—t) = h(t) ist,
gerigt es zu zeigen, da@rfz = y sein mul3, fallsc, y > 0. Wir wissen
bereits, daR nacbe U'HOPITAL der Grenzwertiirt — 0 gleich eins ist,
und wollen undiberlegen, dal3 die FunktiodrfO < ¢ < 7w monoton
fallt. Das ist genau dann der Fall, wenn ihre Ableitung
t cost — sint

W) ==
dort nirgends positiv wird. Das Vorzeichen dieser Ablegust das ihres
Zahlers. Dieser verschwindet an der Stelte0; da seine Ableitung

(t cost — sint)’ = cost — tsint — cost = —tsint

fur 0 < t < 7 negativ ist, &llt er im Intervall (Q 7) monoton, ist dort
also negativ. Somit ist dort monoton fallend; da wir nur- undy-Werte
vom Betrag kbichstens eins betrachten, ist alg@x) = h(2y) nur dann
moglich, wenny = £z ist. Eingesetzt in die Nebenbedinguridnft das
auf die Gleichung

2 2
:c=:|:§ und y=:|:§;
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wir haben wieder vier Kandidaten, und in allen vieren habemnensel-
ben Funktionswert

f i£2 V2 :200§§2.

2 * 2

Wir missen noch entscheiden, wo Maxima und wo Minima ange-
nommen werden. Da die Kreislinie offensichtlich abgessédm und
beschankt ist, ist sie kompakt, wir wissen also, dAdort sowohl sein
Maximum als auch sein Minimum annimmt. Daund g differenzier-

bar sind, muf dies bei einem (oder mehreren) unserer acliidaen
passieren. Die Funktionswerte dort sind /3

2
1+co€1~ 129192658 und 2 cé’)s7 ~ 1,15594369 ;

daher wird in den Punktent(l, 0) und (Q +£1) das Maximum (auf dem
Rand) angenommen und in den Punkteﬂlz(é, i@) das Minimum.

Das absolute Maximum auf der gesamten Kreisscheibe istywszhon
wissen, die im Nullpunkt angenommene Zwei; das absolutenMim

existiert wegen der Kompaktheit der Kreisscheibe ebenfaid mul3
damit in den Punkteni(@, i@) angenommen werden.

Puristen, die ohne numerisché&herungswerte auskommeroamten, Kknnen ndirlich

auch ohne Taschenrechner oder Computer entscheiden ewvekehbeiden Werte gRer
ist; allerdings mul3 man dazu etwas tricksen. EiregMhkeit ware etwa die folgende:

Dam zwischen drei und vier liegt, ist

T <1< T :>cos7T >cosl>cos7T:> \/é>cosl> 1
4 3 4 3 2 2’

also & < 1+cog1 < 13. (Zur Erinnerung:Z entspricht 45 und Z ist im Winkel-
malf3 60.)

% liegt in der Nahe von7, also sollte 0092£2 ungethr bei cosy = % liegen, d.h.

2
200§§z2<£2> =1

2
sollte kleiner sein als 1 + c@4. Nach der AvyLOR-Reihe
5132 :174 :176
cosr=1— —+—— —+
21 41 6!

1 1 1
+ — o,
2.2 22.41 28.¢!

. . 2
des Kosinus ist cos\é—_ =1-—
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Da der Betrag der Summanden monoton fallend ist, mul3 jederf&lans einem negativen

und dem darauffolgenden positiven Summanden negativééin,
V2 1 1 4.24—-24+1 73
cos— <1— -+ = = —.
2 4 4.24 4.24 96

Um zu sehen, daR -Zo< %2 < 1+ cog 1ist, reicht es somit, wenn wir zeigen, daf

73\ 5
(56) <5
ist. Diese Behauptung igiquivalent zu 8 73?2 < 5. 967 oder 2- 73?2 < 5. 48 oder
10658< 11520, also richtig — ganz idbereinstimmung mit den numerischen Resultaten.

Mit dem Lemma, wonach eine stetige Funktion auf einer kompak
ten Menge sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum annimmit,
konnen wir auch endlich eine am Ende \i@h) aufgestellte und seither
mehrfach wiederholte Behauptung beweisen:

Lemma: Alle Normen aufR" sindaquivalent.

Beweis:Es geriigt zu zeigen, dal3 jede Norfn|| aquivalent ist zur
Maximumsnorm|-||__. Die eine Richtung ist einfach: Sind

1 0 0
0 1 0
61: y 62: . ,...,en:
0 0 1
die KoordinateneinheitsvektorenRi’, so lonnen wirz = (z4, ..., z,)
schreiben alg = x,e, +- - - + x,,e,,; nach der Dreiecksungleichung und

der sonstigen Eigenschaften einer Norm ist

n n n n
]| = Z%ei < Z ;e = Z ;] [le; ]| < HCUHOOZ el
i=1 i=1 i=1 i=1

denn||z|_ ist ja das Maximum der Beige derx,. Die Summe der
Normen der Einheitsvektoren ist eine positive Konstanéamitl haben

wir gezeigt, dal} es eine solche Konstanggt mit der Eigenschatft, dal3
|z|| < cllz],, furallez € R™.

Fur die andere Abs@izungiberlegen wir uns zuchst, dald jede Norm
eine stetige Funktion vaR"™ nachR ist. Der Begriff der Stetigkeit@ngt
ab von einer Norm; wie stets in bisherigen Verlauf der Vartesarbeiten
wir mitder Maximumsnorm (oder der daaguivalenten BKLID ischen).
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Auf R ist das einfach der Betrag; wirimsen also zeigen, dald es zu
jedeme > 0 eind > 0 gibt, so daliir zwei Punkter,y € R™ mit
lz =yl < dgilt: [[lz] =yl <e.

Nach der Dreiecksungleichung ist
z]] = ly + (z — Il < lyll + |z —yl| und

lyll = llz+ @ — 2 < =] +ly — |

also sind|z|| — ||y|| und||y|| — || z|| beide kleiner al§z — y|| = ||y — =
und damit ist

Nzl =yl < lz =yl < cllz =yl -
Setzen wir dahef = ¢ /¢, soist|||z|| — ||y||| < € fur allex,y € R™ mit
|z —y||,, <. Damitist die Stetigkeit der Norrj-|| bewiesen.
Nun betrachten wir den YAffel
W={zeRr" ||zl =1}.
Er ist offensichtlich abgeschlossen und be&aakt, nach dem Satz von
HEINE-BOREL also kompakt.

Als stetige Funktion nimmt die Norm ali¥#’ sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum an; es gibt daher Konstantgrund c,, so daf}
¢y < ||z|| < ¢, furallex € W. Beide Konstanten sind positiv, defin||
verschwindet nurir x = 0, und dieser Punkt liegt nicht iy,

Ein beliebigesc # 0 kdnnen wir schreiben als
i
2]l

wobei der zweite Faktor ifil liegt. Seine Norm

z = 2]

x 3 1 1 |
= x| = ]} =
1] o 2]l o ]l 1] o
liegt zwischenc; undc,, also ist
]
¢ < T < oder ¢ flzfl, < lzf| < |zl -
2]l o

Damit ist dieAquivalenz der beiden Normen bewiesen.
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Als weitere Anwendung kompakter Mengen wollen wir die ghend-
Bige Stetigkeit, die wiriir Funktionen einer Vé@nderlichen in Kapitel 4
zur Konstruktion des RMANN-Integrals beitigten, auchiir Funktio-
nen mehrerer VVé@nderlicher eiriihren:

Definition: Eine Abbildungf: D — R™ auf einer Teilmengé® C R"
heil3tgleichnafig stetigauf der TeilmengeX C D, wenn es zu jedem
e > 0eind > 0 gibt, so dal gilt: Br alle Punktez,y € X mit

|z —yl| < dist| f(z) — fW)I <e.

Im Eindimensionalen konnten wir zeigen, dal} jede stetigkfian auf
abgeschlossenen Teilintervallen ihres Definitionsbasegleichnallig
stetig ist; hier gilt entsprechend

Lemma: Eine stetige Abbildung: D — R™ auf D C R" ist auf jeder
kompakten Teilmeng& C D gleichmalig stetig.

Beweis:Da f auf D stetig ist, gibt es zu jedem > 0 und zu jedenx
ausD ein§ > 0, so daf gilt]| f(y) — f(2)| < e, falls ||y — z| < 0.
Dieses) hangt sowohl vor als auch vorx: ab. Wir missen zeigen, daf3
wir zumindest fir diex € K ein gemeinsamesfinden kbnnen.

Dazu halten wire fest und und \ethlen zu jedemx € K eing, > O,
so daB gilt: Er ||y — z|| < &, ist || f(y) — f(z)|| < 3. Offensichtlich
bilden die Mengen

U, ={yeR" | |y —=| < 33,}
eine offeneUberdeckung vonk’; da K kompakt ist, gibt es eine

Teiluberdeckung durch endlich viele Mengén ,...,U, . Wir be-
zeichnen die kleinste unter derZahIen%éxj mit 4.

Damit liegt jedesr € K in mindestens einer der Mengén . Fur ein
y € Kmit|ly — x| <dist
ly =zl < lly =2l +[lo — 2| <o+ 38, <4, ;
nach Definition vord, - folgt daher
£ £
I#w) = e <5 und @) - f@)] < 5.
das heil3t| f(y) — f(x)|| < e. Dies zeigt die gleich@lige Stetigkeit

von f auf K. .
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b) Zusammenhangende Mengen

Die kompakten Mengen in letzten Abschnitt sollten eine Aetral-
gemeinerung abgeschlossener Intervalle sein, und zustinges die
Existenz von Maxima und Minima stetiger Funktionen betrigisten
sie auch das, was wir von ihnen erwarteten.

Umgekehrt ist aber nicht jede kompakte Teilmenge #orin abge-
schlossenes Intervall: Die Vereinigung4, —2] U [2, 4] ist sicherlich
abgeschlossen und bes&hkt, also kompakt. Natlich konnen wir nicht
erwarten, dal3ifr Funktionen auf einer solchen Menge der Zwischen-
wertsatz gilt. Um auch diesen aufs Mehrdimensionale zullgeraei-
nern, brauchen wir einen neuen Begriff, der etwas mit deryadleigen-
schaft zu tun haben sollte.

Dafiir gibt es mehrere Biglichkeiten: Ein Intervall entldt zu zwei
Punktenz, y stets auch deren Verbindungsstrecke; diese Eigenschaft
konnten wir auch im Mehrdimensionalen fordern. Etwas allgiewr
konnten wir aber statt einer geradlinigen Verbindung eimfiagend-

eine Verbindungskurve zwischen je zwei Punkten fordern. S@hkéa
konnten wir auch ganz auf Verbindungskurven verzichten tatides-

sen eine andere Eigenschaft des obigen GegenbeispielstzersnDie
Vereinigung 4, —2] U [2, 4] ist enthalten in der Vereinigung der bei-
den offenen Intervalle{5, —1) und (1 5), und diese offenen Intervalle
haben leeren Durchschnitt.

Alle drei Ansatze sind itzlich und haben deshalb eigene Namen:

Definition: a) Eine TeilmengeX C R" heil3tkonvex,wenn fr alle
x,y € X auch deren Verbindungsstrecke ganZXiriegt.

b) X heiRtwegzusammeingendwenn esfir allex, y € X eine ganz
in X liegende Kurve gibt, die diese Punkte verbindet, d.h. eiatge
Abbildung v: D — R™ auf einer TeilmengeD C R mit v(0) = =,

v(1) =y undy ([0, 1]) € X.

c) X heildstzusammerdngendwenn gilt: SindU, V' C R" zwei offene
Mengen mit leerem Durchschnitt und lie§tin der Vereinigund/ UV,

so liegt X ganz in einer der beiden Mengen.

\Von diesen drei Forderungen ist die Konvaxitlie sarkste, der Zusam-
menhang die schachste. Genauer gilt:
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Lemma: a)Jede konvexe Teilmeng€ C R" ist auch wegzusammen-
hangend.

b) Jede wegzusammeaihgende Teilmeng C R"™ ist auch zusam-
mentangend.

Beweis: a)ist klar: Wenn fir je zwei Punkter,y € X deren Verbin-
dungsstrecké(l—t)x +ty \ 0<t< 1} in X liegt, konnen wir einfach
diese Strecke als Verbindungskurve nehmen, d.h. wir dednie

| R—=R"
v t—A—tz+ty

Dann isty(0) = x, v(1) =y, und fur allet € [0, 1] liegt y(¢) in X.

b) Die wegzusammer@mgende Teilmeng& C R" sei enthalten in der
Vereinigung der beiden offenen MengéhV C R" mit U NV = 0.
Falls X selbst die leere Menge ist, liegt sowohl inU als auch inV/,
und wir sind fertig. Andernfalls gibt es mindestens einenl®u € X.
Dieser mufl3 entweder iti oder inV liegen; indem wir gegebenenfalls
die Bezeichnungen vertauschernken wir annehmen, da3 in U
liegt. Wir missen zeigen, dal3 dann auch alle anderen PunkteX

in U liegen.

Nach Voraussetzung gibt es eine Kuryedie = und y miteinander
verbindet. Wir wollen ungiberlegen, dal3 diese ganzlinliegen muf3.
Dazu betrachten wir

s =sup{u € [0,1] | v(t) € U fur allet € [0,u)} .

Falls s < 1 ware, lonnte y(s) nicht in U liegen, denn wegen der
Stetigkeit vorry ist v~}(U) eine offene Menge, erélit also zu jedem
ihrer Punkte auch eine offene Umgeburngdnnte aber auch nicht i
liegen, denn auch (V) ist offen, und @rr alle 0< ¢ < s liegt ¢ in
v~ Y1), also, da/ NV = B, nicht iny~(V). Das ist ein Widerspruch,
dennX C U UV, so daf3y(s) in einer der beiden Mengen liegen muf3.

Somitists = 1 undy = ~+(1) € U, denn hgev(1) in V, gabe es auch
eine Umgebung der Eins, so daf¥) fur alle t aus dieser Umgebung
in V' lage. Day ein beliebiger Punkt au¥ war, liegt ganzX in U und

ist daher zusammeahgend.
|
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Damit folgt beispielsweise, daR™ fir jedesn sowohl wegzusam-
mentangend als auch zusamma@nigend ist, denn niatlich istR"™ kon-
vex: Wir konnen zwei beliebige Punkte aid§ stets durch eine Strecke
miteinander verbinden. Damit folgt beispielsweise

Lemma: Ist X C R™ sowohl offen als auch abgeschlossen, so ist
entwederX = R" oderX = (.

Beweis:Ist X sowohl offen als auch abgeschlossen, ist aREh\ X
offen und hat natrlich leeren Durchschnitt mi. Die Vereinigung
dieser beiden offenen Mengen ist gaiz, und da dies eine zusam-
mentangende Menge ist, liegt entweder gaizin X, d.h. X = R",
oder aber ganR" liegt in R™ \ X, was nur @ir X = () moglich ist. .
Die beiden Aussagen des vorigen Lemmas lassen sich nicreghnerk,

es gibt also wegzusammednrigende Mengen, die nicht konvex sind, und
zusammenéingende, aber nicht wegzusammémipende Mengen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die Menge
X ={(z,y) € R? ’ 2| < 1oder|y| <1}.

Sie ist nicht konvex, denn die Verbindungsstrecke der lekenkte
(0,4) und (4 0) ausX enthalt beispielsweise den Punkt @), der nicht

in X liegt. Sie ist aber wegzusammeirtgend, dennifr jeden Punkt
(r,y) € X liegt dessen Verbindungsstrecke zum Nullpunk&inund
fur zwei Punkte auX” konnen wir die beiden Verbindungsstrecken zum
Nullpunkt aneinandersetzen zu einer Verbindungskurve.

AN

e

Beispiele zusammegngender, aber nicht wegzusammimigender
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Mengen sind schwerer zu finden; am pd@psten ist die Menge
X ={(z,sin) e R* | z > 0} U {(0,) | |y <1}

bestehend aus einer Sinuslinie niit fr — 0 immer kleiner werden-
dem Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen e und
dem Intervall auf deg-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr
anrahert. )

0.5

0.4 05

N}

Diese Menge ist nicht wegzusammamigend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkte};( 0) und (Q1) ausX nicht durch eine Kurve
miteinander verbinden: &be es amlich eine Kurvey mit v(0) = (%, 0)
und~(1) = (0, 1), so ldnnten wir die Menge allex € [0, 1] betrachten,
fur die~(t) im Intervall 0 < t < u Uberall positiver-Koordinate hat;
ihr Supremum se$. Wegemy(1) = (0, 1) wares < 1; aul3erdem fin3te
die z-Koordinate vony(s) verschwinden, dennave sie positiv, &nnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung ve(s) Punkte mitz-
Koordinate Null geben. Da sijc-ﬂ in jedem Intervall (Q¢) alle Werte
zwischen—1 und 1 annimmt, mitev(s) wegen der Stetigkeit von
in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit allgfiKoordinaten
zwischen—1 und 1 haben, was riatich nicht nbglich ist. Somit istX
nicht wegzusammerg@mgend.

Die beiden Teilmengen
X, = {(x,sin%) € R? ‘ x>0} und X,={(0,y) ‘ ly| < 1}
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sind natirlich wegzusammer@imgend und damit erst recht zusam-
menlangend. Wenn es zwei offene Mengénl/ mit leerem Durch-
schnitt gabe, so dalX C U U V weder inU noch inV liegt, mif3te
daherX; in U und X, in V liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
moglich, denn in jeder offenen Menge, die, enthalt, gibt es auch
Punkte ausX;. Daher istX zusammen&ingend.

Der groR3e Aufwand, den willf dieses Gegenbeispiel treiben mufiten,
legt die Vermutung nahe, dal3 zusammimiende Mengen in vielen
Fallen auch wegzusammeidnigend sind. In der Tat gilt etwa

Lemma: Eine offene TeilmengeX C R" ist genau dann zusam-
mentangend, wenn sie wegzusammangend ist.

Beweis: Wir wissen bereits, dal} jede wegzusamn@rgende Men-
ge zusammer@ngend ist; zu zeigen bleibt, dal3 jede offene zusam-
mentangende Meng& auch wegzusammeahgend ist. Er die leere
Menge gibt es nichts zu beweisen; sei als& 0.

Wir wahlen einen festen Punkte X und betrachten die Mendéaller

y € X, die durch eine Kurve mit verbunden werdendnnen, sowie
die MengeV aller jenery € X, fur die das nicht der Fall ist. Beides
sind offene Mengen: Wegen der Offenheit vangibt es ramlich zu
jedemy € X eine > 0,sodalB auch allec R" mit ||z — y|| < ein X
liegen. Wenn wir dabei dielkLIDische Norm verwenden, liegen diese
Punktez in einern-dimensionalen Kugel um mit Radiuss und lassen
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sich daher alle durch eine Strecke, die ganz innerhalb dgeKund
damit auch innerhalb voX liegt, mit dem Mittelpunkiy verbinden.

Falls sich der Mittelpunkt durch eine Kurve miverbinden&l3t, konnen
wir diese Kurve daher um eine Strecke @mgern, um auch jeden
Punktz aus der Kugel mitz zu verbinden, so dal} die gesamte Kugel
in U liegt. Falls es umgekehrt innerhalb vankeine Verbindungskurve
von z nachy gibt, kann es auchiif kein z aus der Kugel eine solche
Kurve geben, denn sonsbknten wir diese um die Verbindungsstrecke
von z nachy verlangern zu einer Verbindungskurve zwischeumndy.

Damit sindU und V' offene Mengen; ihr Durchschnitt ist leer und ihre
Vereinigung gleichX. Da wir X als zusammerdngend vorausgesetzt
haben, muld ganX in einer der beiden Mengen liegen, und«da U
liegt, ist das die Mengé/. Dies zeigt, dal3 sich jeder Punkte X
durch eine ganz iX verlaufende Kurve mit verbinden&f3t; X ist also

wegzusammerdngend. .

Im Eindimensionalen ist die Situation noch einfacher; ewralten wir
bei allen drei oben definierten Begriffen einfach die Inédle; zu denen
wir, wie Ublich, auch die unbescamkten Intervalle und die leere Menge
rechnen:

Lemma: Fur eine Teilmenge& C R sind die folgenden vier Aussagen
aquivalent:

a) X ist ein Intervall.

b) X ist konvex.

c) X ist wegzusammer@mgend.

d) X ist zusammendngend.

Beweis:Um dieAquivalenz dieser vier Aussagen zu zeigefissen wir
nicht alle 4- 3 = 12 Implikationen einzeln nachweisen; es reicht, wenn
wir in einem sogenannteRingschluftlie Folgerungen

a)=Dhb)=1c)=d)=a)

zeigen. Die ersten drei unter diesen sind offensichbmlwurden oben
schon allgemein gezeigt; wirklich beweisenissen wir daher nur, daf3
jede zusammerd@ngende Teilmeng& C R ein Intervall ist. Da wir die
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leere Mengeoer definitionenals Intervall betrachten,danen wir dazu
annehmen, dafX nicht leer ist.

Falls X nach oben bescanktist, hatX ein Supremum € R; wir wollen
uns als erste§berlegen, daX dann fir jedes: € X das Intervall , b)
enthalt: Gabe es amlich einc € [z, b), das nichtinX lage, sodgeX in
der Vereinigung der beiden offenen Mendérs {xr € R | x < ¢} und
V ={z € R |z > ¢}, aber weder iV noch inV. Entsprechend folgt,
dalR X, sofern es unbesdclnkt ist, zu jedent € X auch alle reellen
Zahlenx > z enthalten muf3, den@ad¢ex > z nicht in X, konnten wir
wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, dAT falls es nach unten besé@mkt
Ist, fur jedesz € X das Intervall ¢, z] enthalten muf3, wobet das
Infimum von X bezeichnet; fallsX nicht nach unten besdmkt ist,
mul} es entsprechend zu jedemne X auch alle reellen Zahlen < z
enthalten.

Ist alsoX eine beschankte zusammerdmgende Teilmenge vdR mit
Infimum « und Supremund, so entlalt X das offene Intervalld, b).
Da X keine Punktez < a oderz > b enthalten kann, &nen dazu
hochstens noch einer oder beide der Punktie kommen;X ist also
eines der vier Intervallex b), (a, b], [a, b) oder @, b].

Falls X nur nach unten besdimkt ist mit Infimunma, entralt X auf jeden
Fall alle reellen Zahlem > a, zusatzlich eventuell nach den Punkt
Entsprechendes giltif eine nur nach oben beséhnkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daX weder nach oben noch nach unten beackt
ist; dann istX = R, was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die fur uns wichtigste Anwendung zusammanigender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f: D — R™ eine stetige Abbildung aub C R" undX C D
zusammendangend, so ist aucf(X) zusammenéngend.

Beweis:U und V' seien zwei offene Teilmengen vd™ mit leerem
Durchschnitt, undf(X) liege in der Vereinigund/ U V. Wegen der
Stetigkeit vonf sind die Urbilderf ~1(0) und f (V) offene Teilmen-
gen vonR"; ihr Durchschnitt ist leer, denn kein € D kann ein Bild
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haben, das sowohl i als auch inV liegt. Somit mulRX ganz in einer
der beiden Mengeri ~1(U) oder f (V) liegen, alsof(X) in U oder
inV. .
Korollar: Ist f:D — R eine stetige Abbildung aub C R™ und
X C D zusammenéangend, so isf(X) ein Intervall, ent@lt also zu je
zwei Wertena, b auch alle Zahlen, die zwischen den beiden Iieger.L

85: Banach-Raume

Die reellen Zahlen unterscheiden sich vor allem dadurchdemratio-
nalen Zahlen, dal’ viele Folgen rationaler Zahlen, die keiaenzwert

in Q haben, doch gegen einen GrenzwertRlk®nvergieren. Insbeson-
dere hat inR jede zucHY-Folge einen Grenzwert. Diese Eigenschaft
der reellen Zahlen wollen wir in diesem Paragraphen vexaignern
und dabei auch sehen, dal3 sich beispielsweise das auslKbpkannte
HERON-Verfahren zur Berechnung der Quadratwurzel einordneinia e
Gruppe viel allgemeinerer Techniken.

a) Vollstandigkeit

CaucHy-Folgen und der Begriff der Vollandigkeit lassen sichuf
beliebige metrische &me definieren; da wir die Begriffe nicht in
dieser Allgemeinheit bditigen, besctéanken wir uns auf normierte Vek-
torraume; die Verallgemeinerung auf metrischieuRe sollte iir jeden
interessierten Leser offensichtlich sein.

Definition: V sei ein normierter Vektorraum mit Norfl|.

a) Eine Folge ¢,,),,cn VONn Elementen,, € V heilst GwucHy-Folge,
wenn es zu jedema > 0 ein N € N gibt, so daf}|z,, — z,,|| < e fir
allen,m > N.

b) V heilt einvollstandiger normierter Vektorraumder BANACH-Raum,
wenn jede GUCHY-Folge aus’ gegen ein Element vovi konvergiert.

m ‘

Einfachstes Beispiel eines\BACH-Raums ist ndtrlich R selbst mit der
Betragsfunktion als Norm; hier ist die \Volistdigkeitsaussage gerade
das QwcHysche Konvergenzkriterium. Da es in diesem Semester vor
allem um Funktionen mehrerer \Zrderlicher geht, sollten wir uns als
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nachstediberlegen, ob aucR™ ein BANACH-Raum ist. WVAhrend wir

in R immer mit dem Betrag arbeiten, haben wir im Mehrdimension-
alen allerdings verschiedene Normen, unissen uns, bevor wir von
\ollstandigkeit reden &nnen, auf eine davon festlegen.

STEFAN BANACH (1892-1945) wurde in Krakau ge-
boren und ausgebildet, promovierte und arbeitete dann
aber an der Universit von Lvov in der Ukraine, wo

er unter schwierigen Bedingungen unter deutscher Be-
satzung den zweiten Weltkrieg verbrachte. Durch seine
Arbeitentiber lineare Operatoren uiiber Vektoraume

von Funktionen wurde er zum Begrder der modernen
Funktionalanalysis. Nach dem Krieg wollte er auf einen
Lehrstuhl an der Universit Krakau wechseln, starb
aber 1945 an Lungenkrebs. Das wichtigste mathema-
tische Forschungsinstitut Polens, das Banach-Zentrum
in Warschau, ist nach ihm benannt.

Zumindest @ir die Konvergenz von Folgen kommt es IiR¥ nicht da-
rauf an, mit welcher Norm wir arbeiten: Wie wir in Abschrait gese-
hen haben, sind alle Normen aif* aquivalent, und wie wir bereits
aus §1b) wissen, fihrenaquivalente Normen zum gleichen Konver-
genzbegriff. Dasselbe gilt auctirfCAucHY-Folgen: Sind|-||; und||-||,
zwei aquivalente Normen auf eineR+VektorraumV” und ist ¢,,),, ey
eine QAUCHY-Folge be#glich ||-||,, so gibt es zu jeders > 0 ein
N € N, so daB|z,, — =,,||; < ¢ fur allen,m > N. Wegen deAqui-
valenz der beiden Normen gibt es aul3erdem eine positivie &l c,
so dafyj|z||, < c||z|, ist fur allex € V. Wahlen wir daher ein/, so
dal3||z, — z,,|l; <e/cistfurallen,m > M, so ist

3

Hxn _aijZ < CHxn o xm”l <c- E =€

furallen, m > M; die Folge ist also auch baglich |-||, eine G\UCHY-
Folge. Damit folgt insbesondere, daligenau dann ein &NACH-Raum
beziglich der Norm||-||, ist, wennV” ein BANACH-Raum be#glich der
dazuaquivalenten Nornf- ||, ist.

Speziell fir V = R™, wo alle Normenaquivalent sind, reicht es also, die
\ollstandigkeit beiglich irgendeiner beliebigen Norm zu beweisen; sie
folgt dann automatisch auchrfalle anderen Normen.
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Lemma: R" ist ein BANACH-Raum beiaglich der Maximumsnorm und
damit beiziglich jeder beliebigen Norm.

Beweis:(z,),cy Sei eine GUCHY-Folge von Elementen ads™; wir
schreiben das-Tupelz, € R™ alsz;, = (x41,-..,Tg,). ZU jedem
e > 0gibteseinV € N, so dal3

|2y, — x| o, = max{\xkj —xgj\ ‘j = 1,...,n} <e

ist fur allek, ¢ > N. Damit ist insbesondedeskj — xgj\ < ¢ fur jeden
Index j, d.h. die Folgenx, ),y sind GaucHy-Folgen reeller Zahlen.
Nach dem @ucHyschen Konvergenzkriterium konvergiert daher je-
de dieser Folgen gegen einen Grenzwgrte R. Damit konvergiert
die Folge ).y in R™ gegen den Punkiy, ..., y,), denn wie wir
bereits ing1b) gesehen haben, ist Konvergenzibgich der Maximums-
norm einfach Konvergenz in jeder Komponente. Somit koneergede
CaucHy-Folge inR"™, und damit istR™ vollstandig, d.h. ein BNACH-

Raum. _

Da jeder endlichdimensional®-VektorraumV isomorph ist zu ei-
nemR", sind somit auch alle diesealdme vollsandig. Um Vektoraume
zu finden, die keine BNACH-Raume sind, rmissen wir entwedef)
oder allgemeineQ™ betrachten oder aber unendlichdimensiori&ie
Vektorraume. Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen werden ste er
Beispiele von FunktioneAaumen betrachten, die teilssBAaCH-Raume
sind, teils auch nicht.

b) Fixpunkte von Abbildungen

Betrachten wir noch einmal dasRoN-Verfahren zur Aherungsweisen
Berechnung voRr/2: Wir starten mit irgendeiner positiven Zaty und

berechnen sukzessive neue Werte

vy = fe, ) Mt @)= <x + 3) .

Fur z = /2 ist ’
F(v2) %(m%) = L (V2+v2) = V2:

ist umgekehrtr eine positive reelle Zahl mif(z) = z, so istf(x) = x
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aquivalent zur Gleichung

1 2 1/2
= _ + — — | — = =
T > (CE x) oder > (m x) 0,

also istz = 2/x und somitz? = 2, was im Positiven nur diedsung

= = v/2 hat. HERONhat also die Gleichung? = 2 umgeschrieben in eine
Gleichungf(z) = x, und bst sie @herungsweise, indem er auf einen
beliebigen Startwert immer wieder die Funktipmnwendet. Bsungen
von Gleichungen der Fornfi(x) = x beschreiberrixpunkteim Sinne
der folgenden

Definition: M sei eine Menge undg: M — M eine Abbildung. Ein
Fixpunktvon f ist ein Elementt € M mit f(x) = x.

HERONs iterativer Ansatz funktioniert nichtif jede Funktion: Die
Gleichungz? = 2 ist beispielsweise auchquivalent zur Gleichung

x = g(x) = 2/x; wenn wir aber ausgehend veg = 1 immer wieder die
Funktiong anwenden, pendeln wir nur zwischen den beiden Werten 1
und 2 hin und her, ohne der Wurzel jahver zu kommen.

Ein wichtiges Thema dieses Paragraphen ist die Frage, weiehen
Bedingungen ein iteratives Verfahren wie das varEIN zum Erfolg
fuhrt. Wir wollen dieses Problem nicht unter den sélktstndglichen
Voraussetzungenbsen, sondern suchen stattdessen nach einfach zu
uberpiifendenhinreichenderKriterien. So ist auch die folgende De-
finition fir den eindimensionalen Fall nicht die allgemeinggtiche:

Definition: f: D — R sei eine differenzierbare Abbildung auf der
offenen TeilmengeD C R. Ein Punktz € D mit f(z) = z heil3t
stabileroderanziehendeFixpunkt vonf, wenn|f’(z)| < 1ist; er heif3t
instabileroderabstoRendeFixpunkt, wenn| f'(x)| > 1 ist.

(Den Fall|f'(z)| = 1 betrachten wir nicht, da er im allgemeinen erheb-
lich schwieriger zu behandeln ist.)

Lemma: Istz ein anziehender Fixpunkt vofy so gibt es eim > 0, so
dal tir allexy € D mit |z — z4| < e die durchz;, = f(x,_,) definierte
Folge gegenc konvergiert. far einen abstof3enden Fixpunkt dagegen



Kap. 5: Funktionen mehrerer Veranderlicher 130

konvergiert diese Folge nur dann gegenvenn sie bereits nach endlich
vielen Iterationen den Werterreicht.

Beweis:Sei zurédchstx ein anziehender FixpunktiiF alle h € R mit
y=x+h € Distdann

f(x+h) = f(@)+ f'(x)h +o(h) =z + f'(x)h +o(h).
Wir schreiben f'(z)| = 1 — 2¢; da|f’(z)| kleiner ist als eins, ist die so
definierte Zaht positiv. Der Fehlerterna(h) geht schneller gegen Null

geht alsh; daher gibt es eig; > 0, so dafJo(h)| < ch fur alle b mit
|h| < e4. FUr solcheh ist daher

[f() = f@)| = [f(@+h) — x| = [f'(@)h +o(h)] < [f'(x)h| + |o(h)]
<Q@-29)[h|+c|h|=A =) |h| < || =y — x| .

Das allein reicht allerdings noch nicht, denn wir wisserhhiob f(y)
im DefinitionsbereichD liegt, so daf’ wirf auch iterieren &nnen.

Da D offen ist, gibt es aber eia, > 0, so daf} allez € R"™ mit
|z — x| < &, in D liegen. Nehmen wir nun alsdas Minimum vore,
unde,, so ist wiederiir jedesy € D mit |y — z| < ¢

f@) -2l <A-9ly—=| <e,
und das < ¢, ist, liegt f(y) inD.
Starten wir also mit einem,, fur dasjz — x| < ¢ ist, so folgt induktiv,

dal® auch alle;;, mit £ > 1 in D liegen, so daf3 wir die Folger();cy
definieren bnnen; aul3erdem ist

lx — x| < (1—c)‘:c—xk_1‘ < <@A=-0f |z — ) < (1 - 0)Pe.
Dies zeigt, dafd die Folge dey, gegenz konvergiert.

Gehen wir allerdings aus von einem abstol3enden Fixpunkb ist
|f'(x)] > 1; wir schreiben dies als 1 +c2nit einer reellen Zaht > 0.
Wieder gibt es eim > 0, so daf3 in der Formel

fl@+h) = f(@)+ f(@)h +o(h) =z + f'(x) + o(h)
der Betrag voro(h) kleiner ist alsc fur alle h mit |h| < e. Fur ein
y =x +hmit |h| < ¢ ist daher

[f (W) = f@)| = [f(@+h) — x| = [f'(@)h +o(h)] = [f'(x)h| - [o(h)
> Q=29 [hl+c|h[=A=|h] = |h] =y — x| .
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Nehmen wir nun anfir irgendeincy ausD lasse sich die Folger.),
definieren, und sie konvergiere gegenDann @gbe es einV € N, so
dal3|z, — x| < e ware Ur allen > N. Fur jedesn > N ware daher
|z, — x| > |z, — x|, was Ur eine gegen: konvergierende Folge nur

dann noglich ist, wenn aller,, = z sind.
|

Im Mehrdimensionalen ist die Situatiam Prinzipgenauso; der Beweis
erfordert allerdings &ze aus der Linearen Algebra, die nicht allen
Horern bekannt sind. Daher sei das Ergebnis nur kurz skizzier

Fur eine differenzierbare Abbildunfy D — R"™ auf einer offenen Teil-
mengeD C R™ mit Fixpunktzx ist, solanger + h in D liegt,

fl+h)=f@)+Jp(h) - h+o(|[hl]) =z + T;(h) - ho+ o(||[])
und damit]| f(z + h) — z|| < [[J;(h) - hl| + |lo(]IR])]] -

Den Fehlerterm &nnen wir wieder iir hinreichend kleine Norm voh
unter jede gevimnschte positive Schranke bringen; wir brauchen also in
erster Linie eine Schrankérfdie Norm vonJ,(h) - h.

Falls J;(h) eine Diagonalmatrix ist, &nnen wir vorgehen wie im ein-
dimensionalen Fall: Die-te Komponente des Vektorswird mit dem
i-ten Diagonaleintrag der Matrix multipliziert; falls derseinen Betrag
kleiner eins hat, konvergiert die Folge der iterierten Ridd zumindest
in der:-ten Komponente gegen Null. Die Folge dermitx;, = f(x,_4)
konvergiert alsoir einen Anfangswert, hinreichend nahe beigenau
dann gegen, wenn alle Diagonaleinfige Betage kleiner als eins haben.

Leider ist.J,(h) nur in den seltenstendfien eine Diagonalmatrix. ¥

die Frage, ob eine Folge von Vektorep gegen einen Vektot kon-
vergieren, ist es aber gleichiiig, in welcher Basis wir die Vektoren aus-
dricken; falls es also eine Basis gibt, biglich derer/;(h) eine Diago-
nalmatrix ist, konnen wir wie oben argumentieren. Dabei spielt es keine
Rolle, ob wir eine solche BasigifR™ oder nur fir C" finden ldnnen.

Die Eintrage der Diagonalmatrix sind bekanntlich gerade die Eigen-
werte vonJ,(h); die Folge der Iterierten konvergiert also, falls die Mat-
rix J(h) diagonalisierbar ist und alle ihre Eigenwerte Bee kleiner
eins haben.
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FallsJ () nichtdiagonalisierbar istal3t sich die Matrix als eine Summe
J¢(h) = D + N schreiben mit einer diagonalisierbaren Matfixund
einer Matrix N, deren Potenzen ab einem gewissen Exponentem
gleich der Nullmatrix sind. AuRerdem kommutieréh und N, d.h.
DN = ND. Deshalb Bnnen wir auf diese speziellen Matrizen den
binomischen Lehrsatz anwenden und erhalten
5oy =+ =Y () o
k=0

Faurk > r verschwindeWk; furm > ristalso

. . r—1 m . . r—1 m o
J¢(R)™ = (D+N) :Z<k>D FNF =D Z<k>D ENF
k=0 k=0
Da r eine feste, vonn unablangige Zahl ist, wird das Verhalten von
J¢(h)™ - h furm — oo daher wieder von den Eigenwerten vép(z)
kontrolliert; auch hier konvergiert also die Folge der iketen, falls
alle Eigenwerte vonJ;(h) einen Betrag kleiner eins haben. Deshalb

definieren wir

Definition: f: D — R"™ sei eine differenzierbare Abbildung auf der of-
fenen Teilmengd C R". Ein Punktz € D mit f(x) = x heil3tstabiler
oderanziehendefixpunkt von f, wenn alle Eigenwerte derdosi-
Matrix J,(z) einen Betrag kleiner eins haben; er heifdtabiler oder
abstoRendeFixpunkt, wenn mindestens ein Eigenwert einedlygren
Betrag als eins hat.

Damit lal3t sich, mit praktisch demselben Beweis, das obige Lemma
auch fir hbhere Dimensionen zeigen.
c) Die Lorenz-Gleichungen

Fixpunkte sind zwar nur einzelne isolierte Punkte; sieren aber doch
oft erstaunlich vieliber eine Funktion aussagen. Als Beispiel dazu
betrachten wir die sogenanntenrkENZGleichungen

@(t) = p(y(t) — 2(t))
y(t) = ra(t) — y(t) — z(t)=(t)
2(t) = —bz(t) + z(t)y(?)



133 Analysis Il FSS2015

Der amerikanische Mathematiker und MeteorologevERD LORENZ
stellte sie auf als eine extreme Vereinfachung deviBR-STOKES
Gleichungen tir die Dynamik der Atmospire. Die drei Funktionen
x(t), y(t) undz(t) haben keine direkte physikalische Interpretation, son-
dern fangen mit niederfrequenteroBRIER-Moden von losungen der
NAVIER-STOKES-Gleichungen zusammen, ¢ undr sind Parameter, die
laut LORENZ flir die atmospérische Konvektion ungahr beip = 10,

r =28 undb = § liegen sollten.

Gesucht sind also Funktioner(t), y(t), z(t), fur deren Ableitungen
z(t), y(t) und 2(¢) die obigen Gleichungen gelten. (Ableitungen nach
der Zeit werden oft durch einen Punkt statt einen Strichicbret.) Die
Losungen dieses sogenannten Differentialgleichungsagsiénnen
nicht in geschlossener Form angegeben werden, man kanbesieng
numerischen Methoderaherungsweise bestimmen, wasRENZ auch
tat.

EDWARD NORTON LORENZ (1917-2008) stammt aus
dem US-Bundesstaat Connecticut; er studierte Mathe-
matik am Dartmouth College (A.B. 1938) und in Har-
vard (M.A. 1940). Nach seinem Kriegsdienst ging er
ans MIT, wo er 1948iber Meteorologie promovierte.
Sowohl dem MIT, wo er 1987 als Professor emeritiert
. wurde, als auch der Meteorologie blieb er fortan treu. Zu
seinen V|e|en Auszeichnungen @ehunter anderem der Kyoto-Preis von 1991, der wohl
hochstdotierte Wissenschaftspreis.

Die einfachste Art, eine @&sungskurve @herungsweise zu bestim-
men, geht auf BLER zurick: Man wahlt einen Startzeitpunki, mit
zugeldrigen Startwerterc(ty) = xq, y(to) = yo und z(ty) = 2y fur
eine geeignete Schrittweite bestimmt man darausaherungsweise
nacheinander die Funktionswerte an den Stel{jemh furn € N durch
die Formeln

x(t+h) = z(t) + hz(t) = z(t) + hp(y(t) — :L’(t))
y(t +h) ~ y(t) + hy(t) = y(t) + h(rz(t) — y(t) — z(t)2())
2(t+h) ~ 2(t) + hi(t) = (L — hb)z(t) + hz(D)y(t)

Der programmierbare elektromechanische Rechner, mit deRENz
arbeitete, sirzte im Laufe der Rechnungen immer wieder ab; um dann
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nicht wieder ganz von vorne anfangen ziissen, notierte tRENzvon

Zeit zu Zeit Zwischenwerte, so dal er gegebenenfalls diatibe dort
neu beginnen lassen konntdirFdiese Notizen begmgte er sich mit
dreistelliger Genauigkeit. Zu seinem Erstaunen stelltest; dal? eine
an einem solchen gperen Zeitpunkt wiederaufgenommene Rechnung
schon nach wenigen Iterationen zu ganz anderen Ergebnigbete

als eine in einem 8tk durchgeiihrte; durch genauere Untersuchungen
fand er heraus, daR selbst kleindtederungen bei den Startwerten zu
dramatisched\nderungen im weiteren Verlauf der Rechnuiigren.

Falls das gleiche Rimomen auch in der wirklichen Atmosjte auftritt,
konnen also minimale Vanderungen etwa des Luftdrucks oder der
Temperatur aufdngere Sicht zu einer dramatisch anderen Entwicklung
des Wettersiihren — eine Idee, die vielen Meteorologen damals als zu
phantastisch erschien um ernstgenommen zu werden: Am 2@alda
1963 berichtete RENZ vor der New York Academy of Sciencéber
seine Ergebnisgdrans. N.Y. Acad. S@5(1963), 409-432ynd schlof3
seinen Vortrag mit den Worten:

Als die Instabiliit eines gleiclirmigen Flusses gegaher infinitesi-
malen Sbrungen erstmals als Erktung fir das Auftreten von Zyklonen
und Antizyklonen in der Atmos@fe vorgeschlagen wurde, war diese
Idee nicht allgemein akzeptiert. Ein Meteorologe bemedd8, falls die
Theorie korrekt \éire, ein Fligelschlag einer Mwe ausreichen arde,
um die Entwicklung des Wetteli& fimmer zu vedndern. Die Kontro-
verse ist noch nicht entschieden, aber die neueste Eviddrems fir
die Mowen zu sprechen.

Inzwischen ist der Sieg der &ven bekanntlich allgemein anerkannt;
man fordert sogar nicht einmal mehr den relatiafkgen Fligelschlag
einer Mowe, um das Wetter permanent zuaedern: Im Dezember 1972
hielt LORENz vor der American Association for the Advancement of
Sciences in Washington, DC, einen Vortrag mit dem Rieldictability:
Does the Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil set off a Tornaddexas,
und seitdem geht das Wort vagthmetterlingseffekim die Welt.

Auch das WorChaoswird heute meist auf diese Weise definiert: Klein-
ste Anderungen bei den Anfangsbedingungéhren zu dramatischen
Veranderungen des Langzeitverhaltens.
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Chaos heil3t nun allerdings nicht, dal3 wir dé@ierhaupt nichtsber das
Verhalten der bsungen aussageahnen. Wenn wir numerisch rechnen,
erhalten wir erstaunlicherweise undpnigig von den Startwerten immer
ein Bild, das ungefhr so aussieht, wie das unten abgedruckte.

Da wir mit endlicher Genauigkeit rechnergrknen wir sicher sein, daf3
unsere Aherungsweise berechneteasungskurven wegen der unver-
meidbaren Rundungsfehler quantitativ schon kurz nach thtz8it
nichts mehr mit den exaktendsungskurven zu tun haben; sie geben
aber offensichtlich das qualitative Verhalten recht gudaer.

Um das zu verstehen, betrachten wir die Fixpunkte, d.h.wahen nach
konstanten bsungen des Systems. Da die Ableitung einer konstanten
Funktion verschwindet, sind die Fixpunkt&tungen des Gleichungs-
systems

0=ply — )
O=rz—y—2az
0=—-bz+uxy

Wenn wir den uninteressanten Fall= 0 ausschliel3en, folgt aus der
ersten Gleichung, dafif jeden Fixpunkt: = y sein muf3. Falls beide
verschwinden, ist nach der dritten Gleichung auck O; als ersten
Fixpunkt erhalten wir also den Nullpunkt.

Im Fall z # 0 kdbnnen wiry in der zweiten Gleichung durchersetzen
und dann durclr dividieren; dies ergibt die-Koordinate

z=r—1.
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Damit zeigt die dritte Gleichung, dal3 e& - # 1 noch zwei weitere
Fixpunkte gibt mit

r=y=++/b(r—1) und z=r-1.

In unserer Terminologie sind die drei gefundenen Punktpu¥ikte der
Abbildung F: R® — R3 mit

z + hp(y — x)
F(x,y,2)= <y+h(rﬂc —y :L'z)) ;
(1 — hb)z + hxy
ihre AcoBi-Matrix ist
1—hp hp 0
Jp(z,y,2) = (h(r —2) 1—h —hx )
hy hr 1—hb

Um Aussageiiber die Stabilét zu machen, issen wir die Eigenwerte
dieser Matrix bestimmen. Im Nullpunkt haben wir

1-10n 10h 0
JF(O,O,O)=< 28, 1-h O );

0 0 1-3n
die Eigenwerte dieser Matrix sind
1-— gh, 1+ %(\/ 1201— 11 und 1-— %(\/ 1201 + 11).

Fir eine kleine positive Schrittweitk ist somit der mittlere der drei
Eigenwerte gbl3er als eins, die beiden anderen sind kleiner. Der Null-
punktist daher kein stabiler Fixpunkt; ed8t ab in Richtung des Eigen-
vektors zum zweiten Eigenwert.

Fur die beiden anderen Fixpunkte erhalten wir dieaBI-Matrizen

Jp(E£vo(r —1), =/ b(r —1),r — 1)
1—10nh  10h 0

= ( h 1—h iGhﬁ) ,
+6hv2 £6hv2 1-38h

deren Eigenwerte, wenn wir sie allgemein ausrechnen, grelisame
Ausdricke sind. Wir setzen daher nicht nprb und r» auf die von
LORENZ angegebenen Werte, sondern legen auch noch die Schrgtweit
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h fest. Rir h = 0,01 bekommen wir die Eigenwerte
A1 ~ 0,8614542208 und )\,,3 ~ 1,000939556k 0,1019450522.

Wir haben somit einen reellen Eigenwert vom Betrag kleimes sowie
zwei konjugiert komplexe vom Betrag@jBer eins. Keiner der drei Fix-
punkte ist daher stabil.

Trotzdem sagen uns diese Eigenwerte einiglesr das Verhalten der
Losungskurven: Der Eigenwexi sorgt daiir, daf’ eine bsungskurve,
wenn sie erst einmal in derdie des jeweiligen Fixpunkts ist, in Rich-
tung derjenigen Ebene durch den Fixpunkt ge#t wird, die von den
Eigenvektoren zu\, und \; aufgespannt wird, dhrend ), und A5
dafur sorgen, daf3 sie innerhalb dieser Ebene spmaliy vom Fixpunkt
weggetrieben werden. Sind sie erst einmal weit genug weg Mam
punkt, verliert dieser seinen Einflul3, siérinen sich also wieder von
der Ebene entfernen. Dadurcbrinen sie in den EinfluBbereich des an-
deren Fixpunkts kommen, wo im wesentlichen das Gleichagrasa/ir
konnen uns also diedsungskurven desdRENzSystems so vorstellen,
dafd hier zwei abstol3ende Fixpunkte miteinander Schileatispielen,
was auch gut zur oben abgebildeten Kurve palit.

d) Das Newton-Verfahren

Nicht nur bei Extremwertproblemen, egal ob mit oder ohne d¥ible-
dingungen, ist es oft notwendig, die Nullstellen einer tlinkaren Glei-
chung oder eines nichtlinearen Gleichungssystems zwuntrestin. Nurin
sehr speziellen&len kbnnen diese Nullstellen exakt berechnet werden;
meist mufld man sich mit &herunggisungen zufrieden geben.

Die numerische Mathematik kennt daher zahlreiche Metharlén
naherungsweisen Berechnung von Nullstellen; alle habewolsioBr-
ken als auch Schachen.

Das hier betrachteteBWwToNn-Verfahren wird gerne verwendet bei dif-
ferenzierbaren Funktionen, deren Ableitung sich einfalethnendl3t,
also beispielsweise bei Polynomen. Es wurde 1669 sand NEWTON
vorgeschlagen und unadingig davon 1690 vonasEPHRAPHSON neu
entdeckt und in der heute g@orchlichen Form publiziert. Man bezeich-
net es daher oft auch als Verfahren voBWN'ON-RAPHSON Wie viele
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numerische Verfahren ist es ein Iterationsverfahren;hsoMerfahren
haben den Vortell, dal3 sie Rundungsfehler, die in eineratltarsschritt
entstehen, in den Folgeschritten im allgemeinen nichtré@egrn, son-
dern verkleinern.

SR IsAAC NEWTON wurde gemaf3 dem damals noch

in England geltenden Julianischen Kalender am 25.
Dezember 1642 geboren. Nach dem in den meisten
katholischen Staaten bereits eing@ften Gregoriani-
schen Kalender war dies der 4. Januar 1643. Er stu-
dierte ab 1661 an der Univerait Cambridge, wo er
1669 Professor wurde. Dort entwickelte er die In-
finitesimalrechnung, die er 1671 in seinem Bugh
Methodis Serierum et Fluxionurbeschrieb, arbeite-
te Uber Optik, wo er unter anderenumhe Schichten
und Beugungsgmomene untersuchte EWTONsche
Ringe), entdeckte seine Bewegungsgesetze und das
Gravitationsgesetz, véffentlicht 1687 in seinem Buch
Philosophiae naturalis principia mathematicdas von vielen als bedeutendstes wis-
senschaftliches Buch aller Zeiten angesehen wird. Nacl Memenzusammenbchen
ging er 1693 nach London, wo er diékigliche Minze leitete. Er starb am 318w 1727.

Uber die Biographie von GBEPH RAPHSON (1648-1715) ist sehr viel weniger be-
kannt. Auch er studierte in Cambridge, wo er 1692 seinen Mrhielt; bereits 1690
veroffentlichte er sein BuclhAnalysis Aequationum universalidas seine \Version des
NEwTON-Verfahrens enthlt, und wurde 1691 Mitglied der Royal Society.Z&gre Richer
besclaftigen sich auRer mit Mathematik auch mit theologischehnaturphilosophischen
Fragen.

Gegeben sei eine differenzierbare FunktfofR — R; wir suchen eine
Nullstellex von f. Dem Thema dieses Paragraphen entsprechend wollen
wir x als Fixpunkt einer Abbildung interpretieren und itera@réchnen.

Der einfachste denkbare Ansatz besteht darin, dal? wir deliing
f(z) = 0 umschreiben als = = + f(x). Testet man diesen Ansatz mit
einfachen Funktionerf(x), so merkt man schnell, dal3 er nur selten zu
einem brauchbaren Ergebnightt.

Das N=wToN-Verfahren geht aus von folgender Beobachtung:x}st
eineeinfacheNullstelle vonf, d.h. f'(z) # 0, so schneidet die Tangente
an die Kurvey = f(x) im Punkt mitz-Koordinatez, die z-Achse an
der Stellexr = z,.

Fur ein beliebiges:, aus dem Definitionsbereich vagh in dem f'(z,)
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nicht verschwindet, hat die Tangente im Pufilg, f(z)) die Gleichung
y = f(xg) + f'(zo)(x — xo) und schneidet daher dieAchse im Punkt

B f (o

f'(wo)
der in der Tat genau dann mit, Ubereinstimmt, wennf(z,) ver-
schwindet. Zur iterativen Bestimmung einer Nullsteltsnken wir also
versuchen, mit irgendeinem Startweft € D anzufangen und weitere
Naherungswerte zu bestimmen durch die Vorschrift

T =1 . f(xn—l)
" nl f/(xn—l)
Als erstes Beispiel betrachten wir die Funktigfr) = 22 — a, deren

Nullstellen die Quadratwurzeln vom sind. Hier ist f'(z) = 2z, fir
x; 7 0 haben wir also die Iterationsvorschrift

:B—:BO

fur allen € N.

3 xfb_l —a _ Tn1, G _ 1 LG

Ty =Ty 41— =Tp_1— - ,
n n—1 an—l n—1 2 an—l 2 n—1 T, 4

die HERON bereits rund sechzehn Jahrhunderte vamwioN benutzte,

und von der wir gesehen haben, dal3 sie schnell gute Ergebiefest.

Auch bei komplizierteren Polynomen hat sich das\WNoN-Verfahren in
der Praxis sehr beaihrt. Um zu verstehen, warum das so ist, betrachten
wir die Funktion

f(z)

Sp(x):ff—m,

die fur alle z mit f'(x) # 0 definiert ist und die uns zu einem lter-
ationswertz,, den Folgewertc,, ., liefert. Offensichtlich istz genau
dann eine einfache Nullstelle vgf)y wenny(z) = z ist; die einfachen
Nullstellen vonf sind also genau die Fixpunkte vagn

Angenommen, wir haben uns einem solchen Fixpunkt bis auDdie
tanzh gerahert, d.h. wir haben ein, = z + h. Wir wollen abschtzen,
wie weit dannz,,,; = ¢(z;) von z entfernt ist.

Falls h Kklein ist, kbnnen wir auchy ohne grofRen Fehler durch seine
Linearisierung ersetzen:

Tpey = (2 +h) = @(2) + he'(2) = 2+ h'(2) .
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Die Ableitung vony konnen wir leicht nach der Quotientenregel berech-
nen:

L @ oy @R @@
A=y TR T Gy
F@F'@ _ 1))
FER R
RS _

FEE T

=1-1+

Somit ist

T~ 2z+h

da f(z) verschwindet.

Dieses Ergebnis war, wenn man ein bilRchen nachdenkKirlicht zu
erwarten; es ist abeollig nutzlos, um den Abstand zwischepn ; undz
zu bestimmen. Wenn wir eiriizliches Ergebnis erhalten wolleryrden
wir uns also nicht auf eine lineare Approximation begetken, sondern
mussen zumindest auch noch den quadratischen Terinchkschtigen.

Wir gehen daher aus von der Approximation
oz +h) = o(x) + he'(x) + 3h%¢" (x),

©" (x) ist die Ableitung vony/(z) = f(;f?{;;éf“’) , also ist nach der Quotien-

tenregel

"z) = F'@?(f' @) f" (@) + f@) f" ()
T f'(@)*

Speziell fir x = z, wo f(z) verschwindet ungy(z) = z ist, erhalten wir

die Absclatzung

1"(2)
f'(2)
Der Abstand des neuen Iterationswert zur Nullstelist also fir kleine
Werte vonh bis auf einen nur vor abhangigen Vorfaktor gleich dem
Quadrat des alten und verkleinert sich somit bei kleinent&evonnh
sehr schnell.

und ¢(z+h)~z+ —

©"(2) =

Leider ist diese Aussage nicht so konkret, dal3 wirifgendeinen vor-
gegebenen Startwert entscheidémiken, ob und gegebenenfalls wohin
das NewToN-Verfahren konvergiert, denn wir wissen nicht, wann der
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Abstandh ,klein® ist oder wird. Betrachten wir dazu als Beispiel das
Polynomf(z) = 2° — 5z = z(2% — 5); seine Nullstellen sind offensicht-
lich z = 0 undz = ++/5. Die zu iterierende Funktion ist hier

flz) _ 23 — Bx

G R 15 RS-
Furxz, = 1 ist daher

—4 4
x1=g0(1)=1——2=—1 und z,=p(-1)=-1-—=1.

Damit ist klar, daf¥,, fur alle geradem gleich eins ist unddr die
ungeraden-1; mit Startwertz, = 1 (oder -1) bekommen wir also nie
ein nitzliches Ergebnis.

Die folgende Tabelle zeigt, was passiert, wennayiteicht vergoRern.
(Die Werte derx; sind zwar nur mit @inf geltenden Ziffern angegeben,
die Iterationen wurden aber mit hundertstelliger Genagiiglerechnet.)

Lo X1 X T3 Ty Ty Tg L7 Lg X9 Ty9 T11 Ta2
1+1071 -1,9431 -2,3191 -2,2403 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,23603&1 -2,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
1+1072 -1,0623 1,4853 4,0498 3,0053 2,4569 2,2627 2,2365 2,238362, 2,2361 2,2361 2,2361
1+107% -1,0060 1,0370-1,2570 15,310 10,280 6,9631 4,8073 3,456068 2,3254 2,2410 2,2361
1+10~%4 -1,0006 1,0036 -1,0220 1,1435 -2,7749 -2,3610 -2,245364,22,2361 -2,2361 -2,2361 -2,2361
1+107° -1,0001 1,0004-1,0022 1,0131-1,0826 1,7096 2,6521 2,3,2401 2,2361 2,2361 2,2361
1+107° -1,0000 1,0000-1,0002 1,0013 -1,0078 1,0483 -1,3532 500,6,8125 -4,7108 -3,3956 -2,6462
1+10~7 -1,0000 1,0000 -1,0000 1,0001 -1,0008 1,0047 -1,0286 0,193915 -3,3238 -2,6095 -2,3035
1+10~8 -1,0000 1,0000 -1,0000 1,0000 -1,0001 1,0005 -1,0028 0,061,090 2,0814 2,2552 2,2363

Das Verfahren konvergiert offensichtlich gegen eine deddye Null-
stellenv/5 oder—+/5, wobei keine Regel erkennbar ist, wann es gegen
welche der beiden konvergiert. Wenn wir dieselbe Rechnusijiaren

fur die Startwerte - 10, erhalten wir ein langweiligeres Ergebnis:
Nun konvergiert das Verfahren stets gegen die dritte NalléstNull.

Der Startwertzy = 1 liegt also in der ldhe der Einzugsbereiche aller
drei Nullstellen, was verahdlich macht, dald dort Probleme auftreten.

Einahnliches Problem bekommen wir, wenn wir d&WNoN-Verfahren
anwenden zur Nullstellenbestimmung des Polyngias = =2+ 2: Hier

ISt
~ 22 +2 1 2
Tt T T Ty T T2\ T
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fur reellesz,, natirlich auch wieder reell, die Folge der, kann al-
so fur keinen reellen Startwert, gegen eine der Nullstelleg+/—2
konvergieren. Br x, = 1 beispielsweise erhalten wir die Folge

—1, 13, 0,30357 —3,14233 —1,25293 0,17166 —5,73953 ... .

Wenn wir allerdings mit:y = ¢ oder z.B. mitzy = 1+2; beginnen, haben
wir bereits nach wenigen Iterationen ein Ergebnis mit zetwmekten
Nachkommastellen sowohl im Realteil als auch in Imagdieil.

Das folgende Bild zeigt das Verhalten desiWon-Verfahrens im Kom-
plexen anhand des Polynonf§z) = z> — 1, von dem wir aus der
Analysis | wissen, dal3 es die drei komplexen Nullstellen

1, p:—%+§’z’ und p= —% —?i
hat. Bei allen blau gezeichneten Startwerten konvergest\érfahren
gegen eins,fr die gfinen gegerp und fur die roten gegem. In der
Umgebung jeder Nullstelle haben alle Punkte deren Farbagasren-
zen gibt es eine komplizierte (fraktale) Struktur. Treffigtider drei
Grenzgebiete ist der Nullpunkt, der nicht als Startpunkiogemen
werden kann, dg’(z) = 3z2 dort verschwindet.

Hauptanwendung deseM/ToN-Verfahrens ist allerdings die Bestim-
mung reeller Nullstellen. Wie wir gesehen haben, gibt es &ier keine
Garantie, dal3 es mit einem vorgegebenen Startwert wirgkgjen eine
Nullstelle konvergiert; es gibt allerdings eine ganze Reibn Unter-
suchungen, die auf hinreichende Kriteri@hfen. Ein einfaches Beispiel
ist das folgende:
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f sei ein Polynom undz < b seien zwei reelle Zahlenuf die
f(a) - f(b) < 0O ist. Dann habery(a) und f(b) verschiedene Vorzei-
chen, also muf3 es zwischerund b mindestens eine Nullstelle vof
geben. Weiterhin sef’(x) entweder positiviir allex mita < z < b
oder aber negativif alle solcher. Damit steigt oderdllt der Graph
von f(z) zwischena undb monoton, so dal’ es dort neine Nullstelle
geben kann. AuRerdem folgt, dal} das Maximum V()| im Inter-
vall [a, b] in einem der beiden Endpunkte angenommen wird; diesen
Endpunkt bezeichnen wir mit Um zu verhindern, dal3 die Tangenten-
steigungen zu sehr schwanken und uns die Iterationen autienvall

[a, b] hinaustihren, verlangen wir auBerdem noch, fdRx) dort ent-
wederiberall nichtnegativ ist (d.h. der Graph ist konvex) odkeerall
nichtpositiv (Graph konkav), und wir fordern, daf3

f(c)
f'(c)
ist; daraus folgt, daf? die Tangente im Pufiktf(z)) die z-Achse im

Intervall [a, b] schneidet. Dann zeigt eine nicht sehr aufwendige Rech-

nung, dal3 das MwvTON-Verfahren @ir jeden Startwert:, zwischena
undb gegen die eindeutig bestimmte Nullstelle in §] konvergiert.

Ahnliche und auch sehr viel allgemeinere Aussagen findet (rman
Beweisen) in praktisch jedem Lehrbuch der Numerischen &tat:
tik; allgemein &f3t sich sagen, dald sich dasviWwon-Verfahren in der
Praxis fast immer sehr gut veil, dal3 sich aber wirklich allgemeine
theoretische Aussagen nur schwer beweisen lassen.

Selbstversindlich Af3t sich das BwTon-Verfahren auch auf mehrdi-
mensionale Probleme anwenden: Wenn wir eine differenarerbunk-

tion f: D — R"™ haben mitD C R", kdnnen wir sie in der Bhe eines
Punktesr, € D anrahern durch die lineare Funktion

U(z) = f(zg) + Jp(zg) - (x — ) .
Diese Funktion verschwindet genau dann, weaneine Losung des
linearen Gleichungssystems

Jf(@"o) "= Jf(@"o) g — f(xo)
ist. Falls die AcoBi-Matrix J(z,) invertierbar ist, hat dieses Glei-
chungssystem genau ein@dung, @amlichz = x5 — Jf(xo)_lf(:co).

<b-a
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Daher lbnnen wir auch hier eine Iteration definieren durch

Tp =Tp_1— ‘]f(xn)_lf(xn—l)
— immer vorausgesetzt, die Matrizé(z,,) werden nie singar.

e) Der Banachsche Fixpunktsatz

In den beiden letzten Abschnitten hatten wir jeweils Aussadgaiiber,
dal eine Folgex,),cny Mit z;, = f(x,_,) unter gewissen Vorausset-
zungen gegen einen vorgegebenen Fixpunkbn f konvergiert, wenn
der Startwertz, hinreichend nahe bei liegt. Es sagt uns aber weder,
wie nahe das in einem konkreten Fall sein muf3, noch sagt es uss, ob
Uberhaupt einen Fixpunkt gibt. In diesem Abschnitt gehtmaseinen
Satz, der sowohl die Existenz eines Fixpunkts als auch diwétgenz
dorthin unabBngig von Startwert garantiert. Die Voraussetzungen sind
natirlich deutlich sarker, was die Anwendbarkeit etwas einsoikt;
trotzdem ist der Satz von zentraler Bedeutung sowahte reine als
auch die angewandte Mathematik. Wir werden ihn daher auahive
allgemein formulieren und beweisen; auch wenn er uns im Ahlyek
vor allem fir Funktionen auf Teilmengen d&$' interessiert.

Definition: V sei ein normierter Vektorraum und C V. Eine Abbil-
dung f: X — V heildtkontrahierendwenn es eine reelle Zahl < 1
gibt, so dal3ir allez,y € X qilt: || f(y) — f(@)|| < qlly — =] -

Banachscher Fixpunktsatz: V' sei ein B\NACH-Raum, X C V eine
abgeschlossene Teilmenge, ufdX — V eine kontrahierende Abbil-
dung mit f(X) C X. Dann hatf genau einen Fixpunkt® € X, und
fur jedeszy € X konvergiert die Folgea,), .y Mit z,, = f(z,_1)
gegenc”.

Beweis:g < 1 sei die Konstanteif die|| f(y) — f(x)|| < ¢ ||y — z]| ist
furallez,y € X. Wir zeigen als erstes, dal3l@chstenginen Fixpunkt
gibt: Istz™ = f(«*) undy™ = f(y™), so ist

ly™ — =" = lf @) = f@II < allz” =yl -
Das ist aber nur iglich, wenn||y* — z*|| = Oist, alsox™ = y*.

Als nachstes wollen wir sehen, dal3 die Folgexdefur jeden Startwert
eine Q\UcHY-Folge ist. Fallsf(x,) = z, ist, haben wir eine konstante
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Folge, und alles ist klar. Andernfallsimsen wir Differenzen von Fol-
gengliedern absétizen; sei alsa eine nafirliche Zahl undn = n + k
fur eink € N. Dann ist nach der Dreiecksungleichung

k—1
me - xn” = Hxnﬂc - an = Z(xn+j+1 - xn+j)
j=0

k
< Z [T je1 = T || -
=1

Da f kontrahierend ist, folgt weiter, daBrfjedes/ € N gilt
2
|2pe1 — 24|l < ¢ er - xﬁ—l” <q H37£—1 - xe-z” < -
0
<q |lz1— ol -
Somit ist nach der Summenformeéirfdie geometrische Reihe

k—1 n m

j _4q9 —q
|2 = 2| <Y @™ g — ]| = |z = 2o
j=0 1
< anfL"1 ol
< 1-¢
Wenn wir uns eire > 0 vorgeben, ist somjtz,, — =, || < ¢, falls
— 1—
qn Hxl xOH < ¢ oder qn < ( Q)g .
1-g¢ |1 — o]

Da rechts eine positive Zahl steht und die Folge der Poteraary
eine Nullfolge ist, gibt es eitV € N, so dal? diese Ungleichungrfalle
n > N erfulltist; (z,,),,cy ist also eine GucHy-Folge.

DaV als BANACH-Raum vollséndig ist, konvergiert diese Folge gegen
einen Grenzwert™ € V. Da allex,, in der abgeschlossenen Menge
liegen, liegt auch der Grenzwert dort, d4i. € V. Wir wollen uns
uberlegen, da™ ein Fixpunkt vonf ist:

Fur jedess > 0 gibt es einM € N, so dafljz* — z,,|| < e fir alle
n > M. Damit ist auch
* * qe €
[f(@™) = fle )l < gllz” — 2] < 3 <3

AulR3erdem gibt es, da wir eineaGcHY-Folge haben, eilv > M, so
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daR||z, — z,_,|| < 3¢ furallen,m > N. Damit ist

1£@™) = 2™l = || (f@") = fz,)) + (fl@,) —2,) + (2, — 27|
< @) =zl +ll2pen — 2l + [z, — 27
£ £ 9

< —+—-—+_—=¢,
=373737°

Dadies firjedes > 0 qilt, muB3|| f(z*) — «™|| = 0 sein, und das gilt nur,
falls f(z*) = «* ist. Damit haben wir einen Fixpunkt iX gefunden;
es gibt also genau diesen einen Fixpunkt, uindjéden Startwert,

konvergiert die Folge der(,),, . gegenc™.
|

f) Konvergenz von Funktionenfolgen

Im nachsten Kapitel werden wir zur Definition mehrdimensionbdee-
grale auch Folgen von Funktionen betrachten. Zur Vorhangitvollen
wir hier bereits einige allgemeinere Tatsachen betrachiterdie kein
Integralbegriff notwendig ist.

Seien zuachstf,: D — R irgendwelche Funktionen, die auf einer
TeilmengeD C R"™ definiert sind, und sef: D — R™ eine weitere
Funktion. Fir jedesr € D haben wir dann eine Foldef (z,,)), _ von
Elementen au®™ und kbnnen fragen, ob und gegebenenfalls wohin

diese Folge konvergiert.

Definition: Eine Folge ,,),,cy von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert auf der Teilmengel C D punktweisegegen die Funktion
fiD—R,wennfirallez € Agilt lim f, (z)= f(x).

Als Beispiel betrachten wir die Folge der Funktionn R — R mit
[, (x) = cos’ z. Fr jedesr € R haben wir dann die Folge (C6$),,cx-
Falls [cosz| < 1, ist das bekanntlich eine Nullfolge, falls cos= 1
haben wir die konstante Folge'(fl,y, die gegen 1 konvergiert, und
falls cosr = —1, divergiert die Folge. Bekanntlich ist cos= 1 genau
dann, wennz ein ganzzahliges Vielfaches vom 2st, und cos = —1
fur alle ungeradzahligen Vielfachen vanSetzen wir also

A=R\{(2k+ 1) | ke Z},
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so konvergiert die Folge dgf, auf A punktweise gegen die Funktion
A—R

I {1 fallsz = 2kn fur eink € Z

T = .
O sonst

Obwohl die Funktionery, allesamt stetig sind, ist die Grenzfunktion

unstetig bei allen ganzzahligen Vielfachen van Bei den ungeradzahli-

gen Vielfachen vomr existiert nicht einmal ein Grenzwert.

Wir konnen bei der Definition der Konvergenz aber auch andergvorg
hen: Wir betrachteniir eine beliebige TeilmengP C R"™ die Menge
Cy (D, R) aller beschiinkter Funktionerf: D — R, d.h. also die Menge
aller Funktionen, ifir die es eine reelle Zalilf gibt, so daflf(x)| < M
istfur allex € D.

Offensichtlich istC, (D, R) ein Vektorraum, denn die Nullfunktion ist
beschankt, und @ir zwei beschainkte Funktionery, g mit Schranken
M, N und zwei reelle Zahlen, b ist

|af(z) +bg(z)| < |a| - [f(z)| +[b] |9(z)| < M |a| + N [b] .
Fur jedesf € C,(D, R) existiert
1£l = sup{lf@)| | = € D},
da die rechtsstehende Menge beaaht ist. Wie bei der Maximums-

norm aufR™ rechnet man leicht nach, daf3 dies eine Norm@yD, R)
definiert, die sogenannte Supremumsnorm.

Wenn eine Folgef(,),,cy Von Funktionen aus’, (D, R) beziglich dieser
Norm gegen eine Funktiofi € C, (D, R) konvergiert, gibt es zu jedem
e >0einN € N, sodal}

If = falloo =sUp{|f(z)| |z € D} <e furallen> N ;

insbesondere ist alsaif jedesx € D der Betrag vonf(z) — f,,(z)
kleiner alse fur allen > N. Das ist eine strkere Eigenschaft als bei
der punktweisen Konvergenz: Dort reicht es, weinjédes= > 0 und
jedesz € D ein N € N existiert, so dal}f(z) — f,,(z)| < € fur alle
n > N; dasN darf also vonr abrangen.

Definition: Eine Folge ,,),,cny von Funktionenf,:D — R kon-
vergiert gleichnaf3ig gegen die Funktionf: D — R auf der Men-
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ge A C D, wenn es zu jedem > 0 ein N € N gibt, so dal3
|f(z) — f,,(z)| < efurallex € Aundallen > N.

Die obige Folge der Funktionen cbs konvergiert nicht gleichi@liig
gegen ihre Grenzfunktion: Andernfalls iifdte sie insbesondere auf
R\ Z= gleichmaRig gegen die Nullfunktion konvergieren, d.h. zu jedem
e > 0 muldte es einV € N geben, so dafkcos' z| < ¢ ist fur alle

n > N. Angenommen, esape so einN zue = % Furn > N ware
dann|cos' z| < % fur alle z, die keine ganzzahligen Vielfachen van
sind. Andererseits ist ab&ros® x| eine auf ganR stetige Funktion, die
bei allen ganzzahligen Vielfachen vanden Wert eins annimmt und
somit in einer gewissen Umgebung dieser Punkte nur Wertenani,
die goRer sind als;.

Bei einer gleichral3ig konvergenten Folge kann es nicht passieren, daf
die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen ungteird:

Lemma: D C R" sei eine offene Menge ung),: D — R seien stetige
Funktionen. Falls die Folgef(), .y gleichnmalig gegen eine Funktion
f: D — R konvergiert, ist auclf stetig.

BeweisWir missen zeigen, dal3 es zu jeder D und jedent > 0 ein
6 > 0gibt, sodalf(y) — f(z)| < eistfiralley € D mit ||y — z|| < 9,
wobei ||-|| irgendeine Norm auR"™ bezeichnet.

Wegen der gleichi@igen Konvergenz der Folgef, |,y Qibt es
zurachst einN € N, so daR{f(y) — f,(y)| < e ist fur allen > N
und alley € D. Wir wahlen irgendein solches Wegen der Stetigkeit
von f,, gibtes einy > 0, so dafif,,(y) — f,(z)| < 3eistfuralley € D

mit |y — z| < §. Fur diesey ist dann auch
f@) = f@)] = (f@) — f.@) + (f) = fo(@) + (fo(2) — f(2))]

€ €
< zt-t+=-=c.

Damit ist die Stetigkeit vorf bewiesen.



