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Zwischenklausur Analysis I

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! °
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge °
cee bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunéchst °
XX auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! °

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht ldnger als etwa zwei Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrundung enthalten. Antworten ohne Begrundung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: Fiir drei Mengen A, B, C gilt: AN ( )

BucC
Losung: Falsch: Ist etwa A =0 und C=N, soist AN(BUC)
unabhéngig von B.

U (ANB)UC

0 und (ANB)UC =N

Richtig oder falsch: Fiir jede komplexe Zahl z ist Rez < |z].
Lésung: Richtig: Fiir z = x+1iy mit x,y € Rist Rez = x < |x| = vx? < /x? +y? = [z],
da yz >0

Richtig oder falsch: Sind (an)nen und (by)nen zwel Folgen reeller Zahlen, fiir die beide
Folgen (an + bn)nen und (an, — by )nen konvergieren, so konvergieren auch (an Jnen und

(bn)neN-

Losung: Richtig, denn an = % ((an+bn)+(an—bn)) und by = 3 ((an+bn)+(an—by)),
und Summen und Differenzen konvergenter Folgen konvergieren.

Richtig oder falsch: Die Differenz aus einer monoton wachsenden Folge (an)neny und
einer monoton fallenden Folge (b, )nen ist monoton.

Losung: Richtig: Daany1 > ap und b < by, fiirallen € Nist apnr1—bni1 > an—by;
die Folge (an — by )nen ist also monoton wachsend (und (b, — an)neny monoton fallend).

Richtig oder falsch: V2 € Q

Lésung: Falsch: Da Q ein Koérper ist, lige mit v/2 auch deren Quadrat v/2 in Q, was
bekanntlich nicht der Fall ist.

Richtig oder falsch: Ist f:R — R eine stetige Abbildung, deren Bild ganz in einem
abgeschlossenen Intervall [a, b] liegt, so ist dieses Bild ein abgeschlossenes Intervall.

Losung: Falsch; ist beispielsweise f(x) = 1/(1+x?), so ist das Bild gleich dem halboffenen
Intervall (0, 1], also kein abgeschlossenes Intervall.

> 1
Richtig oder falsch: Z log (1 + E) konvergiert.
k=1

Losung: Falsch, denn

n+1 n

n n n
]; log (1 + %) = ]; log % = Z(log(k—l—])—log k) = Z log k—Z log k = log(n+1)

k=1 k=2 k=1
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divergiert bestimmt gegen oco.

—_ — 1 .
Richtig oder falsch: E (—1)* log (1 + E) konvergiert.
k=1

Losung: Richtig, denn dies ist eine alternierende Reihe, und die Zahlen 10g(1 + %) bilden
wegen der Monotonie des Logarithmus eine monoton fallende Nullfolge, so da8 die Reihe
nach dem LEIBNIZz-Kriterium konvergiert.

Aufgabe 1: (5 Punkte)
Stellen Sie die Zahlen

V5 +v2
2= 7% und b) (1 +1iv3)? moglichst einfach dar!
5o 3 ) ( )” mdg

Losung: Bei a) erweitern wir so, da8 wir im Nenner die dritte binomische Formel anwen-
den konnen, also mit v/5 + v/3:

V5+vV2  (V5+V2) (V5+V3) 5+VI5+V10+V6
N 5-3 - 2 '

Fiir b) berechnen wir zunachst (1+iv/3)? = 124-2iv/3431%? = —2+42iV/3. Das multiplizieren
wir mit (—1 +1v/3) und erhalten

(1+1iv3)? = (=24 21V3)(1 +iV3) = -2+ 2(iV3)? + 2ivV3 —2iV/3=-2—-2-3 = -38.

Zeigen Sie, daB (1+iv/3)'°"* eine reelle Zahl ist, und geben Sie an, wie viele Dezimalstellen
sie vor dem Komma hat! (Hinweis: log,, 2 =~ 0,30103)

Lésung: 1014 = 3 - 338; daher ist (1 4 iyv/3)'0"* = (—8)338 = 27074 ¢ine reelle Zahl.
Ihr dekadischer Logarithmus ist ungefdhr 1014 - 0,30103 = 305,24442; sie hat also 306
Dezimalstellen.

Aufgabe 2: (5 Punkte) n

2k +1 1
Zeigen Sie: Fiir jede natiirliche Zahl n ist ) + !
k=1

k12 mr12’

Losung: Das kann beispielsweise durch vollstdndige Induktion bewiesen werden: Fiir den
Induktionsanfang mufl gezeigt werden, dafl

3 1

S D
1.22 22
ist; da beides gleich 3/4 ist, gibt es damit keine Probleme.

Fiir den Induktionsschlufl nehmen wir an, die Behauptung sei fiir ein festes n € N be-
wiesen. Dann ist

o 2k+1 & 2k+] 2m+1)+1 1 Mn+3
L RHFTE T SRR P22 i k2 (o 12+ 22
B (n+2)2—(2n+3)_ n?+4m+4—-2n-3
C m+1)2m+22 T m+1)2n+2)?2
- n?4+2n+1 _1_ (n+1)2 1

M+ 1)2Zm+22 mL12Zm+2?2 m+2?2’
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so daf} die Behauptung auch fiir n 4 1 gilt. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion
gilt die behauptete Formel somit fiir alle n € N.

) 2k +1
2 _erT T 9
Was ist 2 k12

Lésung: Da die Folge der Zahlen 1/(n 4 1)% gegen null konvergiert, ist diese Summe
gleich eins.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

f:[a, b] — R sei eine stetige Funktion mit f(a) = 0 und f(b) = 10. Zeigen Sie, dafl es ein
x € (a, b) gibt mit f(x) = 3, und konstruieren Sie eine Intervallschachtelung ([an, bn])
fir x!

neN

Losung: Wir setzen a; = a und b; = b. Dann ist f(a;) < 3 < f(b;y); nach dem Zwi-
schenwertsatz gibt es also ein x € [a7, by] mit f(x) = 3. Wir konstruieren rekursiv weitere
Intervalle [a,,, b,] mit f(a,) < 3 < f(b,,) wie folgt: Ist [a,, b,] gegeben, so betrach-
ten wir die Intervallmitte ¢, = J(an + by). Falls f(cn) > 3 ist, setzen wir any1 = an
und b,41 = cn, andernfalls setzen wir a1 = ¢, und b1 = by,. In jedem Fall ist
[an+1> bn+1] C lan, by] und flanyr) <3 < f(bpyr), d.h. es gibt ein x € [an+1) bn+1]
mit f(x) = 3. Da jedes Intervall die halbe Léange seines Vorgdngers hat, bilden die Inter-
valllingen eine Nullfolge, wir haben also eine Intervallschachtelung fiir eine der gesuchten
Zahlen x.

Aufgabe 4: (6 Punkte)
5 5

Zeigen Sie, daf} fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen n, m die Zahl (n +m)> —n°> —m
durch finf teilbar ist!

Losung: Nach dem binomischen Lehrsatz ist

m+m)°—n’>—m’ = <?>n4m—|— (i) n’m? + <2> n’m? + (Z)nm“.

5 5 5 5 5 5-4 . . . .
Da <]> = <4> =7 = 5 und <2> = <3> =75 10 durch fiinf teilbar sind, folgt die

Behauptung.

Fiir zwei positive reelle Zahlen a < b ist das geometrische Muittel definiert als G = v/ab

und das harmonische Mittel als H = ; . Zeigen Sie, dafl a <H < G < b ist!

T, 1
2(a+%)
Losung: Durch Erweiterung mit 2ab konnen wir das harmonische Mittel einfacher aus-
driicken als

1 2ab
H = = .
j(aty) atbd
Somit ist
2ab 2ab—ala+b) a(b—a)
— — —a = = ZO,
a+b a+b a+b

da b > a > 0 sind. Also ist a < H.
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Die Ungleichung H < G ist, da beide Zahlen positiv sind, dquivalent zu H?> < G? oder
G2 —H? >0.

G2 HZ—ab_ 2% *  4a%b? _ ab(a’+2ab +b?) —4a?b?
a+b (a+b)? (@t b)?
_ ab(a? —2ab + b?) B ab(a—b)? .
B (a+b)? T (atb)Z =7

da a,b und (a + b)? positiv sind und (a — b)? > 0. SchlieBlich ist wegen 0 < a < b
auch a? < ab, also wegen der Monotonie der Wurzelfunktion auch a = va? < vab = G.
Damit ist die Behauptung vollstdndig bewiesen.

Aufgabe 5: (9 Punkte)

Entscheiden Sie fiir jede der hier definierten Folgen, ob sie konvergent, bestimmt oder
unbestimmt divergent, beschrdnkt und/oder monoton ist! Geben Sie im Falle der Konver-
genz, soweit moglich, auch den Grenzwert an!

_2n-3 IR REA Cm o
Xn_4n—5 b)yn—5n+2n c)zn=3 e
Losung:

S -3 1 4n—6\ 1/ 4m-=5\ 1 \_1( 1
=5 2\an—5) "2 \\atn=5) " an—5) " 2 m—5)"

In der letzten Klammer steht 1 minus eine ab n = 2 monoton fallende Nullfolge; somit
konvergiert die Folge der x,, nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte gegen 1/2, und sie ist
ab n = 2 monoton wachsend. Da x; = 1 aber grofler ist als x, = %, ist die Folge selbst
nicht monoton wachsend. Alle x,, mit n > 2 sind kleiner als der Grenzwert 1/2, also ist
x7 = 1 eine obere Schranke. Die untere Schranke ist x; = %, denn alle x,, mit n > 3 sind
grofler und x; erst recht.

5no2n 5M(1-(3)Y) 1 (3)"

52T SM (14 (3)M) T+ (5
Da die Zahlen ()" gegen null konvergieren, ist nlE}(l)o Yn = 1.

YUn

5
Da alle Folgenglieder kleiner als eins sind, der Grenzwert aber gleich eins, ist die Folge
hochstens dann monoton, wenn sie monoton wachst. Tatséchlich ist sie sogar streng mono-
ton wachsend: Die hierfiir zu zeigende Ungleichung
5n+1 _ 2n+1 5n _Jn
5n+1 _|_2n+1 > 5n 4 2n

ist dquivalent zu
(5™ —2MF) (5™ 4 2M) > (5™ —2M) (5™ 2
Ausmultiplizieren zeigt, daf3 die linke Seite gleich
521 gl gn_ondl gn_ o2ndl _g2ndl (5 9y on_2n+l — 52n+1 g 3 qgn_p2n]
ist und die rechte gleich
52+l g gnogn=l_on gntl _p2n+l _g2n+ly () gy qgn_2n+l _52ndl 3 qgn_p2ntl

also ist die Ungleichung erfiillt.
Der Grenzwert eins ist somit eine obere Schranke, und y; = 3/7 ist eine untere.



3\" ) . .
c) zn=3"—e"=¢" <<E> — 1> ist, da sowohl e als auch 3/e grofler als eins sind, das

Produkt zweier streng monoton wachsender bestimmt gegen oo divergierender Folgen.
Dabher ist die Folge selbst streng monoton wachsend und bestimmt divergent gegen oc. Sie
ist damit insbesondere nicht beschréankt.

Aufgabe 6: (5 Punkte)

— 1
a) Zeigen Sie, dal die Reihe Z —5— konvergiert, und bestimmen Sie ihren Grenzwert!
= k% +k
Losung: 1 _ 1 1 1 daher ist fiir allen € N
Bk T kk+D) Tk k1
DI e R B vl M vor Z m Z =1-0"
k:1kk+] k:]k k:1k = k = n+1
Daher konvergiert die Summe gegen eins.
— vk
b) Zeigen Sie, daB die Reihe Y % konvergiert!
k=1
Losung: Wir wenden das Quotientenkriterium an:
vk +1
(k+1)! \/k—l— - k! [k+1 /
Vk ko k k+1 k k k+1°
k!

Fiir k — oo konvergiert der erste Faktor gegen eins, da der Radikand gegen eins konvergiert
und die Wurzelfunktion stetig ist. Der zweite Faktor konvergiert natiirlich gegen null, also
ist der Grenzwert fiir k — oo gleich null und damit insbesondere betragsmafig kleiner als
eins. Daher konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium.

Aufgabe 7: (4 Punkte)

Bestimmen Sie, sofern es existiert, das Infimum, das Supremum, das Minimum und das
Maximum der folgenden Teilmengen von R:

a) A={xeR|x*>5} b)B={2"+1|necZ}!

Loésung:
a) A=xeR|x < —V/5U{x € R|x > +/5}ist weder nach oben noch nach unten
beschrankt, also existieren weder Infimum noch Supremum und erst recht weder Minimum

noch Maximum.

b) Da 2" und damit auch 2™ + 1 unbegrenzt wachsen, ist die Menge nicht nach oben
beschrankt; es gibt also weder Supremum noch Maximum. Da alle Elemente positiv sind,
ist sie nach unten beschrankt; da 2™ fiir negative n € Z beliebig klein werden kann, ist
das Infimum gleich eins. Da es nicht in der Menge liegt, gibt es kein Minimum.



Aufgabe 8: (6 Punkte)
In welchen Punkten x € R ist die Funktion f: R — R mit

Vx| falls x| <1

f(x) =< extD falls 1 < [x| <2

cetin? (x —T)e* falls |x| >2
stetig?

Losung: Fiir x ¢ {£1,+2} stimmt f mit einer Funktion iiberein, die entweder aus der
stetigen Betragsfunktion und der darauf angewandten fiir nichtnegative Argumente defi-
nierten und stetigen Wurzelfunktion zusammengesetzt ist oder aber aus einem Polynom
und einer Exponentialfunktion; daher ist sie dort stetig.

Fir x = +1 ist \/W =1; fiir x = 1 ist e**! = e? davon verschieden, so daf3 die Funktion
dort nicht stetig ist. Fiir x = —1 ist aber eX*! = e® = 1; dort ist f also stetig. Fiir x = 2
ist 71 = e3 und (x — 1)e* = e?; fiir x = —2 ist eX™' = e~ !, aber (x — 1)e* = —2e 2.
Dabher ist die Funktion an keiner der beiden Stellen stetig.

f ist somit stetig in allen Punkten x € R ~ {—2,1,2}.



