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Zwischenklausur Analysis I

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Ri
htig oder fals
h: F�ur drei Mengen A,B,C gilt: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ C

Lösung: Fals
h: Ist etwa A = ∅ und C = N, so ist A ∩ (B ∪ C) = ∅ und (A ∩ B) ∪ C = Nunabh�angig von B.2) Ri
htig oder fals
h: F�ur jede komplexe Zahl z ist Re z ≤ |z|.
Lösung: Ri
htig: F�ur z = x+iy mit x, y ∈ R ist Re z = x ≤ |x| =

√
x2 ≤

√

x2 + y2 = |z|,da y2 ≥ 03) Ri
htig oder fals
h: Sind (an)n∈N und (bn)n∈N zwei Folgen reeller Zahlen, f�ur die beideFolgen (an + bn)n∈N und (an − bn)n∈N konvergieren, so konvergieren au
h (an)n∈N und
(bn)n∈N.
Lösung: Ri
htig, denn an = 1

2

(

(an+bn)+(an−bn)
) und bn = 1

2

(

(an+bn)+(an−bn)
),und Summen und Di�erenzen konvergenter Folgen konvergieren.4) Ri
htig oder fals
h: Die Di�erenz aus einer monoton wa
hsenden Folge (an)n∈N undeiner monoton fallenden Folge (bn)n∈N ist monoton.

Lösung: Ri
htig: Da an+1 ≥ an und bn+1 ≤ bn f�ur alle n ∈ N ist an+1−bn+1 ≥ an−bn;die Folge (an −bn)n∈N ist also monoton wa
hsend (und (bn −an)n∈N monoton fallend).5) Ri
htig oder fals
h: 4
√

2 ∈ Q

Lösung: Fals
h: Da Q ein K�orper ist, l�age mit 4
√

2 au
h deren Quadrat √
2 in Q, wasbekanntli
h ni
ht der Fall ist.6) Ri
htig oder fals
h: Ist f:R → R eine stetige Abbildung, deren Bild ganz in einemabges
hlossenen Intervall [a, b] liegt, so ist dieses Bild ein abges
hlossenes Intervall.

Lösung: Fals
h; ist beispielsweise f(x) = 1/(1+x2), so ist das Bild glei
h dem halbo�enenIntervall (0, 1], also kein abges
hlossenes Intervall.7) Ri
htig oder fals
h: ∞∑

k=1

log(

1 +
1

k

) konvergiert.
Lösung: Fals
h, denn

n∑

k=1

log(

1 +
1

k

)

=

n∑

k=1

log k + 1

k
=

n∑

k=1

(log(k+1)−log k
)

=

n+1∑

k=2

log k−

n∑

k=1

log k = log(n+1)



divergiert bestimmt gegen ∞.8) Ri
htig oder fals
h: ∞∑

k=1

(−1)k log(

1 +
1

k

) konvergiert.
Lösung: Ri
htig, denn dies ist eine alternierende Reihe, und die Zahlen log(1+ 1

k

) bildenwegen der Monotonie des Logarithmus eine monoton fallende Nullfolge, so da� die Reihena
h dem Leibniz-Kriterium konvergiert.
Aufgabe 1: (5 Punkte)Stellen Sie die Zahlena) √

5 +
√

2√
5 −

√
3

und b) (1 + i
√

3)2 m�ogli
hst einfa
h dar!
Lösung: Bei a) erweitern wir so, da� wir im Nenner die dritte binomis
he Formel anwen-den k�onnen, also mit √5 +

√
3:

√
5 +

√
2√

5 −
√

3
=

(
√

5 +
√

2
)

· (
√

5 +
√

3)

5 − 3
=

5 +
√

15 +
√

10 +
√

6

2
.F�ur b) bere
hnen wir zun�a
hst (1+i

√
3)2 = 12+2i

√
3+3i2 = −2+2i

√
3. Das multiplizierenwir mit (−1 + i

√
3) und erhalten

(1 + i
√

3)3 = (−2 + 2i
√

3)(1 + i
√

3) = −2 + 2(i
√

3)2 + 2i
√

3 − 2i
√

3 = −2 − 2 · 3 = −8 .
) Zeigen Sie, da� (1+i
√

3)1014 eine reelle Zahl ist, und geben Sie an, wie viele Dezimalstellensie vor dem Komma hat! (Hinweis: log10 2 ≈ 0,30103)
Lösung: 1014 = 3 · 338; daher ist (1 + i

√
3)1014 = (−8)338 = 21014 eine reelle Zahl.Ihr dekadis
her Logarithmus ist ungef�ahr 1014 · 0,30103 = 305,24442; sie hat also 306Dezimalstellen.

Aufgabe 2: (5 Punkte)a) Zeigen Sie: F�ur jede nat�urli
he Zahl n ist n∑

k=1

2k + 1

k2(k + 1)2
= 1 −

1

(n + 1)2
!

Lösung: Das kann beispielsweise dur
h vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�ur denInduktionsanfang mu� gezeigt werden, da�
3

1 · 22
= 1 −

1

22ist; da beides glei
h 3/4 ist, gibt es damit keine Probleme.F�ur den Induktionss
hlu� nehmen wir an, die Behauptung sei f�ur ein festes n ∈ N be-wiesen. Dann ist
n+1∑

k=1

2k + 1

k2(k + 1)2
=

n∑

k=1

2k + 1

k2(k + 1)2
+

2(n + 1) + 1

(n + 1)2(n + 2)2
=IA 1 −

1

(n + 1)2
+

2n + 3

(n + 1)2(n + 2)2

= 1 −
(n + 2)2 − (2n + 3)

(n + 1)2(n + 2)2
= 1 −

n2 + 4n + 4 − 2n − 3

(n + 1)2(n + 2)2

= 1 −
n2 + 2n + 1

(n + 1)2(n + 2)2
= 1 −

(n + 1)2

(n + 1)2(n + 2)2
= 1 −

1

(n + 2)2
,



so da� die Behauptung au
h f�ur n+ 1 gilt. Na
h dem Prinzip der vollst�andigen Induktiongilt die behauptete Formel somit f�ur alle n ∈ N.b) Was ist ∞∑

k=1

2k + 1

k2(k + 1)2
?

Lösung: Da die Folge der Zahlen 1/(n + 1)2 gegen null konvergiert, ist diese Summeglei
h eins.
Aufgabe 3: (4 Punkte)
f: [a, b] → R sei eine stetige Funktion mit f(a) = 0 und f(b) = 10. Zeigen Sie, da� es ein
x ∈ (a, b) gibt mit f(x) = 3, und konstruieren Sie eine Intervalls
ha
htelung (

[an, bn]
)

n∈Nf�ur x !
Lösung: Wir setzen a1 = a und b1 = b. Dann ist f(a1) < 3 < f(b1); na
h dem Zwi-s
henwertsatz gibt es also ein x ∈ [a1, b1] mit f(x) = 3. Wir konstruieren rekursiv weitereIntervalle [an, bn] mit f(an) ≤ 3 ≤ f(bn) wie folgt: Ist [an, bn] gegeben, so betra
h-ten wir die Intervallmitte cn = 1

2
(an + bn). Falls f(cn) ≥ 3 ist, setzen wir an+1 = anund bn+1 = cn, andernfalls setzen wir an+1 = cn und bn+1 = bn. In jedem Fall ist

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] und f(an+1) ≤ 3 ≤ f(bn+1), d.h. es gibt ein x ∈ [an+1, bn+1]mit f(x) = 3. Da jedes Intervall die halbe L�ange seines Vorg�angers hat, bilden die Inter-valll�angen eine Nullfolge, wir haben also eine Intervalls
ha
htelung f�ur eine der gesu
htenZahlen x.
Aufgabe 4: (6 Punkte)a) Zeigen Sie, da� f�ur zwei beliebige nat�urli
he Zahlen n,m die Zahl (n + m)5 − n5 − m5dur
h f�unf teilbar ist!
Lösung: Na
h dem binomis
hen Lehrsatz ist

(n + m)5 − n5 − m5 =

(

5

1

)

n4m +

(

5

2

)

n3m2 +

(

5

3

)

n2m3 +

(

5

4

)

nm4 .Da (

5

1

)

=

(

5

4

)

=
5

1
= 5 und (

5

2

)

=

(

5

3

)

=
5 · 4
1 · 2 = 10 dur
h f�unf teilbar sind, folgt dieBehauptung.b) F�ur zwei positive reelle Zahlen a ≤ b ist das geometris
he Mittel de�niert als G =

√
abund das harmonis
he Mittel als H =

1
1

2

(

1

a
+ 1

b

) . Zeigen Sie, da� a ≤ H ≤ G ≤ b ist!
Lösung: Dur
h Erweiterung mit 2ab k�onnen wir das harmonis
he Mittel einfa
her aus-dr�u
ken als

H =
1

1

2

(

1

a
+ 1

b

) =
2ab

a + b
.Somit ist

H − a =
2ab

a + b
− a =

2ab − a(a + b)

a + b
=

a(b − a)

a + b
≥ 0 ,da b ≥ a > 0 sind. Also ist a ≤ H.



Die Unglei
hung H ≤ G ist, da beide Zahlen positiv sind, �aquivalent zu H2 ≤ G2 oder
G2 − H2 ≥ 0.

G2 − H2 = ab −

(

2ab

a + b

)2

= ab −
4a2b2

(a + b)2
=

ab(a2 + 2ab + b2) − 4a2b2

(a + b)2

=
ab(a2 − 2ab + b2)

(a + b)2
=

ab(a − b)2

(a + b)2
≥ 0 ,da a, b und (a + b)2 positiv sind und (a − b)2 ≥ 0. S
hlie�li
h ist wegen 0 ≤ a ≤ bau
h a2 ≤ ab, also wegen der Monotonie der Wurzelfunktion au
h a =

√
a2 ≤

√
ab = G.Damit ist die Behauptung vollst�andig bewiesen.

Aufgabe 5: (9 Punkte)Ents
heiden Sie f�ur jede der hier de�nierten Folgen, ob sie konvergent, bestimmt oderunbestimmt divergent, bes
hr�ankt und/oder monoton ist! Geben Sie im Falle der Konver-genz, soweit m�ogli
h, au
h den Grenzwert an!a) xn =
2n − 3

4n − 5
b) yn =

5n − 2n

5n + 2n

) zn = 3n − en

Lösung:a) xn =
2n − 3

4n − 5
=

1

2

(

4n − 6

4n − 5

)

=
1

2

((

4n − 5

4n − 5

)

−
1

4n − 5

)

=
1

2

(

1 −
1

4n − 5

) .In der letzten Klammer steht 1 minus eine ab n = 2 monoton fallende Nullfolge; somitkonvergiert die Folge der xn na
h den Re
henregeln f�ur Grenzwerte gegen 1/2, und sie istab n = 2 monoton wa
hsend. Da x1 = 1 aber gr�o�er ist als x2 = 1

3
, ist die Folge selbstni
ht monoton wa
hsend. Alle xn mit n ≥ 2 sind kleiner als der Grenzwert 1/2, also ist

x1 = 1 eine obere S
hranke. Die untere S
hranke ist x2 = 1

3
, denn alle xn mit n ≥ 3 sindgr�o�er und x1 erst re
ht.b) yn =

5n − 2n

5n + 2n
=

5n
(

1 − (2

5
)n

)

5n
(

1 + (2

5
)n

) =
1 − (2

5
)n

1 + (2

5
)n

.Da die Zahlen (

2

5

)n gegen null konvergieren, ist lim
n→∞

yn = 1.Da alle Folgenglieder kleiner als eins sind, der Grenzwert aber glei
h eins, ist die Folgeh�o
hstens dann monoton, wenn sie monoton w�a
hst. Tats�a
hli
h ist sie sogar streng mono-ton wa
hsend: Die hierf�ur zu zeigende Unglei
hung
5n+1 − 2n+1

5n+1 + 2n+1
>

5n − 2n

5n + 2nist �aquivalent zu
(5n+1 − 2n+1)(5n + 2n) > (5n − 2n)(5n+1 + 2n+1) .Ausmultiplizieren zeigt, da� die linke Seite glei
h

52n+1+5n+1 ·2n−2n+1 ·5n−22n+1 = 52n+1+(5−2)·10n−22n+1 = 52n+1+3·10n−22n+1ist und die re
hte glei
h
52n+1+5n ·2n−1−2n ·5n+1−22n+1 = 52n+1+(2−5)·10n−22n+1 = 52n+1−3·10n−22n+1 ,also ist die Unglei
hung erf�ullt.Der Grenzwert eins ist somit eine obere S
hranke, und y1 = 3/7 ist eine untere.




) zn = 3n − en = en

((

3

e

)n

− 1

) ist, da sowohl e als au
h 3/e gr�o�er als eins sind, dasProdukt zweier streng monoton wa
hsender bestimmt gegen ∞ divergierender Folgen.Daher ist die Folge selbst streng monoton wa
hsend und bestimmt divergent gegen ∞. Sieist damit insbesondere ni
ht bes
hr�ankt.
Aufgabe 6: (5 Punkte)a) Zeigen Sie, da� die Reihe ∞∑

k=1

1

k2 + k
konvergiert, und bestimmen Sie ihren Grenzwert!

Lösung:
1

k2 + k
=

1

k(k + 1)
=

1

k
−

1

k + 1
; daher ist f�ur alle n ∈ N

n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k + 1
=

n∑

k=1

1

k
−

n+1∑

k=2

1

k
= 1 −

1

n + 1
.Daher konvergiert die Summe gegen eins.b) Zeigen Sie, da� die Reihe ∞∑

k=1

√
k

k!
konvergiert!

Lösung: Wir wenden das Quotientenkriterium an:
√

k + 1

(k + 1)!√
k

k!

=

√
k + 1 · k!√

k · (k + 1)!
=

√

k + 1

k
· 1

k + 1
=

√

1 +
1

k
· 1

k + 1
.F�ur k → ∞ konvergiert der erste Faktor gegen eins, da der Radikand gegen eins konvergiertund die Wurzelfunktion stetig ist. Der zweite Faktor konvergiert nat�urli
h gegen null, alsoist der Grenzwert f�ur k → ∞ glei
h null und damit insbesondere betragsm�a�ig kleiner alseins. Daher konvergiert die Reihe na
h dem Quotientenkriterium.

Aufgabe 7: (4 Punkte)Bestimmen Sie, sofern es existiert, das In�mum, das Supremum, das Minimum und dasMaximum der folgenden Teilmengen von R:a) A = {x ∈ R
∣

∣ x2 ≥ 5} b) B = {2n + 1 | n ∈ Z
} !

Lösung:a) A = {x ∈ R | x ≤ −
√

5} ∪ {x ∈ R | x ≥
√

5} ist weder na
h oben no
h na
h untenbes
hr�ankt, also existieren weder In�mum no
h Supremum und erst re
ht weder Minimumno
h Maximum.b) Da 2n und damit au
h 2n + 1 unbegrenzt wa
hsen, ist die Menge ni
ht na
h obenbes
hr�ankt; es gibt also weder Supremum no
h Maximum. Da alle Elemente positiv sind,ist sie na
h unten bes
hr�ankt; da 2n f�ur negative n ∈ Z beliebig klein werden kann, istdas In�mum glei
h eins. Da es ni
ht in der Menge liegt, gibt es kein Minimum.



Aufgabe 8: (6 Punkte)In wel
hen Punkten x ∈ R ist die Funktion f:R → R mit
f(x) =






√

|x| falls |x| < 1

e(x+1) falls 1 ≤ |x| ≤ 2

(x − 1)ex falls |x| > 2stetig?
Lösung: F�ur x /∈ {±1,±2} stimmt f mit einer Funktion �uberein, die entweder aus derstetigen Betragsfunktion und der darauf angewandten f�ur ni
htnegative Argumente de�-nierten und stetigen Wurzelfunktion zusammengesetzt ist oder aber aus einem Polynomund einer Exponentialfunktion; daher ist sie dort stetig.F�ur x = ±1 ist √

|x| = 1; f�ur x = 1 ist ex+1 = e2 davon vers
hieden, so da� die Funktiondort ni
ht stetig ist. F�ur x = −1 ist aber ex+1 = e0 = 1; dort ist f also stetig. F�ur x = 2ist ex+1 = e3 und (x − 1)ex = e2; f�ur x = −2 ist ex+1 = e−1, aber (x − 1)ex = −2e−2.Daher ist die Funktion an keiner der beiden Stellen stetig.
f ist somit stetig in allen Punkten x ∈ R r {−2, 1, 2}.


