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Modulklausur Analysis I

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! ceoe
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge cee
cee bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunéchst eoe
XX auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! oo o

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht ldnger als etwa zwei Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrundung enthalten. Antworten ohne Begrundung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: /4 € Q

Lésung: Falsch: Wire /4 =p/q € Q, so kénnten wir annehmen, daB p und q teilerfremd
sind. AuBerdem wire p’ = 4q” gerade, also auch p = 2r. Damit wire p’ = 271/ = 4q7,
d.h. ¢ = 2°r” wire gerade und damit auch q, im Widerspruch zur Gekiirztheit des
Bruchs p/q.

Richtig oder falsch: N und Ny sind gleichméchtig.

Losung: Richtig, denn die Abbildung ¢: Ny — N, die m € N auf ¢(m) = m+1 abbildet
ist bijektiv; die Umkehrabbildung bildet n € N ab auch n — 1.

Richtig oder falsch: Jede Folge (an)nen, die eine konvergente Teilfolge hat, ist be-
schrankt.

Losung: Falsch: Die Folge mit a, = n fiir ungerade n und a, = 1/n fiir gerade n ist
nicht beschrankt, hat aber die Folge der a;, als konvergente Teilfolge.

Richtig oder falsch: Jede strikt monoton wachsende stetige Funktion f: R — R ist sur-
jektiv.

Losung: Falsch,; beispielsweise ist die Exponentialfunktion f(x) = e* zwar streng mono-
ton wachsend und stetig, sie nimmt aber nur positive Werte an.

Richtig oder falsch: Zu jeder stetigen Funktion f:R — [—1, 1] gibt es ein xo € R, so daf3
f(xo) < f(x) fiir alle x € R.

Losung: Falsch,; beispielsweise kommt f(x) = e*" der Null beliebig nahe, erreicht sie
aber nicht. Fiir jedes xo # 0 ist f(2x0) < f(xo).

Richtig oder falsch: Die beiden reellen Zahlen x,y sind genau dann beide ganz, wenn
cos? 7tx - cos? my = 1 ist.

Losung: Richtig: Da cos® nur Werte zwischen null und eins annimmt, ist das Produkt

genau dann eins, wenn beide Faktoren eins sind, wenn also cos tx = £1 und cos ty = +1
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn x und y ganz sind.

Finden Sie eine Stammfunktion von f(x) = (sin x cos x)z !



Loésung:

. . . .2 . L2 . .
et _e—ix  pix 1 elx) <621x o 6721x e41x -2 + e*41X 1 — cos 4x
I - — =

sin x cos x = <

2 2 i 16 8
hat als Stammfunktion x_ sin dx
8 32

Aufgabe 1: (6 Punkte)

3015
V3—1 5+31
3 und c¢)

Stellen Sie die Zahlen a) (V3 —1)3 b) < 5_ 31

moglichst einfach dar!

Loésung:
a) Nach dem binomischen Lehrsatz ist (v3 —1)3 =3v3—-3-3i+3-v3-12 —13 = -8i.
3
V3-i) _ -8
2 23

b) Damit ist < = —1i, und da 3015 = 31005 ist und 1005 bei Division durch

Ao\
vier den Rest eins hat, ist auch < - 1) = (—1)109° = 4.

2
o |33 B3 _ VA
5-31] |5-3i 52132

d) Finden Sie alle Losungen der quadratischen Gleichung z? + 4iz —4 =0 !

Losung: Die linke Seite der Gleichung ist (z+21)?; daher ist z = —2i die einzige Losung.

Aufgabe 2: (5 Punkte)

Zeigen Sie:

Tlg—Tl

3

n

a) Fiir jede natiirliche Zahl n ist Z(j2 —j) =
j=1

Losung: Das kann am einfachsten durch vollstindige Induktion bewiesen werden: Fiir

den Induktionsanfang n = 1 steht links 12 — 1 = 0 und rechts (13 —1)/3 = 0, also stimmt
die Behauptung.

Ist die Behauptung fiir ein festes n € N bewiesen, ist
n+1 n
Y (2= =) (=i +m+1) = (n+1),
=1

i=1

und das ist nach Induktionsannahme gleich

3

_ 3 _ 32 3 3 32 2
n n+n2+2n+]_n_]:n n—+osn” + n_n +on” + n‘

3 3 3

Die rechte Seite der zu beweisenden Formel wird fiir n + 1 an Stelle von n zu

Mm+1P—Mm+1) n*+3n?+3n+1-n—-1_ n3>+3n?+2n
3 N 3 N 3 ’
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was damit iibereinstimmt. Somit gilt die Behauptung auch fiir n+1 und nach dem Prinzip
der vollstandigen Induktion daher fiir alle n € N.

Zu jeder natiirlichen Zahl n, die weder durch zwei noch durch drei teilbar ist, gibt es ein
k € Np, so daB n =6k + 1 oder n = 6k — 1 ist.

Losung: Division mit Rest durch sechs zeigt, daf§ sich n in der Form 6k +r schreiben 13883t
mit k € Ny und r € {0,1,2,3,4,5}. Im Falle r = 0,2 oder 4 ist n durch zwei teilbar, fiir
1 = 0 oder 3 durch drei. Somit ist r = 1 oder r = 5. Falls r = 1, sind wir fertig; andernfalls
istn=6k+5=6(k+1)—1.

Aufgabe 3: (5 Punkte)
Wie ist die Konvergenz einer Folge (a, )nen reeller Zahlen definiert?

Losung: (an)nen heilit konvergent, wenn es ein a € R gibt, so daf3 es zu jedem ¢ > 0 ein
N € N gibt, so dal |a — a,| < ¢ fiir alle n > N.

Zeigen Sie: Ist (an )nen eine konvergente Folge reeller Zahlen, so konvergiert auch die Folge
(snlan)neN

Losung: Der Sinus ist eine auf ganz R stetige Funktion, und jede solche Funktion f bildet
eine konvergente Folge mit Grenzwert a ab auf eine konvergente Folge mit Grenzwert f(a).

Was besagt das CaucHysche Konvergenzkriterium fiir Reihen?

Losung: Die Reihe Z ay mit ax € R (oder C) konvergiert genau dann, wenn es fiir jedes

k=1
m

> e

k=n+1

e >0esein N € N gibt, so dafl < ¢ fiir alle n,m > N.

Aufgabe 4: (6 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren, und bestimmen Sie, wenn
moglich, den Grenzwert:

i k b)i - und c)i(_”k
kZ —1 k k+1 k
k=2 k=1 k=1
Loésung:
Da L < £ = l ist, ist die harmonische Reihe i l eine divergente Minorante; die
2—1 k2 kB K g ’

Reihe divergiert also.
Die n-te Teilsumme ist

n n n n n+1

1 1 ) 5 1 3 1 5 1T 1
Z Pl — = _ — _— = —_ — = ] -,
= <k k+1 k:]k k:]k—|—1 k:1k k:Zk n-+1

und die Folge dieser Zahlen konvergiert natiirlich fiir n — oo gegen eins. Somit konvergiert
die Reihe gegen eins.



c)

Hier handelt es sich um eine alternierende Reihe; da die Betrdge eine Nullfolge bilden,
konvergiert sie nach dem LEIBNIZ-Kriterium. Die TAYLOR-Reihe des Logarithmus um eins

ist
> X
].Og Z k+1
k=1

was fiir x = 1 gerade das Negative der gegebenen Reihe ist. Somit konvergiert diese gegen
—log 2.

Aufgabe 5: (9 Punkte)

In welchen Punkten x € R ist die Funktion f: R — R mit
sin 7tx fir x < —1
1(~3 _ e
fx) = 5 (x* —x) filr -1 <x<0
cosx — 1 .
exi— fur X > 0

stetig, in welchen differenzierbar?

Losung: f;(x) = sin7tx als trigonometrische Funktion und f,(x) = ;(x —x) als Polynom

sind stetig und differenzierbar auf ganz R. f3(x) = M ist zusammengesetzt aus einem
Kosinus, einer Exponentialfunktion und Grundrechenarten die Funktion ist also stetig
und differenzierbar iiberall dort, wo nicht durch null dividiert wird. Da die Exponential-
funktion nur fiir x = 0 den Wert eins annimmt, ist f3; also stetig und differenzierbar auf
R ~ {0}, insbesondere also im Bereich x > 0, in dem f(x) = f3(x) ist.

Somit ist f auf jeden Fall stetig und differenzierbar auf R ~\ {0, —1}; die beiden Ausnah-
mepunkte miissen noch untersucht werden.

An der Stelle x = —1 ist f1(—1) = sin(—7n) = 0 und f,(—1) = §((—1)*> — (—1)) = 0; daher

3

ist f auch im Punkt x = —1 stetig. f;(—1) = —mcos(—n) = 7 und f5(x) = $(3x* — 1)
nimmt an der Stelle x = —1 den davon verschiedenen Wert eins an; daher ist f im Punkt
x = —1 nicht differenzierbar.

An der Stelle x = 0 ist f2(x) = 0 und f3 ist dort nicht definiert. Wir kénnen aber nach
der Regel von DE L'HOPITAL einen Grenzwert berechnen:

. cosx— 1 . —sinx
lim ———— = lim

x—0 eX—1 x—0 eX

=0.

Somit ist f auch fiir x = O stetig.
fh(x) = %(3x2 — 1) nimmt fiir x = 0 den Wert —% an,;

1
f3(x) = cosx
ex—1 ex—1
hat die Ableitung
—(e*—1)sinx — e*cosx e —sinx  e*(cosx—1)
f/ = = —_ N
3(x) (ex —1)2 M I A (ex—1)2

beide Summanden sind an der Stelle x = 0 nicht definiert. Nach DE L'HOPITAL ist

. sin x . COSX
lim = lim =1

x—0 eX - x—0 eX




b)

b)

d)

und )
e*(cosx — 1) 0. cosx—1 . —sinx
=e’lim ———= =1

I (ex—1)2 Ib lex —1)2 x50 2(ex —T)ex

Auch hier haben wir fiir x = 0 wieder einen Ausdruck der Form ,0/0%, da wir bereits

wissen, dafl
sin x
im =1
x—0 eX — 1

ist, erhalten wir den Wert —%. Somit ist der Grenzwert von f5(x) fir x — 0 gleich
—1-— (—%) = —%. Da dies mit f,(0) tibereinstimmt, ist f im Punkt x = 0 differenzierbar.
Somit ist f stetig auf ganz R und differenzierbar fiir x # —1.

—1 0 0
Berechnen Sie J f(x) dx, J f(x)dx und J f(x) dx!
-2 9 I
Losung: Im Intervall [—2, —1] ist f(x) = sin 7tx; daher ist
—1 —1
J f(x)dx = J sin 7tx dx =
-2 -2

— CO8 TIX
Tt

—cos(—m) +cos(—2m)  1+1 2

5 T T T

Im Intervall [—1, 0] stimmt f mit f, tiberein; also ist
0

0 0

x> —x 1 /x* X2 1 1 1 1
Jf(x)dxzj 2 dx:i(?‘7>_1=§<—1+5>:§_
_1 1

Das Integral von —2 bis 0 ist die Summe der Integrale von —2 bis —1 und von —1 bis 0,

Iso — + —.
asoﬁ—l—8

Aufgabe 6: (8 Punkte)

Wo ist die Funktion f:R — R mit f(x) = x> — 3x — 1 monoton wachsend, wo monoton
fallend?

Losung: f'(x) = 3x? — 3 = 3(x? — 1) ist positiv fiir |x| > 1 und negativ fiir |x| < 1; die
Funktion ist also monoton wachsend fiir x < —1 und x > 1; sie ist monoton fallend fiir
x € [-1,1].

Wo ist f konvex, wo konkav?

Losung: f”(x) = 6x ist positiv fiir x > 0 und negativ fiir x < 0; die Funktion ist also
konkav fiir x < 0 und konvex fiir x > 0.

Hat f in R ein absolutes Maximum und/oder Minimum?

Losung: Da die Funktion fiir x — —oo gegen —oo geht und fiir x — oo gegen +oo, gibt
es weder ein absolutes Minimum noch ein absolutes Maximum.

Wo liegen relative Maxima und Minima, und welche Werte werden dort angenommen?

Losung: Da f differenzierbar ist, mufl in einem relativen Extremum f’(x) verschwinden.
Dies geschieht nach a) bei x = +1; nach dem dort ermittelten Wachstumsverhalten der



b)

Funktion liegt bei x = —1 ein relatives Maximum und bei x = 1 ein relatives Minimum.
Die Funktionswerte sind f(—1) = 1 und (1) = -3.

Zeigen Sie, daf f genau drei Nullstellen hat, und geben Sie fiir jede dieser Nullstellen ein
Intervall der Form [n, n + 1] mit n € Z an, das diese Nullstelle enthalt!

Losung: Da f(x) vor x = —1 mit f(—1) = 1 > 0 strikt monoton wachst, wihrend der
Grenzwert lim = —oo negativ ist, gibt es genau eine Nullstelle x; mit x; < —1. Da

f(—2) = —3 negativ ist, liegt sie im Intervall (—2, —1).

Im Intervall (—1, 1) ist f strikt monoton fallend von f(—1) = 1 nach f(1) = —3; daher
gibt es auch dort genau eine Nullstelle x,. Da f(0) = —1 negativ ist, liegt sie im Intervall
(—1,0).

Ab x = 1 schliellich ist die Funktion strikt monoton wachsend von f(1) = —3 nach
unendlich; daher gibt es auch dort genau eine reelle Nullstelle. Wegen f(2) =1 > 0 liegt
sie im Intervall (1, 2).

Aufgabe 7: (8 Punkte)

Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom zweiten Grades der Funktion f(x) =

um den
Nullpunkt! cos 2x

Lésung: Wir brauchen zunadchst die Ableitungen von f an der Stelle x = 0. Nach der
Kettenregel (oder wahlweise der Quotientenregel) ist

—2sin 2x B 2sin 2x

(x) = — -
(x) cos2 2x cosZ 2x '

und das wiederum hat nach der Quotientenregel die Ableitung

B cos? 2x - 4 cos 2x — 2sin 2x - 2 cos 2x - (—2 sin 2x) 4 8sin? 2x

f/l = .
(x) cos? 2x cos2x  cos3 2x

Da der Sinus an der Stelle x = 0 verschwindet, wahrend der Kosinus dort den Wert eins
annimmt, ist das TAYLOR-Polynom zweiten Grades 1 + 2x?.

Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom vierten Grades der Funktion f(x) = sin 3x-cos x um
den Nullpunkt!

Losung: Ausgehend von den TAYLOR-Reihen

o x> x° q 1 xZ x4

SlnX—X—g—}—g—u- un COS X = —2_!_}_4_!_...
erhalten wir zunichst die TAYLOR-Reihe

) 27x3 3% 9 5, 81 5

s1n3x:3x—T+T_...:3X_zx +%x —

die wir mit der des Kosinus multiplizieren miissen. Multiplikation mit eins ergibt als
Terme vom Grad hochstens vier die Summe 3x — %x3, Multiplikation mit —%xz noch
—%x3. Die Multiplikation mit x*/4! oder noch hoheren Termen fiihrt nur auf Terme vom
Grad mindestens fiinf. Das TAYLOR-Polynom vierten Grades von f ist daher

923 3.5 3
3x EX EX_3X 6x° .



Alternativ kann man natiirlich auch die Ableitungen von f(x) = sin 3x - cos x berechnen;
sie sind
f'(x) = 3 cos 3x - cos x — sin 3x - sin x
f”’(x) = —9sin 3x - cos x — 3 cos 3x - sin x — 3 cos 3x - sin x — sin 3x - cos x
= —10sin 3x - cos x — 6.cos 3x - sin x
" (x) = —30cos 3x - cos x + 10sin 3x - cos x + 18 sin 3x - sinx — 6.cos 3x - Cos x
= —36C083x - cosx + 28sin 3x - sinx
f(4)(x) = 108 sin 3x - cos x + 36 cos 3x - sin x + 84 cos 3x - sin x + 28sin 3x - cos x
= 1365sin 3x - cos x + 120 cos 3x - sin x

Damit ist f(0) = f/(0) = f*)(0) = 0, f/(0) = 3 und f”(0) = —36, was zum gleichen
Polynom fiihrt.

Weitere Alternative: Nach den EULERschen Formeln ist

e3ix _ ef3ix eix + efix e4ix + eZix o efZix o e4ix sin 2x -+ sin 4x

sin 3x - cosx = 7 . > = 7 = 2

Nun kann man entweder die TAYLOR-Polynome vierten Grades

8x3 64x3
2x — — d 4x— ——
X— - un X ¢
von sin 2x und sin 4x addieren und das Ergebnis halbieren, oder aber die Ableitungen iiber
diese Darstellung der Funktion ohne Produktregel einfacher ausrechnen.



