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Modulklausur Analysis I

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die nahfolgenden Fragen sollten niht l�anger als etwa zwei Zeilensein und lediglih eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden niht gewertet.1) Rihtig oder falsh: 7
√

4 ∈ Q

Lösung: Falsh: W�are 7
√

4 = p/q ∈ Q, so k�onnten wir annehmen, da� p und q teilerfremdsind. Au�erdem w�are p7 = 4q7 gerade, also auh p = 2r. Damit w�are p7 = 27r7 = 4q7,d.h. q7 = 25r7 w�are gerade und damit auh q, im Widerspruh zur Gek�urztheit desBruhs p/q.2) Rihtig oder falsh: N und N0 sind gleihm�ahtig.
Lösung: Rihtig, denn die Abbildung ϕ:N0 → N, die m ∈ N0 auf ϕ(m) = m+1 abbildetist bijektiv; die Umkehrabbildung bildet n ∈ N ab auh n − 1.3) Rihtig oder falsh: Jede Folge (an)n∈N, die eine konvergente Teilfolge hat, ist be-shr�ankt.
Lösung: Falsh: Die Folge mit an = n f�ur ungerade n und an = 1/n f�ur gerade n istniht beshr�ankt, hat aber die Folge der a2n als konvergente Teilfolge.4) Rihtig oder falsh: Jede strikt monoton wahsende stetige Funktion f:R → R ist sur-jektiv.
Lösung: Falsh; beispielsweise ist die Exponentialfunktion f(x) = ex zwar streng mono-ton wahsend und stetig, sie nimmt aber nur positive Werte an.5) Rihtig oder falsh: Zu jeder stetigen Funktion f:R → [−1, 1] gibt es ein x0 ∈ R, so da�
f(x0) ≤ f(x) f�ur alle x ∈ R.
Lösung: Falsh; beispielsweise kommt f(x) = e−x2 der Null beliebig nahe, erreiht sieaber niht. F�ur jedes x0 6= 0 ist f(2x0) < f(x0).6) Rihtig oder falsh: Die beiden reellen Zahlen x, y sind genau dann beide ganz, wennos2 πx · os2 πy = 1 ist.
Lösung: Rihtig: Da os2 nur Werte zwishen null und eins annimmt, ist das Produktgenau dann eins, wenn beide Faktoren eins sind, wenn also osπx = ±1 und osπy = ±1ist. Das ist genau dann der Fall, wenn x und y ganz sind.7) Finden Sie eine Stammfunktion von f(x) =

(sin x os x
)2 !



Lösung:sin x os x =

(

eix − e−ix

2i
· eix + e−ix

2

)2

=

(

e2ix − e−2ix

4i

)2

= −
e4ix − 2 + e−4ix

16
=

1 − os 4x

8hat als Stammfunktion x

8
−

sin 4x

32
.

Aufgabe 1: (6 Punkte)Stellen Sie die Zahlen a) (
√

3 − i)3 b) (√
3 − i

2

)3015 und ) ∣∣∣
∣

5 + 3i

5 − 3i

∣

∣

∣

∣m�oglihst einfah dar!
Lösung:a) Nah dem binomishen Lehrsatz ist (

√
3 − i)3 = 3

√
3 − 3 · 3i + 3 ·

√
3 · i2 − i3 = −8i.b) Damit ist (√

3 − i

2

)3

=
−8i

23
= −i, und da 3015 = 3 ·1005 ist und 1005 bei Division durhvier den Rest eins hat, ist auh (√

3 − i

2

)3015

= (−i)1005 = −i.) ∣∣∣
∣

5 − 3i

5 − 3i

∣

∣

∣

∣

=
|5 + 3i|
|5 − 3i| =

√
52 + 32

√
52 + 32

= 1d) Finden Sie alle L�osungen der quadratishen Gleihung z2 + 4iz − 4 = 0 !
Lösung: Die linke Seite der Gleihung ist (z+2i)2; daher ist z = −2i die einzige L�osung.
Aufgabe 2: (5 Punkte)Zeigen Sie:a) F�ur jede nat�urlihe Zahl n ist n∑

j=1

(j2 − j) =
n3 − n

3

Lösung: Das kann am einfahsten durh vollst�andige Induktion bewiesen werden: F�urden Induktionsanfang n = 1 steht links 12 − 1 = 0 und rehts (13 − 1)/3 = 0, also stimmtdie Behauptung.Ist die Behauptung f�ur ein festes n ∈ N bewiesen, ist
n+1∑

j=1

(j2 − j) =

n∑

j=1

(j2 − j) + (n + 1)2 − (n + 1) ,und das ist nah Induktionsannahme gleih
n3 − n

3
+ n2 + 2n + 1 − n − 1 =

n3 − n + 3n2 + 3n

3
=

n3 + 3n2 + 2n

3
.Die rehte Seite der zu beweisenden Formel wird f�ur n + 1 an Stelle von n zu

(n + 1)3 − (n + 1)

3
=

n3 + 3n2 + 3n + 1 − n − 1

3
=

n3 + 3n2 + 2n

3
,



was damit �ubereinstimmt. Somit gilt die Behauptung auh f�ur n+1 und nah dem Prinzipder vollst�andigen Induktion daher f�ur alle n ∈ N.b) Zu jeder nat�urlihen Zahl n, die weder durh zwei noh durh drei teilbar ist, gibt es ein
k ∈ N0, so da� n = 6k + 1 oder n = 6k − 1 ist.
Lösung: Division mit Rest durh sehs zeigt, da� sih n in der Form 6k+r shreiben l�a�tmit k ∈ N0 und r ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Im Falle r = 0, 2 oder 4 ist n durh zwei teilbar, f�ur
r = 0 oder 3 durh drei. Somit ist r = 1 oder r = 5. Falls r = 1, sind wir fertig; andernfallsist n = 6k + 5 = 6(k + 1) − 1.
Aufgabe 3: (5 Punkte)a) Wie ist die Konvergenz einer Folge (an)n∈N reeller Zahlen de�niert?
Lösung: (an)n∈N hei�t konvergent, wenn es ein a ∈ R gibt, so da� es zu jedem ε > 0 ein
N ∈ N gibt, so da� |a − an| < ε f�ur alle n ≥ N.b) Zeigen Sie: Ist (an)n∈N eine konvergente Folge reeller Zahlen, so konvergiert auh die Folge
(sinan)n∈N

Lösung: Der Sinus ist eine auf ganz R stetige Funktion, und jede solhe Funktion f bildeteine konvergente Folge mit Grenzwert a ab auf eine konvergente Folge mit Grenzwert f(a).) Was besagt das Cauhyshe Konvergenzkriterium f�ur Reihen?
Lösung: Die Reihe ∞∑

k=1

ak mit ak ∈ R (oder C) konvergiert genau dann, wenn es f�ur jedes
ε > 0 es ein N ∈ N gibt, so da� ∣∣∣

∣

∣

m∑

k=n+1

an

∣

∣

∣

∣

∣

< ε f�ur alle n,m ≥ N.
Aufgabe 4: (6 Punkte)Entsheiden Sie, welhe der folgenden Reihen konvergieren, und bestimmen Sie, wennm�oglih, den Grenzwert:a) ∞∑

k=2

k

k2 − 1
b) ∞∑

k=1

(

1

k
−

1

k + 1

) und ) ∞∑

k=1

(−1)k

k

Lösung:a) Da k

k2 − 1
<

k

k2
=

1

k
ist, ist die harmonishe Reihe ∞∑

k=2

1

k
eine divergente Minorante; dieReihe divergiert also.b) Die n-te Teilsumme ist

n∑

k=1

(

1

k
−

1

k + 1

)

=

n∑

k=1

1

k
−

n∑

k=1

1

k + 1
=

n∑

k=1

1

k
−

n+1∑

k=2

1

k
= 1 −

1

n + 1
,und die Folge dieser Zahlen konvergiert nat�urlih f�ur n → ∞ gegen eins. Somit konvergiertdie Reihe gegen eins.



) Hier handelt es sih um eine alternierende Reihe; da die Betr�age eine Nullfolge bilden,konvergiert sie nah dem Leibniz-Kriterium. Die Taylor-Reihe des Logarithmus um einsist log(1 + x) =

∞∑

k=1

(−1)k+1 xk

k
,was f�ur x = 1 gerade das Negative der gegebenen Reihe ist. Somit konvergiert diese gegen

− log 2.
Aufgabe 5: (9 Punkte)a) In welhen Punkten x ∈ R ist die Funktion f:R → R mit

f(x) =






sinπx f�ur x < −1
1
2
(x3 − x) f�ur −1 ≤ x ≤ 0os x − 1

ex − 1
f�ur x > 0stetig, in welhen di�erenzierbar?

Lösung: f1(x) = sinπx als trigonometrishe Funktion und f2(x) = 1
2
(x3 −x) als Polynomsind stetig und di�erenzierbar auf ganz R. f3(x) = os x−1

ex−1
ist zusammengesetzt aus einemKosinus, einer Exponentialfunktion und Grundrehenarten; die Funktion ist also stetigund di�erenzierbar �uberall dort, wo niht durh null dividiert wird. Da die Exponential-funktion nur f�ur x = 0 den Wert eins annimmt, ist f3 also stetig und di�erenzierbar auf

R r {0}, insbesondere also im Bereih x > 0, in dem f(x) = f3(x) ist.Somit ist f auf jeden Fall stetig und di�erenzierbar auf R r {0,−1}; die beiden Ausnah-mepunkte m�ussen noh untersuht werden.An der Stelle x = −1 ist f1(−1) = sin(−π) = 0 und f2(−1) = 1
2

(

(−1)3 − (−1)
)

= 0; daherist f auh im Punkt x = −1 stetig. f′1(−1) = −π os(−π) = π und f′2(x) = 1
2
(3x2 − 1)nimmt an der Stelle x = −1 den davon vershiedenen Wert eins an; daher ist f im Punkt

x = −1 niht di�erenzierbar.An der Stelle x = 0 ist f2(x) = 0 und f3 ist dort niht de�niert. Wir k�onnen aber nahder Regel von de l'Hôpital einen Grenzwert berehnen:lim
x→0

os x − 1

ex − 1
= lim

x→0

− sin x

ex
= 0 .Somit ist f auh f�ur x = 0 stetig.

f′2(x) = 1
2
(3x2 − 1) nimmt f�ur x = 0 den Wert −1

2
an;

f3(x) =
os x

ex − 1
−

1

ex − 1hat die Ableitung
f′3(x) =

−(ex − 1) sin x − ex os x

(ex − 1)2
+

ex

(ex − 1)2
=

− sin x

ex − 1
−

ex(os x − 1)

(ex − 1)2
;beide Summanden sind an der Stelle x = 0 niht de�niert. Nah de l'Hôpital istlim

x→0

sin x

ex − 1
= lim

x→0

os x

ex
= 1



und lim
x→0

ex(os x − 1)

(ex − 1)2
= e0 lim

x→0

os x − 1

(ex − 1)2
= lim

x→0

− sin x

2(ex − 1)ex
.Auh hier haben wir f�ur x = 0 wieder einen Ausdruk der Form "0/0\; da wir bereitswissen, da� lim

x→0

sin x

ex − 1
= 1ist, erhalten wir den Wert −1

2
. Somit ist der Grenzwert von f′3(x) f�ur x → 0 gleih

−1 − (−1
2
) = −1

2
. Da dies mit f′2(0) �ubereinstimmt, ist f im Punkt x = 0 di�erenzierbar.Somit ist f stetig auf ganz R und di�erenzierbar f�ur x 6= −1.b) Berehnen Sie −1∫

−2

f(x)dx,

0∫

−1

f(x)dx und 0∫

−2

f(x)dx !
Lösung: Im Intervall [−2, −1] ist f(x) = sinπx; daher ist

−1∫

−2

f(x)dx =

−1∫

−2

sinπx dx =
− osπx

π

∣

∣

∣

∣

−1

−2

=
− os(−π) + os(−2π)

π
=

1 + 1

π
=

2

π
.Im Intervall [−1, 0] stimmt f mit f2 �uberein; also ist

0∫

−1

f(x)dx =

0∫

−1

x3 − x

2
dx =

1

2

(

x4

4
−

x2

2

)∣

∣

∣

∣

0

−1

=
1

2

(

−
1

4
+

1

2

)

=
1

8
.Das Integral von −2 bis 0 ist die Summe der Integrale von −2 bis −1 und von −1 bis 0,also 2

π
+

1

8
.

Aufgabe 6: (8 Punkte)a) Wo ist die Funktion f:R → R mit f(x) = x3 − 3x − 1 monoton wahsend, wo monotonfallend?
Lösung: f′(x) = 3x2 − 3 = 3(x2 − 1) ist positiv f�ur |x| > 1 und negativ f�ur |x| < 1; dieFunktion ist also monoton wahsend f�ur x ≤ −1 und x ≥ 1; sie ist monoton fallend f�ur
x ∈ [−1, 1].b) Wo ist f konvex, wo konkav?
Lösung: f′′(x) = 6x ist positiv f�ur x > 0 und negativ f�ur x < 0; die Funktion ist alsokonkav f�ur x ≤ 0 und konvex f�ur x ≥ 0.) Hat f in R ein absolutes Maximum und/oder Minimum?
Lösung: Da die Funktion f�ur x → −∞ gegen −∞ geht und f�ur x → ∞ gegen +∞, gibtes weder ein absolutes Minimum noh ein absolutes Maximum.d) Wo liegen relative Maxima und Minima, und welhe Werte werden dort angenommen?
Lösung: Da f di�erenzierbar ist, mu� in einem relativen Extremum f′(x) vershwinden.Dies geshieht nah a) bei x = ±1; nah dem dort ermittelten Wahstumsverhalten der



Funktion liegt bei x = −1 ein relatives Maximum und bei x = 1 ein relatives Minimum.Die Funktionswerte sind f(−1) = 1 und f(1) = −3.e) Zeigen Sie, da� f genau drei Nullstellen hat, und geben Sie f�ur jede dieser Nullstellen einIntervall der Form [n, n + 1] mit n ∈ Z an, das diese Nullstelle enth�alt!
Lösung: Da f(x) vor x = −1 mit f(−1) = 1 > 0 strikt monoton w�ahst, w�ahrend derGrenzwert lim

x→−∞

= −∞ negativ ist, gibt es genau eine Nullstelle x1 mit x1 < −1. Da
f(−2) = −3 negativ ist, liegt sie im Intervall (−2, −1).Im Intervall (−1, 1) ist f strikt monoton fallend von f(−1) = 1 nah f(1) = −3; dahergibt es auh dort genau eine Nullstelle x2. Da f(0) = −1 negativ ist, liegt sie im Intervall
(−1, 0).Ab x = 1 shlie�lih ist die Funktion strikt monoton wahsend von f(1) = −3 nahunendlih; daher gibt es auh dort genau eine reelle Nullstelle. Wegen f(2) = 1 > 0 liegtsie im Intervall (1, 2).
Aufgabe 7: (8 Punkte)a) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades der Funktion f(x) =

1os 2x
um denNullpunkt!

Lösung: Wir brauhen zun�ahst die Ableitungen von f an der Stelle x = 0. Nah derKettenregel (oder wahlweise der Quotientenregel) ist
f′(x) = −

−2 sin 2xos2 2x
=

2 sin 2xos2 2x
,und das wiederum hat nah der Quotientenregel die Ableitung

f′′(x) =
os2 2x · 4 os 2x − 2 sin 2x · 2 os 2x · (−2 sin 2x)os4 2x

=
4os 2x

+
8 sin2 2xos3 2x

.Da der Sinus an der Stelle x = 0 vershwindet, w�ahrend der Kosinus dort den Wert einsannimmt, ist das Taylor-Polynom zweiten Grades 1 + 2x2 .b) Bestimmen Sie das Taylor-Polynom vierten Grades der Funktion f(x) = sin 3x · os x umden Nullpunkt!
Lösung: Ausgehend von den Taylor-Reihensin x = x −

x3

3!
+

x5

5!
− · · · und os x = 1 −

x2

2!
+

x4

4!
− · · ·erhalten wir zun�ahst die Taylor-Reihesin 3x = 3x −

27x3

3!
+

35x5

5!
− · · · = 3x −

9

2
x3 +

81

40
x5 − · · · ,die wir mit der des Kosinus multiplizieren m�ussen. Multiplikation mit eins ergibt alsTerme vom Grad h�ohstens vier die Summe 3x − 9

2
x3, Multiplikation mit −1

2
x2 noh

−3
2
x3. Die Multiplikation mit x4/4! oder noh h�oheren Termen f�uhrt nur auf Terme vomGrad mindestens f�unf. Das Taylor-Polynom vierten Grades von f ist daher

3x −
9

2
x3 −

3

2
x3 = 3x − 6x3 .



Alternativ kann man nat�urlih auh die Ableitungen von f(x) = sin 3x · os x berehnen;sie sind
f′(x) = 3 os 3x · os x − sin 3x · sin x

f′′(x) = −9 sin 3x · os x − 3 os 3x · sin x − 3 os 3x · sin x − sin 3x · os x

= −10 sin 3x · os x − 6 os 3x · sin x

f′′′(x) = −30 os 3x · os x + 10 sin 3x · os x + 18 sin 3x · sin x − 6 os 3x · os x

= −36 os 3x · os x + 28 sin 3x · sin x

f(4)(x) = 108 sin 3x · os x + 36 os 3x · sin x + 84 os 3x · sin x + 28 sin 3x · os x

= 136 sin 3x · os x + 120 os 3x · sin xDamit ist f(0) = f′′(0) = f(4)(0) = 0, f′(0) = 3 und f′′′(0) = −36, was zum gleihenPolynom f�uhrt.Weitere Alternative: Nah den Eulershen Formeln istsin 3x · os x =
e3ix − e−3ix

2i
· eix + e−ix

2
=

e4ix + e2ix − e−2ix − e4ix

4i
=

sin 2x + sin 4x

2
.Nun kann man entweder die Taylor-Polynome vierten Grades

2x −
8x3

6
und 4x −

64x3

6von sin 2x und sin 4x addieren und das Ergebnis halbieren, oder aber die Ableitungen �uberdiese Darstellung der Funktion ohne Produktregel einfaher ausrehnen.


