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Modulklausur Analysis I

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! ceoe
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge cee
cee bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunéchst eoe
XX auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! oo o

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht ldnger als etwa zwei Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrundung enthalten. Antworten ohne Begrundung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: v/8 ¢ Q

Lésung: Richtig: Wire /8 = p/q € Q, so kénnen wir annehmen, da p und q teiler-
fremd sind. Auflerdem wire p® = 8q%; da jede Potenz einer ungeraden Zahl ungerade ist,
miifite also q = 2r gerade sein. (Wir konnen nicht schlieflen, da8 p durch acht teilbar ist:
Beispielsweise ist 2% durch acht teilbar, aber zwei nicht.) Damit wire p® = 258 = 8q8,
d.h. q¢® = 2°r® wire gerade und damit auch q, im Widerspruch zur Gekiirztheit des
Bruchs p/q.

Alternative Losung: Wire v/8 € Q, so auch seine vierte Potenz v/8 = 2v/2, und da man
in Q durch zwei dividieren kann, auch /2. Wir wissen aber, da v2 ¢ Q.

Richtig oder falsch: Q und R ~\ Q sind gleichmachtig.

Loésung: Falsch; da Q abzdhlbar ist, R aber nicht, ist auch R \ Q iiberabzdhlbar und
kann somit nicht gleichmachtig mit der abzdahlbaren Menge Q sein.

Richtig oder falsch: Die Folge (an)nen mit a,, =sinn hat eine konvergente Teilfolge.

Losung: Richtig: Da sinx € [—1, 1] fiir alle x € R, ist die Folge beschrénkt, hat also nach
dem Satz von BoLzZANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge.

Anmerkung: Einige versuchten hier auszunutzen, dal der Sinus an allen ganzzahligen
Vielfachen von 7 verschwindet. Das ist zwar richtig, niitzt hier aber nichts, denn die
Folgenglieder sind von der Form sinn mit n € N, und keine natiirliche Zahl ist ein ganz-
zahliges Vielfaches von 7, da 7t eine irrationale Zahl ist (was in der Vorlesung allerdings
nicht bewiesen wurde).

Richtig oder falsch: Jede strikt monoton fallende Funktion f: R — R ist injektiv.

Losung: Richtig; Ist x £y, so ist entweder x < y und somit f(x) > f(y), oder x >y und
damit f(x) < f(y). In beiden Fallen ist f(x) # f(y).

Richtig oder falsch: Falls die Funktion f:[a, b] — R beschrdnkt ist, nimmt sie auf [a, b]
ihr Maximum an.

1—x%? fiirx#0
0 firx =0
seinem Supremum eins zwar beliebig nahe, erreicht es aber nicht. (Nur bei stetigen Funk-
tionen konnen wir sicher sein, dafl sie auf jedem abgeschlossenen Intervall ihr Maximum
und ihr Minimum annehmen.)

Losung: Falsch; beispielsweise kommt f:[—1, 1] — R mit f(x) = {
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Richtig oder falsch: Die beiden reellen Zahlen x,y sind genau dann beide ganz, wenn
sin? 7tx + sin? my = 0 ist.

Losung: Richtig, denn der Sinus verschwindet genau an den ganzzahligen Vielfachen
von 7, und fiir zwei reelle Zahlen a,b ist a? + b? = 0 genau dann, wenn a = b = 0 ist.
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Finden Sie eine Stammfunktion von cos” x !

ix —ix 3 3ix 3 ix 3 —ix —3ix 3 3
Losung: cos x — <&> _ e 43e™ 43 fe _ cos3x Cosx;daher
ist 2 4 4 4
sin3x 3sinx

) 7 +C.

Jcos3xdx: %Jcos3xdx+%Jcosxdx:

Aufgabe 1: (8 Punkte)
Stellen Sie die Zahlen

V5 4+ vV/=5
=Y = p)(1+1)2 ¢)|3—4i und d) (—1)?°"* moglichst einfach dar!
N ) | ) ) | | ) (—1) g

Losung: Die Standardlosung bei a) wéire, dafl wir so erweitern, dafl wir im Nenner die
dritte binomische Formel anwenden konnen, also mit v/5 + /—5:

VEHVS  (VBHWTSR 542555 100

V5-vV=5 (V- VB)(VE+VE5) 5+5 10
Einfacher ist es, wenn wir zunichst durch /5 kiirzen:

V5+v=5 V5+ivs 141 (1+9F 28
V5—+v—5 V5—1iv/5 1—-1 (1+y(1-1) 141

i.

b) (1412 =1+2i—1=2i
c) 3-4i=/B-4H)3+4)=V32+42=V25=5
d) Da (_i)z =i =_1 ist, ist (_1)2014 — (_1)1007 -1

e)

Finden Sie alle komplexen Losungen der quadratischen Gleichung z* +4z —2i+4 =0 !

Lésung: Wir schreiben die Gleichung als (z + 2)> — 2i = 0 oder (z + 2)? = 2i. Wie wir
in b) gesehen haben, ist (1 +1)? = 2i; also ist z = —2 + (1 +1), d.h. z = —1 + 1 oder
z=-3—1.

Aufgabe 2: (5 Punkte)
Zeigen Sie:
Die n-te Ableitung von f(x) = xe* ist f(™)(x) = (n + x)e*

Losung: Das kann am einfachsten durch vollstandige Induktion bewiesen werden: Fiir

den Induktionsanfang mufl gezeigt werden, dafl f'(x) = (x + 1)e* ist; das folgt sofort aus

der LeiBNIzschen Produktregel und durch Ausklammern von e*.

Ist die Behauptung fiir ein festes n € N bewiesen, ist f(™) (x) = (x+n)e*, und f(" 1) (x) ist

die Ableitung davon, also — wieder nach der Produktregel — (x +n)e*+e* = (x +n+1)e*.
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Das ist genau die Behauptung fiir n + 1; nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion
gilt die behauptete Formel somit fiir alle n € N.

Fiir jede natiirliche Zahl n ist n® —n durch drei teilbar.

Lésung: n® —n =n(n?—1) = (n—1)n(n+1), und von diesen drei aufeinanderfolgenden
Zahlen ist genau eine durch drei teilbar. Also ist auch das Produkt durch drei teilbar.

Alternativ: Wir machen eine Fallunterscheidung je nach Divisionsrest von n bei der Di-
vision durch drei:

Fiir n = 3k ist n® —n = 27k3 — 3k = 3(9k3 — k).

Fir n =3k + 1ist n®> —n =27k3 + 27k? + 9k + 1 — 3k — 1 = 3(9k3 + 9k? — 3k).
Fiir n = 3k 4 2 ist n3 —n = 27k3 + 54k? + 36k + 8 — 3k — 2 = 3(9k3 + 18k? + 11k + 2))
Wir erhalten also stets ein Vielfaches von drei.

Auch durch vollstindige Induktion 148t sich das beweisen: Fiir n = 1 ist 13 —1 = 0 durch
drei teilbar, und wenn n3 —n fiir ein festes n durch drei teilbar ist, ist

mM+1P—m+1)=n®+3n’+3n+1—n+1)=mn>—n)+3n?+n)

auch durch drei teilbar.

Aufgabe 3: (5 Punkte)
Wie ist eine CAUCHY-Folge (an )nen reeller Zahlen definiert?

Losung: (an)nen heiflt CaAucHY-Folge, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N gibt, so dafl
lan —am| < e fiir alle n,m > N.

Was besagt das Konvergenzkriterium von CAUCHY?

Losung: Eine Folge (an)nen reeller Zahlen a, konvergiert genau dann, wenn sie eine
CaucHyY-Folge ist.

[ee]

Richtig oder falsch: Fiir jede konvergente Reihe Z ax mit reellen Summanden ay ist
[ee) =
die Folge (tn)nen mit t, = Z ay eine Nullfolge.
k=n
n
Lésung: Da die Reihe konvergiert, ist die Folge der Teilsummen s, = Z ayx eine

k=1
CaucHY-Folge. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es daher ein N € N, so dafl der Betrag der Dif-
ferenz zwischen der n-ten und der m-ten Teilsumme kleiner ist als ¢/2, d.h.

m

£ ..
Z an <z fir alle n,m > N.
k=n+1
Dann ist auch
> €
’tn+1‘: Z an Sz<5
k=n+1

fiir alle n > N, d.h. |t,,| < € fiir alle n > N + 1. Somit ist die Folge der t,, eine Nullfolge.
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Aufgabe 4: (6 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren, und bestimmen Sie, wenn
moglich, den Grenzwert:

2 Wl wmd g e

k=0 n=1 o k=0

Losung:

Das ist die TavyLOR-Reihe der Exponentialfunktion an der Stelle zwei; sie konvergiert also

gegen e’. (Wenn man das nicht sieht, kann man aus dem Quotientenkriterium immerhin
leicht die Konvergenz folgern, denn die Zahlen
2k+1 Zk 2k+1 k! 2

k+Dk/ K~ (k+rl-28 k+1

bilden eine Nullfolge.)
Dan—1/n<mn,ist s—7my > L fiir alle n, d.h. die harmonische Reihe ist eine
divergente Minorante, so dafl auch die gegebene Reihe divergiert.

Das ist eine geometrische Reihe mit q = e~3; da dies kleiner als eins ist, konvergiert die
Reihe und hat den Grenzwert 1/(1 —e~3).

Aufgabe 5: (9 Punkte)

In welchen Punkten x € R ist die Funktion f: R — R mit
in 2
SII; X firx <0
flx) = 2 cos 1tx fir 0 <x<1

xZ2—2x—2 firx>1

stetig, in welchen differenzierbar?

sin 2x

Losung: fi(x) = =5 ist stetig und differenzierbar auf R \ {0}; f2(x) = 2cos7x und
f3(x) = x2 — 2x — 2 sind stetig und differenzierbar auf ganz R. Somit ist R auf jeden Fall
stetig und differenzierbar auf R ~ {0, 1}.
An der Stelle x = 0 ist nach der Regel von DE L’HOPITAL

sin 2x 2 cos 2x

lim = lim
x—0 X x—0 1

=2cos0 =2,

und f(0) = f2(0) = 2cos(7t- 0) = 2; die Funktion ist dort also stetig.

. x-2cos2x —sin2x . “
Fir f(x) = 5 ist, wieder nach DE L’HOPITAL,
X

2cos2x — 2xsin 2x — 2 cos 2x

. / R T 1 o —
tm ) =t > - tm-an2) =0
und

lin%) f(x) = lin})(—Znsin mix) = —2msin0 =0,

die Funktion ist dort also auch differenzierbar.
An der Stelle x = 1 ist (1) =2cos7t=—2 und f3(1) =1 — 2 — 2 = —3; die Funktion ist
dort also nicht stetig und daher erst recht nicht differenzierbar.
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1 3 3
Berechnen Sie Jf(x) dx, f(x)dx und Jf(x) dx!
0 0

—_

Losung: Im Intervall [0, 1] ist f(x) = 2 cos 7tx; somit ist

2cosx dx = =0—-0=0.

7T

! 2 2 1
Jf(x) dx:J sin 7tx

0
0 0

Im Intervall [1, 3] stimmt f aufler im Anfangspunkt mit f3 {iberein; da es bei der Integration
auf einzelne Punkte nicht ankommdt, ist

3
1 1

= —6—-+3=-3-.

: 3" 3

3 2
3

Jf(x)dx:J(xz—Zx—Z)dx: x——xz—Zx

1 1

3

Das Integral von O bis 3 ist die Summe der Integrale von O bis 1 und von 1 bis 3, also
ebenfalls —31.

Aufgabe 6: (8 Punkte)

Wo ist die Funktion f:R — R mit f(x) = x* + 4x — 3 monoton wachsend, wo monoton
fallend?

Losung: f'(x) = 4x3 + 4 = 4(x> + 1) ist positiv fiir x > —1 und negativ fiir x < —1; die
Funktion ist also monoton fallend fiir x < —1 und monoton steigend fiir x > —1.

Wo ist f konvex, und wo konkav?
Lésung: f(x) = 12x% > 0 fiir alle x € R; die Funktion ist also iiberall konvex.
Hat f in R ein absolutes Maximum und/oder Minimum?

Losung: Da die Funktion monoton fallt bis x = —1 und danach monoton steigt, liegt bei
x = —1 das absolute Minimum. Ein absolutes Maximum gibt es nicht, da die Funktion fiir
x — £oo unbeschrankt wachst.

Wo liegen relative Maxima und Minima, und welche Werte werden dort angenommen?

Loésung: Da f differenzierbar ist, mufl in einem relativen Extremum f’(x) verschwinden.
Dass geschieht nach a) nur bei x = —1, und dort liegt nach b) das absolute Minimum mit
f(=1)=1—-4—-3=—6.

Zeigen Sie, daf f genau zwei Nullstellen hat, und geben Sie fiir jede dieser Nullstellen ein
Intervall der Form [n, n + 1] mit n € Z an, das diese Nullstelle enthalt!

Losung: Da f(x) vor x = —1 mit f(—1) = —6 strikt monoton fillt und danach strikt
monoton steigt mit lim = oo, gibt es vor und nach x = —1 je eine Nullstelle. Wegen

x—+00
f(—=2) =16—-8—-3 =5 > 0 und f(—1) = —6 < 0, liegt die erste im Intervall (—2, —1).
f(0) = —3 ist negativ, aber f(1) =144 —3 = 2 positiv; daher liegt die zweite im Intervall
(1, 2).



Aufgabe 7: (6 Punkte)

Bestimmen Sie das TAYLOR-Polynom dritten Grades der Funktion f(x) = tan 2x =
um den Nullpunkt!

sin 2x
cos 2x

Lésung: Wir brauchen zundchst die Ableitungen von f an der Stelle x = 0. Die Ableitung

des Tangens ist nach der Quotientenregel gleich
cos?x +sin’x 1
cos?x ~ cos?x

=1+tan’x;

fiir weitere Ableitungen ist wohl, wegen der Unhandlichkeit der Quotientenregel, die zweite
Form besser. Da f(x) = tan 2x, ist nach der Kettenregel f'(x) = 2 + 2tan? 2x, und dessen
Ableitung ist, wieder nach der Kettenregel,

f"(x) = 4tan(2x) - (2 + 2tan? 2x) = 8tan 2x + 8tan> 2x .
Die Ableitung davon schliefllich ist
(x) = 8f'(x) + 8 - 24f(x)*f'(x) = 8(2 + 2 tan? 2x) (1 + 3 tan? 2x) .
Da tan 0 = 0 ist, folgt f(0) =0, f'(0)=2, f”(0)=0 und {”(0)= 16. Somit ist das

. 16
TAYLOR-Polynom dritten Grades 2x + §x3 =2x+ §x3 .

Nachtrag: Da viele mit Sinus und Kosinus gerechnet haben: Ausgehend von 1/ cos? 2x als
Ableitung des Tangens ist f'(x) = 2/cos? 2x; nach der Kettenregel, angewandt auf 1/x?
mit Ableitung —2/x3 folgt

8sin 2x
f(x) = —5—.

() cos3 2x

Nach der Quotientenregel, kombiniert mit der Kettenregel fiir die Ableitung des Nenners,
ist daher
_le cos? x + 48 sin? 2x cos? 2x _le cos? 2x + 48sin” 2x
N cos® 2x N cos* 2x '
Die Werte an der Stelle x = 0 sind natiirlich dieselben wie bei der obigen Darstellung.
Falls man nicht beachtet, daf sin” 2x+cos? 2x = 1 ist und die Quadratsumme in der ersten
Ableitung stehen 1afit, schwellen natiirlich in den weiteren Ableitungen die Termzahlen
dramatisch an.

Gelegentlich wurde versucht, die TaAyLOR-Reihen von sin 2x und cos 2x durcheinander zu
dividieren. Damit dies auf eine Potenzreihe (bzw. beim Ignorieren der hoheren Terme ein
Polynom) fiihrt, mufl der Nenner zu einer Potenzreihe gemacht werden. Grundsatzlich ist
das mit Hilfe der Summenformel der geometrischen Reihe mdglich: Wegen

f/// (X)

s (2x)%k (2x)2  (2x)*
2 = — k = — J—
cos £x ;)( Wagr =1 -2t
ist fiir betragskleine x
1 1 = x2k 2
= = 14q+q¢* 4 mit gq=) ()T =2 —Sxt

cosx 1—q ]; (2K)! 3

in 2 4 2

also taan:sm X _ 2x—=x> 4 - 22— x4
cos 2x 3 3

4 8
=2x — gxg +4x3 +0(x*) = 2x + gxz’ +0(x",

wobei O(x?) fiir eine Summe von Termen vom Grad mindestens vier steht.



