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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 24–26. November 2014a) Berehnen Sie die Taylor-Reihe der Funktion f(x) = x3 um x = 1 !
Lösung: f′(x) = 3x2, f′′(x) = 6x und f′′′(x) = 6; alle h�oheren Ableitungen vershwindenidentish. Somit hat die Taylor-Reihe nur vier Summanden:

f(1 + h) = f(1) +
f′(1)

1!
h +

f′′(1)

2!
h2 +

f′′′(1)

3!
h3 = 1 + 3h + 3h2 + h3 .Alternativ: f(1 + h) = (1 + h)3 = 1 + 3h + 3h2 + h3b) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von f(x) = e−x2 um den Nullpunkt!

Lösung: F�ur alle u ∈ R ist eu =

∞∑

k=0

uk

k!
; also ist

e−x2

=

∞∑

k=0

(−x2)k

k!
=

∞∑

k=0

(−1)k x2k

k!
.) Ab welhem n ∈ N k�onnen Sie siher sein, da� gilt ∣

∣

∣

∣

∣

e −

n∑

k=0

1

k!

∣

∣

∣

∣

∣

<
1

100
?

Lösung: Nah dem Satz �uber die Taylor-Entwiklung ist
e = e1 =

n∑

k=0

1

k!
+ eη 1

(n + 1)!mit einer reellen Zahl η ∈ (0, 1). Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion ist hier
eη < e < 3. Wir m�ussen daher ein n �nden mit 3/(n + 1)! < 1/100 oder (n + 1)! > 300.Da 5! = 120 und 6! = 720 ist, gen�ugt n = 5.d) Zeigen Sie durh Absh�atzung mit einer geometrishen Reihe, da� ∞∑

k=n+1

n!

k!
<

1

n
f�ur alle

n ∈ N!
Lösung: Nah der Summenformel f�ur geometrishe Reihen ist
n!

∞∑

k=n+1

1

k!
=

∞∑

k=1

n!

(n + k)!
=

∞∑

k=1

1

(n + 1) · · · (n + k)
<

∞∑

k=1

1

(n + 1)k
=

1

n + 1
· 1

1 − 1
n+1

=
1

n
.e) Liefert das bei d) ein besseres Ergebnis?

Lösung: Nah der gerade bewiesenen Ungleihung ist
∣

∣

∣

∣

∣

e −

n∑

k=0

1

k!

∣

∣

∣

∣

∣

=

∞∑

k=n+1

1

k!
<

1

n · n!
.F�ur n = 4 ist 4 · 4! = 4 · 24 = 96, was leider niht ganz ausreiht. Tats�ahlih approximiert

1 +
1

2!
+

1

3!
+

1

4!
=

163

60
= 2,7083



e sogar deutlih besser, aber das k�onnen wir mit unseren a priori-Absh�atzungen nihtzeigen.f) Shreiben Sie n∑

i=0

1

i!
=

zn

n!
als Bruh mit Nenner n!, und zeigen Sie mit Hilfe der vorigenAufgabe, da� f�ur alle n ∈ N gilt zn

n!
< e <

zn + 1

n!

Lösung: F�ur jede nat�urlihe Zahl n ist
n∑

k=0

1

k!
< e =

∞∑

k=0

1

k!
.Die linke Seite l�a�t sih als Bruh zn/n! shreiben. Nah der vorigen Aufgabe ist

e −
zn

n!
<

1

n!
, d.h. zn

n!
< e <

zn + 1

n!
.g) Folgern Sie, da� e eine irrationale Zahl ist!

Lösung: Wie wir gerade gesehen haben, ist f�ur jedes n ∈ N

zn

n!
< e <

zn + 1

n!
.W�are e = p/q eine rationale Zahl, so g�abe es eine nat�urlihe Zahl n, f�ur die q Teilervon n! ist, z.B. q selbst. Damit lie�e sih e als Bruh mit Nenner n! shreiben, was nahobiger Ungleihung unm�oglih ist.h) (ak)k∈N0

sei eine Folge komplexer Zahlen, f�ur die c = lim
k→∞

k

√

i |ak| existiere. Zeigen Sie,da� die Potenzreihe ∞∑
k=0

akzk f�ur alle z ∈ C mit |z| < 1/c konvergiert!
Lösung: Da k

√

|akxk| = |z| · k

√

|ak| ist, konvergiert dann auh die Folge der k

√

|akzk|;ihr Grenzwert ist c |z|. Falls |z| < 1/c ist, ist dieser Grenzwert kleiner als eins, so da� dieReihe nah dem Wurzelkriterium konvergiert.i) Zeigen Sie mit diesem Kriterium, da� ∞∑

k=1

zk

k
f�ur alle z ∈ C mit |z| < 1 konvergiert!

Lösung: Wie wir auf dem letzten �Ubungsblatt gesehen haben, istlim
k→∞

k

√

1

k
=

1limk→∞

k
√

k
= 1 .Daher konvergiert die Reihe f�ur alle z ∈ C mit |z| < 1/1 = 1. Ist |z| = 1 kann die Reihekonvergieren oder auh niht: Beispielsweise konvergiert sie, f�ur z = −1, niht aber f�ur

z = 1 (harmonishe Reihe).j) Die Folge (ak)k∈N0
sei rekursiv de�niert durh die Bedingungen

a0 = 0, a1 = 2 und ak = 2ak−1 + ak−2 .Finden Sie eine geshlossene Formel f�ur ak !



Lösung: Wir betrahten, zun�ahst noh ohne jede Ber�uksihtigung von Konvergenzprob-lemen, die Potenzreihe
R(x) =

∞∑

k=0

akxk .Da a0 vershwindet, ist
xR(x) =

∞∑

k=0

akxk+1 =

∞∑

k=1

ak−1xk =

∞∑

k=2

ak−1xkund
x2R(x) =

∞∑

k=0

akxk+2 =

∞∑

k=2

ak−2xk .Somit ist
2xR(x) + x2R(x) =

∞∑

k=2

(2ak−1 + ak−2)xk =

∞∑

k=2

akxkund damit R(x) = a0 + a1x + 2xR(x) + x2R(x) = 2x + (2x + x2)R(x) .Dies k�onnen wir nah R(x) aufl�osen und erhalten die Gleihung
R(x) =

2x

1 − 2x − x2
.Da die h�oheren Ableitung dieser Funktion siherlih niht angenehm zu berehnen sind,wollen wir die Taylor-Reihe besser �uber die Summenformel der geometrishen Reiheberehnen. Die Nullstellen des Nenners sind die des Polynoms x2 + 2x − 1 = (x + 1)2 − 2,also x1/2 = −1 ±

√
2 und 1 − 2x − x2 = −(x − x1)(x − x2) = −(x + 1 +

√
2)(x + 1 −

√
2).F�ur die Anwendung der Summenformel der geometrishen Reihe sind die Faktoren indieser Form noh niht ganz geeignet, denn dort haben wir einen Nenner der Form 1 − q.Faktoren dieser Form k�onnen wir erreihen, indem den ersten Faktor durh x1 und denzweiten durh x2 dividieren: x2 + 2x − 1 = (x − x1)(x − x2) = x1x2

(

1 −
x

x1

)(

1 −
x

x2

).Multipliziert man (x − x1)(x − x2) aus und vergleiht mit x2 + 2x − 1, sieht man, da�
x1x2 = −1 ist (was man nat�urlih auh direkt nahrehnen kann); daher ist 1/x1 = −x2und 1/x2 = −x1, d.h.

x1x2

(

1 −
x

x1

)(

1 −
x

x2

)

= −(1 + x2x)(1 + x1x)und
1 − 2x − x2 = (1 + x2x)(1 + x1x) =

(

1 + (−1 −
√

2)x
)(

1 + (−1 +
√

2)x
)

=
(

1 − (1 +
√

2)x
)(

1 − (1 −
√

2)x
) .Wir versuhen daher, R(x) darzustellen in der Form

R(x) =
2x

1 − 2x − x2
=

c

1 − (1 +
√

2)x
+

d

1 − (1 −
√

2)x

=
c
(

1 − (1 −
√

2)x
)

+ d
(

1 − (1 +
√

2)x
)

1 − 2x − x2
=

(c + d) −
(

c(1 −
√

2) + d(1 +
√

2)
)

x

1 − 2x − x2
.Damit der Z�ahler zu 2x wird, mu� c + d vershwinden und der KoeÆzient vor x mu� −2sein, d.h. d = −c und

c(1 −
√

2) + d(1 +
√

2) = c(1 −
√

2) − c(1 +
√

2) = −2c
√

2 = −2 .Also ist c = 1/
√

2 und d = −1/
√

2. Nah der Summenformel f�ur die geometrishe Reiheist damit f�ur alle x mit |x| < 1/(1 +
√

2)

2x

1 − 2x − x2
=

1√
2

∞∑

k=0

(1 +
√

2)kxk −
1√
2

∞∑

k=0

(1 −
√

2)kxk =

∞∑

k=0

(1 +
√

2)k − (1 −
√

2)k

√
2

xk .



Somit sollte
ak =

(1 +
√

2)k − (1 −
√

2)k

√
2

=

√
2

2
(1 +

√
2)k −

√
2

2
(1 −

√
2)ksein, und in der Tat ist dies f�ur k = 0 die Null. F�ur k = 1 ist

(1 +
√

2)1 − (1 −
√

2)1

√
2

=
2
√

2√
2

= 2 ,wie gew�unsht. Um zu zeigen, da� obige Formel die L�osung ist, m�ussen wir nur noh�uberpr�ufen, ob f�ur k ≥ 2 gilt ak = 2ak−1 + ak−2. Dazu reiht es, wenn wir die entspre-hende Formel f�ur (1 +
√

2)k und f�ur (1 −
√

2)k nahrehnen, denn wenn sie f�ur diesebeiden Terme gilt, dann auh f�ur jede Linearkombination davon. F�ur k ≥ 2 ist
(1 ±

√
2)k = (1 ±

√
2)k−2(1 ±

√
2)2 = (1 ±

√
2)k−2(1 ± 2

√
2 + 2)

= (1 ±
√

2)k−2
(

1 + 2(1 ±
√

2)
)

= (1 ±
√

2)k−2 + 2(1 ±
√

2)k−1 ,wie gew�unsht. Damit ist auh ak = 2ak−1 + ak−2Der Ausdruk l�a�t sih noh etwas vereinfahen, denn ∣

∣

∣
1 −

√
2
∣

∣

∣
=

√
2 − 1 < 1

2
, so da� akeinfah die n�ahste ganze Zahl zu (1 +

√
2)k/

√
2 ist.k) Die Folge (ak)k∈N0

sei rekursiv de�niert durh die Bedingungen
a0 = 3, a1 = 5 und ak = ak−1 − ak−2 .Was ist a1000000 ?

Lösung: Wir betrahten, zun�ahst noh ohne jede Ber�uksihtigung von Konvergenzprob-lemen, die Potenzreihe
R(x) =

∞∑

k=0

akxk .Zun�ahst ist
xR(x) =

∞∑

k=0

akxk+1 =

∞∑

k=1

ak−1xk = 3x +

∞∑

k=2

ak−1xkund
x2R(x) =

∞∑

k=0

akxk+2 =

∞∑

k=2

ak−2xk .Somit ist
xR(x) − x2R(x) = 3x +

∞∑

k=2

(ak−1 − ak−2)xk = 3x +

∞∑

k=2

akxkund damit R(x) = 3 + 5x +
∑

∞

k=2 akxk = 3 + 2x + (x − x2)R(x) .Dies k�onnen wir nah R(x) aufl�osen und erhalten die Gleihung
R(x) =

2x + 3

1 − x + x2
.Der Nenner x2 − x + 1 = (x − 1

2
)2 + 3

4
, hat die Nullstellen x1/2 = 1

2
± 1

2

√
−3. Da derkonstante Term 1 das Produkt der beiden Nullstellen ist, folgt x1x2 = 1. (Studenten mitgutem Ged�ahtnis erinnern sih vielleiht daran, da� x1 und x2 die beiden komplexenL�osungen der Gleihung x3 = −1 sind.) Damit l�a�t sih der Nenner von R(x) shreibenals

1 − 2x − x2 = (x − x1)(x − x2) =
x − x1

x1

x − x2

x2

=

(

x

x1

− 1

) (

x

x2

− 1

)

=

(

1 −
x

x1

) (

1 −
x

x2

)

=

(

1 −
2x

1 +
√

−3

)(

1 −
2x

1 −
√

−3

)

=

(

1 −
1 −

√
−3

2
x

)(

1 −
1 +

√
−3

2
x

) .



Wir versuhen daher, R(x) darzustellen in der Form
R(x) =

2x + 3

x2 − x + 1
=

c

1 − 1
2
(1 +

√
−3)x

+
d

1 − 1
2
(1 −

√
−3)x

.Nah der Summenformel f�ur die geometrishe Reihe ist dann
2x + 3

x2 − x + 1
= c

∞∑

k=0

(

1 +
√

−3

2

)k

xk + d

∞∑

k=0

(

1 −
√

−3

2

)k

xk .Somit sollte
ak = c

(

1 +
√

−3

2

)k

+ d

(

1 −
√

−3

2

)ksein.Der Inhalt der Klammern, die potenziert werden, ist in beiden F�allen eine Zahl, derendritte Potenz -1 ist; falls diese Formel stimmt, ist also ak+3 = −ak und ak+6 = ak f�ur alle
k ∈ N0. Dies k�onnen wir leiht nahpr�ufen, wenn wir ak f�ur kleiner Werte von k nah derRekursionsformel berehnen: a2 = a1 −a0 = 5−3 = 2, a3 = a2 −a1 = 2−5 = −3 = −a0und a4 = a3 − a2 = −3 − 2 = −5 = −a1. Wegen der Linearit�at der Rekursion ist damit
ak+3 = −ak f�ur alle k ∈ N0.Da 1 000 000 : 6 = 166 666 Rest 4 ist, folgt a1 000 000 = a4 = −a1 = −5 .l) Die Funktion f erf�ulle die Gleihung f′′(x) = −100f(x) f�ur alle x ∈ R; au�erdem sei
f′′(0) = 1000 und f′′′(0) = 0. Was wissen Sie �uber f(x) ?
Lösung: Wegen der Beziehung f′′(x) = −100f(x) mu� es nah dem Satz aus der Vorlesungreelle Zahlen a, b geben, so da� f(x) = a sin 10x + b os 10x ist. Dann ist

f′(x) = 10a os 10x − 10b sin 10x, f′′(x) = −100a sin 10x − 100b os 10xund f′′′(x) = −1000a os 10x + 1000b sin 10x .Die Bedingungen f′′(0) = 1000 und f′′′(0) = 0 bedeuten also, da� −100b = 1000 und
−1000a = 0 sein mu�. Somit ist f(x) = −10 os 10x.m)Dr�uken Sie sin2 x und os2 x aus durh Funktionen der Form sinax und osbx !
Lösung: sin2 x =

(

eix − e−ix

2i

)2

=
e2ix − 2 + e−2ix

−4
=

1

2
−

os 2x

2os2 x =

(

eix + e−ix

2

)2

=
e2ix + 2 + e−2ix

4
=

1

2
+

os 2x

2n) Dr�uken Sie sin 3x aus als Polynom in sin x und os x !
Lösung: sin 3x ist der Imagin�arteil von

e3ix =
(

eix
)3

= (os x + i sin x)3 = os3 x + 3i os2 x sin x − 3 os x sin2 x − i sin3 x .Somit ist sin 3x = 3 os2 x sin x − sin3 x. Mit der Beziehung os2 x = 1 − sin2 x l�a�t sihdas noh vereinfahen zu sin 3x = 3(1 − sin2 x) sin x − sin3 x = 3 sin x − 4 sin3 x .o) Dr�uken Sie os 3x aus als Polynom nur in os x !
Lösung: Nah der vorigen Aufgabe istos 3x = Re e3ix = os3 x − 3 os x sin2 x = os3 x − 3 os x (1 − os2 x) = 4 os3 x − 3 os x .



p) Zeigen Sie: F�ur alle ϕ gen�ugt z = os ϕ
3
der kubishen Gleihung 4z3 − 3z = osϕ !

Lösung: Mit x = ϕ
3
ist nah der vorigen L�osungosϕ = os 3x = 4 os3 x − 3 os x = 4z3 − 3z .q) Zeigen Sie: Im Intervall (−π

2
, π

2
) ist die Sinusfunktion streng monoton wahsend!

Lösung: Ein Punkt P, dessen Radius OP mit der x-Ahse einen Winkel ϕ zwishen −π
2und π

2
einshlie�t, hat eine positive x-Koordinate, also ist osϕ > 0. Da der Kosinus dieAbleitung des Sinus ist, folgt dessen strenge Monotonie.r) Der Arkussinus arsin x sei die Umkehrfunktion der Einshr�ankung des Sinus auf dasIntervall [−π

2
, π

2
] Zeigen Sie, da� er f�ur alle x ∈ [−1, 1] erkl�art ist, und berehnen Sieseine Ableitung!

Lösung: Die Sinusfunktion bildet das Intervall [−π
2
, π

2
] injektiv ab auf [−1, 1]; es gibtsomit eine Umkehrfunktion. Wegen der Monotonie werden auh die entsprehenden o�enenIntervalle aufeinander abgebildet, und nah der Regel f�ur die Ableitung der Umkehrfunk-tion ist deren Ableitung im Punkt y = sin xarsin′ y =

1sin′ x =
1os x

=
1

√

1 − sin2 x
=

1
√

1 − y2
,da os x im fraglihen Intervall niht negativ wird.s) Was ist i−i ?

Lösung: Da i auf der imagin�aren Ahse liegt, hat es Argument π/2, also ist i = eπi/2und
i−i = eπi/2·(−i) = e

π

2 =
√

eπ .(Benjamin Peire (1809{1880) sagte in seinen Vorlesungen in Harvard zu dieser Formel:Gentlemen, we have not the slightest idea what this equation means, but we maybe sure that it means something very important. Bevor wir zuviel in dieses Ergebnishineininterpretieren, sollten wir allerdings bedenken, da� wir auh i = e5πi/2 shreibenk�onnen und dann das Ergebnis i−1 = e5π/2 bekommen usw. Potenzen mit komplexerBasis und nihtganzen Exponenten sind also niht eindeutig bestimmt.)t) Finden Sie eine komplexe Zahl z, mit z12 = 1, aber zn 6= 1 f�ur alle nat�urlihen Zahlen
n < 12 !
Lösung: O�ensihtlih mu� z den Betrag eins haben, l�a�t sih also darstellen in der Form
z = eiϕ. Dann ist 1 = z12 = e12iϕ, also mu� 12ϕ ein Vielfahes von 2π sein, d.h.

ϕ =
2kπ

12
=

kπ

6
mit k ∈ Z .Speziell im Falle k = 1 ist

(

eπi/6
)n

= e(n/6)πi 6= 1 f�ur n = 1, . . . , 11 ,also ist z = eπi/6 eine L�osung.u) Wie viele vershiedene L�osungen hat die vorige Aufgabe?
Lösung: Wie wir gesehen haben, l�a�t sih jedes z mit z12 = 1 shreiben als z = ekπi/6mit einem k ∈ Z. Wenn wir zu k ein Vielfahes von zw�olf addieren, ist

e(k+12m)πi/6 = ekπi/16+2mπi = ekπi/6 ;



daher gibt es nur die zw�olf vershiedenen Werte zk = ekπi/6 mit k = 0, . . . , 11. F�urgerades k ist 6kπ/6 = kπ ein Vielfahes von 2π, also ist z6
k = 1. F�ur durh drei teilbares kist entsprehend z4

k = 1. Damit kommen h�ohstens die Werte k = 1, 5, 7 und 11 in Frage.
z1 ist eine L�osung, und damit auh z11 = 1/z1. Das kleinste durh 12 teilbare Vielfahevon 5 ist 60, also ist auh z5 eine L�osung und damit auh z7 = 1/z5. Es gibt also viervershiedene L�osungen.v) Dr�uken Sie die Funktionen sin kx os ℓx f�ur k, ℓ ∈ R aus als Linearkombination von Funk-tionen der Form sin rx !
Lösung: Nah den Eulershen Formeln istsinkx os ℓx =

eikx − e−ikx

2i
· eiℓx + e−iℓx

2
=

ei(k+ℓ)x − e−i(k+ℓ)x + ei(k−ℓ)x − e−i(k−ℓ)x

4i

=
sin(k + ℓ)x + sin(k − ℓ)x

2
.


