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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 3-5. November 2014

a) Richtig oder falsch: Die Menge aller streng monoton wachsender Funktionen f:R — R
ist eine Teilmenge der Menge alle stetiger Funktionen f:R — R.

Lésung: Falsch, beispielsweise ist die Funktion
R—R
f: o [x—1 fallsx <0
x+1 fallsx>0

zwar streng monoton wachsend auf ganz R, ist aber bei x = 0 nicht stetig.

b) Die Folge (xn)nen sei definiert durch
x1=2 und Xy =%n_1+3n—1 flirm>2.
Zeigen Sie: xy = %nz + %n!

Lésung: Das kann man beispielsweise durch vollstdndige Induktion zeigen: Fiir n = 1 ist
3 1

m:zzzwz+zw,

womit der Induktionsanfang gezeigt ware.

Nehmen wir an, daf3 die Behauptung bereits fiir ein festes n € N bewiesen sei, so erhalten
wir fiir x,, 1 den Ausdruck

2 2

4

g §n2+2+3n+2: n“+n+eén+4 :3n +7/n+ '
Ia 2 2 2 2

Im Induktionsschlufl miissen wir zeigen, dafl dies iibereinstimmt mit

%(n_'_”z n n;l—1 _ 3n2—|—6njzt3+n+1 _3n? +27n—|—4 |

und das ist offensichtlich der Fall. Damit gilt die Formel nach dem Prinzip der vollstandi-
gen Induktion fiir alle n € N.

Alternativ konnte man das auch direkt ausrechnen: x, ist die Summe aller Zahlen der
Form 3i—1fiiri=1,...,n, d.h.

Xnil =Xn +3(n+1)

n

n

B . B ) o, nn+1) _3n2~|—3n—2n_3 5, mn
xn—;(31—1)—3;1—n~1—3-T—n—f—zn +§'
V5 —V7
V5 + V7
Lésung: Erweiterung mit +/5 — /7 fiihrt nach der dritten binomischen Formel auf

—V7 —V7)? 12-2

VE-VT_ (VB-VTP =B e
V5+V7 (VB VT)IVE—VT) 5—7

c) Stellen Sie die reelle Zahl moglichst einfach dar!

d) Zeigen Sie: Fiir jede komplexe Zahl z € C ist z* + z° reell.

Lo6sung: Da die komplexe Konjugation mit der Multiplikation vertauschbar ist, konnen
wir das auch schreiben als z2 4 z2. Die Summe der komplexen Zahl z* mit ihrer konjugiert
komplexen ist einfach das Doppelte des Realteils, also insbesondere reell.



f)

g9)

h)

Y

(Wer gerne rechnet, findet natiirlich auch schnell heraus, dafl der gesuchte Ausdruck fiir
z = x + 1y einfach 2(x? —y?) ist.)

3 2
Ist die Folge (xn)nen mit x,, = % beschrankt? monoton? konvergent?
n

Lésung: Wir schreiben

3n+2 3(m+3)—342 3 5 1
C2n+3 2n+3 2 22n+3°
Damit ist klar, da8 die Folge durch 3/2 nach oben beschrankt ist; eine untere Schranke
ist z.B. die Null, denn natiirlich sind alle Folgenglieder positiv. Da die Folge der Zahlen
2n + 3 streng monoton ansteigt, ist die Folge der Kehrwerte 1/(2n + 3) streng monoton
fallend; Multiplikation mit —% macht daraus eine streng monoton steigende Folge, und
die Addition von % andert daran auch nichts mehr. Also ist die Folge streng monoton
wachsend (und wir bekommen x; = 1 als grofite untere Schranke). Da die Folge der
Zahlen 1/(2n + 3) eine Nullfolge ist, folgt sofort aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte,
daB die Folge der x,, gegen % konvergiert.

Xn

. . 3 2 .
Ist die Folge (Yn)ney mit yn, = (—1)" 22 1 3 beschrdnkt? monoton? konvergent?
Losung: Fiir gerade n ist y, = xn, fiir ungerade n ist yn = —xn. Da (xn)nen eine

beschrdnkte Folge ist, gilt das gleiche auch fiir (—x, )nen, also auch fiir (yn )nen- Wegen

der Monotonie der Folge (xn)nen gilt fiir gerade n < m aus N die Ungleichung yn < Ym,

flir ungerade aber y, > Ym. Damit kann die Folge nicht monoton sein. Sie kann auch

nicht konvergieren, denn offensichtlich konvergiert die Teilfolge der y,, mit geraden Indizes
3 3

gegen 3, die Teilfolge mit ungeraden Indizes aber gegen —3.

Finden Sie eine konvergente, aber nicht monotone Teilfolge von (yYn Jnen !

Losung: Wir kdonnen zum Beispiel die Folge (vn )nen der Indizes
vy, = {n falls n < 1000
2n  falls n > 1000
betrachten. Die Teilfolge (zn )nen mit z,, =y, ist nicht monoton, da die ersten Tausend
Glieder stdndig das Vorzeichen wechseln. Sie konvergiert aber gegen %, denn fiir die Kon-
vergenz sind nur Folgenglieder mit groflem Index relevant, und fiir n > 1000 n&hern sich
die y,, immer mehr diesem Grenzwert.

Bestimmen Sie, sofern es existiert, das Infimum sowie das Supremum der Menge
A={xeR|x*-5<0}!

Losung: x? — 5 ist genau dann negativ, wenn |x| < /5 ist. Somit ist —v/5 eine untere
und /5 eine obere Schranke von A. Ist M eine andere obere Schranke, so ist M > 0,
da zB. 1 € A, und wire M < /5, so hétten wir fiir die Zahl x = 3(M + v/5) die

Ungleichungen 0 < M < x < v/5. Damit wire x € A, aber x > M, im Widerspruch zur
Schrankeneigenschaft. Somit ist v/5 das Supremum von A. Genauso folgt, daB —v/5 das
Infimum ist, denn eine untere Schranke muf} negativ sein, und ware M eine grofiere untere
Schranke als —/5, so wire —/5 < %(M —/5) < M, d.h. wir hitten ein Element von A,
das grofier als M ist.

Driicken Sie die Funktion f: { 1, einfacher aus! (R-o = {x € R| x> 0})
X — e2 08X def



7)

k)

)

Losung: Da die Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt, ist auch f(x) > 0 fiir
alle x € R. Auflerdem ist
1 1

f(x)2 = f(x) - f(x) = e? 108 . g3 logx — elogx — x

fiir alle x. Somit ist f(x) = /x.

Finden Sie fiir die Funktion f(x) = (100x)? fiir x = 0 und ein beliebiges ¢ > 0 ein & > 0,
so daB |f(y) — f(x)| < e ist, falls |y — x| < &!

Loésung: [f(y) — f(x)| = |f(y) — f(0)| = [f(y)| = (100y)? < & genau dann, wenn

%

y <

—_
o

0
ist. Also kénnen wir & = \/¢/100 setzen.

Richtig oder falsch: Die Funktion f:R — R mit f(x) = e®" ist stetig auf R.

Lésung: Richtig, denn wie aus der Vorlesung bekannt, ist die Exponentialfunktion stetig
auf ganz R, und setzt man eine stetige Funktion in eine andere sein, so ist auch diese
Hintereinanderausfiihrung stetig.

Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktion f(x) = x? 4+ 2x + 3 auf dem
Intervall [—10, 10]!

Losung: f(x) = x2 +2x + 3 = (x + 1)? 4 2 kann offensichtlich keine kleineren Werte
als zwei annehmen; wegen f(—1) = 2 wird dieser Wert angenommen und ist somit das
Minimum. Da der Graph von f eine Parabel ist, wachst die Funktion monoton, wenn
man sich vom Punkt x = —1 entfernt; das Maximum wird daher an einem der beiden
Intervallrinder angenommen. Da f(—10) = 9% + 2 und f(10) = 112 + 2, ist das Maximum
somit 112 42 = 123.

31
m ) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (x)nen mit X, = exp <23 " ]> !

Lésung: Die Folge der Terme
n3—1_(n3—|—1)—2 2

nw+1 nd+1 0 41
konvergiert gegen eins; wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion konvergiert die Folge
der x,, daher gegen e' =e.

Richtig oder falsch: Die Folge (xn)nen mit x,, =log(n + 1) —logn ist eine Nullfolge.
Lésung: Richtig, denn

n+1 1
n=1 1) —1 =1 — | =1 T+ —
X og(n+1)—logn og( o ) 0g< +n>
und die Folge der Terme 1+ % konvergiert gegen eins. Wegen der Stetigkeit der Logarith-
musfunktion konvergiert daher die Folge der Logarithmen gegen log1 = 0.
Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl x € [—1, 1] mit der Eigenschaft e = x?
Losung: Wir betrachten die Funktion f(x) = e¥ —x? auf dem Intervall [—1, 1]. Am linken

Intervallende ist f(—1) = e~ ! —1 < 0, am rechten ist f(x) =e—1 >0, da e > 1 ist. Wegen
der Stetigkeit der von f (Summe der Exponentialfunktion und eines Polynoms) gibt es



p)

q)

t)

nach dem Zwischenwertsatz ein x € [—1, 1] mit f(x) = 0, und fiir diese Zahl x gilt die

Gleichung e* = x?.

[ee]

1
Zeigen Sie: Die Reihe Z o konvergiert fiir alle n > 2!
k=1

Lésung: Aus der Vorlesung wissen wir, daf8 dies fiir n = 2 gilt; fiir n > 2 ist k™ > k2, also
1/k™ < 1/k%. Somit ist die Reihe fiir n = 2 eine konvergente Majorante fiir jede Reihe
mit n > 2.

. T
Richtig oder falsch: Die Reihe —
g f é;¢§

Losung: Falsch, denn die harmonische Reihe ) -, 1/k ist eine divergente Minorante.

. T - O L
Richtig oder falsch: Die Reihe
g oder f g;\&

Lésung: Richtig, denn die Folge der 1/v/k ist monoton fallend, so daf8 die Reihe nach
dem LEIBNIZ-Kriterium fiir alternierende Reihen konvergiert.

konvergiert.

konvergiert.

Kk
Zeigen Sie, daf} die Reihe Z % fiir alle x € R absolut konvergiert!
k=1 "

Losung: Fiir x = 0 konvergiert die Summe gegen Null; fiir x # 0 kénnen wir beispiels-
weise versuchen, das Quotientenkriterium anzuwenden: Der Betrag des Quotienten zweier
aufeinanderfolgender Summanden ist

Xk—H k Xk—H . k! x

____/E_
(k+1!/ k! (k+ 1 -x<|  |k+1

Die ist fiir jedes x eine Nullfolge; also konvergiert die Reihe nach dem Quotientenkriterium
absolut.

o k
Zeigen Sie, dafl die Reihe Z < ) konvergiert!

k=1 2—

1
k
Loésung: Hier konnte das Wurzelkriterium niitzlich sein: Die k-te Wurzel des k-ten Sum-

manden ist ——-, und da dies fiir k — oo gegen % konvergiert, folgt aus dem Wurzelkri-
2

terium die (absolute) Konvergenz der Reihe.



