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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 3–5. November 2014a) Rihtig oder falsh: Die Menge aller streng monoton wahsender Funktionen f:R → Rist eine Teilmenge der Menge alle stetiger Funktionen f:R → R.
Lösung: Falsh; beispielsweise ist die Funktion

f:


R → R

x 7→
{

x − 1 falls x < 0

x + 1 falls x ≥ 0zwar streng monoton wahsend auf ganz R, ist aber bei x = 0 niht stetig.b) Die Folge (xn)n∈N sei de�niert durh
x1 = 2 und xn = xn−1 + 3n − 1 f�ur n ≥ 2 .Zeigen Sie: xn = 3

2
n2 + 1

2
n !

Lösung: Das kann man beispielsweise durh vollst�andige Induktion zeigen: F�ur n = 1 ist
x1 = 2 =

3

2
· 12 +

1

2
· 1 ,womit der Induktionsanfang gezeigt w�are.Nehmen wir an, da� die Behauptung bereits f�ur ein festes n ∈ N bewiesen sei, so erhaltenwir f�ur xn+1 den Ausdruk

xn+1 = xn + 3(n + 1) − 1 =IA 3

2
n2 +

n

2
+ 3n + 2 =

3n2 + n + 6n + 4

2
=

3n2 + 7n + 4

2
.Im Induktionsshlu� m�ussen wir zeigen, da� dies �ubereinstimmt mit

3

2
(n + 1)2 +

n + 1

2
=

3n2 + 6n + 3 + n + 1

2
=

3n2 + 7n + 4

2
,und das ist o�ensihtlih der Fall. Damit gilt die Formel nah dem Prinzip der vollst�andi-gen Induktion f�ur alle n ∈ N.Alternativ k�onnte man das auh direkt ausrehnen: xn ist die Summe aller Zahlen derForm 3i − 1 f�ur i = 1, . . . , n, d.h.

xn =

n∑

i=1

(3i − 1) = 3

n∑

i=1

i − n · 1 = 3 · n(n + 1)

2
− n =

3n2 + 3n − 2n

2
=

3

2
n2 +

n

2
.) Stellen Sie die reelle Zahl √5 −

√
7√

5 +
√

7
m�oglihst einfah dar!

Lösung: Erweiterung mit √5 −
√

7 f�uhrt nah der dritten binomishen Formel auf√
5 −

√
7√

5 +
√

7
=

(
√

5 −
√

7)2

(
√

5 +
√

7)(
√

5 −
√

7)
=

12 − 2
√

35

5 − 7
= −6 +

√
35 .d) Zeigen Sie: F�ur jede komplexe Zahl z ∈ C ist z2 + z2 reell.

Lösung: Da die komplexe Konjugation mit der Multiplikation vertaushbar ist, k�onnenwir das auh shreiben als z2 +z2. Die Summe der komplexen Zahl z2 mit ihrer konjugiertkomplexen ist einfah das Doppelte des Realteils, also insbesondere reell.



(Wer gerne rehnet, �ndet nat�urlih auh shnell heraus, da� der gesuhte Ausdruk f�ur
z = x + iy einfah 2(x2 − y2) ist.)e) Ist die Folge (xn)n∈N mit xn =

3n + 2

2n + 3
beshr�ankt? monoton? konvergent?

Lösung: Wir shreiben
xn =

3n + 2

2n + 3
=

3

2
(2n + 3) − 9

2
+ 2

2n + 3
=

3

2
−

5

2

1

2n + 3
.Damit ist klar, da� die Folge durh 3/2 nah oben beshr�ankt ist; eine untere Shrankeist z.B. die Null, denn nat�urlih sind alle Folgenglieder positiv. Da die Folge der Zahlen

2n + 3 streng monoton ansteigt, ist die Folge der Kehrwerte 1/(2n + 3) streng monotonfallend; Multiplikation mit −5

2
maht daraus eine streng monoton steigende Folge, unddie Addition von 3

2
�andert daran auh nihts mehr. Also ist die Folge streng monotonwahsend (und wir bekommen x1 = 1 als gr�o�te untere Shranke). Da die Folge derZahlen 1/(2n + 3) eine Nullfolge ist, folgt sofort aus den Rehenregeln f�ur Grenzwerte,da� die Folge der xn gegen 3

2
konvergiert.f) Ist die Folge (yn)n∈N mit yn = (−1)n

3n + 2

2n + 3
beshr�ankt? monoton? konvergent?

Lösung: F�ur gerade n ist yn = xn, f�ur ungerade n ist yn = −xn. Da (xn)n∈N einebeshr�ankte Folge ist, gilt das gleihe auh f�ur (−xn)n∈N, also auh f�ur (yn)n∈N. Wegender Monotonie der Folge (xn)n∈N gilt f�ur gerade n < m aus N die Ungleihung yn < ym,f�ur ungerade aber yn > ym. Damit kann die Folge niht monoton sein. Sie kann auhniht konvergieren, denn o�ensihtlih konvergiert die Teilfolge der yn mit geraden Indizesgegen 3

2
, die Teilfolge mit ungeraden Indizes aber gegen −3

2
.g) Finden Sie eine konvergente, aber niht monotone Teilfolge von (yn)n∈N !

Lösung: Wir k�onnen zum Beispiel die Folge (νn)n∈N der Indizes
νn =

{
n falls n ≤ 1000

2n falls n > 1000betrahten. Die Teilfolge (zn)n∈N mit zn = yνn
ist niht monoton, da die ersten TausendGlieder st�andig das Vorzeihen wehseln. Sie konvergiert aber gegen 3

2
, denn f�ur die Kon-vergenz sind nur Folgenglieder mit gro�em Index relevant, und f�ur n ≥ 1000 n�ahern sihdie yn immer mehr diesem Grenzwert.h) Bestimmen Sie, sofern es existiert, das In�mum sowie das Supremum der Menge

A =
{
x ∈ R

∣

∣ x2 − 5 < 0
} !

Lösung: x2 − 5 ist genau dann negativ, wenn |x| <
√

5 ist. Somit ist −
√

5 eine untereund √
5 eine obere Shranke von A. Ist M eine andere obere Shranke, so ist M > 0,da z.B. 1 ∈ A, und w�are M <

√
5, so h�atten wir f�ur die Zahl x = 1

2
(M +

√
5) dieUngleihungen 0 < M < x <

√
5. Damit w�are x ∈ A, aber x > M, im Widerspruh zurShrankeneigenshaft. Somit ist √

5 das Supremum von A. Genauso folgt, da� −
√

5 dasIn�mum ist, denn eine untere Shranke mu� negativ sein, und w�are M eine gr�o�ere untereShranke als −
√

5, so w�are −
√

5 < 1

2
(M −

√
5) < M, d.h. wir h�atten ein Element von A,das gr�o�er als M ist.i) Dr�uken Sie die Funktion f:{ R>0 → R

x 7→ e
1

2
logx

einfaher aus! (R>0 =def {x ∈ R | x > 0})



Lösung: Da die Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt, ist auh f(x) > 0 f�uralle x ∈ R. Au�erdem ist
f(x)2 = f(x) · f(x) = e

1

2
log x · e1

2
log x = elog x = xf�ur alle x. Somit ist f(x) =

√
x.j) Finden Sie f�ur die Funktion f(x) = (100x)2 f�ur x = 0 und ein beliebiges ε > 0 ein δ > 0,so da� |f(y) − f(x)| < ε ist, falls |y − x| < δ!

Lösung: |f(y) − f(x)| = |f(y) − f(0)| = |f(y)| = (100y)2 < ε genau dann, wenn
y <

√
ε

100ist. Also k�onnen wir δ =
√

ε/100 setzen.k) Rihtig oder falsh: Die Funktion f:R → R mit f(x) = ee
x ist stetig auf R.

Lösung: Rihtig, denn wie aus der Vorlesung bekannt, ist die Exponentialfunktion stetigauf ganz R, und setzt man eine stetige Funktion in eine andere sein, so ist auh dieseHintereinanderausf�uhrung stetig.l) Bestimmen Sie das Maximum und das Minimum der Funktion f(x) = x2 + 2x+ 3 auf demIntervall [−10, 10] !
Lösung: f(x) = x2 + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2 kann o�ensihtlih keine kleineren Werteals zwei annehmen; wegen f(−1) = 2 wird dieser Wert angenommen und ist somit dasMinimum. Da der Graph von f eine Parabel ist, w�ahst die Funktion monoton, wennman sih vom Punkt x = −1 entfernt; das Maximum wird daher an einem der beidenIntervallr�ander angenommen. Da f(−10) = 92 + 2 und f(10) = 112 + 2, ist das Maximumsomit 112 + 2 = 123.m)Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (xn)n∈N mit xn = exp(n3 − 1

n3 + 1

) !
Lösung: Die Folge der Terme

n3 − 1

n3 + 1
=

(n3 + 1) − 2

n3 + 1
= 1 −

2

n3 + 1konvergiert gegen eins; wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion konvergiert die Folgeder xn daher gegen e1 = e.n) Rihtig oder falsh: Die Folge (xn)n∈N mit xn = log(n + 1) − logn ist eine Nullfolge.
Lösung: Rihtig, denn

xn = log(n + 1) − logn = log(n + 1

n

)

= log(1 +
1

n

)und die Folge der Terme 1+ 1

n
konvergiert gegen eins. Wegen der Stetigkeit der Logarith-musfunktion konvergiert daher die Folge der Logarithmen gegen log 1 = 0.o) Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl x ∈ [−1, 1] mit der Eigenshaft ex = x2

Lösung: Wir betrahten die Funktion f(x) = ex −x2 auf dem Intervall [−1, 1]. Am linkenIntervallende ist f(−1) = e−1 −1 < 0, am rehten ist f(x) = e−1 > 0, da e > 1 ist. Wegender Stetigkeit der von f (Summe der Exponentialfunktion und eines Polynoms) gibt es



nah dem Zwishenwertsatz ein x ∈ [−1, 1] mit f(x) = 0, und f�ur diese Zahl x gilt dieGleihung ex = x2.p) Zeigen Sie: Die Reihe ∞∑

k=1

1

kn
konvergiert f�ur alle n ≥ 2 !

Lösung: Aus der Vorlesung wissen wir, da� dies f�ur n = 2 gilt; f�ur n ≥ 2 ist kn ≥ k2, also
1/kn ≤ 1/k2. Somit ist die Reihe f�ur n = 2 eine konvergente Majorante f�ur jede Reihemit n ≥ 2.q) Rihtig oder falsh: Die Reihe ∞∑

k=1

1√
k
konvergiert.

Lösung: Falsh, denn die harmonishe Reihe ∑
∞

k=1
1/k ist eine divergente Minorante.r) Rihtig oder falsh: Die Reihe ∞∑

k=1

(−1)k

√
k

konvergiert.
Lösung: Rihtig, denn die Folge der 1/

√
k ist monoton fallend, so da� die Reihe nahdem Leibniz-Kriterium f�ur alternierende Reihen konvergiert.s) Zeigen Sie, da� die Reihe ∞∑

k=1

xk

k!
f�ur alle x ∈ R absolut konvergiert!

Lösung: F�ur x = 0 konvergiert die Summe gegen Null; f�ur x 6= 0 k�onnen wir beispiels-weise versuhen, das Quotientenkriterium anzuwenden: Der Betrag des Quotienten zweieraufeinanderfolgender Summanden ist
∣

∣

∣

∣

xk+1

(k + 1)!

/ xk

k!

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

xk+1 · k!

(k + 1)! · xk

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

x

k + 1

∣

∣

∣

∣

.Die ist f�ur jedes x eine Nullfolge; also konvergiert die Reihe nah dem Quotientenkriteriumabsolut.t) Zeigen Sie, da� die Reihe ∞∑

k=1

(

1

2 − 1

k

)k konvergiert!
Lösung: Hier k�onnte das Wurzelkriterium n�utzlih sein: Die k-te Wurzel des k-ten Sum-manden ist 1

2 − 1

k

, und da dies f�ur k → ∞ gegen 1

2
konvergiert, folgt aus dem Wurzelkri-terium die (absolute) Konvergenz der Reihe.


