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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 27.–29. Oktober 2014a) Ri
htig oder fals
h: Die Funktion f:R → R mit f(x) =
{

x − 1 falls x ≤ 0

x + 1 falls x > 0
ist stetigauf R.

Lösung: Die beiden Funktionen f1(x) = x−1 und f2(x) = x+1 sind als Polynomfunktio-nen stetig auf ganz R. Damit ist die Funktion auf jeden Fall stetig f�ur x 6= 0, denn in derUmgebung eines sol
hen Punkts stimmt sie mit f1 oder f2 �uberein. Da aber f1(0) = −1vers
hieden ist von f2(0) = +1, ist sie im Punkt x = 0 ni
ht stetig und damit au
h ni
htstetig auf ganz R.b) In wel
hen Punkten x ∈ R ist die Funktion f:R → R mit f(x) =

{
x f�ur x < −1

x2 − 2 f�ur −1 ≤ x ≤ 1

x + 1 f�ur x > 1stetig?
Lösung: F�ur x 6= ±1 stimmt die Funktion in der Umgebung von x mit einer der dreiPolynomfunktionen f1(x) = x, f2(x) = x2 − 2 oder f3(x) = x + 1 �uberein, ist dort alsostetig.An der Stelle x = −1 ist f1(x) = −1 und f(x) = f2(x) = (−1)2 − 2 = −1; da beide Werte�ubereinstimmen, ist die Funktion stetig bei x = −1.Au
h bei x = 1 ist f(x) = f2(x) = −1, aber f3(x) = 2. Daher ist die Funktion bei x = 1ni
ht stetig.
) Ri
htig oder fals
h: Die Funktion f:R → R mit f(x) =

{
x + 1 falls x ≤ −1

2(x + 1) falls −1 < x < 1

3x + 1 falls x ≥ 1

iststetig auf R.
Lösung: Die drei Funktionen f1(x) = x + 1, f2(x) = 2(x + 1) und f3(x) = 3x + 1 sindlinear, also stetig auf ganz R. F�ur x 6= ±1 ist f daher stetig, denn dann stimmt f in einerUmgebung von x mit einer dieser drei Funktionen �uberein. F�ur x = ±1 m�ussen wir dieWerte der dort "zusammensto�enden\ Funktionen verglei
hen: f1(−1) = 0 = f2(−1) und
f2(1) = 4 = f3(1). Somit ist die Funktion au
h dort stetig; die Behauptung ist also ri
htig.d) Na
h §32a EStG bere
hnet si
h die Einkommensteuer aus dem zu versteuernden Einkom-men x wie folgt: Bis 8 354 Euro, m�ussen keine Steuern bezahlt werden. Liegt x dar�uber,aber ni
ht �uber 13 469 Euro, betr�agt die Steuer (974,58 ·y+ 1 400) ·y, wobei y (abgesehenvon Rundungsvors
hriften) ein Zehntausendstel des 8 354 Euro �ubersteigenden Teils desEinkommens ist. Dana
h, bis 52 881 Euro, ist die Steuer (228,74 ·z+2 397) ·z+971, wobei
z ein Zehntausendstel des 13 469 Euro �ubersteigenden Teils des Einkommens ist. Dana
hgilt bis 250 730 Euro die Formel 0,42 · x − 8 239, dann s
hlie�li
h 0,45 · x − 15 761. Ist diezu zahlende Einkommensteuer eine stetige Funktion von x, wenn wir (im Gegensatz zumEStG) das Einkommen als kontinuierli
he Gr�o�e, d.h. als beliebige reelle Zahl betra
hten?Wenn ni
ht, wo ist sie unstetig?
Lösung: Da wir die Rundungsvors
hriften des EStG ignorieren, sind

y =
x − 8 354

10 000
und z =

x − 13 469

10 000stetige (sogar lineare) Funktionen von x; die beiden quadratis
hen Polynome, in die y und zeingesetzt werden, sind (als Polynome) stetige Funktionen von y bzw. z, also au
h von x.Die konstante Funktion null und die beiden linearen Funktionen sind ebenfalls stetig; jede



der f�unf Komponenten ist also als Funktion auf ganz R stetig. Die einzigen Kandidaten f�urUnstetigkeiten sind daher die Stellen, an denen zwis
hen zwei Funktionen gewe
hselt wird;dort m�ussen wir die Werte der linksseitigen und der re
htsseitigen Funktion verglei
hen.F�ur x = 8 354 ist y = 0, also vers
hwindet das quadratis
he Polynom in y genau wie dieKonstante Null im Intervall davor; hier ist die Funktion also stetig.F�ur x = 13 469 ist y = 0,5115 und z = 0. Das Polynom in y hat den Wert 971,0815582,das in z nat�urli
h den Wert 971. Somit ist die Funktion hier ni
ht stetig. (F�ur Besteue-rungszwe
ke ist der Sprung um rund a
ht Cent irrelevant, da tats�a
hli
h stets auf volleEuro abgerundet wird.)F�ur x = 52 881 ist z = 3,9412; das Polynom in z nimmt dort den Wert 13 971,087 96 an,w�ahrend 0,42·x−8 239 = 13 971,02 ist. Wieder haben wir mathematis
h eine Unstetigkeit.F�ur x = 250 730 s
hlie�li
h ist 0,42 ·x−8 239 = 97 067,60, und 0, 45x−15 761 = 97 067,50,so da� die Funktion au
h hier unstetig ist.e) Ri
htig oder fals
h: Ist f:D → R eine stetige Funktion, so ist au
h die Funktion g:D → Rmit g(x) = f(x2) dort, wo sie de�niert ist, stetig.
Lösung: Ri
htig, denn g ist die Hintereinanderausf�uhrung von f mit der auf ganz Rstetigen Funktion x 7→ x2.f) F�ur wel
he x ∈ D ist g ni
ht de�niert?
Lösung: F�ur alle x ∈ D, f�ur die x2 ni
ht in D liegt.g) Wel
he Bedingungen mu� D erf�ullen, damit aus der Stetigkeit von g die von f folgt?
Lösung: Da x2 ≥ 0 ist f�ur alle x ∈ R, kann die Stetigkeit von g ni
hts aussagen �uberdie Stetigkeit von f bei negativen Argumenten. Somit darf D jedenfalls keine negativenZahlen enthalten. Das allein gen�ugt aber no
h ni
ht, denn au
h eine positive Zahl mu�ni
ht notwendigerweise Quadrat eines Elements aus D sein. Wir m�ussen daher fordern,da� jedes Element von D si
h als Quadrat eines Elements von D darstellen l�a�t, d.h.

D ⊆
{
x2

∣

∣ x ∈ D
} .Diese Bedingung erf�ullen beispielsweise die ni
htnegativen sowie au
h die positiven reellenZahlen, die Intervalle [0, 1] und (0, 1), aber au
h jedes Intervall [1, a] mit a > 1. Wenn

f auf einer sol
hen Menge D de�niert ist, k�onnen wir f s
hreiben als die Hintereinander-ausf�uhrung von g und der Wurzelfunktion, die in diesem Fall wohlde�niert und stetig istund auf D Werte aus D liefert: F�ur x ∈ D ist f(x) = g
(√

x
) mit √x ∈ D.h) Finden Sie den gr�o�tm�ogli
hen De�nitionsberei
h D ⊂ R f�ur die reellwertige Funktion

f(x) =
(x + 2)(x + 4)

(x + 1)(x + 3)(x + 5)
, und untersu
hen Sie, wo f stetig ist!

Lösung: Da Z�ahler und Nenner Polynomfunktionen und damit stetig sind, m�ussen wir nurvermeiden, da� der Nenner vers
hwindet. Die Funktion ist daher auf D = Rr {−1,−3,−5}de�niert und stetig.i) Finden Sie den gr�o�tm�ogli
hen De�nitionsberei
h D ⊂ R f�ur die reellwertige Funktion
f(x) =

√
x3 − x, und untersu
hen Sie, wo f stetig ist!

Lösung: Da die Wurzel nur f�ur ni
htnegative Zahlen de�niert ist, m�ussen wir si
herstellen,da� x3 − x ≥ 0 ist. x3 − x = (x + 1)x(x − 1) ist negativ genau dann, wenn entweder genaueiner der drei Faktoren negativ ist oder alle drei. Letzteres ist der Fall f�ur x < −1, ersteresf�ur 0 < x < 1. Der gr�o�tm�ogli
he De�nitionsberei
h ist somit
D = [−1, 0] ∪ {x ∈ R | x ≥ 1} .



Dort ist die Funktion in jedem Punkt stetig, denn sie ist die Hintereinanderausf�uhrungder auf ganz R stetigen Polynomfunktion x3 − x und der f�ur ni
htnegative Argumentestetigen Quadratwurzel.j) De�nieren Sie eine stetige Funktion f(x) = xx, und �nden Sie deren gr�o�tm�ogli
hen De�-nitionsberei
h D ⊂ R

Lösung: Da wir ax f�ur a > 0 als ex loga de�niert haben, bietet si
h die De�nition
xx =def ex log x an. Da der Logarithmus nur f�ur positive Werte de�niert ist, sind die po-sitiven reellen Zahlen der gr�o�tm�ogli
he De�nitionsberei
h; dort ist die Funktion stetig,denn der Logarithmus und die Identit�at sind stetig, also au
h x log x, und die Hintereinan-derausf�uhrung mit der auf ganz R stetigen Exponentialfunktion bleibt stetig.k) Ri
htig oder fals
h: Jede streng monoton wa
hsende Funktion ist stetig.
Lösung: Fals
h; f(x) = x + [x] ist eine auf ganz R de�nierte Funktion, die streng mono-ton w�a
hst, da x streng monoton w�a
hst und [x] immerhin no
h monoton w�a
hst, abernat�urli
h ist f an keinem Punkt x ∈ Z stetig, da die Funktion dort um eins na
h obenspringt.l) Worauf bildet die Funktion f(x) = x2 − 4 das Intervall [−3, 3] ab? Worauf wird (−3, 3)abgebildet?
Lösung: Da f(−x) = f(x) ist, gen�ugt es, die x ≥ 0 zu betra
hten; f�ur diese ist f mono-ton wa
hsend, und stetig ist f als Polynomfunktion ohnehin. Daher wird [−3, 3] auf
[f(0), f(3)] = [−4, 5] abgebildet. Das o�ene Intervall (−3, 3) wird abgebildet auf das hal-bo�ene Intervall [−4, 5).m)Bestimmen Sie das Maximum M und das Minimum m der Funktion f(x) = x2 + 2x + 3auf dem Intervall [−10, 10] !
Lösung: f(x) = x2 + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2 kann o�ensi
htli
h keine kleineren Werteals zwei annehmen; wegen f(−1) = 2 wird dieser Wert angenommen und ist somit dasMinimum m. Da der Graph von f eine Parabel ist, w�a
hst die Funktion monoton, wennman si
h vom Punkt x = −1 entfernt; das Maximum wird daher an einem der beidenIntervallr�ander angenommen. Da f(−10) = 92 + 2 und f(10) = 112 + 2, ist das Maximumsomit M = 112 + 2 = 123.n) Bildet f das Intervall [−10, 10] injektiv ab auf [m, M] ?
Lösung: Nat�urli
h ni
ht, den die Funktion ist ni
ht monoton im Intervall: Vor x = −1 istsie monoton fallend, dana
h steigt sie monoton an. Wir k�onnen hier sogar konkret sehen,wie die Injektivit�at verletzt ist: Wegen

(x + 1)2 = (−x − 1)2 =
(

(−2 − x) + 1
)2ist f(x) = f(−2 − x), also beispielsweise f(1) = f(−3) = 6.o) Zeigen Sie, da� die Funktion f:{ R → R

x 7→ x11 + 3x7 + 5x + 2
eine stetige Umkehrfunktionhat!

Lösung: F�ur jedes ungerade n ist die Funktion x 7→ xn streng monoton wa
hsend aufganz R, genauso nat�urli
h au
h alle ihre positiven Vielfa
hen. f(x) ist daher eine Summeaus streng monoton wa
hsenden Funktionen und einer Konstanten, also streng monotonwa
hsend. Daher hat f�ur jedes Intervall [a, b] die Eins
hr�ankung von f zu einer Funktion



[a, b] → [f(a), f(b)] eine stetige Umkehrfunktion [f(a), f(b)] → [a, b]. Diese Funktionenlassen si
h zusammensetzen zu einer Umkehrfunktion g:R → R.p) Was ist ∞∑

n=1

1

3n
?

Lösung: Na
h der Summenformel f�ur die geometris
he Reihe ist f�ur |q| < 1

∞∑

n=0

qn =
1

1 − q
, also ∞∑

n=0

1

3n
=

1

1 − 1

3

=
1
2

3

=
3

2
.Gefragt war aber nur na
h der Summe ab n = 1, daher m�ussen wir den Summanden

(1/3)0 = 1 subtrahieren und erhalten ∞∑

n=1

1

3n
=

3

2
− 1 =

1

2
.q) Zeigen Sie: n∑

k=0

(

n

k

)

= 2n !
Lösung: Na
h dem binomis
hen Lehrsatz ist

2n = (1 + 1)n =

n∑

k=0

(

n

k

)

1k · 1n−k =

n∑

k=0

(

n

k

) .Alternativ kann man (

n

k

) interpretieren als die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge; summiert man von k = 0 bis n, erh�alt man alle Teilmengen, unddas sind 2n.r) Zeigen Sie: (

n

k

)

=

(

n

n − k

) !
Lösung:

(

n

n − k

)

=
n!

(n − k)!
(

n − (n − k)
)

!
=

n!

(n − k)!k!
=

n!

k!(n − k)!
=

(

n

k

) .Alternativ: (

n

k

) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.Ordnet man jeder Menge ihr Komplement zu, erh�alt man eine Bijektion von der Men-ge aller k-elementigen Teilmengen auf die aller (n − k)-elementigen, also stimmen dieAnzahlen �uberein, d.h. (

n

k

)

=
(

n

n−k

).


