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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 27.-29. Oktober 2014

x—1 fallsx <0

x+1 falls x >0 'St stetig

a) Richtig oder falsch: Die Funktion f:R — R mit f(x) = {
auf R.

Loésung: Die beiden Funktionen f;(x) = x—1 und f,(x) = x+ 1 sind als Polynomfunktio-
nen stetig auf ganz R. Damit ist die Funktion auf jeden Fall stetig fiir x # 0, denn in der
Umgebung eines solchen Punkts stimmt sie mit f; oder f, {iberein. Da aber f;(0) = —1
verschieden ist von f,(0) = 41, ist sie im Punkt x = O nicht stetig und damit auch nicht
stetig auf ganz R.

b) In welchen Punkten x € R ist die Funktion f: R — R mit f(x) =
stetig?

x2 =2 fir—-1<x<1

{x fir x < —1
x+1 firx> 1

Losung: Fir x # +1 stimmt die Funktion in der Umgebung von x mit einer der drei
Polynomfunktionen fi(x) = x, f2(x) = x? — 2 oder f3(x) = x + 1 iiberein, ist dort also
stetig.

An der Stelle x = —1 ist f;(x) = —1 und f(x) = f,(x) = (—1)?> — 2 = —1; da beide Werte
iibereinstimmen, ist die Funktion stetig bei x = —1.

Auch bei x = 1 ist f(x) = fo(x) = —1, aber f3(x) = 2. Daher ist die Funktion bei x = 1
nicht stetig.

c) Richtig oder falsch: Die Funktion f:R — R mit f(x) =
stetig auf R.

2(x+1) falls -1 <x<1 ist

{x+1 falls x < —1
3x+1 falls x > 1

Losung: Die drei Funktionen f1(x) = x+ 1, f2(x) = 2(x + 1) und f3(x) = 3x + 1 sind
linear, also stetig auf ganz R. Fiir x # +1 ist f daher stetig, denn dann stimmt f in einer
Umgebung von x mit einer dieser drei Funktionen {iberein. Fiir x = +1 miissen wir die
Werte der dort ,zusammenstofienden” Funktionen vergleichen: f(—1) =0 = f2(—1) und
f2(1) =4 = f3(1). Somit ist die Funktion auch dort stetig; die Behauptung ist also richtig.

d) Nach §32a EStG berechnet sich die Einkommensteuer aus dem zu versteuernden Einkom-
men x wie folgt: Bis 8354 Euro, miissen keine Steuern bezahlt werden. Liegt x dariiber,
aber nicht iiber 13469 Euro, betragt die Steuer (974,58 -y + 1400) -y, wobei y (abgesehen
von Rundungsvorschriften) ein Zehntausendstel des 8354 Euro iibersteigenden Teils des
Einkommens ist. Danach, bis 52 881 Euro, ist die Steuer (228,74 -z+2397)-z+ 971, wobei
z ein Zehntausendstel des 13469 Euro iibersteigenden Teils des Einkommens ist. Danach
gilt bis 250730 Euro die Formel 0,42 - x — 8 239, dann schliefllich 0,45 -x — 15761. Ist die
zu zahlende Einkommensteuer eine stetige Funktion von x, wenn wir (im Gegensatz zum
EStG) das Einkommen als kontinuierliche Grofie, d.h. als beliebige reelle Zahl betrachten?
Wenn nicht, wo ist sie unstetig?

Loésung: Da wir die Rundungsvorschriften des EStG ignorieren, sind
x — 8354 x — 13469
= 70000 "™ FT 770000
stetige (sogar lineare) Funktionen von x; die beiden quadratischen Polynome, in die y und z

eingesetzt werden, sind (als Polynome) stetige Funktionen von y bzw. z, also auch von x.
Die konstante Funktion null und die beiden linearen Funktionen sind ebenfalls stetig; jede



f)

g)

h)

der fiinf Komponenten ist also als Funktion auf ganz R stetig. Die einzigen Kandidaten fiir
Unstetigkeiten sind daher die Stellen, an denen zwischen zwei Funktionen gewechselt wird;
dort miissen wir die Werte der linksseitigen und der rechtsseitigen Funktion vergleichen.

Fiir x = 8354 ist y = 0, also verschwindet das quadratische Polynom in y genau wie die
Konstante Null im Intervall davor; hier ist die Funktion also stetig.

Fiir x = 13469 ist y = 0,5115 und z = 0. Das Polynom in y hat den Wert 971,0815582,
das in z natiirlich den Wert 971. Somit ist die Funktion hier nicht stetig. (Fiir Besteue-
rungszwecke ist der Sprung um rund acht Cent irrelevant, da tatsachlich stets auf volle
Euro abgerundet wird.)

Fiir x = 52881 ist z = 3,9412; das Polynom in z nimmt dort den Wert 13 971,087 96 an,
wahrend 0,42-x—8239 =13 971,02 ist. Wieder haben wir mathematisch eine Unstetigkeit.
Fiir x = 250 730 schliefilich ist 0,42 -x — 8239 = 97 067,60, und 0,45x — 15761 = 97 067,50,
so daf die Funktion auch hier unstetig ist.

Richtig oder falsch: Ist f: D — R eine stetige Funktion, so ist auch die Funktion g:D — R
mit g(x) = f(x?) dort, wo sie definiert ist, stetig.

Losung: Richtig, denn g ist die Hintereinanderausfiihrung von f mit der auf ganz R

stetigen Funktion x — x2.

Fiir welche x € D ist g nicht definiert?

Losung: Fiir alle x € D, fiir die x? nicht in D liegt.

Welche Bedingungen mufl D erfiillen, damit aus der Stetigkeit von g die von f folgt?

Losung: Da x? > 0 ist fiir alle x € R, kann die Stetigkeit von g nichts aussagen iiber

die Stetigkeit von f bei negativen Argumenten. Somit darf D jedenfalls keine negativen
Zahlen enthalten. Das allein geniigt aber noch nicht, denn auch eine positive Zahl muf
nicht notwendigerweise Quadrat eines Elements aus D sein. Wir miissen daher fordern,
daB jedes Element von D sich als Quadrat eines Elements von D darstellen 1a8t, d.h.

Dg{x2|xeD}.

Diese Bedingung erfiillen beispielsweise die nichtnegativen sowie auch die positiven reellen
Zahlen, die Intervalle [0, 1] und (0, 1), aber auch jedes Intervall [1, a] mit a > 1. Wenn
f auf einer solchen Menge D definiert ist, kdnnen wir f schreiben als die Hintereinander-
ausfiihrung von g und der Wurzelfunktion, die in diesem Fall wohldefiniert und stetig ist
und auf D Werte aus D liefert: Fiir x € D ist f(x) = g(y/x) mit v/x € D.

Finden Sie den groftmoglichen Definitionsbereich D C R fiir die reellwertige Funktion
(x+2)(x+4)

f(x) =

(x+1)(x+3)(x+5)

, und untersuchen Sie, wo f stetig ist!

Losung: Da Zéhler und Nenner Polynomfunktionen und damit stetig sind, miissen wir nur
vermeiden, dal der Nenner verschwindet. Die Funktion ist daher auf D = R~ {—1,—3, -5}
definiert und stetig.

Finden Sie den groftmoglichen Definitionsbereich D C R fiir die reellwertige Funktion
f(x) = Vx> — x, und untersuchen Sie, wo f stetig ist!

Losung: Da die Wurzel nur fiir nichtnegative Zahlen definiert ist, miissen wir sicherstellen,
daB8 x3 —x > 0ist. x> —x = (x + 1)x(x — 1) ist negativ genau dann, wenn entweder genau
einer der drei Faktoren negativ ist oder alle drei. Letzteres ist der Fall fiir x < —1, ersteres
fiir 0 < x < 1. Der groftmdgliche Definitionsbereich ist somit

D=[-1,00u{xeR|x>1}.



7)

k)

Y

Dort ist die Funktion in jedem Punkt stetig, denn sie ist die Hintereinanderausfiihrung
der auf ganz R stetigen Polynomfunktion x> — x und der fiir nichtnegative Argumente
stetigen Quadratwurzel.

Definieren Sie eine stetige Funktion f(x) = x*, und finden Sie deren groftmaoglichen Defi-
nitionsbereich D C R

Loésung: Da wir a* fir a > 0 als eX!°8% definiert haben, bietet sich die Definition

x* = ex!°ex an. Da der Logarithmus nur fiir positive Werte definiert ist, sind die po-
e

sitiven reellen Zahlen der groftmogliche Definitionsbereich; dort ist die Funktion stetig,
denn der Logarithmus und die Identitdt sind stetig, also auch xlog x, und die Hintereinan-
derausfithrung mit der auf ganz R stetigen Exponentialfunktion bleibt stetig.

Richtig oder falsch: Jede streng monoton wachsende Funktion ist stetig.

Losung: Falsch; f(x) = x + [x] ist eine auf ganz R definierte Funktion, die streng mono-
ton wachst, da x streng monoton wachst und [x] immerhin noch monoton wéchst, aber
natiirlich ist f an keinem Punkt x € Z stetig, da die Funktion dort um eins nach oben
springt.

Worauf bildet die Funktion f(x) = x? — 4 das Intervall [—3, 3] ab? Worauf wird (—3, 3)
abgebildet?

Losung: Da f(—x) = f(x) ist, geniigt es, die x > 0 zu betrachten; fiir diese ist f mono-
ton wachsend, und stetig ist f als Polynomfunktion ohnehin. Daher wird [—3, 3] auf
[f(0), f(3)] = [-4, 5] abgebildet. Das offene Intervall (—3, 3) wird abgebildet auf das hal-
boffene Intervall [—4, 5).

m)Bestimmen Sie das Maximum M und das Minimum m der Funktion f(x) = x% 4+ 2x + 3

auf dem Intervall [—10, 10]!

Losung: f(x) = x2 +2x + 3 = (x + 1)? 4 2 kann offensichtlich keine kleineren Werte
als zwei annehmen; wegen f(—1) = 2 wird dieser Wert angenommen und ist somit das
Minimum m. Da der Graph von f eine Parabel ist, wachst die Funktion monoton, wenn
man sich vom Punkt x = —1 entfernt; das Maximum wird daher an einem der beiden
Intervallrinder angenommen. Da f(—10) = 92 + 2 und f(10) = 112 + 2, ist das Maximum
somit M = 112 +2 = 123.

Bildet f das Intervall [—10, 10] injektiv ab auf [m, M] ?

Loésung: Natiirlich nicht, den die Funktion ist nicht monoton im Intervall: Vor x = —1 ist
sie monoton fallend, danach steigt sie monoton an. Wir kénnen hier sogar konkret sehen,
wie die Injektivitat verletzt ist: Wegen

(x+ 12 =(—x—12=((-2—x) +1)
ist f(x) = f(—2 — x), also beispielsweise f(1) = f(—3) = 6.

R—R
Zeigen Sie, dafl die Funktion f: 1 7 eine stetige Umkehrfunktion
hat! x = x4+ 3x" +5x+2

Losung: Fiir jedes ungerade n ist die Funktion x — x™ streng monoton wachsend auf
ganz R, genauso natiirlich auch alle ihre positiven Vielfachen. f(x) ist daher eine Summe
aus streng monoton wachsenden Funktionen und einer Konstanten, also streng monoton
wachsend. Daher hat fiir jedes Intervall [a, b] die Einschrdnkung von f zu einer Funktion



p)

q)

[a, b] — [f(a), f(b)] eine stetige Umkehrfunktion [f(a), f(b)]

— [a, b]. Diese Funktionen
lassen sich zusammensetzen zu einer Umkehrfunktion g:R — R.

=
Was1stZS—n?
n=1

Losung: Nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist fiir [q] < 1

i 1 = 1 1 1 3
Zq“:—, also Z—n: =5 =5
n=0 1-4 r -3 5 2
Gefragt war aber nur nach der Summe ab n = 1, daher miissen wir den Summanden
— 1 3 1
0 _ : _ _
(1/3)Y = 1 subtrahieren und erhalten Z Erial 1= 7

n=1

Zeigen Sie: Y (E) =

k=0
Losung: Nach dem binomischen Lehrsatz ist

n

z“:(1+1)“=Z<L‘>1k-1“k:i(E).

k=0 k=0

Alternativ kann man (’]:) interpretieren als die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer
n-elementigen Menge; summiert man von k = 0O bis n, erhdlt man alle Teilmengen, und
das sind 2™.

n n
Zei Sie: = !
eigen Sie <k> <n B k>

Lé . n _ n! _ n! _ n! _(n

osung: <n—k> T K- m-k) Mm-kk  Kn-k! <k> '
Alternativ: (E) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.
Ordnet man jeder Menge ihr Komplement zu, erhdlt man eine Bijektion von der Men-
ge aller k-elementigen Teilmengen auf die aller (n — k)-elementigen, also stimmen die
Anzahlen iiberein, d.h. () = (™).




