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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 20.–22. Oktober 2014a) Am ersten Januar 2015 werden 10000 Euro angelegt zu einem Zinssatz von 1%. Wel
hesKapital ist am Jahresende vorhanden, wenn nur einmal j�ahrli
h, einmal monatli
h bzw.kontinuierli
h verzinst wird?
Lösung: Bei einmal j�ahrli
her Verzinsung kommt 1% dazu, am Jahresende sind also 10100Euro vorhanden. Bei monatli
her Verzinsung wird das Kapital mit (1 + 0,01/12)12 ≈
1,010045957 multipliziert und damit zu 10100 Euro und 46 Cent. Bei kontinuierli
herVerzinsung ist der Multiplikator e0.01 ≈ 1,010050167, am Jahresende gibt es also 10100Euro und 50 Cent.b) Konvergieren die Folgen (en)n∈N und (e−n)n∈N? Wenn ja, wohin?
Lösung: Da e > 1 ist, divergiert die Folge der Zahlen en bestimmt gegen ∞. Daraus folgtdann, da� die Folge der e−n eine Nullfolge ist, denn e−n = 1/en.
) Zeigen Sie, da� die Exponentialfunktion eine injektive Abbildung von R na
h R de�niert!
Lösung: Angenommen, ex = ey, aber x 6= y. Dann ist entweder x < y oder y < x. Imersten Fall ist ex < ey, im zweiten ey < ex, beides im Widerspru
h zur vorausgesetztenGlei
hheit. Also mu� x = y sein, womit die Injektivit�at bewiesen w�are.d) Zeigen Sie, da� f�ur alle x ∈ R gilt: log ex = x !
Lösung: u = log ex ist die eindeutig bestimmt reelle Zahl u, f�ur die eu = ex ist, also x.e) Zeigen Sie, da� der Logarithmus eine bijektive Abbildung von der Menge aller positiverreeller Zahlen auf die Menge aller reeller Zahlen de�niert!
Lösung: Ist y irgendeine reelle Zahl, so ist x = ey positiv, da die Exponentialfunktionnur positive Werte annimmt. Au�erdem ist log x = log ey = y; die Zahl x = ey. Damit istdie Surjektivit�at gezeigt. Zum Na
hweis der Injektivit�at betra
hten wir irgendeine reelleZahl z mit y = log z. Dann ist x = ey = elog z = z; das Urbild ist also eindeutig bestimmt.f) Der bin�are Logarithmus y = lb x einer positiven reellen Zahl x ist jene reelle Zahl, f�ur die
2y = x ist. Er spielt in der Informationstheorie eine gro�e Rolle. Zeigen Sie: Die Anzahlder Bits (= binary digits) zur Darstellung einer nat�urli
hen Zahl n im Zweiersystem istdie kleinste nat�urli
he Zahl r, die gr�o�er ist als lbn.
Lösung: Eine nat�urli
he Zahl n brau
ht f�ur ihre Darstellung im Zweiersystem genaudann r Zi�ern, wenn 2r−1 ≤ n < 2r ist, denn 2r−1 ist bin�ar eine Eins gefolgt von r − 1Nullen, und 2r − 1 wird bin�ar dur
h r Einsen dargestellt. Wegen 2x = ex log 2 gilt also
e(r−1) log 2 ≤ elogn < er log 2. Auf Grund der Monotonie der Exponentialfunktion ist dannau
h (r − 1) log 2 ≤ logn < r log 2, denn w�are (r − 1) log 2 > logn oder logn ≥ r log 2,so w�are e(r−1) log 2 > elogn beziehungsweise elog n ≥ er log 2. Da log2 > 0 ist, k�onnen wirdividieren und erhalten die Unglei
hung

r − 1 ≤ lognlog 2
= lbn < r ,die r als die kleinste nat�urli
he Zahl e
ht gr�o�er lbn 
harakterisiert.



g) a, b > 1 seien zwei reelle Zahlen. Zeigen Sie: Es gibt eine reelle Zahl c, so da�logb x = c loga xf�ur alle x > 0 !
Lösung: Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, ist f�ur eine positive reelle Zahl xloga x =

log xlog a
und logb x =

log xlog b
,also ist logb x = logalogb

loga x.h) Zeigen Sie mit Hilfe des Prinzips der vollst�andigen Induktion, da� f�ur jede ganze Zahl nund jede positive reelle Zahl x gilt: log(xn) = n log x.
Lösung: F�ur n = 1 ist nat�urli
h log x1 = 1 · log x. Angenommen, die Behauptung istbereits bewiesen f�ur eine feste nat�urli
he Zahl n. Dann istlog xn+1 = log(xn · x) = log xn + log x .Na
h Induktionsannahme ist log xn = n log x, alsolog xn+1 = n log x + log x = (n + 1) log x ,wie im Induktionss
hlu� zu zeigen ist. Somit ist na
h dem Prinzip der vollst�andigenInduktion log xn = n log x f�ur alle n ∈ N. Zu zeigen war das aber f�ur alle n ∈ Z.F�ur n = 0 ist log x0 = log 1 = 0. F�ur negative ganze Zahlen −n mit n ∈ N ist
x−n · xn = 1, also log x−n + log xn = log 1 = 0. Wie bereits gezeigt, ist log xn = n log x,also log x−n = −n log x, wie behauptet.i) Zeigen Sie: F�ur jede reelle Zahl x > 1 ist log x ≤ x − 1 !
Lösung: Na
h einer der beiden de�nierenden Eigens
haften der Exponentialfunktion ist
ey ≥ 1 + y f�ur alle y ∈ R. Damit ist au
h ex−1 ≥ x f�ur alle x ∈ R: Man setze einfa
h
y = x − 1. Wenn die in der Aufgabe aufgestellte Behauptung fals
h w�are, k�onnten wir ausder Unglei
hung log x > x − 1 folgern, da� x = elog x > ex−1 w�are, im Widerspru
h zurgerade gezeigten Unglei
hung. Somit ist die Behauptung ri
htig.j) Zeigen Sie: Die Funktion

f:{ R≥0 =def {
x ∈ R

∣

∣ x ≥ 0
}

→ R

x 7→
√

xist stetig!
Lösung: Sei zun�a
hst x > 0, und ε > 0 sei vorgegeben. F�ur y ≥ 0 ist na
h der drittenbinomis
hen Formel
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= ε .Bleibt no
h der Fall x = 0; hier m�ussen wir zeigen, da� es zu jeden ε > 0 ein δ > 0 gibt,so da� aus y < δ folgt, da� √
y < ε ist. Hier k�onnen wir o�ensi
htli
h δ = ε2 setzen.



k) Zeigen Sie: Konvergiert die Folge (xn)n∈N positiver reeller Zahlen xn gegen x ∈ R, sokonvergiert die Folge (√
xn

)

n∈N
gegen √

x !
Lösung: Dies folgt sofort aus der in der vorigen Aufgabe bewiesenen Stetigkeit der Wurzel-funktion und dem entspre
henden Satz aus der Vorlesung.l) F�ur die Funktion f:D → R gebe es eine reelle Zahl c, so da� |f(x) − f(y)| ≤ c · |x − y| f�uralle x, y ∈ D. Zeigen Sie, da� f stetig auf D ist.
Lösung: Ist c = 0, so mu� f konstant sein, ist also stetig. Andernfalls ist, zumindest wenn
D mehr als ein Element enth�alt, c > 0. Wir betra
hten ein beliebiges Element x ∈ D undein beliebiges ε > 0. Mit δ = ε/c gilt dann f�ur jedes y ∈ D mit |x − y| < δ

|f(x) − f(y)| ≤ c |x − y| < cδ = ε ;die Funktion ist also stetig in x. Da x ∈ D beliebig gew�ahlt war, ist sie stetig auf ganz D.m)Zeigen Sie, da� es f�ur die Funktion f:R≥0 → R mit f(x) =
√

x kein sol
hes c ∈ R gibt!
Lösung: F�ur x = 0 ist |x − y| = y und |f(x) − f(y)| =

√
y. F�ur die Zahl c m�u�te daher√

y ≤ cy sein f�ur alle y ≥ 0. Damit m�u�te insbesondere c ≥ 1/
√

y sein f�ur alle y > 0, unddiese Unglei
hung erf�ullt keine reelle Zahl c.n) Die Gau�-Klammer [x] einer reellen Zahl x bezei
hnet die gr�o�te ganze Zahl z ≤ x. Anwel
hen Stellen x ∈ R ist die Funktion f(x) = [x] stetig, an wel
hen ni
ht?
Lösung: Ist x eine ganze Zahl, so ist f(x) = [x] = x. F�ur eine reelle Zahl y mit x−1 < y < xist f(y) = x − 1, f�ur y mit x ≤ y < x + 1 aber ist f(y) = x. Damit kann die Funktion andiesen Stellen ni
ht stetig sein: Sonst m�u�te es beispielsweise f�ur ε = 1

2
ein δ > 0 geben, soda� |f(x) − f(y)| < 1

2
w�are f�ur alle y mit |x − y| < δ. Ist aber η irgendeine positive reelleZahl, die e
ht kleiner als δ ist, so erf�ullt y = x−η zwar si
herli
h die letztere Unglei
hung,aber f(y) ≤ x − 1 hat gr�o�eren Abstand von f(x) = x als 1

2
. Also ist f f�ur jedes x ∈ Zunstetig. Ist x 6= Z und δ = min(x−[x], [x]+1−x) der Abstand zur n�a
hsten ganzen Zahl,so ist f(y) = f(x) f�ur alle y ∈ R mit |y − x| < δ, f�ur jedes ε > 0 ist also mit diesem δ dieForderung aus der De�nition der Stetigkeit erf�ullt.o) Ri
htig oder fals
h: Ist f�ur die Funktion f:R → R die Funktion g:R → R mit g(x) = |f(x)|stetig, so au
h f.

Lösung: Fals
h: De�nieren wir etwa
f(x) =

{
+1 f�ur x ∈ Q

−1 f�ur x ∈ R r Q
,so ist f in jedem Punkt unstetig, aber g(x) = |f(x)| = 1 ist eine konstante Funktion undsomit �uberall stetig.p) Finden Sie eine Funktion f:R → R; die f�ur jedes positive x ∈ R sowie f�ur jedes negative

x ∈ R stetig ist, im Punkt x = 0 aber unstetig.
Lösung: Die Funktion f(x) =

{
0 f�ur x 6= 0

1 f�ur x = 0
ist stetig in jedem Punkt x 6= 0: F�ur vorge-gebenes ε > 0 k�onnen wir einfa
h, unabh�angig von ε, das gesu
hte δ als |x| /2 de�nieren.F�ur ein y mit |y − x| < δ ist dann si
herli
h y 6= 0, also f(x) = f(y) = 0; die Funktionist also stetig in x. F�ur den Punkt x = 0 kann es aber o�ensi
htli
h zu ε = 1

2
kein δ > 0geben, so da�

|f(y) − f(x)| = |f(y) − 1| < εist, denn f�ur jedes y 6= 0 ist f(y) = 0 und damit |f(y) − f(x)| = 1.



q) f, g:R → R seien stetige Funktionen auf R und a ∈ R. Zeigen Sie, da� die Funktion
h:



R → R

x 7→
{

f(x) falls x ≤ a

g(x) falls x > agenau dann stetig auf R ist, wenn f(a) = g(a) ist.
Lösung: O�ensi
htli
h ist h in jedem Punkt x 6= a stetig; wir m�ussen das δ, das wegender Stetigkeit von f bzw. g existiert, nur gegebenenfalls so verkleinern, da� jedes y mit
|x − y| < δ auf derselben Seite von a liegt wie x.Bleibt der Punkt x = a. Na
h dem Folgenkriterium ist h stetig in a, falls f�ur jede Folge
(xn)n∈N mit Grenzwert a gilt: lim

n→∞

h(xn) = h(a) .Wir teilen die Folge (xn)n∈N auf in zwei Teilfolgen (xµn
)n∈N und (xνn

)n∈N, wobei dieerste Teilfolge alle xn ≤ a enthalten soll und die zweite den Rest. Wegen der Stetigkeitvon f konvergiert die erste Teilfolge, so sie unendli
h viele Glieder enth�alt, gegen f(a); diezweite entspre
hend wegen der Stetigkeit von g gegen g(a). Ist f(a) = g(a), so konvergiertau
h die Gesamtfolge gegen diesen Wert, denn zu jedem ε > 0 gibt es ein n1 ∈ N, so da�
|f(a) − f(xµn

)| < ε ist f�ur alle n ≥ n1; entspre
hend gibt es au
h ein n2 ∈ N, so da�
|f(a) − g(xνn

)| = |g(a) − g(xνn
)| < ε ist f�ur n ≥ n2. F�ur n ≥ n0 = max{µn1

, νn2
} istdaher |h(a) − h(xn)| < ε, denn jedes xn kommt ja in einer der beiden Teilfolgen vor.Ist f(a) 6= g(a), so betra
hten wir eine Folge (xn)n∈N mit Grenzwert a derart, da� esunendli
h viele n gibt mit xn ≤ a und au
h unendli
h viele xn mit xn > a. Dann kanndie Folge der f(xn) ni
ht gegen f(a) konvergieren, denn f�ur ein ε < 1

2
|f(a) − g(a)| gibt esein n2, so da� f�ur die Teilfolge der xn > a alle Funktionswerte einen kleineren Abstandals ε von g(a) haben, und damit kann na
h der Dreie
ksunglei
hung keines einen Abstandkleiner ε von f(a) haben.


