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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 13.–15. Oktober 2014a) Wel
he der folgenden Teilmengen von R sind na
h oben, wel
he na
h unten bes
hr�ankt?Bestimmen Sie, sofern es existiert, au
h In�mum und Supremum der Menge!
A = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}, B = {1 −

1

n
| n ∈ N}, C =

{

1 −
1

n
| n ∈ Z r {0}

}

,

D = {x ∈ Q | x2 < 5}, E = {x ∈ Q | x2 > 5}, F = (0, 1) ∪ (2, 3) ∪ (4, 5), G = N0

Lösung: Die endli
he Menge A ist nat�urli
h sowohl na
h oben als au
h na
h untenbes
hr�ankt; ihr kleinstes Element 2 ist glei
hzeitig In�mum, ihr gr�o�tes Element 19 Supre-mum.Da 0 < 1/n ≤ 1 f�ur alle n ∈ N, liegen alle Elemente von B zwis
hen null und eins. F�ur
n = 1 erhalten wir die Null; damit kann es keine gr�o�ere untere S
hranke geben, und dieNull ist das In�mum. Au
h die obere S
hranke 1 ist optimal, denn zwar gibt es kein n ∈ N,so da� 1 − 1/n = 1 w�are, aber jede obere S
hranke M mu� gro�er oder glei
h eins sein,denn f�ur jede reelle Zahl M < 1 ist 1− M > 0, es gibt also eine nat�urli
he Zahl M, so da�
1 − M > 1/n ist, d.h. 1 − 1/n > M. Somit ist die Eins das Supremum von B.Bei C kommen zu den Elementen von B no
h die Zahlen 1 + 1/n mit n ∈ N dazu; diegr�o�te unter diesen ist 2 = 1 + 1

1
das gr�o�te. Da alle Elemente von B kleiner eins sind,ist die Zwei somit eine obere S
hranke und glei
hzeitig das Supremum von C. Die Zahlen

1+1/n sind allesamt gr�o�er als eins; In�mum und insbesondere untere S
hranke ist daherdas In�mum von B, also die Null.F�ur eine reelle Zahl x ist x2 <
√

5 genau dann, wenn −
√

5 < x <
√

5 ist. Das giltinsbesondere au
h f�ur rationale Zahlen; also sind ±
√

5 obere und untere S
hranken von D.Da wir D als Teilmenge von R betra
hten, sind das au
h In�mum und Supremum.Die Relation x2 >
√

5 gilt genau dann, wenn x < −
√

5 oder x >
√

5 ist. Da es sowohlbeliebig kleine als au
h beliebig gro�e rationale Zahlen gibt, die eine dieser Unglei
hungenerf�ullen, ist E weder na
h oben no
h na
h unten bes
hr�ankt; insbesondere existieren wederIn�mum no
h Supremum.
F dagegen ist bes
hr�ankt: Alle Elemente x ∈ F erf�ullen die Unglei
hung 0 < x < 5. DieS
hranken 0 und 5 sind au
h In�mum und Supremum, denn nat�urli
h gibt es zu jedem
M > 0 ein Element aus (0, 1), das kleiner ist, z.B. x = M/(M + 1). Entspre
hend gibt esf�ur jedes M < 5 ein Element aus (4, 5), das gr�o�er ist.
G = N0 hat nat�urli
h die Null als untere Grenze und damit, da 0 ∈ N0 au
h als In�mum.Obere S
hranken gibt es ni
ht, denn f�ur jede reelle Zahl M gibt es eine nat�urli
he Zahl
n > M.b) Die quadratis
hen Glei
hung x2 + px + q = 0 mit p, q ∈ R habe zwei reelle L�osungen.Zeigen Sie: Diese L�osungen sind In�mum und Supremum von A = {x ∈ R | x2+px+q < 0} !
Lösung: Sind a ≤ b die beiden Nullstellen, so ist x2 + px + q = (x − a)(x − b); das istnegativ f�ur a < x < b. Die angegebene Menge ist also gerade das o�ene Intervall (a, b),und dessen In�mum und Supremum sind nat�urli
h a und b.
) Sind sie au
h Minimum und Maximum?
Lösung: Nat�urli
h ni
ht, denn sie liegen ja ni
ht in A.



d) Sind sie au
h In�mum und Supremum der Menge B = {x ∈ R | x2 + px + q ≥ 0} ?
Lösung: S
hreiben wir wieder x2 + px + q = (x − a)(x − b) mit a ≤ b, so sehen wir, da�dies positiv ist, falls entweder x < a oder x > b ist. Die Menge aller reeller Zahlen, diekleiner als a oder gr�o�er als b sind, ist weder na
h oben no
h na
h unten bes
hr�ankt; esgibt also weder In�mum no
h Supremum.e) Was passiert, wenn die Glei
hung nur eine reelle L�osung hat?
Lösung: Bezei
hnet c die Nullstelle, ist x2 + px + q = (x − c)2 ≥ 0 f�ur alle x. Somit ist

{x ∈ R | x2 + px + q < 0} = ∅ und {x ∈ R | x2 + px + q ≥ 0} = R .Beide Mengen haben weder In�mum no
h Supremum und haben im �ubrigen au
h ni
htsmit c zu tun.f) Ri
htig oder fals
h: Konvergiert die reelle Folge (xn)n∈N gegen x ∈ R, so konvergiertau
h jede ihrer Teilfolgen gegen x.
Lösung: Ri
htig, denn f�ur die Teilfolge (yn)n∈N mit yn = xνn

ist νn ≥ n f�ur alle n,da ν1 als nat�urli
he Zahl mindestens eins sein mu� und die Folge der νn streng monotonw�a
hst. F�ur ε > 0 gibt es ein n0, so da� |x − xn| < ε ist f�ur alle n ≥ n0; f�ur n ≥ n0 istau
h νn ≥ n ≥ n0, also ist au
h |yn − x| = |xνn
− x| < ε.g) Ri
htig oder fals
h: Die reelle Folge (xn)n∈N ist genau dann konvergent, wenn die dreiTeilfolgen (un)n∈N, (vn)n∈N und (wn)n∈N mit un = x2n, vn = x2n+1 und wn = x3nkonvergent sind.

Lösung: Wie wir gerade gesehen haben, m�ussen au
h alle Teilfolgen einer konvergentenFolge konvergieren; wenn (xn)n∈N konvergiert, konvergieren also au
h die drei Teilfolgen.Problematis
her ist die Umkehrung:Wenn wir nur w�u�ten, da� die Folgen der un und der vn konvergieren, k�onnten wir ni
htauss
hlie�en, da� beide gegen vers
hiedene Grenzwerte konvergieren und (xn)n∈N somitunbestimmt divergiert; s
hlie�li
h haben die beiden Teilfolgen ni
hts miteinander zu tun.Bei der dritten Folge allerdings sind die Indizes die Dreierzahlen, und die sind abwe
hselndgerade und ungerade. Das sollte einen Zusammenhang zwis
hen den drei Folgen herstellen.Seien u, v,w die Grenzwerte der drei Folgen. Dann gibt es f�ur jedes ε > 0 nat�urli
he Zahlen
n1, n2 und n3, so da�

|u − un| < ε/2 f�ur alle n ≥ n1 ,
|v − vn| < ε/2 f�ur alle n ≥ n2 und

|w − wn| < ε/2 f�ur alle n ≥ n3 .F�ur n0 = max(2n1, 2n2, 3n3) ist daher
|u − xn| < ε/2 f�ur alle geraden n ≥ n0 ,
|v − xn| < ε/2 f�ur alle ungeraden n ≥ n0 und
|w − xn| < ε/2 f�ur alle dur
h drei teilbaren n ≥ n0 .F�ur eine dur
h se
hs teilbare nat�urli
he Zahl n ≥ n0 ist somit

|u − w| ≤ |u − xn| + |xn − w| <
ε

2
+

ε

2
= ε ,und f�ur eine ungerade Dreierzahl n ≥ n0 haben wir die Abs
h�atzung

|v − w| ≤ |v − xn| + |xn − w| <
ε

2
+

ε

2
= ε .



Da wir diese Abs
h�atzungen f�ur jedes ε > 0 beweisen k�onnen, mu� u = w und v = wsein, also u = v = w. Bezei
hnen wir diesen gemeinsamen Wert als x, so ist |x − xn| < εf�ur jedes n ≥ n0, denn n mu� entweder gerade oder ungerade sein (und ist eventuellzus�atzli
h au
h no
h dur
h drei teilbar).h) Ri
htig oder fals
h: Jede konvergente Folge ist bes
hr�ankt.
Lösung: Ri
htig: Die minimalistis
he L�osung best�unde darin zu sagen, da� wir aus derVorlesung wissen, da� jede konvergente Folge eine Cau
hy-Folge ist und beim Beweis desCau
hys
hen Konvergenzkriteriums gezeigt haben, da� jede Cau
hy-Folge bes
hr�anktist.Ein direkter Beweis ist allerdings au
h ni
ht viel aufwendiger: Konvergiert die Folge
(xn)n∈N gegen x, so gibt es insbesondere f�ur ε = 1 ein n0 ∈ N, so da� |x − xn| < 1f�ur alle n ≥ n0. F�ur n ≥ n0 ist daher

|xn| = |x + (xn − x)| ≤ |x| + |x − xn| < |x| + 1 .Bezei
hnet M das Maximum der n0 Zahlen |x1| , . . . , |xn0−1| und |x|+1, ist daher |xn| ≤ Mf�ur alle n ∈ N.i) Finden Sie in der Folge (xn)n∈N mit xn = (−2)n + (−1)n+1/2n eine monoton wa
hsendeund eine monoton fallende Teilfolge!
Lösung: Der erste Term (−2)n ist positiv und monoton wa
hsend, wenn wir uns aufgerade n bes
hr�anken, aber negativ und monoton fallend, wenn wir uns auf ungerade nbes
hr�anken. Der zweite Term ist negativ und monoton wa
hsend f�ur gerade n, aberpositiv und monoton fallend f�ur ungerade n. Damit ist die Teilfolge der geraden Termemonoton wa
hsend, die der ungeraden monoton fallend.j) Finden Sie in der Folge (xn)n∈N mit xn = (−2)n + (−1)n/2n eine monoton wa
hsendeund eine monoton fallende Teilfolge!
Lösung: Wenn wir uns wieder zun�a
hst auf die geraden Indizes bes
hr�anken, ist nun dererste Term monoton wa
hsend und positiv, der zweite positiv und monoton fallend. Dadie Folge der (−2)2n = 4n aber eine streng monoton wa
hsende Folge nat�urli
her Zahlenist, w�ahrend der zweite Term stets einen Betrag von h�o
hstens 1/2 hat, bleibt die Folgetrotzdem monoton wa
hsend. Aus dem glei
hen Grund bleibt die Folge der ungeradenTerme monoton fallend.k) Ri
htig oder fals
h: Jede na
h oben bes
hr�ankte Folge reeller Zahlen hat eine konvergenteTeilfolge.
Lösung: Fals
h; die Folge (xn)n∈N mit xn = −n ist o�ensi
htli
h na
h oben bes
hr�ankt,hat aber keine konvergente Teilfolge.l) Ri
htig oder fals
h: Ist (xn)n∈N eine Cau
hy-Folge, so au
h (

|xn|
)

n∈N
.

Lösung: Ri
htig, denn ist |xn − xm| < ε f�ur alle n,m ≥ n0, so ist au
h ||xn| − |xm|| < ε:Wenn wir in der vers
h�arften Dreie
ksunglei
hung
∣

∣|x − y| − |y − z|
∣

∣ ≤ |x − z| ≤ |x − y| + |y − z|

x = xn, y = 0 und z = xm setzen, erhalten wir die Unglei
hung ∣

∣|xn|− |xm|
∣

∣ ≤ |xn − xm|.m)Ri
htig oder fals
h: Ist (

|xn|
)

n∈N
eine Cau
hy-Folge, so au
h (xn)n∈N .



Lösung: Das ist nat�urli
h fals
h: Beispielsweise ist die Folge (xn)n∈N mit xn = (−1)nsi
herli
h keine Cau
hy-Folge (sonst w�are sie s
hlie�li
h konvergent), aber die Folge derBetr�age ist die konstante Folge aus lauter Einsen, und die ist nat�urli
h eine Cau
hy-Folge.n) Die Folge (xn)n∈N sei rekursiv de�niert dur
h x1 = 1

2
und xn = xn−1 +

1

n(n + 1)
. ZeigenSie: Das ist eine Cau
hy-Folge!

Lösung: Wir m�ussen zeigen, da� es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so da� |xn − xm| < εf�ur alle n,m ≥ n0. F�ur n > m ist
xn − xm =

n
∑

i=m+1

1

i(i + 1)
=

n
∑

i=m+1

(

1

i
−

1

i + 1

)

=

n
∑

i=m+1

1

i
−

n
∑

i=m+1

1

i + 1

=

n
∑

i=m+1

1

i
−

n+1
∑

i=m+2

1

i
=

1

m + 1
−

1

n + 1
<

1

m + 1
.Ist n0 gr�o�er als 1/ε, ist dies f�ur alle n,m ≥ n0 kleiner als ε.o) Die Folge (xn)n∈N sei rekursiv de�niert dur
h x1 = 1

2
und xn = xn−1 +

(−1)n

n(n + 1)
. ZeigenSie: Das ist eine Cau
hy-Folge!

Lösung: Wieder m�ussen wir zeigen, da� es zu jedem ε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so da�
|xn − xm| < ε f�ur alle n,m ≥ n0. F�ur n > m ist

xn − xm =

n
∑

i=m+1

(−1)i

i(i + 1)
,aber wenn wir das wie oben aufl�osen, erhalten wir ni
hts n�utzli
hes. Na
h der Dreie
ks-unglei
hung ist aber

|xn − xm| ≤
n

∑

i=m+1

∣

∣

∣

∣

(−1)i

i(i + 1)

∣

∣

∣

∣

=

n
∑

i=m+1

1

i(i + 1)
,und wie wir oben na
hgere
hnet haben, wird das kleiner ε, sobald n,m �uber einer S
hranke

n0 ≥ 1/ε liegen.p) A ⊂ R sei eine na
h oben bes
hr�ankte ni
htleere Menge. und f�ur jedes n ∈ N sei Qndie Menge aller rationaler Zahlen der Form p/n mit p ∈ Z. Zeigen Sie, da� A eine obereS
hranke aus Qn hat!
Lösung: Ist M irgendeine obere S
hranke, so gibt es eine nat�urli
he Zahl M∗ ≥ M, diesomit ebenfalls obere S
hranke ist, und nat�urli
h l�a�t si
h M∗ au
h als Bru
h nM ∗ /ndarstellen.q) Zeigen Sie, da� es unter den oberen S
hranken aus Qn stets ein kleinstes Element qn gibt!
Lösung: M sei irgendeine obere S
hranke aus Qn und x sei ein Element von A. DieZahlen M − k/n f�ur k ∈ N0 sind sp�atestens f�ur k > (M − x)n keine oberen S
hrankenf�ur A mehr, f�ur k = 0 aber haben wir die obere S
hranke M. Daher gibt es unter den k,f�ur die M − k/r untere S
hranke ist, ein maximales Element k0, und qn = M − k0/n istdie kleinste obere S
hranke aus Qnr) Zeigen Sie, da� die Folge der qn eine Cau
hy-Folge ist!



Lösung: Zu jedem n ∈ N gibt es ein xn ∈ A, f�ur das qn − xn < 1/n ist, denn sonst w�areau
h qn − 1/n eine obere S
hranke. Sei nun ε > 0 vorgegeben und n0 ∈ N gr�o�er als 2/ε.F�ur n,m ≥ n0 sei x = max(xn, xm); dann sind
|qn − x| = qn − x ≤ qn − xn <

1

n
≤ 1

n0

<
ε

2und
|qm − x| < qm − x ≤ qn − xm <

1

m
≤ 1

n0

<
ε

2
,also

|qm − qn| ≤ |qm − x| + |x − qn| <
ε

2
+

ε

2
= ε .s) Zeigen Sie, da� lim

n→∞

qn = supA ist!
Lösung: Na
h demCau
hys
hen Konvergenzkriterium gibt es auf jeden Fall einen Grenz-wert; dieser sei q. F�ur alle n ∈ N und jedes x ∈ A ist qn ≥ x, also ist au
h q ≥ x, d.h. qist eine obere S
hranke. Um zu zeigen,d a� es sogar das Supremum ist, m�ussen wir zeigen,da� kein q′ < q obere S
hranke ist.Wir setzen ε = q − q′. Dann gibt es ein n0 ∈ N, so da� |q − qn| < 1

2
ε f�ur alle n ≥ n0.Wir w�ahlen ein sol
hes n ≥ n0, f�ur das 1/n < 1

2
ε ist und betra
hten das Element xn ausder vorigen Aufgabe. Wegen

q − xn = |q − xn| ≤ |q − qn| + |qn − xn| ≤
ε

2
+

ε

2
= ε = q − q′ist xn > q′, also ist q′ keine obere S
hranke.t) Zeigen Sie: Zu jeder irrationalen Zahl x ∈ (0, 1) gibt es eine streng mononoton wa
hsendeFolge (νn)n∈N nat�urli
her Zahlen, so da� x Grenzwert der rekursiv dur
h x1 = 2−ν1 und

xn = xn−1 + 2−νn de�nierten Folge ist!
Lösung: F�ur jedes x > 0 gibt es eine kleinste nat�urli
he Zahl ν1, so da� x > 2−ν1 ist.Diese nehmen wir, setzen x1 = 2−ν1 und y1 = x − x1. Da ν1 kleinstm�ogli
h gew�ahltwurde, ist y1 < 2−ν1 ; sonst w�are s
hlie�li
h x > 2−ν1 + 2−ν1 = 2−(ν1−1. Au�erdem ist
y1 > 0, da x sonst rational w�are.Zur rekursiven Konstruktion der weiteren νn nehmen wir an, νn sei bereits konstruiertund damit au
h reelle Zahlen xn = 2−νn und yn mit x = xn + yn und 0 < yn < 2−νn .Sei νn+1 die kleinste nat�urli
he Zahl mit y > 2−νn+1 . Wir setzen xn+1 = xn + 2−νn+1 ;wie oben folgt, da� yn+1 = x − xn+1 positiv und kleiner als 2−νn+1 ist. Die Folge der
xn konvergiert gegen x, da yn = x − xn stets kleiner ist als 2−νn und die Folge der νnmonoton w�a
hst.u) Bestimmen Sie die H�aufungspunkte der Folge mit xn = 3 + (−1)n + 1

n
!

Lösung: F�ur gerade n ist xn = 4 + 1

n
, f�ur ungerade n ist es 2 + 1

n
. Beides de�niertkonvergente Teilfolgen, und jedes xn kommt in einer dieser beiden Teilfolgen vor. Soitsind 2 und 4 die beiden einzigen H�aufungspunkte.


