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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 22–24. September 2014a) Rihtig oder falsh: Die Folge (an)n∈N mit an =
1

n
−

1

n + 1
ist eine Nullfolge.

Lösung: Rihtig, denn f�ur alle n ist 0 < an < 1

n
; wenn wir uns ein ε > 0 vorgeben,ist also an < ε f�ur alle n > 1/ε. Ist n0 die kleinste nat�urlihe Zahl gr�o�er 1/ε, ist also

|an| < ε f�ur alle n ≥ n0.(Das ist nat�urlih eine sehr grobe Absh�atzung; da wir nur zeigen m�ussen, da� es zu jedem
ε irgendein n0 gibt, lohnt es sih niht, mehr Aufwand zu betreiben.)b) Rihtig oder falsh: Die Folge (bn)n∈N mit bn =

√
n + 1 −

√
n ist eine Nullfolge.

Lösung: Hier l�a�t sih direkt nihts sehen; wir m�ussen bn zun�ahst geeignet umformen.Da sih nihts anderes anbietet, versuhen wir es mit der dritten binomishen Formel:
bn =

√
n + 1 −

√
n =

(√
n + 1 −

√
n
)(√

n + 1 +
√

n
)

√
n + 1 +

√
n

=
n + 1 − n√
n + 1 +

√
n

≤ 1√
n
,und das ist o�ensihtlih kleiner als eine vorgegebene Shranke ε > 0, wenn n > 1/ε2. Ist

n0 die kleinste nat�urlihe Zahl, die gr�o�er ist als 1/ε2, ist also |bn| < ε f�ur alle n ≥ n0.) Rihtig oder falsh: Die Folge (cn)n∈N mit cn = (n + 1)2 − n2 ist eine Nullfolge.
Lösung: Das ist o�ensihtlih falsh, denn cn = (n + 1)2 − n2 = 2n + 1 ist die Folgeder ungeraden Zahlen. Deren Glieder mit wahsendem n immer gr�o�er; es kann sih alsounm�oglih um eine Nullfolge handeln: Shon f�ur ε = 1 gibt es kein einziges n mit |cn| < ε.d) Rihtig oder falsh: Die Folge (dn)n∈N mit dn =

1

(n + 1)2
ist eine Nullfolge.

Lösung: Rihtig, denn
|dn| = dn =

1

(n + 1)2
<

1

n2
< εf�ur alle n ≥ 1/

√
ε. Wir k�onnen f�ur n0 also irgendeine nat�urlihe Zahl gr�o�er 1/

√
ε w�ahlen.e) Zeigen Sie: Ist (an)n∈N eine Nullfolge, so auh (bn)n∈N mit bn = an + an+1!

Lösung: Sei ε > 0 vorgegeben. Wir m�ussen zeigen, da� es dazu ein n0 ∈ N gibt, so da�
|bn| < ε ist f�ur alle n ≥ n0.Da (an)n∈N eine Nullfolge ist, gibt es auf jeden Fall eine nat�urlihe Zahl n0, so da�
|an| < ε/2 ist f�ur alle n ≥ n0. Insbesondere ist also f�ur n ≥ n0 auh |an+1| ≤ ε/2, dennnat�urlih ist auh n + 1 ≥ n0. Somit ist f�ur n ≥ n0 auh

|bn| = |an + an+1| ≤ |an| + |an+1| <
ε

2
+

ε

2
= ε .Dies zeigt, da� (bn)n∈N eine Nullfolge ist.f) Zeigen Sie: Ist (an)n∈N eine Nullfolge, so auh (cn)n∈N mit cn = 2an + 3an+1!

Lösung: Sei ε > 0 vorgegeben. Wir m�ussen zeigen, da� es dazu ein n0 ∈ N gibt, so da�
|cn| < ε ist f�ur alle n ≥ n0.



Ist |an| < ε und |an+1| < ε, so ist
|cn| = |2an + 3an+1| ≤ |2an| + |3an+1| = 2 |an| + 3 |an+1| ≤ 2ε + 3ε = 5ε .Daher nutzen wir die Nullfolgeneigenshaft von (an)n∈N so aus, da� wir folgern: Es gibtein n0 ∈ N, so da� |an| < ε/5 f�ur alle n ≥ n0. F�ur diese n ist dann auh |an+1| ≤ ε/5,also ist

|cn| = |2an + 3an+1| ≤ 2 |an| + 3 |an+1| <
2ε

5
+

3ε

5
= ε .Dies zeigt, da� (cn)n∈N eine Nullfolge ist.g) Zeigen Sie: Ist ([an, bn])n∈N eine Intervallshahtelung �uber R mit a1 > 0, so ist auh

([√
an,

√
bn

])

n∈N
eine Intervallshahtelung.

Lösung: Wir m�ussen zwei Dinge zeigen: Als erstes mu� f�ur jedes n ∈ N das Intervall
[√

an+1,
√

bn+1

] im Intervall [√
an,

√
bn

] liegen, d.h. die Ungleihung
√

an ≤ √
an+1 ≤

√

bn+1 ≤
√

bnmu� erf�ullt sein. Da ([an, bn])n∈N eine Intervallshahtelung ist, wissen wir jedenfalls,da� an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn ist; au�erdem ist a1 > 0, also erst reht an > 0. Daherreiht es zu zeigen, da� f�ur zwei reelle Zahlen x, y mit 0 < x ≤ y auh √
x ≤ √

y ist. W�are√
x >

√
y, so w�are auh

x =
√

x ·
√

x >
√

x · √y >
√

y · √y = y ,im Widerspruh zur Annahme.Als zweites m�ussen wir zeigen, da� die Folge der √bn−
√

an eine Nullfolge ist. Wir wissen,da� die Folge der bn − an eine Nullfolge ist, und nah der dritten binomishen Formel ist
bn − an =

(

√

bn +
√

an

)(

√

bn −
√

an

) ,also ist
(

√

bn −
√

an

)

=
bn − an√
bn +

√
an

≤ bn − an√
an

≤ bn − an√
a1

,denn √
a1 ≤ √

an ≤ √
an +

√
bn.Zu jedem vorgegebenen ε > 0 gibt es ein n0, so da� |bn − an| <

√
a1ε ist f�ur alle n ≥ n0.F�ur diese n ist daher auh

(

√

bn −
√

an

)

≤ bn − an√
a1

≤
√

a1 ε√
a1

= ε ,die Folge (√
bn −

√
an

)

n∈N
ist also eine Nullfolge.h) Berehnen Sie die Intervalle [1, 2] + [−2, −1], [1, 2] − [−2, −1] und [1, 2] · [−2, −1] !

Lösung: Bei der Addition von Intervallen k�onnen wir einfah die Shranken addieren;daher ist [1, 2] + [−2, −1] = [−1, 1].Die Subtraktion k�onnen wir auf eine Addition zur�ukf�uhren, denn f�ur alle x ∈ [−2, −1]ist −x ∈ [1, 2] und umgekehrt. Somit ist
[1, 2] − [−2, −1] = [1, 2] + [1, 2] = [2, 4] .F�ur die Multiplikation shlie�lih m�ussen wie die vier Produkte aus Shranken vershie-dener Intervalle betrahten:

1 · (−2) = −2, 1 · (−1) = −1, 2 · (−2) = −4 und 2 · (−1) = −2 .Das kleinste dieser Produkte ist −4, das gr�o�te −1, also ist
[1, 2] · [−2, −1] = [−4, −1] .



i) Finden Sie eine Intervallshahtelung mit endlihen Dezimalbr�uhen als Grenzen f�ur dieZahl 1

11
!

Lösung: Die Dezimaldarstellung von 1/11 ist periodish und gleih 0, 09. Eine Intervall-shahtelung erhalten wir dadurh, da� wir f�ur die untere Shranke einfah nah einergewissen Anzahl von Zi�ern abbrehen und f�ur die obere eine Einheit der letzten Dezi-malstelle addieren. Konkret k�onnten wir zum Beispiel die Intervalle
[0,09, 0,1], [0,0909, 0,091], [0,090909, 0,09091], [0,09090909, 0,0909091], . . .betrahten. Formal l�a�t sih dies de�nieren als die Folge von Intervallen [an, bn] mit

an =

n∑

i=1

9

100i
und bn = an +

1

100n
=

n−1∑

i=1

9

100i
+

1

102n−1
.j) Rihtig oder falsh: √

2 −
√

3 =
√

5 − 2
√

6

Lösung: Hier ist (
√

2 −
√

3)2 = 2 − 2
√

2
√

3 + 3 = 5 − 2
√

6. Da √
2 −

√
3 negativ ist,

√

5 − 2
√

6 aber positiv, ist die Gleihung trotzdem falsh; tats�ahlih ist
√

2 −
√

3 = −

√

5 − 2
√

6 und √
3 −

√
2 =

√

5 − 2
√

6 .k) Zeigen Sie: √

5 + 2
√

6 +
√

5 − 2
√

6 = 2
√

3 !
Lösung: Mit den Formeln aus den letzten beiden Aufgaben folgt das nat�urlih sofort:

√

5 + 2
√

6 +

√

5 − 2
√

6 = (
√

2 +
√

3) + (
√

3 −
√

2) = 2
√

3 .Will man die Formel direkt beweisen, mu� man zun�ahst die linke Seite quadrieren:
(√

5 + 2
√

6 +

√

5 − 2
√

6

)2

= 5 + 2
√

6 + 2 ·
√

5 + 2
√

6 ·
√

5 − 2
√

6 + 5 − 2
√

6

= 10 + 2

√

(5 + 2
√

6)(5 − 2
√

6) = 10 + 2
√

25 − 4 · 6 = 12 .Da √

5 + 2
√

6 +
√

5 − 2
√

6 positiv ist, folgt
√

5 + 2
√

6 +

√

5 − 2
√

6 =
√

12 =
√

4 · 3 = 2
√

3 .l) Vereinfahen Sie die Ausdr�uke 1 +
√

5

1 +
√

2
und √

5 +
√

2√
5 −

√
2
!

Lösung: Im ersten Fall erweitern wir den Bruh mit √2 − 1 und erhalten
1 +

√
5

1 +
√

2
=

(
√

5 + 1)(
√

2 − 1)

(
√

2 + 1)(
√

2 − 1)
=

√
10 +

√
2 −

√
5 − 1

2 − 1
=

√
10 +

√
2 −

√
5 − 1 .Beim zweiten Ausdruk erweitern wir entsprehend mit √5 +

√
2:√

5 +
√

2√
5 −

√
2

=
(
√

5 +
√

2)2

(
√

5 −
√

2)(
√

5 +
√

2)
=

5 + 2
√

10 + 2

5 − 2
=

7

3
+

2

3

√
10 .m)Zeigen Sie mit Hilfe der zweiten binomishen Formel, da� f�ur zwei positive Zahlen a, bdas geometrishe Mittel √ab niht gr�o�er als das arithmetishe Mittel1

2
(a + b) sein kannund da� die beiden nur im Fall a = b gleih sind!

Lösung: Die zweite binomishe Formel f�ur a und b bringt o�ensihtlih nihts; irgendwiem�ussen auh Wurzeln ins Spiel kommen. Probieren wir es mit
(√

a −
√

b
)2

= a − 2
√

a
√

b + b .



Als Quadrat mu� dies gr�o�er oder gleih Null sein, also ist
a − 2

√
ab + b ≥ 0 oder a + b ≥ 2

√
ab .Dividieren wir diese Ungleihung noh durh zwei, haben wir die gew�unshte Relation

a + b

2
≥

√
ab .Falls hier ein Gleihheitszeihen steht, mu� auh (√

a −
√

b
)2

= 0 sein, also √
a =

√
bund damit a = b. Umgekehrt ist im Falle a = b

√
ab =

√
a2 = a =

a + b

2
,das geometrishe Mittel ist also gleih dem arithmetishen.n) Berehnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:

z1 = i(1 − i), z2 = (3 + i)(3 − i), z3 = (i + 1)(i − 1),

z4 = i2014, z5 =
5 + 2i

2 + 3i
, z6 =

4 + i

2 − i

Lösung:

z1 = i(1 − i) = i · 1 − i · i = i − (−1) = 1 + i

z2 = (3 + i)(3 − i) = 32 − i2 = 9 − (−1) = 10

z3 = (i + 1)(i − 1) = i2 − 12 = −1 − 1 = −2

z4 = i2014 = (i2)1007 = (−1)1007 = −1

z5 =
5 + 2i

2 + 3i
=

(5 + 2i)(2 − 3i)

(2 + 3i)(2 − 3i)
=

10 − 2 · (−3) − 15i + 4i

22 + 32
=

16

13
−

11

13
i

z6 =
4 + i

2 − i
=

(4 + i)(2 + i)

(2 − i)(2 + i)
=

8 − 1 + 4i + 2i

22 + 12
=

7

5
+

6

5
io) Zeigen Sie: F�ur zwei komplexe Zahlen z,w ist zw = z · w !

Lösung: Wir shreiben z = x+ iy und w = u+ iv. Dann ist zw = (ux− vy)+ (vx+uy)i,also zw = (ux − vy) − (vx + uy)i. F'ur die rehte Seite der zu beweisenden Gleihungerhalten wir z · w = (x − iy)(u − iv) = (ux − vy) − (vx + uy)i, also dasselbe Ergebnis.Damit ist die Formel bewiesen.p) Zeigen Sie: F�ur zwei komplexe Zahlen z,w ∈ C ist |zw| = |z| |w| !
Lösung: Wir k�onnen den Betrag einer komplexen Zahl shreiben als Wurzel aus demProdukt der Zahl mit ihrer konjugiert komplexen Zahl. Somit ist

|zw| =
√

zw · zw =
√

z · w · z · w =
√

z · z · w · w =
√

z · z ·
√

w · w = |z| · |w| ,wobei wir das Ergebnis der vorigen Aufgabe sowie das Kommutativgesetz der Multiplika-tion benutzt haben.Alternativ l�a�t sih das auh direkt nahrehen: Da Betr�age immer gr�o�er oder gleih Nullsind, gen�ugt es zu zeigen, da� die Quadrate der beiden Seiten gleih sind. F�ur z = x + iyund w = u + iv ist zw = (xu − yv) + (xv + yu)i, also
|zw|2 = (xu − yv)2 + (xv + yu)2 = x2u2 − 2xyuv + y2v2 + x2v2 + 2xyuv + y2u2

= x2u2 +y2v2 +x2v2 +y2u2 = x2(y2 +v2)+y2(v2 +u2) = (x2 +y2)(u2 +v2) = |z|2 |w|2 .



q) Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen z ∈ C mit z3 = −1 !
Lösung: Wir wissen, da� z = −1 eine L�osung ist, also k�onnen wir durh z + 1 dividieren:

(z3 + 1) : (z +1) = z2 − z + 1

z3 + z2

− z2 + 1

− z2 − z

z +1Somit ist (z3 + 1) = (z + 1)(z2 − z + 1), und wir m�ussen noh die Nullstellen des zweitenFaktors bestimmen. Das ist eine quadratishe Gleihung, die sih in der �ublihen Weisel�osen l�a�t:
z2 − z + 1 =

(

z −
1

2

)2

+
3

4
= 0gilt genau dann, wenn

z =
1

2
±

√
3 i

2
.Zusammen mit z = −1 sind das die s�amtlihen L�osungen.Alternative: Wir k�onnen auh genauso vorgehen wie im Skriptum bei der L�osung derGleihung z3 = 1: Wir mahen den Ansatz z = x + yi; dann ist

z3(x + yi)3 = x3 + 3x2 · yi + 3x · (yi)2 + (yi)3 = x3 − 3xy2 + (3x2y − y3)igenau dann gleih minus eins, wenn
x3 − 3xy2 = −1 und 3x2y − y3 = y(3x2 − y2) = 0ist. Die zweite Gleihung ist genau dann erf�ullt, wenn y = 0 oder y2 = 3x2 ist.

y = 0 in die erste Gleihung eingesetzt f�uhrt auf x3 = −1, also (da x eine reelle Zahl ist)
x = −1. Die Wurzel x + iy = 1 ist in diesem Fall also einfah die wohlbekannte reelleKubikwurzel.Setzen wir y2 = 3x3 in die erste Gleihung ein, erhalten wir die Gleihung −8x3 = −1 mitder L�osung x = 1

2
. Wegen y2 = 3x2 gibt es f�ur y somit die beiden M�oglihkeiten ±1

2

√
3,die dritten Wurzeln von -1 sind also

−1,
1

2
+

1

2

√
3 i und 1

2
−

1

2

√
3 i .weitere Alternative: Wir h�atten uns die ganze Rehnung sparen k�onnen, indem wir dasErgebnis aus dem Skriptum benutzen: Die Gleihung z3 = 1 ist �aquivalent zu (−z)3 = −1.Sie hat die drei L�osungen

z = 1, z = ρ = −
1

2
+

1

2

√
3 i und z = �ρ = −

1

2
−

1

2

√
3 i .Daher hat die Gleihung z3 = −1 die drei L�osungen

z = −1, z = −ρ =
1

2
−

1

2

√
3 i und z = −�ρ =

1

2
+

1

2

√
3 i .r) Finden Sie alle komplexen Zahlen z mit z2 = 3 + 4i !

Lösung: Wir shreiben z = x+iy mit x, y ∈ R; laut Vorlesung ist dann im Falle z2 = a+ib

x = ±
√

2

2

√

√

a2 + b2 + a und y = ±
√

2

2

√

√

a2 + b2 − a ,wobei die beiden Vorzeihen so gew�ahlt werden m�ussen, da� xy dasselbe Vorzeihen wie bhat.



Hier ist a = 3 und b = 4, also m�ussen x und y dasselbe Vorzeihen haben. Weiter ist
x = ±

√
2

2

√

√

32 + 42 + 3 = ±
√

2

2

√√
25 + 3

= ±
√

2

2

√
8 = ±

√
2

2
· 2
√

2 = ±
√

2 ·
√

2 = ±2 .Da 2xy = b = 4 sein mu�, also xy = 2, ist somit y = ±1. Die beiden L�osungen sind also
z = 2 + i und z = −2 − i.s) L�osen Sie die quadratishe Gleihung x2 − 6x + 25 = 0 !
Lösung: Durh quadratishe Erg�anzung wird die Gleihung zu (x−3)2 = −16, die L�osun-gen sind also x = 3 ± 4i.(Wer die L�osungsformel f�ur quadratishe Gleihungen auswendig kennt, kann nat�urlihauh da einsetzen.)t) L�osen Sie die quadratishe Gleihung x2 + x + 1 = 0 !
Lösung: Quadratishe Erg�anzung f�uhrt auf die Gleihung

(

x +
1

2

)2

= −
3

4
,also ist

x = −
1

2
±

√

−
3

4
= −

1

2
±

√
3 i

2
.u) L�osen Sie die quadratishe Gleihung x2 + 3ix + 4 = 0 !

Lösung: Verwenden wir hier zur Abwehslung einmal die L�osungsformel: Mit p = 3i und
q = 4 ist
x = −

p

2
±

√

p2

4
− q = −

3i

2
±

√

(3i)2

4
− 4 = −

3i

2
±

√

−9

4
− 4 = −

3i

2
±

√

−
25

4
= −

3i

2
± 5i

2
.Somit ist x = i oder x = −4i.


