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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 15–17. September 2014a) Zeigen Sie, da� es keine rationale Zahl x gibt mit x2 = 10 !
Lösung: Angenommen, es g�abe so eine rationale Zahl x. Wir shreiben sie als x = p

q
mitzwei nat�urlihen Zahlen p, q, die niht beide gerade sind. Da p2/q2 = 10 ist, ist p2 = 10q2eine gerade Zahl, also auh p. Es gibt daher ein r ∈ N mit p = 2r und

p2 = 4r2 = 10q2, also 5q2 = 2r2 .Somit ist auh 5q2 gerade, also auh q2 und damit auh q. �uberlegt haben, q selbst, imWiderspruh zu unserer Annahme.b) Zeigen Sie, da� es keine rationale Zahl x gibt mit x3 = 3 !
Lösung: Angenommen, es g�abe so eine rationale Zahl x. Wir shreiben sie als x = p

q
mitzwei nat�urlihen Zahlen p, q, die niht beide durh drei teilbar sind. Dann ist p3/q3 = 3,d.h. p3 = 3q3. Somit ist p3 durh drei teilbar. W�are p niht durh drei teilbar, so k�onntenwir p entweder shreiben als p = 3k + 1 oder p = 3k + 2 mit k ∈ N0. Da weder

(3k + 1)3 = (3k)3 + 3 · (3k)2 + 3 · (3k) + 1noh
(3k + 2)3 = (3k)3 + 3 · (3k)2 · 2 + 3 · (3k) · 4 + 8durh drei teilbar sind (Alle Summanden au�er dem letzten sind Dreierzahlen), mu� auh

p durh drei teilbar sein. Wir k�onnen daher eine nat�urlihe Zahl r �nden mit p = 3r und
p3 = 33r3. Also ist 33r3 = 3q3, und q3 = 32r3 ist eine Dreierzahl. Wie wir gerade gesehenhaben, ist dann auh q eine Dreierzahl, im Widerspruh zu unserer Annahme. Also gibtes keine rationale Zahl x mit x3 = 3.) Beweisen Sie durh vollst�andige Induktion, da� die Summe der ersten n Quadratzahlennah der Formel

n∑

i=1

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6berehnet werden kann!
Lösung: Induktionsanfang: F�ur n = 1 ist die Summe der ersten n Quadratzahlen 12 = 1und

1 · (1 + 1) · (2 · 1 + 1)

6
=

1 · 2 · 3
6

= 1 ,die Behauptung ist also rihtig.Induktionsshritt: Angenommen, wir wissen da� f�ur eine gewisse nat�urlihe Zahl n gilt
n∑

i=1

i2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.



Dann ist
n+1∑

i=1

i2 =

n∑

i=1

i2 + (n + 1)2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
+ (n + 1)2

=
n(n + 1)(2n + 1) + 6(n + 1)2

6
=

(n + 1)
(

n(2n + 1) + 6(n + 1)
)

6

=
(n + 1)

(

2n2 + n + 6n + 6
)

6
=

(n + 1)
(

2n2 + 7n + 6
)

6
.Wir m�ussen zeigen, da� dies mit

(n + 1)(n + 2)
(

2(n + 1) + 1
)

6
=

(n + 1)(n + 2)(2n + 3)

6
=

(n + 1)(2n2 + 3n + 4n + 6)

6

=
(n + 1)(2n2 + 7n + 6)

6�ubereinstimmt, was o�ensihtlih der Fall ist.(Wir h�atten die Z�ahler nat�urlih auh vollst�andig ausmultiplizieren k�onnen; wer das tutwird aber shnell feststellen, da� die Rehnung durh das Ausklammern des gemeinsamenFaktors (n + 1) deutlih einfaher wurde.)d) Berehnen Sie die Summe der Quadrate der ersten n ungeraden Zahlen!
Lösung: Die ersten n ungeraden Zahlen sind 1, 3, · · · 2n − 1; wir suhen also

n∑

k=1

(2k − 1)2 =

n∑

k=1

(4k2 − 4k + 1)

= 4

n∑

k=1

k2 − 4

n∑

k=1

k +

n∑

k=1

1 = 4 · n(n + 1)(2n + 1)

6
− 4 · n(n + 1)

2
+ n

=
2n(n + 1)(2n + 1) − 6n(n + 1) + 3n

3
=

2 · (2n3 + 3n2 + n) − 6(n2 + n) + 3n

3

=
4n3 − n

3
.e) Beweisen Sie durh vollst�andige Induktion die folgende Abshw�ahung der Bernoul-lishen Ungleihung:

(1 + x)n ≥ 1 + nx f�ur alle n ∈ N und alle x ≥ −1 .
Lösung: Induktionsanfang: F�ur n = 1 m�ussen wir die Ungleihung (1 + x)1 ≥ 1 + 1 · xbeweisen; sie ist trivialerweise rihtig, denn auf beiden Seiten steht einfah 1 + x.Induktionsshritt: Wir nehmen an, die Behauptung sei f�ur ein festes n ∈ N bewiesen.Wir m�ussen zeigen, da� dann auh gilt (1 + x)n+1 ≥ 1 + (n + 1)x f�ur alle x ≥ −1.Wir shreiben (1 + x)n+1 = (1 + x)n · (1 + x). Nah der Induktionsannahme ist der ersteFaktor (1 + x)n ≥ (1 + nx). Der zweite Faktor 1 + x ist f�ur x > −1 positiv; daher k�onnenwir in diesem Fall die Ungleihung damit multiplizieren und erhalten

(1 + x)n+1 = (1 + x)n · (1 + x) ≥ (1 + nx) · (1 + x) .Diese Ungleihung gilt auh f�ur x = −1, denn dann steht auf beiden Seiten die Null.Weiter ist
(1 + nx)(1 + x) = 1 + (n + 1)x + nx2 ≥ 1 + (n + 1)x ,denn x2 ≥ 0 f�ur alle x. Somit ist (1 + x)n+1 ≥ 1 + (n + 1)x f�ur alle x ≥ −1.



Dieser Shlu� funktioniert f�ur alle n ∈ N; nah dem Prinzip der vollst�andigen Induktionist daher (1 + x)n ≥ 1 + nx f�ur alle x ≥ −1 und alle n ∈ N.f) Zeigen Sie: F�ur alle n ∈ N gilt n∑

i=1

1

i(i + 1)
= 1 −

1

n + 1
!

Lösung: Wir k�onnen die Behauptung zum Beispiel durh vollst�andige Induktion be-weisen: Als Induktionsanfang haben wir f�ur n = 1 die Behauptung
1∑

i=1

1

i(i + 1)
= 1 −

1

2

‖ ‖
1

1 · 2 =
1

2Zum Induktionsshritt nehmen wir an, die Behauptung sei f�ur ein festes n ∈ N rihtigund versuhen, sie auh f�ur n + 1 zu beweisen:
n+1∑

i=1

1

i(i + 1)
=

n∑

i=1

1

i(i + 1)
+

1

(n + 1)(n + 2)
=IA 1 −

1

n + 1
+

1

(n + 1)(n + 2)

= 1 −
n + 2 − 1

(n + 1)(n + 2)
= 1 −

n + 1

(n + 1)(n + 2)
= 1 −

1

n + 2
,wobei das Gleihheitszeihen mit IA darunter bedeuten soll, da� wir hier die Induktion-sannahme benutzt haben.Somit haben wir aus der Rihtigkeit der Behauptung f�ur ein festes n auf die Rihtigkeitauh f�ur n + 1 geshlossen, und damit ist die Behauptung bewiesen f�ur alle n ∈ N.Alternativ lie�e sih diese Behauptung auh direkt beweisen: Wir betrahten i(i + 1) alsHauptnenner eines Bruhs mit Nenner i und eines Bruhs mit Nenner i + 1; nah kurzemProbieren kommt man auf die Formel

1

i(i + 1)
=

1

i
−

1

i + 1
.Somit ist

n∑

i=1

1

i(i + 1)
=

n∑

i=1

(

1

i
−

1

i + 1

)

=

(

1 −
1

2

)

+

(

1

2
−

1

3

)

+

(

1

3
−

1

4

)

· · · +
(

1

n − 1
−

1

n

)

+

(

1

n
−

1

n + 1

)

= 1 −
1

2
+

1

2
−

1

3
+

1

3
−

1

4
+ · · · + 1

n − 1
−

1

n
+

1

n
−

1

n + 1

= 1 −
1

n + 1
,da sih alle anderen Summanden gegenseitig wegheben.g) Zeigen Sie: F�ur alle n 6= 3 gilt: n2 ≤ 2n !

Lösung: F�ur n = 3 ist 32 > 23, die Behauptung also de�nitiv falsh. Ein Induktionsbeweiskann daher h�ohstens ab n = 4 funktionieren; die F�alle n = 1 und n = 2 m�ussen separat�uberpr�uft werden.F�ur n = 1 haben wir die o�ensihtlih korrekte Behauptung 12 ≤ 21; mit n = 2 und derBehauptung 22 ≤ 22 gibt es auh keine Probleme.Zum Beweis der Formel f�ur n ≥ 4 starten wir mit dem Induktionsanfang n = 4. Hierhaben wir die Ungleihung 42 ≤ 24, bei der auf beiden Seiten 16 steht; die Behauptungist also rihtig.



F�ur den Induktionsshritt nehmen wir an, sie sei bewiesen f�ur irgendein n ≥ 4; wir m�ussenzeigen, da� sie auh f�ur n + 1 gilt. Nah Induktionsannahme ist
(n + 1)2 = n2 + 2n + 1 ≤ 2n + 2n + 1 .Wenn wir w�u�ten, da� 2n + 1 ≤ 2n ist, k�onnten wir rehts weiter absh�atzen durh

2n + 2n = 2 · 2n = 2n+1. Leider sagt uns unsere Induktionsannahme aber nur etwas �uberdie Gr�o�enverh�altnisse zwishen n2 und 2n. Wir k�onnen aber n mit n2 in Verbindungbringen: F�ur jede nat�urlihe Zahl n ist n ≤ n2. Das reiht niht; m�ussen also etwas sh�arferabsh�atzen. Da n ≥ 4 vorausgesetzt war, ist sogar 4n ≤ n2, also n ≤ 1
4
n2. Somit ist, wennwir noh einmal die Induktionsannahme ausnutzen,

(n+1)2 ≤ 2n+
n2

2
+1 ≤ 2n+

1

2
·2n+1 = 2n+2n−1+1 ≤ 2n+2n−1+2n−1 = 2n+2n = 2n+1 .Genau das wollten wir zeigen; also gilt die Behauptung auh f�ur n + 1.Nah dem Prinzip der vollst�andigen Induktion haben wir sie daher f�ur alle n ≥ 4 bewiesen;da sie f�ur n = 1 und n = 2 rihtig ist, gilt sie f�ur alle n 6= 3.h) Die Menge M ⊆ N enthalte alle Viererzahlen und mindestens eine ungerade Zahl. ZeigenSie, da� es dann ein n ∈ N gibt, so da� sowohl n als auh n + 1 in M liegen.

Lösung: m = 2k + 1 sei eine ungerade Zahl aus M. Falls k gerade ist, ist n = 2k eineVierzahl, liegt also in M, und auh n + 1 = m ∈ M. Ist k ungerade, so ist k + 1 gerade,
m + 1 = 2k + 2 = 2(k + 1) also eine Viererzahl. In diesem Fall k�onnen wir daher n = mnehmen.i) Zeigen Sie: F�ur keine nat�urlihe Zahl n ist n2 − 2 durh vier teilbar.
Lösung: Ist n eine gerade Zahl, so ist n2 durh vier teilbar, n2 − 2 also niht. Ist nungerade, so auh n2 und damit auh n2 − 2, so da� diese Zahl erst reht niht durh vierteilbar sein kann.j) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis: x, y seien zwei beliebige reelle Zahlen. Wirbilden das arithmetishe Mittel a = 1

2
(x + y); dann gilt o�ensihtlih x − 2a = −yund auh x = −y + 2a. Multiplizieren wir die beiden linken Seiten dieser Gleihungenmiteinander, mu� das Ergebnis gleih dem Produkt der beiden rehten Seiten sein, d.h.

x2 − 2ax = y2 − 2ay. Addieren wir auf beiden Seiten a2, k�onnen wir jeweils die zweitebinomishe Formel anwenden und kommen auf (x−a)2 = (y−a)2. Somit ist x−a = y−aund damit x = y.
Lösung: Aus (x − a)2 = (y − a)2 folgt niht notwendigerweise, da� x − a = y − a ist;stattdessen k�onnte auh x − a = a − y sein, was hier auh der Fall ist.k) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis: x, y seien reelle Zahlen und x = y. Dann istauh x2 = xy, also x2 − y2 = xy − y2. Nah der dritten binomishen Formel folgt, da�
(x + y)(x − y) = y(x − y) ist, also x + y = y. Wegen x = y ist also 2y = y und damit
2 = 1.
Lösung: Das K�urzen durh x − y ist nur m�oglih, wenn dieser Term von der Null ver-shieden ist; hier ist aber x = y vorausgesetzt.l) Finden Sie den Fehler im folgenden Beweis: Wir zeigen durh vollst�andige Indultion, da�f�ur alle n ∈ N gilt: F�ur zwei nat�urlihe Zahlen a, b ≤ n ist a = b. Der Induktionsanfangist klar: F�ur n = 1 mu� a = b = 1 sein. Nun nehmen wir an, die Behauptung sei f�ur ein
n ∈ N bewiesen und betrahten zwei nat�urlihe Zahlen a, b mit a, b ≤ n + 1. Da a − 1



und b−1 beide kleiner oder gleih n sind, ist nah Induktionsannahme a−1 = b−1, also
a = b. Damit ist die Behauptung f�ur alle n ∈ N bewiesen, d.h. je zwei nat�urlihe Zahlensind gleih.
Lösung: Im Induktionsshritt m�ussen a − 1 und b − 1 keine nat�urlihen Zahlen sein,sondern k�onnen auh Null sein. Damit l�a�t sih die Induktionsannahme niht anwenden.m)Zeigen Sie: Ist beim Algorithmus von Heron x2

n = a f�ur irgendein n ≥ 1, so war bereits
x2

0 = a.
Lösung: Falls

x2
n − a =

1

4

(

xn−1 +
a

xn−1

)2

− a =
1

4

(

x2
n−1 + 2a +

a2

x2
n−1

)

− a

=
1

4

(

x2
n−1 − 2a +

a2

x2
n−1

)

=
1

4

(

xn−1 −
a

xn−1

)2vershwindet, mu� auh der Inhalt der letzten Klammer vershwinden, d.h. xn−1 =
a

xn−1

.Durh Multiplikation dieser Gleihung mit xn−1 folgt, da� bereits x2
n−1 = a ist.Nun ist im Prinzip klar, wie es weitergeht: Falls n−1 ≥ 1 ist, k�onnen wir nah dem gleihenShema zeigen, da� auh x2

n−2 = a ist und so weiter, bis wir bei x2
0 = a angelangt sind.Um daraus einen exakten Beweis zu mahen, k�onnen wir beispielsweise folgenderma�envorgehen: Wir de�nieren m ∈ N0 als die kleinste Zahl, f�ur die x2
m = a ist. Da x2

n = avorausgesetzt war, gibt es auf jeden Fall so eine Zahl; wir m�ussen zeigen, da� sie gleihNull ist.Angenommen, m > 0. Dann k�onnen wir die obige Rehnung mit m an Stelle von ndurhf�uhren und erhalten die Gleihung x2
m−1 = a, im Widerspruh zur vorausgesetztenMinimalit�at von m. Somit mu� m = 0 sein.n) Berehnen Sie nah dem Verfahren von Heron einen N�aherungswert f�ur √10, indem Sieausgehend vom Startwert x0 = 3 zwei Iterationen durhf�uhren! Wie genau kennen Sie nunden Wert von √

10?
Lösung: Mit x0 = 3 ist

x1 =
1

2

(

3 +
10

3

)

=
19

6
= 3,16 und

x2 =
1

2

(

19

6
+

10 · 6
19

)

=
1

2
· 192 + 10 · 62

6 · 19 =
721

228
≈ 3,162280701754 .Wir wissen, da� √

10 zwishen 10/x2 und x2 liegen mu�, d.h.
2280

721
<

√
10 <

721

228
oder 3,162274618585 <

√
10 < 3,162280701755 .Wir kennen die Zahl also mit einem Fehler von weniger als 10−5.


