WoLFGANG K. SEILER A5, ZIMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 8.-10. September 2014

a)

b)

d)

f)

Bestimmen Sie fiir die Mengen
A={1,2,4,7,10,14,18,23} und B =({1,3,6,10,15,23,30}

Durchschnitt, Vereinigung sowie die beiden Differenzen A ~ B und B~ A !

Losung: Die Vereinigung A U B besteht aus allen Elementen, die in mindestens einer der
beiden Mengen liegen, also ist

AUB={1,2,3,4,6,7,10,14,15,18,23,30} .
Der Durchschnitt A N B enthdlt nur die Elemente, die in betden Mengen liegen, also ist
ANB={1,10,23}.
Die Differenz A ~. B enthilt alle Elemente, die in A, nicht aber in B liegen; somit ist
A~B={2,4,7,14,18} und entsprechend B~ A ={3,6,15,30}.

Richtig oder falsch: Fiir zwei Mengen A, B gilt (ANB)U(B~NA)=AUB.
Losung: Falsch, beispielsweise ist fiir die Mengen aus dem vorigen Beispiel
(ANBJU(BN\A)={2,3,4,6,7,14,15,18,30}
verschieden von A U B: Die Elemente 1,10,23 fehlen. (Eine richtige Formel ware
(ANBJ)U(B~NA)=(AUB)~(ANB),

aber danach war nicht gefragt.)

Richtig oder falsch: Fiir zwei Mengen A,B gilt AU(ANB)=A.

Lésung: Richtig, denn jedes Element von A N B liegt insbesondere in A, so dafl bei der
Bildung der Vereinigung keine neuen Elemente dazukommen.

Richtig oder falsch: Fiir vier Mengen A, B, C,D gilt stets
(ANB)N(CND)=(ANC)N(BND).

Losung: Richtig: A N B besteht aus allen Elementen, die sowohl in A als auch in B
liegen, C N D aus denen, die sowohl in C als auch in D liegen. (A N B) N (C N D) enthalt
entsprechend alle Elemente, die sowohl in A N B als auch in C N D liegen, also genau die,
die jeder der vier Mengen A, B, C,D liegen. Dieselbe Art von Argument zeigt, daB8 auch
(ANC)N(BND) genau diese Elemente enthilt; also sind die beiden Mengen gleich.

Richtig oder falsch: Die Menge aller Zehnerzahlen aus N ist eine Teilmenge der Menge
aller gerader Zahlen.

Losung: Richtig, denn jede Zehnerzahl ist gerade.

Richtig oder falsch: Die Menge aller Quadrate natiirlicher Zahlen ist eine Teilmenge der
Menge alle vierter Potenzen natiirlicher Zahlen.
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Losung: Falsch, beispielsweise ist vier zwar eine Quadratzahl, 18t sich aber nicht als
vierte Potenz einer natiirlichen Zahl schreiben.

G sei die Menge aller gerader ganzer Zahlen, D die Menge aller durch drei teilbarer ganzer
Zahlen. Was ist GND ?

Lésung: Im Durchschnitt G N D liegen alle ganzen Zahlen, die sowohl gerade als auch
durch drei teilbar sind, die also sowohl durch zwei als auch durch drei teilbar sind. Somit
ist

GND ={z€Z | zist durch sechs teilbar}
die Menge aller Sechserzahlen.

Welche Elemente hat die Menge
A={zeZ ‘ z <20 und z ist Quadratzahl} ?

Losung: Die einzigen Quadratzahlen kleiner oder gleich zwanzig sind 0,1,4,9 und 16,
also ist A =1{0,1,4,9,16}.

Richtig oder falsch: Fiir zwei beliebige Mengen A, B ist stets AN B =A< (ANB).

Loésung: Richtig, denn A \ B besteht genau aus den Elementen von A, die nicht in B
liegen, und ein Element von A liegt genau dann nicht in B, wenn es nicht in A N B liegt,
denn es liegt ja auf jeden Fall in A.

A und B seien zwei Teilmengen einer Menge M, d.h. jedes Element von A liegt auch in M
und genauso jedes Element von B. Zeigen Sie: Dann ist ( MNA)U(M N B) =M\ (ANB).

Losung: Ein Element x € M liegt genau dann in M \ A, wenn es nicht in A liegt, und
es liegt genau dann in M \ B, wenn es nicht in B liegt. Somit liegt es genau dann in
(M N A)U (M \ B) wenn es in mindestens einer der beiden Mengen A, B nicht enthalten
ist. Das wiederum ist genau dann der Fall, wenn x nicht im Durchschnitt von A und B
liegt, denn der besteht ja aus allen Elementen, die sowohl in A als auch in B liegen. Die
Elemente von M, die nicht im Durchschnitt A N B liegen, sind genau die von M \ (ANB),
also haben (M N A)U (M~ B) und M\ (ANB) dieselben Elemente und sind somit gleich.

Richtig oder falsch: Die Menge aller rationaler Zahlen mit ungeradem Nenner ist (mit
der {iblichen Addition und Multiplikation) ein Korper.

Losung: Falsch; beispielsweise gibt es fiir a = % keinen Bruch a” mit ungeradem Nenner,
fiir den aa” =1 ist, denn alle Darstellungen von % haben geraden Nenner. (Die Existenz
von multiplikativen Inversen ist iibrigens das einzige Korperaxiom, das nicht erfiillt ist;
man {iberlegt sich leicht, daB3 es mit den anderen keine Probleme gibt.)

Zeigen Sie, daf} fiir je vier Elemente a,b,c, d eines Kérpers gilt (ab)(cd) = (ac)(bd)!

Lésung: Wir formen die linke Seite um nach dem Assoziativ- und dem Kommutativitats-
gesetz der Multiplikation; der Kiirze halber soll dabei eine Nummer unter dem Gleichheit-
szeichen bedeuten, daf die rechte Seite durch Anwendung des entsprechenden Korperax-
ioms aus der linken hervorgeht. Teilprodukte, die fiir die Anwendung des Assoziativge-
setzes als ein einziges Korperelement betrachtet werden, sind auf der linken Seite des
Gleichheitszeichens unterstrichen:

(ab)(ed) = ((able)d = (a(be))d = (alcb))d = ((ac)b)d = (ac)(bd)

II.1 II.4 L1 —



m) Zeigen Sie, da8 das Element a’ € k mit a+ a’ = 0 in einem Koérper k eindeutig bestimmt

p)

q)

ist!
Losung: Wir betrachten irgendein Element a* € k, fiir das a + a* = 0 ist. Nach den
Korperaxiomen gilt dann

d=d+0=d+(a+a")=(d'+a)+a*=(a+d)+a*=0+a*=a*.
1.2 I. 1.4 1.3 I.2

=

Zeigen Sie, dafl in jedem Korper (—1) - (—1) =1 ist!

Loésung: Nach dem Distributivgesetz ist
NA+HED) =D+ (1 (D) = (1) + (1) - (1)

Somit ist (—1) - (—1) das nach der vorigen Aufgabe eindeutig bestimmte additive Inverse
zu -1; wegen (—1) + 1 =0 ist das die Eins.

Zeigen Sie, dafl in jedem Korper k gilt: a- (—b) = —(a - b) fiir alle a,b € k!
Loésung:
0=a-0=a- ((—b)~|—b)1?1a- (=b)+a-b;

daher ist a- (—b) das eindeutig bestimmte additive Inverse zu a - b, also gleich —(a - b).

Zeigen Sie, daf} in jedem Korper (—a) - (—a) = a - a gilt!

Losung: Nach der vorigen Aufgabe ist a-(—a) = —(a-a), also nach dem Kommutativge-
setz auch (—a) - a = —(a- a). AuBerdem ist nach dem Distributivgesetz

(—a)- (a+(-a)) =(~a)-a+(-a)-(~a);

andererseits steht links (—a) - 0, und das ist, wie wir in der Vorlesung gesehen haben,
gleich null. Somit sind sowohl a - a als auch (—a) - (—a) invers zu (—a) - a, also gleich.

Zeigen Sie, daf fiir jedes Element a eines Korpers k gilt: a + a =2 - a, wobei ,,2“ fiir das
Element 1+ 1 € k stehen soll!

Lésung: Nach II,2 ist a = a - 1, also ist
at+a=a-14a-1=a-(1+1)=a-2

nach dem Distributivgesetz III. Nach dem Kommutativgesetz 11.4 der Multiplikation ist
das gleich 2 - a.

Zeigen Sie, daB die erste binomische Formel (a+b)? = a?+42ab+b? fiir beliebige Elemente
eines beliebigen Korpers k gilt und folgern Sie daraus mit moglichst geringem Aufwand,
daB auch die zweite binomische Formel (a — b)? = a? — 2a - b + b? gilt!

Losung: Nach Definition des Quadrats ist (a +b)? = (a+b) - (a+ b). Das wiederum ist
nach dem Distributivgesetz III gleich (a+b)-a+ (a+b)-b. Nach dem Kommutativgesetz
[.4 der Multiplikation ist dies gleich a-a+b-a+a-b+ b-b und damit auch gleich
a-at+a-b+a-b+b-b. Statt a-a und b-b kénnen wir auch a? und b? schreiben, und
nach der vorigen Aufgabeist a-b+a-b=2-a-b. Also ist

(a+b)>=a’+2-a-b+b2.

Fiir die zweite binomische Formel beachten wir, dal es nach dem Korperaxiom 1.3 zu b
ein Element b’ gibt mit b + b’ = 0; wir schreiben dieses in der {iblichen Weise als —b.
Damit ist

(a—b)? = (a+(=b))? = a® + 2a(=b) + (=b)?.



Nach dem Distributivgesetz ist
2a(b+ (—b)) =2ab + 2a(—b);
wie wir aus einer der vorigen Aufgaben wissen, ist 2a(—b) = —(2ab), nach einer anderen
ist (—=b)- (=b) =b - b. Somit ist
(a—1b)? =a®?—2ab+b?.

k sei ein Korper, in dem 141 £ 0 ist. Beweisen Sie, daf fiir je zwei Elemente x,y € k gilt
X+y > _(*x—Yy . -
2 2 ) Y

Loésung: Da 1+ 1 = 2 nicht verschwindet, kénnen wir durch zwei dividieren; nach der
ersten binomischen Formel (und den Regeln der Bruchrechnung) ist

x+yY  (x+y? A2y +y?
2 N 4 4 '
nach der zweiten entsprechend
x—yV\ C(x+y)?r X —2xy+y?
2 N 4 4 '
Subtrahiert man die beiden Formeln voneinander, fiihrt dies auf die Differenz
(X* +2xy +y?) = (x¥* =2xy +v*) _ 4y
4 Ty 7%




