
Kapitel 4
Integralrechnung
Die Integralrechnung ist neben der Differentialrechnung die zweite
wichtige S̈aule der Analysis. Wir betrachten auch sie in diesem Semester
nur im eindimensionalen Fall.

§1: Das Riemann-Integral

a) Heuristische Vorüberlegungen

Seiner großen Bedeutung entsprechend, wollen wir uns dem Integral-
begriff zun̈achst heuristisch n̈ahern, bevor wir ihn – mit beträchtlichem
technischem Aufwand – in Abschnittc) formal einf̈uhren.

Die Integration dient prim̈ar drei Zwecken:
• Sie dient zur Umkehrung der Differentiation.
• Sie dient zur Fl̈achenberechnung.
• Sie dient zur Durchschnittsberechnung.

Wie wollen uns alle drei Aspekte kurz ansehen.

1) Integration als Umkehrung der Differentiation:Das klassische Bei-
spiel zur Einf̈uhrung der Differentiation ist die Geschwindigkeit als
Ableitung des Wegs nach der Zeit. Es liegt daher nahe, zur Einführung
des Integrals die Frage nach der Berechnung des Wegs aus der Ge-
schwindigkeit zu betrachten.

Wir nehmen also an, ein Fahrzeug sei zur Zeitt = 0 an der Stelles = 0
und beschleunige in fünf Sekunden auf die im Stadtverkehr zulässige
Höchstgeschwindigkeit von 13,9m/sec. Welchen Weg hat es bisdahin
zurückgelegt?
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Die Geschwindigkeit sei durch folgende Tabelle gegeben:

t [sec] 0 1 2 3 4 5
v [m/sec] 2,5 6,1 9,1 11,5 13,4 13,9

Ist s(t) der bis zum Zeitpunktt zurückgelegte Weg undv(t) die dann
erreichte Geschwindigkeit, so ist bekanntlich

v(t) =
ds

dt
≈ ∆s

∆t
=

s(t + 1 sec)− s(t)
(t + 1 sec)− t

=
s(t + 1 sec)− s(t)

1 sec
.

Also ist
s(t + 1 sec)≈ s(t) + v(t) · 1 sec .

Da wir sowohls(0 sec) = 0m als auch die Wertev(t) für t = 0, 1, 2, 3
und 4 sec kennen, können wirs(5 sec) rekursiv berechnen als

s(5 sec)≈ v(0 sec)· 1 sec +v(1 sec)· 1 sec +v(2 sec)· 1 sec

+ v(3 sec)· 1 sec +v(4 sec)· 1 sec

= 2,5m+ 6,1m+ 9,1m+ 11,5m+ 13,4m = 42,6m.

Also hat das Fahrzeug in fünf Sekunden 42,6m zurückgelegt?

Zumindest mit dieser Genauigkeit ist das sicherlich falsch, denn bei der
Berechnung des Wegs sind wir davon ausgegangen, daß das Fahrzeug
während der ersten Sekunde konstant mit einer Geschwindigkeit von
2,5m/sec gefahren ist, exakt ab deren Ende dann aber plötzlich eine
Sekunde lang mit 6,1m/sec,usw.Das ist naẗurlich unrealistisch; tat-
sächlich d̈urfte die Geschwindigkeit etwa so verlaufen sein, wie es die
Kurve in den Abbildungen angibt, wohingegen wir mit dem ebenfalls
eingezeichneten stufenförmigen Verlauf gerechnet haben. Wir haben die
Geschwindigkeit somit fast durchgängig unterscḧatzt und damit auch
einen zu kleinen Weg berechnet.

Alternativ ḧatten wir auch einenzu großenWeg scḧatzen k̈onnen, wenn
wir die Geschwindigkeit ẅahrend eines Sekundenintervalls jeweils auf
den bekannten Wert amEndedieses Intervalls gesetzt hätten; das Ergeb-
nis wäre dann gewesen

s(5 sec)≈ v(1 sec)· 1 sec +v(2 sec)· 1 sec +v(3 sec)· 1 sec

+ v(4 sec)· 1 sec +v(5 sec)· 1 sec

= 6,1m+ 9,1m+ 11,5m+ 13,4m+ 13,9m = 54,0m.
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Tatsächliche und unterschätzte Geschwindigkeit

Tats̈achlich wissen wir im Augenblick also nur, daß der zurückgelegte
Weg irgendwo zwischen 42,6m und 54m liegt.
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Tatsächliche und überschätzte Geschwindigkeit
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Eine bessere Schätzung bekommen wir, wenn wir anstelle der Sekunden-
intervalle Intervalle von nur einer halben Sekunde betrachtet – voraus-
gesetzt naẗurlich, wir kennen die Geschwindigkeit auch für halbzahlige
Sekundenwerte. Die entsprechenden Werte seien die in der folgenden
Tabelle angegebenen:

t [sec] 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
v [m/sec]2,5 4,4 6,1 7,8 9,1 10,4 11,5 12,6 13,4 13,8 13,9

Jetzt ist die
”
unterscḧatzte“ Wegstrecke

9∑

k=0

v

(
k

2
sec

)
· 1

2
sec = 45,6m,

und die
”
überscḧatzte“ ist

10∑

k=1

v

(
k

2
sec

)
· 1

2
sec = 51,3m,

die Unsicherheit hat sich also etwa halbiert. Die nächste Abbildung
zeigt den Verlauf von unterschätzter, tats̈achlicher undüberscḧatzter
Geschwindigkeit f̈ur die Halbsekundenintervalle.
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Beide Werte wie auch ihre Differenz lassen sich leicht geometrisch
veranschaulichen: In der nächsten Abbildung ist die unterschätzte Ge-
schwindigkeit die Fl̈ache der Rechtecke unterhalb der unteren Trep-
penfunktion, dieüberscḧatzte entsprechend die Fläche der Rechtecke
unterhalb der oberen Treppenfunktion, wobei die Basis der Rechtecke
jeweils auf der Zeitachse liegt. Die Differenz ist somit gleich der Fl̈ache
der Differenzrechtecke.

Diese k̈onnen wir durch weitere Verfeinerung der Abtastung verklein-
ern. Dazu nehmen wir an, die eingezeichnete Kurve (die tatsächlich
einfach eine notd̈urftig angepaßte Polynomfunktion darstellt) gebe den
tats̈achlichen Geschwindigkeitsverlauf wieder, und lassen denCompu-
ter rechnen:

Wenn wir die Geschwindigkeit viermal pro Sekunde bestimmenund den
zurückgelegten Weg damit schätzen, erhalten wir als untere Schranke

19∑

k=0

v

(
k

4
sec

)
· 1

4
sec≈ 47,14m

und als obere Schranke
20∑

k=1

v

(
k

4
sec

)
· 1

4
sec≈ 49,99m.

Mit zehn Geschwindigkeitswerten pro Sekunde verbessert sich die un-
tere Schranke auf

49∑

k=0

v

(
k

10
sec

)
· 1

10
sec≈ 48,02m

und die obere auf
50∑

k=1

v

(
k

10
sec

)
· 1

10
sec≈ 49,16m.

Wie die Abbildung zeigt, unterscheiden sich nun die Rechtecke der
unteren Abscḧatzung nur noch wenig von denen der oberen, und die
Fläche unter der Geschwindigkeitskurve liegt schon recht nahe bei der
Fläche der Rechtecke aus jeder der beiden Abschätzungen.

Gehen wir von den Zehntelsekunden zu den Hundertsteln, sinddie
Rechtecke zumindest visuell nicht mehr voneinander und vonder Fl̈ache
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unter der Kurve zu unterscheiden; zu sehen ist nur noch eine durchweg
dunkelgr̈une Fl̈ache.
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Rechnerisch gibt es noch einen kleinen Unterschied im Dezimeter-
bereich:

499∑

k=0

v

(
k

100
sec

)
· 1

100
sec≈ 48,54m

und
500∑

k=1

v

(
k

100
sec

)
· 1

100
sec≈ 48,66m.

Bei einer nochmaligen Verzehnfachung der Intervallanzahlist naẗurlich
graphisch nichts neues mehr zu sehen; die Schätzwerte verbessern sich
auf

4999∑

k=0

v

(
k

1000
sec

)
· 1

1000
sec≈ 48,595m

für die untere Schranke und
5000∑

k=1

v

(
k

1000
sec

)
· 1

1000
sec≈ 48,607m

für die obere.

Um die eingangs gestellte Frage nach dem zurückgelegtenWeg millime-
tergenau beantworten zu können (sofern man diese Genauigkeit wirklich
als sinnvoll betrachtet), muß die Geschwindigkeitskurve 10000 Mal pro
Sekunde abgetastet werden, und wir erhalten die Schranken

49999∑

k=0

v

(
k

10000
sec

)
· 1

10000
sec≈ 48,6006m

und
50000∑

k=1

v

(
k

10000
sec

)
· 1

10000
sec≈ 48,6017m;

das Fahrzeug legte in fünf Sekunden also 48m und 60,1cm zurück.

2) Integration als Flächenbestimmung:Die beiden letzten Abbildun-
gen zeigen, daß die immer feiner werdenden Rechtecke, die wir für die
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obigen Abscḧatzungen ẅahlten, die Fl̈ache unter der Kurvev = v(t) im-
mer besser annähern. Wenn wir die Einheiten vergessen undt wie auchv
als Längen ansehen, können wir die oben betrachteten Ausdrücke

5n−1∑

k=0

v

(
k

n

)
· 1
n

und
5n∑

k=1

v

(
k

n

)
· 1
n

also auch als N̈aherungswerte für die Fl̈ache unter der Kurve ansehen
und den Fl̈acheninhalt als ihren gemeinsamen Grenzwert für immer
größer werdendesn berechnen.

Genau genommen handelt es sich hier allerdings nicht um dieBerech-
nungdieser Fl̈ache, sondern um dieDefinitiondes Fl̈acheninhalts, denn
es gibt schließlicha priori keinen Begriff des Fl̈acheninhalts einer
krummlinig begrenzten Fläche. Die hier geẅahlte Definitionüber eine
Ausscḧopfung mit immer feiner werdenden Rechtecken ist zwar sehr
naẗurlich, aber nicht zwangsläufig. Sie istübrigens weiẗalter als jeder
Begriff eines Integrals oder auch nur Grenzwerts: Bereits vor über zwei
Jahrtausenden, um etwa 370 vor Christus, definierte der griechische Ma-
thematiker EUDOXOS VON CNIDOS (ca. 408–ca. 355), ein Scḧuler und
sp̈aterer Konkurrent PLATOS, Flächeninhalte auf diese Weise; später hat
ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287–212) diese Methode perfektioniert
und angewandt auf Kreise und Parabeln; insbesondere berechnete er
damit seine Abscḧatzung 223/71< π < 22/7 für π, in Dezimalzahlen
ausgedr̈uckt 3,1408 < π < 3,1429, wobei diese Abschätzung aller-
dings nicht auf Rechtecken beruht, sondern auf der Konstruktion des
regelm̈aßigen 96-Ecks.

3) Integration als Durchschnittsbestimmung:Kehren wir wieder zu-
rück zum Eingangsbeispiel eines sich beschleunigenden Fahrzeugs, und
fragen wir uns, wie hoch dieDurchschnittsgeschwindigkeitwar. Bei
endlich vielen Werten ist der Durchschnitt natürlich einfach das arith-
metische Mittel, also z.B.

1
5
·
(
v(0 sec) +v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec)

)

=
1
5
· 42,6m/ sec = 8,52m/ sec ,
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wenn wir die Geschwindigkeiten vomAnfangjedes Sekundenintervalls
nehmen, und

1
5
·
(
v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec) +v(5 sec)

)

=
1
5
· 54,0m/ sec = 10,8m/ sec ,

wenn wir die vom Ende nehmen.

Natürlich läßt sich auch hier die Abtastung immer weiter verfeinern; die
entstehenden Ausdrücke

1
5n

·
5n−1∑

k=0

v

(
k

n
sec

)
und

1
5n

·
5n∑

k=1

v

(
k

n
sec

)

entsprechen bis auf einen Faktor von15 sec genau denen aus Teila),
wo wir den Weg abgeschätzt haben – wie es ja auch in der Tat der
Fall sein muß: Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist schließlich nichts
anderes als der zurückgelegte Weg dividiert durch die zugrundeliegende
Zeitspanne von f̈unf Sekunden.

Trotzdem ist die Interpretation eines Integrals als Durchschnitt gele-
gentlich von unabḧangigem Interesse, da vor allem bei Anwendungen
in der Quantenphysik oft zwar Durchschnitte existieren, aber keine

”
Zähler“ und

”
Nenner“, als deren Quotienten man sie interpretieren

könnte.

b) Integration elementarer Funktionen

Abstrahieren wir vom Beispiel der Wegberechnung anhand einer Ge-
schwindigkeitskurve und betrachten wir das allgemeine Problem, zu
einer gegebenen reellwertigen Funktionf eine neue FunktionF zu
finden derart, daßF ′(x) = f (x) ist.

Da jede konstante Funktion die Ableitung Null hat, ist mitF für jede
reelle Zahlc auchF + c eine solche Funktion; um ein konkretesF
hinzuschreiben, m̈ussen wir also einen Funktionswert vonF festlegen;
der Einfachheit halber sei dies, in Analogie zum obigen Beispiel, der
WertF (0) = 0.

Damit übernimmtf die Rolle der Geschwindigkeitv, dem Weg ent-
spricht die FunktionF , die Variable ist nunx anstelle der Zeitt, und da
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unsF an einer beliebigen Stellex interessiert, nicht nur wie im obigen
Beispiel an der Stelle 5, empfiehlt es sich,n jetzt als Gesamtzahl der In-
tervalle zu nehmen, nicht wie oben als Anzahl der Intervallepro Einheit
(Sekunde). Die L̈ange eines jeden Intervalls wird dann zux/n, und die
Analoga zu obigen Summen sind die Ausdrücke

n−1∑

k=0

f

(
kx

n

)
· x

n
und

n∑

k=1

f

(
kx

n

)
· x

n
,

deren gemeinsamer Grenzwert für immer gr̈oßer werdendesn der
gesuchte WertF (x) sein sollte.

Wir definierendaher (vorl̈aufig)

F (x) =
def

lim
n→∞

n−1∑

k=0

f

(
kx

n

)
· x

n
(∗)

in der Hoffnung, daß dieser Grenzwert existiert und mit dem anderen
übereinstimmt – zumindest in hinreichend vielen interessanten F̈allen.
Betrachten wir einige Beispiele!

1) Die Funktion f (x) = x2: Hier erhalten wir

F (x) =
def

lim
n→∞

n−1∑

k=0

f

(
kx

n

)
· x

n
= lim

n→∞

n−1∑

k=0

(
kx

n

)2

· x

n

= x3 lim
n→∞

1
n3

n−1∑

k=0

k2 .

Wie wir aus denÜbungen wissen (oder noch einmal durch vollständige
Induktion beweisen k̈onnen), ist

n−1∑

k=0

k2 =
n(2n− 1)(n− 1)

6
,

also k̈onnen wir dies vereinfachen zu

F (x) = x3 lim
n→∞

1
n3

· n(2n− 1)(n− 1)
6

= x3 lim
n→∞

n(2n− 1)(n− 1)
6n3

=
x3

6
lim

n→∞

(n

n

)(2n− 1
n

)(
n − 1

n

)
=

x3

6
· 2 =

x3

3
.
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Diese Funktion hat tatsächlich die AbleitungF ′(x) = x2, zumindest in
diesem Beispiel funktioniert also die Definition (∗).

2) Die Exponentialfunktion:Versuchen wir dasselbe nochmal für die
Funktionf (x) = ex. Hier führt (∗) (wieder mit der FestlegungF (0) = 0)
auf den Ansatz

F (x) =
def

lim
n→∞

n−1∑

k=0

f

(
kx

n

)
· x

n
= lim

n→∞

n−1∑

k=0

ekx/n · x

n

= x lim
n→∞

1
n

n−1∑

k=0

(
ex/n

)k

.

Die Summe ganz rechts ist eine geometrische Reihe mitq = ex/n; da wir
uns nur f̈ur Wertex 6= 0 interessieren, k̈onnen wir die Summenformel

n−1∑

k=0

qk =
1− qn

1− q

anwenden und erhalten

F (x) = x lim
n→∞

1
n
·

1−
(
ex/n

)n

1− ex/n
= x lim

n→∞
1
n
· 1− ex

1− ex/n

= x(1− ex) lim
n→∞

1
n

1− ex/n
.

Im Grenzwert ganz rechts gehen für n → ∞ leider sowohl der Z̈ahler
als auch der Nenner gegen Null, wir müssen also die Regel vonDE

L’H ÔPITAL anwenden. Diese gilt zwar nur für Grenzwerte von Werten
stetiger Funktionen, ẅahrend wir hier den Grenzwert einer diskreten
Folge suchen, aber wenn für eine reelle Variableu der Grenzwert

lim
u→∞

1
u

1− ex/u

existiert, konvergiert natürlich auch die Folge der Zahlen
1
n

1− ex/n
für n = 1, 2, 3, . . .

gegen eben diesen Grenzwert.
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NachDE L’H ÔPITAL ist

lim
u→∞

1
u

1− ex/u
= lim

u→∞

−1
u2

−ex/u
(−x

u2

)

= lim
u→∞

−1
xex/u

=
−1
x

.

Eingesetzt in den Ansatz für F (x) führt dies auf

F (x) = x(1− ex) · −1
x

= ex − 1 ,

eine Funktion, deren Ableitung in der Tatex ist.

3) Die Dirichletsche Sprungfunktion:Bevor wir zuüberm̈utig werden,
möchte ich als letztes Beispiel noch eine Funktion betrachten, die sich
im Gegensatz zu Quadrat und Exponentialfunktion alles andere als gut
verḧalt, die DIRICHLETsche Sprungfunktion

f (x) =

{
1 für x ∈ Q

0 für x /∈ Q
.

Mit F (0) =
def

0 ist wieder

F (x) =
def

lim
n→∞

n−1∑

i=0

f

(
kx

n

)
· x

n
.

Dabei ist die Zahlkx/n für k = 0 rational, da Null; f̈ur k 6= 0 ist sie
genau dann rational, wenn auchx rational ist. In diesem Fall ist also
f (kx/n) = 1 für allek, d.h.

F (x) = lim
n→∞

n−1∑

k=0

x

n
= lim

n→∞
n · x

n
= x

für rationalesx. Für irrationalesx dagegen sind allekx/n außer der
Null irrational, also istf (kx/n) = 0 für allek 6= 0. Damit bleibt von der
Summe nur der erste Summand stehen, d.h.

F (x) = lim
n→∞

x

n
= 0 .

Also ist

F (x) =

{
x für x ∈ Q

0 für x /∈ Q
,
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eine offensichtlich nicht differenzierbare Funktion, undwenn F ′(x)
nicht einmal existiert, kann es natürlich auch nicht gleichf (x) sein.

Auch unter dem Gesichtspunkt der Interpretation vonF (x) als Fl̈ache
unterhalb der Kurvey = f (x) ist das Ergebnis unbefriedigend, denn
da f (x) ≥ 0 für alle x, sollte F (x) eine monoton wachsende (oder
zumindest nicht fallende) Funktion vonx sein, wohingegen das gerade
berechneteF bei jeder rationalen Zahl auf Null zurückfällt.

Der Ansatz (∗) hat also auch seine Tücken, und es wird Zeit, diese
heuristische Definition durch eine bessere zu ersetzen.

c) Definition des Riemann-Integrals

Tats̈achlich ist der Ansatz (∗) nicht so schlecht: F̈ur die beiden gutarti-
gen Funktionen und für das Eingangsbeispiel der Streckenbestimmung
führte er schließlich zu vernünftigen Ergebnissen, und wie wir bald se-
hen werden, kann man Integraleüber stetige Funktionenimmer nach
diesem Ansatz bestimmen; zumindest als Veranschaulichungdes In-
tegralbegriffs sollte man ihn daher durchaus im Hinterkopfbehalten.
Problematisch wird er erst bei

”
schlechten“ Funktionen wie der im letz-

ten Beispiel.

1) Warum lohnt sich ein allgemeinerer Ansatz?Dies legt naẗurlich die
Frage nahe, ob man solche

”
schlechten“ Funktionen für Anwendungen

wirklich braucht, und wenn ja, ob man sie so sehr braucht, daßsich der
erhebliche technische Aufwand, den wir in diesem Paragraphen treiben
müssen, lohnt.

Die DIRICHLETsche Sprungfunktion ist ein rein theoretisch konstruiertes
Gegenbeispiel, das wohl keinerlei praktische Anwendung haben d̈urfte.
Eine ihrer charakteristischen Eigenschaften taucht allerdings auch bei
praktisch relevanten Funktionen auf: Plötzliche Spr̈unge k̈onnen bei
den wenigsten Anwendungen ausgeschlossen werden; im Gegensatz zu
DIRICHLETs Beispiel ist dort allerdings die Menge der Sprungstellen
diskret.

Wirklich kompliziert wird die Situation beispielsweise bei der mathe-
matischen Modellierung von B̈orsenkurses oder auch des Rauschens
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in einer elektronischen Schaltung, wo Sprünge mit Hilfe von Zufall-
sprozessen beschrieben werden. Für solche Anwendungen wird der in
diesem Paragraphen definierte Integralbegriff nicht ausreichen; er ist
aber eine unabdingbare Voraussetzung, um die dort benötigten Tech-
niken zu verstehen.

Obwohl wir im folgenden fast jeden der wichtigeren Sätze aus der
bisherigen Vorlesung noch einmal in die Erinnerung zurückrufen und
anwenden m̈ussen, ist die nun folgende Konstruktion also kein Luxus,
sondern zumindest langfristig notwendig auch für praktische Anwen-
dungen.

2) Wo sollte der bisherige Ansatz modifiziert werden?Ein Punkt, bei
dem der bisherige Ansatz nur aufgrund der Einfachheit der betrachte-
ten Beispiele so erfolgreich war, ist dieAbscḧatzungdes Grenzwerts
durch die endlichen Approximationen. Beim Beispiel der Geschwindig-
keit eines beschleunigenden Fahrzeugs war das problemlos,denn die
Geschwindigkeit war eine monoton wachsende Funktion, die für jedes
Teilintervall am linken Ende ihr Minimum und am rechten ihr Maximum
annimmt.

Auch f (x) = x2 ist für x ≥ 0 monoton wachsend,f (x) = ex sogar f̈ur
alle x ∈ R, so daß wir auch hier leicht untere und obere Schranken für
F (x) berechnen k̈onnen.

Für nichtmonotone Funktionen dagegen ist die Situation völlig anders:
Betrachten wir als Beispiel etwa die Sinuslinie zwischen Null undπ mit
einer Ann̈aherung der Fläche durch sechs Rechtecke.

In beiden Abbildungen sind diese Rechtecke eingezeichnet,einmal be-
zogen auf den Funktionswert am linken Ende des Teilintervalls und ein-
mal bezogen auf den am rechten. Wie man sieht, liegen die Rechtecke
exakt spiegelsymmetrisch zueinander und haben damit insbesondere die
gleiche Summe der Flächeninhalte, n̈amlich jeweils ungef̈ahr 1,954. Die
Fläche unter der Sinuslinie zwischen Null undπ ist allerdings, wie wir
bald sehen werden,

− cosπ − (− cos 0) =−(−1)− (−1) = 1 + 1 = 2 .

Wenn man ein (jedem Wissenschaftler zu empfehlendes) gesundes Miß-
trauen gegen Computer und Taschenrechner mitbringt, könnte man ver-



 Analysis I HWS2014

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sinuslinie mit sechs Rechtecken zum jeweils linken Funktionswert

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sinuslinie mit sechs Rechtecken zum jeweils rechten Funktionswert

sucht sein, den Wert 1,954 als eine
”
Taschenrechnerzwei“ zu inter-

pretieren; da aber die Sinuswerte an den Stellen 0, π
6 , π

3 , π
2 , 4π

3 , 5π
6 und 1

wohlbekannt sind (im Winkelmaß ausgedrückt sind diese Stellen gera-
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de die Vielfachen von 30◦), kann man die Summe der Rechteckflächen
exakt berechnen mit dem Ergebnis

π

6
(2 +

√
3) ,

das schon wegen der Transzendenz vonπ nicht gleich zwei sein kann.
Somit haben wir definitiv keine obere Schranke für den korrekten Wert,
und zumindesta priori haben wir auch keine untere, denn daß die
Summe der Rechteckflächen kleiner ist als die Fläche unter der Kurve
folgte je erst nachtr̈aglich durch Vergleich der beiden Werte.

Um wirklich eine untere Schranke für die Fl̈ache zu bekommen, m̈ußte
man hier im Beispiel f̈ur die ersten drei Rechtecke den Funktionswert am
linken Ende des Teilintervalls nehmen und für die letzten drei den vom
rechten; f̈ur eine obere Schranke müßte man genau umgekehrt vorgehen.

Für eine beliebige Funktion gibt es aber offensichtlich keinen Grund,
warum das Minimum oder Maximum̈uberhaupt an einem Intervallende
angenommen werden sollte; für einen m̈oglichst allgemeinen Integral-
begriff sollte man also auch Punkte im Intervallinnern zur Ermittlung
der Höhe des Rechtecks heranziehen: Anstelle der bislang betrachteten
Unterteilung

a < a+δ < a+2δ < · · · < a+(n−1)δ < a+nδ = b mit δ =
b − a

n
sollte also eine beliebige Unterteilung

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

treten.

3) Anwendung des Mittelwertsatzes:Einen weiteren Grund dafür liefert
uns ein alter Bekannter aus Kapitel 3, derMittelwertsatz der Differen-
tialrechnung:Ist F stetig in einem Intervall [u, v] und differenzierbar
in (u, v), so gibt es einen Punktξ ∈ (u, v), so daß

F ′(ξ) =
f (v) − f (u)

v − u
ist.

Wir suchen zu einer gegebenen Funktionf eine differenzierbare Funk-
tion F mit F ′ = f . Falls wir annehmen, daß wir diese Funktion schon
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hätten,so wäreF ′ = f , und nach dem Mittelwertsatz gäbe es in jedem
Intervall (xi, xi+1) ein Elementξi, so daß

F (xi+1) − F (xi)
xi+1 − xi

= F ′(ξi) = f (ξi)

wäre, d.h.

F (xi+1) = F (xi) + f (ξi)(xi+1 − xi) .

Rekursiv folgt, daß

F (x) = F (xn) = F (xn−1) + f (ξn−1)(xn − xn−1)

= F (xn−2) + f (ξn−1)(xn−1 − xn−2) + f (ξn−1)(xn − xn−1)

=
...

= F (x0) +
n−1∑

i=0

f (ξi)(xi+1 − xi) .

Damit ist also die Fl̈ache unter der Kurvey = f (x) exaktgleich der
Gesamtfl̈ache endlich vieler geeignet gewählter Rechtecke; die Abbil-
dung unten veranschaulicht dies anhand der ganz zu Beginn betrachteten
Geschwindigkeitsfunktion. Hier ist nicht nur die Fläche unter der Kurve
exakt gleich der Fl̈ache der f̈unf Rechtecke, sondern auch die Fläche ei-
nes jeden Rechtecks gleich der Fläche zwischen Kurve und Grundlinie
des Rechtecks, wir kommen also mit endlich vielen Rechtecken aus und
brauchen nicht einmal einen Grenzwert zu berechnen.

Der Haken bei der Sache ist natürlich, daß wir die
”
geeignet geẅahlten“

Rechtecke nicht kennen: Im obigen Ausdruck ist alles bekannt außer
den Wertenξi, an denen die Funktionf ausgewertet wird.

Die Idee zur Definition des RIEMANN-Integrals ist nun, daß man einfach
beliebigeξi zwischenxi undxi+1 wählt in der Hoffnung, daß bei immer
kleiner werdendem Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgendenxi

der Grenzwert nicht mehr von der Wahl derξi abḧangt.

Diese Hoffnung hat natürlich nur eine Chance auf Erfüllung, wenn die
Funktionf hinreichend stetig ist; ansonsten können sich die Werte vonf
an zwei beliebig nahe beieinanderliegendenStellen immer noch beliebig

Kap. 4: Integralrechnung 
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Die Fläche unter der Kurve ist gleich der Fläche der fünf Rechtecke

stark unterscheiden, indem sie beispielsweise wie oben davon abḧangen,
ob ξi rational ist oder nicht.

4) Gleichm̈aßige Stetigkeit:Die Stetigkeit allein reicht allerdings immer
noch nicht ganz aus:

Erinnern wir uns:f heißtstetigauf einer TeilmengeD ⊆ R, wenn es
zu jedemε > 0 und zu jedemx ∈ (a, b) ein δ > 0 gibt, so daß gilt: Ist
y ∈ D und|y − x| < δ, so folgt, daß|f (y) − f (x)| < ε ist.

Wir möchten mehr: Wir wollen, daß sich injedemRechteck der Wert
vonf (ξ) höchstens umε > 0 ändert, falls nur die Breite des Rechtecks
unter einer gewissen Schranke liegt, d.h. wir möchten, daßδ nicht vonx
abḧangt

Dies führt auf folgende Verscḧarfung des Stetigkeitsbegriffs:

Definition: D ⊆ R sei eine Teilmenge vonR und f : D → R eine
Funktion.f heißtgleichm̈aßig stetigin D, wenn es zu jedemε > 0 ein
δ > 0 gibt, so daß f̈ur allex, y ∈ D gilt:

|y − x| < δ =⇒ |f (y) − f (x)| < ε .
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Um zu sehen, daß dies mehr ist als die bloße Stetigkeit, betrachten wir
die Funktionf (x) = 1/x. Diese Funktion ist stetig auf der Menge aller
positiver reeller Zahlen, denn für 0 < δ < x undε > 0 ist

∣∣∣∣
1

x ± δ
− 1

x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∓δ

x(x ± δ)

∣∣∣∣ =
δ

x(x ± δ)
< ε

⇔ δ < (x2 ± xδ)ε ⇔ δ ∓ xδε < x2ε ⇔ δ <
x2ε

1∓ xε
.

Der Ausdruck ganz rechts ist offensichtlich kleiner, wenn im Nenner
das Pluszeichen steht, also gilt: Für gegebenesx > 0 undε > 0 gilt für
jede positive reelle Zahly

|y − x| < δ =
def

x2ε

1 +xε
⇒
∣∣∣∣
1
y
− 1

x

∣∣∣∣ < ε .

Damit ist die Stetigkeit der Funktion bewiesen. Sie ist abernicht gleich-
mäßig stetig, denn es gibt aber kein vonx unabḧangigesδ > 0 mit
dieser Eigenschaft: Der angegebene Ausdruck für das gr̈oßtm̈oglicheδ
geht wegen des Faktorsx2 im Zähler f̈ur x → 0 selbst gegen Null, fällt
also unter jede vorgegebene positive Schranke. Die nächste Abbildung
zeigtδ in Abhängigkeit vonx für den speziellen Wertε = 1

10.
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In einem abgeschlossenen Intervall sollte so etwas nicht möglich sein,
und in der Tat gilt der (durchaus nichttriviale)

Satz: f : [a, b] → R sei eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] mit a, b ∈ R. Dann istf auf [a, b] gleichmäßig stetig.

DerBeweisist technisch und indirekt:

Angenommen,f wärenicht gleichm̈aßig stetig. Dann g̈abe es f̈ur min-
destens einε > 0 zu jedemδ > 0 Punktex, y ∈ [a, b], so daß
|y − x| < δ, aber|f (y) − f (x)| ≥ ε wäre.

Aufgrund der Annahme, der Satz sei falsch, können wir ein solchesε
fixieren und betrachten die speziellen Werteδ = 1

n : Nach dem gerade
gesagten gibt es dazu Punktexn, yn ∈ [a, b], so daß|yn − xn| < 1

n ,
aber|f (yn) − f (xn)| ≥ ε ist.

Nun kommt der nichttriviale Teil: Wir ben̈otigen aus Kapitel 2 den

Satz von Bolzano-Weierstraß:Jede Folge (xn) von Punkten aus dem
abgeschlossenen Intervall [a, b] hat (mindestens) eine konvergente Teil-
folgexnν

.

Insbesondere muß also die hier betrachtete Folge (xn) eine konvergente
Teilfolge

(
xnν

)
ν∈N

haben; deren Grenzwert seic ∈ [a, b].

Da
∣∣xnν

− ynν

∣∣ < 1/nν ist, muß dann auch die Folge derynν

gegenc
konvergieren, und daf nach Voraussetzung eine stetige Funktion ist,
gilt

lim
ν→∞

f (xnν

) = lim
ν→∞

f (ynν

) = f (c) .

Andererseits ist aber für jedesν nach Konstruktion der Folgen (xn)
und (yn) der Abstand zwischenf (xnν

) undf (ynν

) größer oder gleich
der festgeẅahlten Zahlε, so daß die beiden Folgen unmöglich denselben
Grenzwert haben k̈onnen.

Mithin f ührt die Annahme,f sei nicht gleichm̈aßig stetig, auf einen
Widerspruch, und damit ist der Satz bewiesen.

5) Definition einer Approximation f̈ur das Integral: Nach diesen Vor-
arbeiten k̈onnen wir ernsthaft darangehen, das Integral einer Funktion
zu definieren. Es gibt in der Mathematik verschiedene Integralbegriffe;
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für uns reicht die Definition des uns bereits aus Kapitel 2,§6 bekannten
deutschen Mathematikers BERNHARD RIEMANN , das inzwischen nach
ihm benannte RIEMANN-Integral.

Wir gehen aus von einer Funktionf : [a, b] → R auf einem abgeschlos-
senen Intervall [a, b]; gesucht ist eine FunktionF : [a, b] → R, für die
(idealerweise)F ′(x) = f (x) sein sollte f̈ur allex aus dem offenen Inter-
vall (a, b).

Wir wählen eine Unterteilung

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = x

des Intervalls vona bis x. Da wir im folgenden viel mit dieser Un-
terteilung rechnen werden, führen wir die Abk̈urzung

x = (x0, x1, . . . , xn)

dafür ein und verabreden, daß diexi immer, wenn vonx die Rede ist,
die obigen Gleichungen und Ungleichungen erfüllen sollen, daß sie also
tats̈achlich eine Unterteilung von [a, x] definieren.

Falls die gesuchte differenzierbare FunktionF : [a, b] → R existiert,
sagt uns – wie wir in Teilc) gesehen haben – der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, daß für geeignete Elementeξi mit

a = x0 < ξ0 < x1 < ξ1 < x2 < · · · < ξn−2 < xn−1 < ξn−1 < xn = x

folgt

F (x) = F (a) +
n−1∑

i=0

f (ξi)(xi+1 − xi) .

Natürlich kennen wir die Zahlenξi nicht – selbst wenn wir wissen,
daßF und damit dieξi überhaupt existieren. Deshalb betrachten wir
einfachbeliebigeZahlenξi mit

a = x0 < ξ0 < x1 < ξ1 < x2 < · · · < ξn−2 < xn−1 < ξn−1 < xn = x

und führen auch hier wieder die Abkürzung

ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn−1)

ein mit der Verabredung, daß immer, wenn einξ in Zusammenhang mit

Kap. 4: Integralrechnung 

einemx auftritt, diese Ungleichungen erfüllt sein sollen.

x0
‖
a

ξ0 x1 ξ1 x2 ξ2 x3 ξ3 x4 ξ4 x5
‖
x

Definition: Die RIEMANNsche Summe zu einem Paar (x, ξ) ist

I(x, ξ) =
n−1∑

i=0

f (ξi)(xi+1 − xi) .

Das RIEMANN-Integral soll der Grenzwert einer Folge RIEMANNscher
Summen sein, wobei die Unterteilungenx immer feiner werden. Dieses

”
Feinerwerden“ m̈ussen wir naẗurlich auch noch erklären: Seienx undy

zwei Unterteilungen des Intervalls [a, x]; konkret sei

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = x

und
a = y0 < y1 < · · · < ym−1 < ym = x .

Dann heißty eineVerfeinerungvonx, wenn jedes Teilintervall (yi, yi+1)
vony ganz in einem der Teilintervalle (xj , xj+1) vonx liegt; y entsteht
also ausx, indem einige der Intervalle vonx noch weiter unterteilt
werden. Insbesondere muß dannm ≥ n sein.

Nun betrachten wir eine Folge (x(ν)) von Unterteilungen derart, daß

• x(ν+1) stets eine Verfeinerung vonx(ν) ist und

• die maximale L̈ange der Teilintervalle vonx(ν) mit wachsendemν
gegen Null geht, d.h.

lim
ν→∞

nν−1
max
i=0

(x(ν)
i+1 − x(ν)

i ) = 0 .

Zu jeder Unterteilungx(ν) wählen wir willkürlich eine (im Sinne obiger
Konvention dazu passende) Folgeξ(ν) von Zwischenpunkten und fragen
nach Existenz und gegebenenfalls Wert des Grenzwerts

lim
ν→∞

I(x(ν), ξ(ν)) .
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Dieser Grenzwert muß natürlich im allgemeinen nicht existieren, und
wenn er existiert, kann er von der Wahl der Zwischenpunkteξ(ν)

i und
von der Wahl einer Folge (x(ν)) von Unterteilungen abḧangen. Wenn er
unabḧangig von all diesen Wahlen existiert und immer denselben Wert
hat, bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert als das RIEMANN-Integral
vonf zwischena undx, in Zeichen

x∫

a

f (ξ) dξ = lim
ν→∞

I(x(ν), ξ(ν)) .

Falls dieses Integral für jedesx ∈ [a, b] existiert, sagen wir,f sei
RIEMANN-integrierbarauf [a, b].

ξ heißtIntegrationsvariableundübernimmt die Rolle des Summations-
index in einer Summe: Genau wie beispielsweise

n−1∑

i=0

i2 =
n−1∑

j=0

j2 =
n−1∑

k=0

k2 =
n(2n− 1)(n− 1)

6

davon unabḧangig ist, ob der Summationsindexi, j oderk heißt, ist auch
x∫

a

f (ξ) dξ =

x∫

a

f (u) du =

x∫

a

f (t) dt

unabḧangig davon, wie die Integrationsvariable bezeichnet wird.

6) Existenz des Riemann-Integrals für stetige Funktionen: Damit
haben wir das RIEMANN-Integral definiert; wir wissen allerdings bis-
her für keine einzige Funktion, daß es existiert. In diesem Abschnitt
wollen wir unsüberlegen, daß es zumindest für stetigeFunktionen im-
mer existiert:

Satz: Jede stetige Funktionf : [a, b] → R ist RIEMANN-integrierbar
auf [a, b].

ZumBeweismüssen wir zeigen, daß das RIEMANN-Integral
x∫

a

f (ξ) dξ

für jedesx ∈ [a, b] existiert.

Kap. 4: Integralrechnung 

Dazu fixieren wir ein beliebig vorgegebenesx ∈ [a, b] und betrachten
Folgen (x(ν)) von immer feiner werdenden Unterteilungen des Inter-
valls [a, x] sowie entsprechende Folgen (ξ(ν)) von Zwischenwerten und

die Grenzwerte der RIEMANN-SummenI(x(ν), ξ(ν)).

1. Schritt: Für eine feste Folge (x(ν)) von Unterteilungen existiert der
Grenzwert und ist unabhängig von der Wahl der Zwischenwerteξ(ν)

i :

Um das einzusehen, betrachten wir für jede Unterteilungx(ν) die RIE-
MANNschen Obersummen und Untersummen: Daf nach Voraussetzung
stetig ist, nimmt es in jedem abgeschlossenen Intervall sowohl sein Ma-
ximum als auch sein Minimum an; insbesondere werden also im Intervall
[x(ν)

i , x(ν)
i+1] ein MaximumM (ν)

i und ein Minimumm(ν)
i angenommen.

Damit gilt unabḧangig von der Wahl des Zwischenwertsξ(ν)
i

m(ν)
i ≤ f (ξ(ν)

i ) ≤ M (ν)
i .

Nach Definition ist

I(x(ν), ξ(ν)) =
nν−1∑

i=0

f (ξ(ν)
i )
(
x(ν)

i+1 − x(ν)
i

)
;

ersetzen wir hierinξ(ν)
i jeweils durchm(ν)

i , so erhalten wir eine untere
Abscḧatzung

s(ν) =
def

nν−1∑

i=0

m(ν)
i

(
x(ν)

i+1 − x(ν)
i

)

für I(x(ν), ξ(ν)); diese bezeichnen wir als RIEMANNsche Untersumme

der Unterteilungx(ν). Entsprechend liefert die Ersetzung durchM (ν)
i

eine obere Abscḧatzung

S(ν) =
def

nν−1∑

i=0

M (ν)
i

(
x(ν)

i+1 − x(ν)
i

)

für I(x(ν), ξ(ν)), die RIEMANNsche Obersummeder Unterteilungx(ν).

Unabḧangig von der Wahl der Zwischenwerteξ(ν)
i gilt somit

s(ν) ≤ I(x(ν), ξ(ν)) ≤ S(ν) ,

ein Zusammenhang, der unten noch einmal graphisch dargestellt ist: Die
RIEMANNsche Untersumme ist gleich der Fläche der durchgezogenen
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Rechtecke, f̈ur die Obersumme kommt noch der gestrichelte Anteil dazu,
und für die RIEMANNsche SummeI(x(ν), ξ(ν)) muß man bis zu den

punktierten Linien gehen. Die Werteξ(ν)
i sind auf derx-Achse durch

kleine Kreise gekennzeichnet, ebenso die Punkte
(
ξ(ν)
i , f (ξ(ν)

i )
)

auf der
Kurve.
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Riemannsche Summen, Obersummen und Untersummen

Wenn wir jetzt noch zeigen k̈onnen, daß die Folge ders(ν) und die
der S(ν) beide gegen denselben Grenzwert konvergieren, muß wegen
der Einschließung

s(ν) ≤ I(x(ν), ξ(ν)) ≤ S(ν)

auchI(x(ν), ξ(ν)) gegen diesen Grenzwert konvergieren, und die Be-
hauptung im ersten Schritt ist bewiesen.

Vergleichenwir dazu zun̈achst die Untersummens(ν) unds(ν+1): Die Un-
terteilungx(ν+1) entsteht ausx(ν) dadurch, daß einige der Intervalle wei-
ter unterteilt werden. Ist aber (x(ν+1)

i , x(ν+1)
i+1 ) Teilintervall von (x(ν)

j , x(ν)
j+1),

so kann das Minimum im Teilintervall natürlich nicht kleiner sein als
im größeren Intervall, d.h.s(ν+1) ≥ s(ν). Somit ist die Folge ders(ν)

monoton wachsend.
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Genauso folgt, daß die Folge derS(ν) monoton fallend ist, und da stets
s(ν) ≤ S(ν) ist, folgt weiter, daß

s(1) ≤ s(2) ≤ s(3) ≤ · · · ≤ S(3) ≤ S(2) ≤ S(1) .

Insbesondere ist alsoS(1) eine obere Schranke für die Folge ders(ν) und
s(1) eine untere Schranke für die Folge derS(ν).

Damit ist also die Folge (s(ν)) monoton wachsend und nach oben
beschr̈ankt, ẅahrend (S(ν)) monoton fallend und nach unten beschränkt
ist. Da wir aus Kapitel 2 wissen, daß jede monotone und beschränkte
Folge reeller Zahlen konvergent ist, folgt daraus die Konvergenz beider
Folgen.

Nun fehlt nur noch, daß beide denselben Grenzwert haben.

Dazu betrachten wir die Differenzen

S(ν) − s(ν) =
nν−1∑

i=0

M (ν)
i (x(ν)

i+1 − x(ν)
i ) −

nν−1∑

i=0

m(ν)
i (x(ν)

i+1 − x(ν)
i )

=
nν−1∑

i=0

(M (ν)
i − m(ν)

i )(x(ν)
i+1 − x(ν)

i ) .

Mit
∆

(ν) =
def

max
i

(
M (ν)

i − m(ν)
i

)

ist also

S(ν) − s(ν) ≤
nν−1∑

i=0

∆
(ν)(x(ν)

i+1 − x(ν)
i ) = ∆

(ν)
nν−1∑

i=0

(x(ν)
i+1 − x(ν)

i )

= ∆
(ν)(x(ν)

n − x(ν)
0 ) = ∆

(ν)(x − a) ,

und das ist eine Nullfolge, falls wir zeigen können, daß die Folge der∆
(ν)

eine ist.

Hier kommt nun die in Abschnittc) eingef̈uhrte gleichm̈aßige Stetigkeit
von f zum Tragen: Danach gibt es zu jedemε > 0 ein δ > 0, so
daß f̈ur alle Punkteξ1, ξ2 ∈ [a, b] gilt: Ist |ξ1 − ξ2| < δ, so folgt
|f (ξ1) − f (ξ2)| < ε.

Ist dabei f̈ur eine Unterteilungx(ν) jede der Differenzenx(ν)
i+1 − x(ν)

i

kleiner alsδ, so ist auchM (ν)
i − m(ν)

i < ε, denn sowohlM (ν)
i als
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auchm(ν)
i sind Funktionswerte, die irgendwo im Intervall [x(ν)

i , x(ν)
i+1]

angenommen werden.

Nun haben wir aber vorausgesetzt, daß die Unterteilungenx(ν) immer
feiner werden, d.h. zu jedemδ > 0 gibt es in der Tat einν0, so daß
x(ν)

i+1 − x(ν)
i < δ für alleν > ν0 und allei. Somit sind f̈ur ν > ν0 alle

DifferenzenM (ν)
i − m(ν)

i kleiner alsε, und damit ist auch∆(ν) < ε für
ν > ν0. Also sind sowohl (∆(ν)) als auchS(ν) − s(ν) Nullfolgen, d.h.

lim
ν→∞

s(ν) = lim
ν→∞

S(ν) .

Wie schon erẅahnt, folgt daraus aufgrund der Einschließung

s(ν) ≤ I(x(ν), ξ(ν)) ≤ S(ν) ,

auch die Gleichung

lim
ν→∞

S(ν) = lim
ν→∞

I(x(ν), ξ(ν)) = lim
ν→∞

S(ν) .

Da die linke und die rechte Seite obiger Ungleichung nicht von denξ(ν)
i

abḧangen, ist auch limI(x(ν), ξ(ν)) davon unabḧangig, und damit ist der
erste Schritt des Beweises beendet.

Der zweite ist zum Gl̈uck erheblich einfacher:

2. Schritt: lim
ν→∞

I(x(ν), ξ(ν)) ist auch unabḧangig von der Folge (x(ν)):

Betrachten wir zwei Folgen (x(ν)) und (y(ν)) von Unterteilungen. F̈ur je-
den Indexν könnenwir zu den Unterteilungenx(ν) undy(ν) eine gemein-
same Verfeinerungz(ν) konstruieren, indem wir einfach die sämtlichen
Zahlenx(ν)

i undy(ν)
j der Gr̈oße nach ordnen alsz(ν)

0 = a, . . . , z(ν)
r = x.

Wie oben seiens(ν) undS(ν) die RIEMANNsche Unter- und Obersumme
zur Unterteilungx(ν); entsprechend seieñs(ν) und S̃(ν) die zur Un-
terteilungz(ν). Da z(ν) eine Verfeinerung vonx(ν) ist, wissen wir aus
dem ersten Schritt, daß

s(ν) ≤ s̃(ν) ≤ S̃(ν) ≤ S(ν)

ist; da die Folgen (s(ν)) und (S(ν)) denselben Grenzwert haben, müssen
auch (̃s(ν)) und (S̃(ν)) gegen diesen Wert konvergieren und damit auch

die Folge derI(z(ν), ξ̃
(ν)

), wobei (̃ξ
(ν)

) irgendeine Folge von Zwischen-
werten bezeichnet; wie wir bereits aus dem ersten Schritt wissen, ḧangt
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x(2)
0

‖

a

x(2)
1 x(2)

2 x(2)
3 x(2)

4

‖

b+
y(2)

0

‖

a

y(2)
1 y(2)

2 y(2)
3

‖

b=
z(2)

0

‖

a

z(2)
1 z(2)

2 z(2)
3 z(2)

4 z(2)
5 z(2)

6

‖

b

der Grenzwert nicht davon ab. Also ist

lim
ν→∞

I(x(ν), ξ(ν)) = lim
ν→∞

I(z(ν), ξ̃
(ν)

) .

Genauso folgt, daß auch

lim
ν→∞

I(y(ν), ξ̄
(ν)

) = lim
ν→∞

I(z(ν), ξ̃
(ν)

) ,

wobei (̄ξ
(ν)

) die Folge der Zwischenwerte zuy(ν) bezeichnet, und dies
zeigt schließlich die Behauptung

lim
ν→∞

I(x(ν), ξ(ν)) = lim
ν→∞

I(y(ν), ξ̄
(ν)

) .

Damit ist der Satz vollständig bewiesen.

7) Sẗuckweise stetige Funktionen:Gelegentlich m̈ochte man die Be-
dingung der Stetigkeit wenigstens ein bißchen lockern, um beispiels-
weise auch einen Funktionen mit gelegentlichen Sprüngen behandeln zu
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können.Die Existenz des RIEMANN-Integral wird durch solche kleineren
Abweichungen nicht beeinträchtigt:

Definition: Eine Funktionf : [a, b] → R heißtstückweise stetig,wenn
es eine Unterteilung

a = a0 < a1 < · · · < ar−1 < ar = b

des Intervalls [a, b] gibt, so daßf auf jedem der offenen Inter-
valle (ai, ai+1) stetig ist.

f ist also überall stetig außer eventuell in endlich vielen Punkten
a0, . . . , ar. Der Wert in diesen Punkten kann, aber muß nicht mit dem
linksseitigen oder rechtsseitigen Grenzwert der Funktionübereinstim-
men; beispielsweise definiert man Rechteckimpulse gelegentlich auch
durch die Funktion

f (x) =

{ 1 falls 2n − 1 < x < 2n für einn ∈ Z

0 fallsx ∈ Z

−1 falls 2n < x < 2n + 1 für einn ∈ Z

.

Satz: Eine sẗuckweise stetige Funktionf : [a, b] → R ist RIEMANN-
integrierbar.

Beweis:f sei stetig in den offenen Intervallen (ai, ai+1) mit

a = a0 < a1 < · · · < ar−1 < ar = b .

Wiederholt man den Beweis des entsprechenden Satzes für Funktio-
nen, die auf ganz [a, b] stetig sind, so funktioniert fast alles problemlos
auch f̈ur f . Schwierigkeiten gibt es nur mit den Intervallen einer Un-
terteilungx, die einen der Punkteai enthalten. In diesen Intervallen
ist f nicht notwendigerweise stetig, so daß die Differenz zwischen dem
Supremum und dem Infimum vonf dort nicht mit Verkleinerung des
Intervalls gegen Null gehen muß, sondern auch gegen einen von Null
verschiedenen Wert, nämlich die

”
Sprungḧohe“ bei ai, konvergieren

kann.

Nun gibt es aber in jeder Unterteilung nur endlich viele Intervalle, die
ein ai enthalten, und auch die Sprunghöhen sind begrenzt; gehen also
alle Intervall̈angen gegen Null, so geht auch wie im Beweis des Satzes
die Differenz zwischen RIEMANNschen Ober- und Untersummen gegen
Null.
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8) Noch einmal die Dirichletsche Sprungfunktion:In Abschnittb3)
waren wir nicht zufrieden mit dem Verhalten des dort heuristisch
eingef̈uhrten Integrals f̈ur die DIRICHLETsche Sprungfunktion; schauen
wir, was das nun eingeführte RIEMANN-Integral daraus macht. Sei also

f (x) =

{
1 für x ∈ Q

0 für x /∈ Q
;

wir interessieren uns für
1∫

0
f (x) dx.

Dazu seix eine Unterteilung des Intervalls [0, 1]. Unabḧangig von der
Wahl dieser Unterteilung k̈onnen wir stets eine Folgeξ von rationalen

Zwischenwerten finden, aber auch eine Folgeξ̃ von irrationalen. Dann
ist, unabḧangig von der Unterteilungx,

I(x, ξ) =
n−1∑

i=0

f (ξi)(xi+1 − xi) =
n−1∑

i=0

(xi+1 − xi) = 1− 0 = 1

und

I(x, ξ̃) =
n−1∑

i=0

f (ξ̃i)(xi+1 − xi) = 0 .

Damit kann kein gemeinsamer Grenzwert existieren, und somit ist die
DIRICHLETsche Sprungfunktion nicht RIEMANN-integrierbar – ein sehr
viel überzeugenderes Ergebnis als das aus Abschnittb3).

9) Ausblick: Das Lebesgue-Integral:Wir könnten allerdings auch ar-
gumentieren, daß es

”
nur“ abz̈ahlbar unendlich viele rationale Zahlen,

aberüberabz̈ahlbar viele irrationale zwischen null und eins gibt; da-
her sollten letztere das Geschehen dominieren, und

∫ 1
0 f (x) dx sollte

verschwinden.

In der Tat kann man eine Verallgemeinerung des RIEMANN-Integrals
definieren, das LEBESGUE-Integral, das f̈ur sẗuckweise stetige Funk-
tionen mit dem RIEMANN-Integralübereinstimmt und f̈ur die DIRICH-
LETsche Sprungfunktionden Wert Null liefert. Dazu geht man nach dem
franz̈osischen Mathematiker HENRI LÉON LEBESGUE(1875-1941) bei
den Unter- und Obersummen nicht wie bei RIEMANN vonendlichvielen
Rechtecken aus, sondern vonabz̈ahlbar unendlichvielen. (Wie man dies
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im einzelnen macht, braucht uns hier nicht zu interessieren; wir werden
uns in diesem Kapitel auf das RIEMANN-Integral beschr̈anken.) Dieses
LEBESGUE-Integral existiertfast immer: Man kann zwar dieExistenz
von Funktionen, f̈ur die es nicht existiert,beweisen,explizite Beispiele
solcher Funktionen sind aber nicht bekannt.

10) Anwendung auf Fl̈acheninhalte:Nachdem wir nun mit einen ex-
akten Integralbegriff haben, bietet sich an, Flächenüber dieses Integral
zudefinieren:

Definition: Ist f : [a, b] → R eine nichtnegative Funktion, so bezeich-
nen wir die Zahl

b∫

a

f (x) dx

alsFlächezwischen der Kurvey = f (x) und derx-Achse zwischen den
Geradenx = a undx = b.

Was passiert, wennf auch negative Werte annimmt? Für f (x) = x etwa

ist
1∫

−1
f (x) dx = 0, wie man sich leichẗuberlegt anhand von Unterteilun-

gen, die symmetrisch zur Null liegen. Auch dies läßt sich als Aussage
über Fl̈acheninhalte interpretieren – wenn man davon ausgeht, daß die
Formel

Fläche= Länge× Breite

für die Rechteckfl̈ache auch beinegativerLänge und/oder Breite gelten
soll. Da Integrale nicht nur zur Flächenbestimmung, sondern auch etwa
zur Bestimmung der Ladung in einem Kondensator verwendet werden,
ist dies die Interpretation, die man in der Mathematik in denmeisten
Fällen vorzieht; f̈ur die klassische Fläche im Sinne des Tapezierens muß
man mit

b∫

a

|f (x)| dx

arbeiten.

Kap. 4: Integralrechnung 

Im Sinne dieser negativen Längen und Breiten ist es auch sinnvoll,
Integrale f̈ur b < a zu definieren durch

b∫

a

f (x) dx =
def

−
a∫

b

f (x) dx .

Insbesondere ist dann natürlich
a∫

a

f (x) dx = 0.

§2: Wichtige Eigenschaften des Integrals

a) Erste Integrationsregeln

Das RIEMANN-Integral stellt die heuristischen̈Uberlegungen vom Be-
ginn dieses Kapitels insofern auf eine exaktere mathematische Grund-
lage, als wir nun einen Integralbegriff haben, der auch bei extrem
ungeẅohnlichen Funktionen wie der DIRICHLETschen Sprungfunk-
tion keine unerwarteten Ergebnisse liefert. Was allerdings den Aus-
gangspunkt betrifft, die Umkehrung der Differentiation, wissen wirüber
das neue Integral noch gar nichts, und auch sonst kennen wir noch nicht
viele Regeln̈uber den Umgang damit und insbesondere auchüber seine
Berechnungohnedie umsẗandlichen und sehr langsam konvergierenden
RIEMANN-Summen.

In diesem Abschnitt sollen die ersten (und einfachsten) solchen Regeln
zusammengestellt werden; danach erweitern wir zunächst unser In-
strumentarium, um dann damit auch kompliziertere und interessantere
Regeln zu beweisen.

1) Monotonieregel:Eine der einfachsten, aber trotzdem oft nützlichen
Regeln f̈ur den Umgang mit Integralen̈ubersetzt Gr̈oßerbeziehungen
zwischen Integranden in Größenbeziehungen zwischen Integralen:

Satz: f und g seien sẗuckweise stetige Funktionen auf dem Inter-
vall [a, b], und für allex ∈ [a, b] seif (x) ≤ g(x). Dann ist auch

b∫

a

f (x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx .
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Insbesondere ist ∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f (x)| dx

Beweis:Wir betrachten eine Unterteilungx des Intervalls [a, b] und
eine dazu kompatible Sequenzξ von Zwischenwerten;I(x, ξ) sei die
zugeḧorige RIEMANN-Summe f̈ur f und J(x, ξ) die für g. Da für je-
desξi nach Voraussetzungf (ξi) ≤ g(ξi) ist, folgt unmittelbar aus der
Definition der RIEMANN-Summen, daßI(x, ξ) ≤ J(x, ξ) ist. Da sich
eine solche Kleinergleichbeziehung auch auf Grenzwerteübertr̈agt, ist
daher

b∫

a

f (x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx ,

wie behauptet.

Insbesondere k̈onnen wir dies auch anwenden auf die Ungleichungskette

− |f (x)| ≤ f (x) ≤ |f (x)|
und erhalten

−
b∫

a

|f (x)| dx ≤

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f (x)| dx ,

d.h. ∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f (x)| dx .

2) Linearität und Zusammensetzung:Genauso einfach ist die Lineari-
tätsregel:

Satz: Für zwei sẗuckweise stetige Funktionenf, g: [a, b] → R und zwei
reelle Zahlenα, β ist

b∫

a

(
αf (x) + βg(x)

)
dx = α

b∫

a

f (x) dx + β

b∫

a

g(x) dx .
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Beweis:Wie beim letzten Satz: F̈ur jede RIEMANN-Summe zu einer fe-
sten Unterteilungx und jede damit kompatible Zwischenwertsequenzξ
gilt die zur Behauptung des Satzes analoge Gleichung, und damit gilt
im Limes auch der Satz selbst.

Für die Zusammensetzung von Integrationsintervallen gilt erwartungs-
gem̈aß

Satz: Füra ≤ b ≤ c und eine sẗuckweise stetige Funktionf : [a, c] → R

ist
c∫

a

f (x) dx =

b∫

a

f (x) dx +

c∫

b

f (x) dx .

Beweis:
c∫

a

f (x) dx kann als Grenzwert von RIEMANN-Summen zu einer

beliebigen Folge sich verfeinernder Unterteilungen von [a, c] berech-
net werden; insbesondere können also Unterteilungen gewählt werden,
die den Zwischenpunktb enthalten, und dafür folgt die Behauptung
unmittelbar.

3) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung:Wie der Mittelwertsatz der
Differentialrechnungdie Ableitung mit der Steigung einer geeigneten
Sehne in Verbindung bringt, sagt uns der Mittelwertsatz derIntegral-
rechnung,daß die Fl̈ache unterhalb einer Kurve gleich der eines gewis-
sen Rechtecks ist. Das haben wir bei der Konstruktion des RIEMANN-
Integrals bereit zur Motivation benutzt; hier soll es nun imHinblick
auf sp̈atere Anwendungen in etwas größerer Allgemeinheit bewiesen
werden. Insbesondere wird durch dieses Satz auch die zu Beginn dieses
Kapitels postulierte Interpretation von Integralen als Mittelwerte auf
eine solide Grundlage stellt.

Satz: f : [a, b] → R sei eine stetige Funktion;g: [a, b] → R sei sẗuck-
weise stetig und nirgends negativ. Dann gibt es einξ ∈ [a, b], so daß

b∫

a

f (x)g(x) dx = f (ξ)

b∫

a

g(x) dx .
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Die Funktion g sollte man sich dabei als eine
”
Gewichtsfunktion“

vorstellen, die die verschiedenenx-Werte verschieden stark gewichtet.
Am anschaulichsten ist der Spezialfallg ≡ 1, der deshalb noch einmal
getrennt angegeben sei:

Korollar: Für eine stetige Funktionf : [a, b] → R gibt es einξ ∈ [a, b]
mit

f (ξ) =
1

b − a

b∫

a

f (x) dx .

Mit anderen Worten:Der
”
Mittelwert“ einer stetigen Funktionf im

Intervall [a, b] existiert nicht nur, sondern wird auch an (mindestens)
einer Stelle im Intervall angenommen.

ZumBeweisdes Satzes betrachten wir das Minimumm und das Maxi-
mumM vonf auf [a, b]. Da g nirgends negativ wird, gilt dann auch für
jedesx ∈ [a, b]

m g(x) ≤ f (x)g(x) ≤ M g(x)

und damit nach der Monotonieregel

m

b∫

a

g(x) dx ≤
b∫

a

f (x)g(x) dx ≤ M

b∫

a

g(x) dx .

Es gibt daher eine reelle Zahlµ zwischenm undM , den Mittelwert, so
daß

b∫

a

f (x)g(x) dx = µ

b∫

a

g(x) dx

ist, und wegen der Stetigkeit vonf gibt es nach dem Zwischenwertsatz
mindestens einξ ∈ [a, b] mit f (ξ) = µ.

Damit ist der Satz bewiesen, und das Korollar ist natürlich einfach der
Spezialfallg ≡ 1, für den das Integral̈uberg gleichb − a ist.

Man beachte, daß dieser Satz für nurstückweisestetige Funktionf im
allgemeinennicht gilt: Für

f (x) =

{
0 für x < 0
1 für x ≥ 0
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ist

1
1− (−1)

1∫

−1

f (x) dx =
1
2

∫ 1

0
1dx =

1
2

nicht in der Formf (ξ) darstellbar.

b) Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Eine Motivation zur Einf̈uhrungeines Integrals war die Suche nach einer
Umkehroperation zur Differentiation: Genau wie die Differentiation aus
einem zeitabḧangigen Weg eine Geschwindigkeit macht, wollten wir
ausgehend von einer zeitabhängigen Geschwindigkeit den Weg zurück-
bekommen. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung sagt
uns nun endlich, daß wir dieses Ziel erreicht haben:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: f : [a, b] → R sei
eine stetige Funktion und

Fa(x) =

x∫

a

f (ξ) dξ .

Dann istF ′
a(x) = f (x) für allex ∈ (a, b).

Ist umgekehrtF eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung auf
dem offenen Intervall (a, b) mit f übereinstimmt, so gibt es eine reelle
ZahlC derart, daßF (x) = Fa(x) + C ist.

Beweis:Die Ableitung vonFa ist

F ′
a(x) = lim

h→0

Fa(x + h) − Fa(x)
h

;

für positivesh ist

Fa(x + h) − Fa(x) =

x+h∫

a

f (x) dx −
x∫

a

f (x) dx =

x+h∫

x

f (x) dx

(s. Abschnittb)); für negativesh ist entsprechend

Fa(x + h) − Fa(x) = −
x∫

x+h

f (x) dx .
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus dem vorigen Ab-
schnitt gibt es in jedem der beiden Fälle einξ zwischenx undx + h, so
daß das Integral gleich|h| · f (ξ) ist; in der Abbildung ist dies die Fläche
des schwarz umrandeten Rechtecks. Somit ist

Fa(x + h) − Fa(x)
h

= f (ξ) .

x+hx0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

F (x) = grüne Fläche, F (x + h) − F (x) = rote Fläche

Geht nunh gegen Null, so muß die zwischenx undx+h liegende Zahlξ
gegenx gehen; wegen der Stetigkeit vonf ist alsoF ′

a(x) = f (x).

IstF eine weitere Funktion mit Ableitungf , so hat die Differenzh vonF
undFa die Ableitung Null. Nun erinnern wir uns an Kapitel 3: Wenn die
Ableitung einer Funktionh(x) verschwindet, muß die Funktion konstant
sein. Also gibt es eine KonstanteC, so daßF (x) − Fa(x) = C ist und
damit auchF (x) = Fa(x) + C, wie behauptet.

Für die Berechnung bestimmter Integrale bedeutet dies

Korollar: Ist F irgendeine differenzierbare Funktion mit der Eigen-
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schaft, daßF ′(x) = f (x) ist im Intervall [a, b], so gilt
b∫

a

f (x) dx = F (b) − F (a) .

Beweis:Mit obigen Bezeichnungen ist das Integral gleichFa(b). Zur
FunktionF gibt es nach dem Hauptsatz eine KonstanteC, so daß

F (x) = Fa(x) + C

ist. Damit istF (b) − F (a) = Fa(b), wie geẅunscht.

Für
”
einfache“ Integranden ist dies im allgemeinen die beste Möglichkeit

zur Berechnung eines Integrals; die FunktionenF haben daher einen
Namen verdient:

Definition: Eine differenzierbare FunktionF heißt Stammfunktion
vonf , wennF ′(x) = f (x) ist; wir schreiben

F (x) =
∫

f (ξ) dξ + C ,

wobei dieIntegrationskonstanteC die Nichteindeutigkeit der Stamm-
funktion ausdr̈uckt.

Diese Nichteindeutigkeit sorgt auch dafür, daß zwar nach obigemHaupt-
satz die Differentiation die Integration rückg̈angigmacht, die Integration
umgekehrt aber die Differentiation nur bis auf auf eine Konstante:

Korollar:
∫

f ′(x) dx = f (x) + C

Beweis:Klar, dennf ist eine Stammfunktion vonf ′.

Falls wir eine Stammfunktion vonf kennen, ist die Berechnung des
Integrals

b∫

a

f (x) dx = F (b) − F (a)

also ganz einfach. Eine erste Auswahl von Stammfunktionen erhalten
wir durch R̈uckwärtslesen von Differentiationsregeln: Die Ableitung
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vonxn beispielsweise istnxn−1, also ist wegen der Linearitätsregel
∫

xn dx =
xn+1

n + 1
+ C falls n 6= −1 .

Für n = −1 wissen wir, daßx−1 = 1/x die Ableitung des Logarithmus
ist; somit haben wir in diesem Fall die Stammfunktion∫

dx

x
= logx + C .

Die Funktioneax hat Ableitungaeax, also ist
∫

eax dx =
eax

a
+ C falls a 6= 0 .

Auch Formeln wie∫
sinωxdx = − cosωx

ω
+ C und

∫
cosωxdx =

sinωx

ω
+ C

sind nun problemlos.

c) Partielle Integration

Eine wichtige Regel der Differentialrechnung ist dieProduktregel

(uv)′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x) .

Für die Zwecke der Integralrechnung schreiben wir sie besserals

u′(x)v(x) = (uv)′(x) − u(x)v′(x) ,

was integriert auf∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u(x)v′(x) dx

führt – die Regel der partiellen Integration. Sie ist dann nützlich, wenn
sich der Integrand als Produkt schreiben läßt, wobei einer der Faktoren
eine bekannte Stammfunktion hat; gelegentlich ist dann dasProdukt
u(x)v′(x) leichter integrierbar alsu′(x)v(x).

Als Beispiel dazu betrachten wir das Integral∫
x sinxdx .

Hier könnten wir entwederu′(x) = x und v(x) = sinx setzen; dann
wäre aberu(x)v′(x) = − 1

2x2 cosx komplizierter als unser gegebener
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Integrand. Setzen wir aberv(x) = x undu′(x) = sinx, so k̈onnen wir
u(x) = − cosx setzen undv′(x) = 1. Somit ist∫

x sinxdx = −x cosx +
∫

cosxdx = sinx − x cosx + C .

Auch in einigen g̈anzlich unerwarteten F̈allen führt partielle Integration
manchmal zum Erfolg, beispielsweise können wir damit die Stamm-
funktion des Logarithmus bestimmen. Der Logarithmus ist zwar nicht
als Produkt zweier Funktionen definiert, aber wir können ihn naẗurlich
schreiben als

logx = u′(x)v(x) mit u′(x) = 1 und v(x) = logx .

Dann ist

u(x) = x und v′(x) =
1
x

;

nach der Regel zur partiellen Integration ist daher∫
logxdx = x logx −

∫
x · 1

x
dx = x logx −

∫
1dx

= x logx − x + C = x(logx − 1) +C .

d) Substitutionsregel

Auch die Kettenregel (f ◦g)′(x) = f ′(g(x)
)
·g′(x) läßt sich umschreiben

zu einer Integrationsregel, derSubstitutionsregel∫
f
(
g(x)

)
· g′(x) dx = F

(
g(x)

)
+ C ,

wobeiF eine Stammfunktion vonf ist.

Diese Regel d̈urfte wohl meist der erfolgversprechendste Versuch zum
Auffinden einer Stammfunktion sein – vor allem, wenn man sie von
rechts nach links liest, um für eine bekannte Funktionf die unbekannte
StammfunktionF zu berechnen. Als Substitutiong wählt man hier
eine

”
geeignete“ bijektive Funktion, die zu einer Vereinfachungauf der

linken Seite f̈uhrt.

1) Der Spezialfall logarithmischer Ableitungen:Für f (x) = 1/x und
damitF (x) = log |x| führt die Substitutionsregel∫

f
(
g(x)

)
g′(x) dx = F

(
g(x)

)
+ C mit F ′(x) = f (x)
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zur Integrationsregel
∫

g′(x)
g(x)

dx = log |g(x)| + C .

Als erste Anwendung betrachten wir

tanx =
sinx

cosx
= −g′(x)

g(x)
mit g(x) = cosx. Nach der gerade bewiesenen Regel ist daher∫

tanxdx = − log |cos(x)| + C ,

eine Funktion, die genau wie der Tangens selbst an den Nullstellen der
Kosinusfunktion nicht definiert ist.

Auch Integrale wie ∫
x

1 + x2
dx

lassen sich nach dieser Regel ausrechnen: Da die Ableitung des Nenners
2x ist, folgt∫

x

1 + x2
dx = 1

2 log
∣∣1 +x2

∣∣ + C = 1
2 log(1 +x2) + C .

2) Substitutionen mit linearen Funktionen:Eine der elementarsten
Anwendungen der Substitutionsregel, auf die manüblicherweise auch
ohne diese Regel kommt, ist die Substitution mit linearen Funktionen
g(x) = ax + b; hier besagt die Substitutionsregel, daß∫

f (ax + b) · a dx = F (ax + b) mit F ′(x) = f (x)

ist, oder besser∫
f (ax + b) dx =

F (ax + b)
a

mit F ′(x) = f (x) .

Somit ist beispielsweise∫
sin(ωt + ϕ) dt =

− cos(ωt + ϕ)
ω

+ C .

Als etwas umfangreicheres Beispiel wollen wir∫
dx

x2 + bx + c
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berechnen. Da wir bislang (außer im Fallb = c = 0) noch keine Funk-
tionen kennen, die Ableitungen dieser Form haben könnten, m̈ussen
wir unsere bekannten Funktionen durchforsten und schauen,welche auf
einen Ausdruck dieser Art führen k̈onnten.

Wenn man die Ableitungen der wichtigsten elementaren Funktionen
kennt, weiß man, daß hier die Umkehrfunktion des Tangens in Frage
kommt: Der Tangens ist definiert als Quotient von Sinus und Kosinus
und damit an den Nullstellen des Kosinus nicht definiert; wirmüssen
also allex ∈ R ausschließen, die sich in der Form (2k+1)π/2 schreiben
lassen mitk ∈ Z. Nach der Quotientenregel ist

tan′ x =
cos2 x + sin2 x

cos2 x
= 1 + tan2 x ,

der Tangens ist also in allen Intervallen, in denen er definiert ist, monoton
wachsend. Speziell können wir das offenen Intervall (−π/2, π/2) be-
trachten. Da Sinus und Kosinus in (0, π/2) positiv sind, ẅachst die Funk-
tion bei linksseitiger Ann̈aherung anπ/2 unbeschr̈ankt; bei rechtsseit-
iger Ann̈aherung an−π/2 nimmt sie immer (betrags)größer werdende
negative Werte an, denn in (−π/2, 0) ist der Sinus negativ, der Kosinus
aber positiv. Somit bildet der Tangens das Intervall (−π/2, π/2) mono-
ton steigend ab aufR und wir haben eine differenzierbare Umkehrfunk-
tion arctan:R → (−π/2, π/2), deren Ableitung im Punkty = tanx wir
nach der Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion berechnen können:

arctan′ y =
1

tan′ x
=

1
1 + tan2 x

=
1

1 +y2
.

Somit ist
∫

dy

y2 + 1
= arctany + C .
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Durch quadratische Ergänzung k̈onnen wir versuchen, den Nenner un-
seres Integranden dieser Form anzunähern:

x2 + bx + c =

(
x +

b

2

)2

+ c − b2

4
;

setzen wir

y = x +
b

2
und d = c − b2

4
ist daher nach der Regelüber lineare Substitutionen

∫
dx

x2 + bx + c
=
∫

dy

y2 + d
,

und damit sind wir schon recht nahe am obigen Integral.

Fallsd positiv ist, gibt es eina > 0 mit d = a2 und
∫

dy

y2 + d
=
∫

dy

y2 + a2
=
∫ dy

a2

(
y
a

)2
+ 1

.

Hierauf k̈onnen wir die Substututionsregel anwenden mit

f (y) =
1/a

y2 + 1
, F (y) =

1
a

arctany und g(y) =
y

a
;

wir erhalten
∫

dy

y2 + d
=
∫ dy

a(
y
a

)2
+ 1

· 1
a

=
1
a

arctan
(y

a

)
+ C .

Für negatived können wird = −a2 schreiben und uns dann entweder
ähnlich wie oben̈uberlegen, daß die Umkehrfunktion des Tangens hy-
perbolicus tanhx = sinhx

coshx eine Stammfunktion von 1/(x2 − 1) ist, oder
aber wir schreiben

1
x2 − a2

=
1
2a

(
1

x − a
− 1

x + a

)

und haben dann∫
dy

y2 + d
=
∫

dy

y2 − a2
=

1
2a

(∫
dy

y − a
−
∫

dy

y + a

)

=
1
2a

(
log(y − a) − log(y + a)

)
+ C =

1
2a

log
y − a

y + a
+ C .
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Setzen wir zur Abk̈urzungartanhx =
1
2

log
x − 1
x + 1

(gesprochenAreatan-

gens hyperbolicus), so l̈aßt sich dies auch schreiben als1
2a artanhy

a .
Somit ist mit∆ = b2 − 4c = −4∆

∫
dx

x2 + bx + c
=






2√
−∆

arctan
(

2x+b√
−∆

)
+ C falls ∆ < 0

−2
2x+b + C falls ∆ = 0
−2√
∆

artanh
(

2x+b√
∆

)
+ C falls ∆ > 0 .

(Man kann sich leichẗuberlegen, daß der so definierte Areatangens
hyperbolikus tats̈achlich eine Umkehrfunktion von tanhx = sinhx

coshx ist.)

3) Substitutionen mit trigonometrischen und Hyperbelfunktionen:
Wegen der Beziehungen

sin2 x + cos2 x = 1 und cosh2 − sinh2 x = 1

bieten sich Substitutionen mit trigonometrischen Funktionen und Hyper-
belfunktionen an bei Integralen, in denen Ausdrücke der Form

√
1± x2

undähnliche vorkommen.

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Stammfunktionvon
√

1− x2

selbst. Mit der Substitutionx = sint mit −π
2 ≤ t ≤ π

2 erhalten wir
(durch R̈uckwärtslesen der Substitutionsregel)∫ √

1− x2 dx =
∫ √

1− sin2 t cost dt ,

und dies ist
∫

cos2 t dt, da Cosinus zwischen−π
2 undπ

2 nur nichtnegative
Werte annimmt.

Nach den EULERschen Formeln ist

cos2 t =

(
eit + e−it

2

)2

=
e2it + e−2it + 2

4
=

1
2

cos 2t +
1
2

,

also ist ∫
cos2 t dt =

sint cost + t

2
+ C .

Mit der Rücksubstitutiont = arcsinx erhalten wir schließlich nach der
kurzen Nebenrechnung

cos(arcsinx) =
√

1− sin2(arcsinx) =
√

1− x2
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das Ergebnis
∫ √

1− x2 dx = 1
2(x
√

1− x2 + arcsinx) + C .

Aus ähnliche Weise l̈aßt sich auch die Stammfunktion von
√

1 + x2

bestimmen: Hier bietet sich die Substitutionx = sinht an und wir
erhalten∫ √

1 +x2 dx =
∫ √

1− sinh2 t cosht dt =
∫

cosh2 t dt ,

da cosht nur positive Werte annimmt.

Leider kennen wir das rechtsstehende Integral noch nicht; angesichts
der großen̈Ahnlichkeiten zwischen trigonometrischen Funktionen und
Hyperbelfunktionen lohnt es sich aber sicherlich, auszuprobieren ob
vielleicht etwas analoges gilt wie oben. In der Tat ist nach der Produkt-
regel

d

dt
1
2(sinht cosht + t) = cosh2 t + C ,

also ∫
cosh2 t dt = 1

2(sinht cosht + t) + C .

Somit ist ∫ √
1 +x2 dx = 1

2(x
√

1 +x2 + arsinhx) + C .

Als letztes Beispiel, in demx einmal nicht quadratisch vorkommt, be-
trachten wir noch

∫ √
1− x

1 + x
dx .

Da es in diesem Abschnitt um Substitutionen mit trigonometrischen
Funktionen geht, versuchen wir es wieder mit dem Ansatzx = sint für
−π

2 ≤ t ≤ π
2 und erhalten
∫ √

1− x

1 + x
dx =

∫ √
1− sint

1 + sint
cost dt .
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Hier hilft nun ein Trick weiter: Erweitern wir den Bruch unter der
Quadratwurzel mit 1− sint, so wird das Integral zu
∫ √

(1− sint)2

1− sin2 t
cost dt =

∫
1− sint

cost
cost dt =

∫
(1− sint) dt

= t + cost + C .

Damit ist
∫ √

1− x

1 +x
dx = arcsinx + cos(arcsinx) + C

= arcsinx +
√

1− x2 + C .

Bei einem so komplizierten Integral empfiehlt es sich, das Ergebnis
durch Differentiation züuberpr̈ufen; wir erhalten

d

dx

(
arcsinx +

√
1− x2

)
=

1√
1− x2

− x√
1− x2

,

was zun̈achst so aussieht, als sei irgend etwas falsch gelaufen. Beachtet
man aber, daß √

1 +x ·
√

1− x =
√

1− x2

ist, so ist

1√
1− x2

− x√
1− x2

=
1− x√
1− x2

=

√
1− x√
1 +x

,

was erheblich beruhigender aussieht.

4) Integrale der Form
∫

h(eax) dx: Bei solchen Integralen führt oft die
Substitutionu = eax oder, anders ausgedrückt, x = g(u) = 1

a ln u zu
einer Vereinfachung. Die Substitutionsregel

∫
f
(
g(u)

)
g′(u) du =

∫
f (x) dx

wird wegeng′(u) =
dx

du
=

1
au

zu
∫

h(u)
du

au
=
∫

h(eax) dx ;
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insbesondere wird das Integral also bei rationalemh auf ein Integral
einer rationalen Funktion zurückgef̈uhrt, und f̈ur solche Integrale gibt
es Algorithmen, mit denen man stets eine Stammfunktion findet.

Im allgemeinen schreibt man eine Substitution wie die obigekurz in der
Form

u = eax, dx =
du

au
,

wobei man letztere Beziehung auch aus

du

dx
= aeax = au oder du = au dx

herleiten kann.

Betrachten wir als Beispiel das Integral
∫

e3x

e2x − 1
dx: Da sowohle2x

als auche3x im Integranden vorkommen, empfiehlt sich die Substitution
u = ex mit du = u dx; damit wird

∫
e3x

e2x − 1
dx =

∫
u3

u2 − 1
du

u
=
∫

u2

u2 − 1
du ,

und wir sind beim Integral einer rationalen Funktion angelangt. Elemen-
tare Bruchrechnung zeigt, daß

u2

u2 − 1
= 1 +

1
u2 − 1

= 1 +
1
2

u − 1
−

1
2

u + 1
,

d.h.

u2

u2 − 1
du =

∫
du + 1

2

(∫
du

u − 1
−
∫

du

u + 1

)
= u + ln

∣∣∣∣
u − 1
u + 1

∣∣∣∣ + C .

(Für komplizierte Funktionen werden wir im nächsten Abschnitt ein
Verfahren kennenlernen, daß rationale Funktionen in Summen aus ein-
fachen Summanden zerlegt.)

Nun muß nur noch die Substitutionu = ex rückg̈angig gemacht werden,
und wir erhalten als Ergebnis

∫
e3x

e2x − 1
dx = ex + 1

2 ln

∣∣∣∣
ex − 1
ex + 1

∣∣∣∣ + C .

Dieselbe Technik funktioniert natürlich auch bei Integralen̈uber Hyper-
belfunktionen, da man diese genausogut als Ausdrücke in Exponential-
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funktionen schreiben kann. Beispielsweise ist∫
dx

sinhx
= 2
∫

dx

ex − e−x
= 2
∫

du

u
(
u − 1

u

) = 2
∫

du

u2 − 1

= ln

∣∣∣∣
u − 1
u + 1

∣∣∣∣ + C = ln

∣∣∣∣
ex − 1
ex + 1

∣∣∣∣ + C .

5) Integrale der Form
∫

h(sinx, cosx) dx: Als letzte Anwendung der
Substitutionsregel in diesem Abschnitt wollen wir noch Integrale be-
trachten, die von trigonometrischen Funktionen abhängen. Hier f̈uhrt
oft die Substitution

x = 2 arctant, dx =
2dt

t2 + 1
zum Erfolg; sie macht sinx zu sin(2 arctant) und cosx zu cos(2 arctant),
was wir wie folgt ausrechnen können: Aus

tan2 x =
sin2 x

cos2 x
=

1− cos2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

− 1

folgt, daß

cos(2x) = 2 cos2(x) − 1 =
2

1 + tan2 x
− 1 =

1− tan2 x

1 + tan2 x
ist und somit

cos(2 arctant) =
1− t2

1 + t2
.

Da der Arkustangens nur Werte zwischen−π
2 und π

2 annimmt, liegt
2 arctant zwischen−π undπ, ein Intervall, in dem der Sinus dasselbe
Vorzeichen hat wie sein Argument. Daher ist

sin(2 arctant) =
√

1− cos2(2 arctant) =

√

1− (1− t2)2

(1 + t2)2
=

2t

1 + t2
.

Als Beispiel betrachten wir
∫

dx

cosx
=
∫

1 + t2

1− t2

2dt

1 + t2
= −2

∫
dt

t2 − 1
.

Das letzte Integral kennen wir:
∫

dt

t2 − 1
=

1
2

ln

∣∣∣∣
1− t

1 + t

∣∣∣∣ + C .
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Also ist
∫

dx

cosx
= −2

2
ln

∣∣∣∣
1− t

1 + t

∣∣∣∣ + C = ln

∣∣∣∣
1 + t

1− t

∣∣∣∣ + C = ln

∣∣∣∣
1− tanx

2

1 + tanx
2

∣∣∣∣ + C .

e) Wie findet man eine Stammfunktion?

Wie einige der obigen Beispiele zeigen, kann die Suche nach ei-
ner Stammfunktion sehr aufwendig sein; während wir die Ablei-
tung einer differenzierbaren Funktion im allgemeinen ohnegroßes
Nachdenken durch schematisches Anwenden einfacher Regelnfinden
können, m̈ussen wir uns bei der Suche nach einer Stammfunktion im-
mer neue Tricks einfallen lassen, und manchmal kann es auch passieren,
daß keiner unserer Ansätze zum Erfolg f̈uhrt. F̈ur die Funktionen

sinx

x
,

1
logx

, e−x2

und
1√

x3 − 1

etwa kann man zeigen, daß es keine aus Grundrechenarten, Wurzeln,
Exponentialfunktionen,Logarithmen, trigonometrischenund Hyperbel-
funktionensowie deren Umkehrfunktionenzusammengesetzte Funktion
gibt, deren Ableitung eine der genannten Funktionen ist. Trotzdem exi-
stieren diese Stammfunktionen natürlich, und sie sind auch wichtig: Die
Funktion sinx

x und ihre Stammfunktion spielen eine wesentliche Rolle
zum Beispiel bei der Vermeidung sogenannteralias-Effekte sowohl
bei Rastergraphiken als auch bei digitalen Audioaufzeichnungen, die
Stammfunktion vonlogx

x ist eng verbunden mit der Verteilung der Prim-
zahlen, die vone−x2

wird ben̈otigt für die wohl wichtigste Verteilung in
der Statistik, die GAUSSsche Normalverteilung,und Intergrale,bei denen
im Nenner die Wurzel aus einem kubischen Polynom ohne mehrfache
Nullstellen steht, treten z.B. auf bei der Berechnung der Bogenl̈ange der
Ellipse und damit auch bei den GAUSS-KRÜGER-Koordinaten, die sowohl
unseren amtlichen topographischen Karten als auch dem Katasterwesen
zugrunde liegen. Via RIEMANN-Summen k̈onnen diese Stammfunktio-
nen auch problemlos numerisch berechnet werden, und mehr können wir
mit der Wurzelfunktion oder den trigonometrischen Funktionen auch
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nicht machen. Daher führt man einfach neue Funktionen ein wie

denIntegralsinus Si(x) =

x∫

0

sinξ

ξ
dξ

denIntegrallogarithmus Li(x) =

x∫

0

dξ

logξ

dieFehlerfunktion Erf(x) =
2√
π

x∫

0

e−ξ2

dξ

sowie eine ganze Reihe sogenannterelliptischer Funktionen.(Der Vor-
faktor bei der Fehlerfunktion sorgt dafür, daß limx→∞ Erf(x) = 1 ist;
das ist n̈utzlich für Anwendungen in der Statistik.)

Wir können also auch bei harmlos aussehenden Funktionen nicht sicher
sein, daß wir ihre Stammfunktion durch bekannte Funktionenausdr̈uck-
en k̈onnen. Schlimmer noch: Wir können das Problem auch nicht immer
in Teilprobleme zerlegen. So ist etwa für f (x) = logx · sinx

f ′(x) =
sinx

x
+ logx · cosx und damit

∫ (sinx

x
+ logx · cosx

)
dx = logx · sinx + C .

Nach der Lineariẗatsregel ist auch
∫ (sinx

x
+ logx · cosx

)
dx =

∫
sinx

x
dx +

∫
logx · cosxdx ,

aber da das erste Integral rechts auf den nicht elementar ausdrückbaren
Integralsinus f̈uhrt, sind beide Integrale auf der rechten Seite nicht durch
elementare Funktionen ausdrückbar.

Früher sagte man daher häufig, die Differentiation sei ein Handwerk,
die Integration aber eine Kunst. In den Sechzigerjahren galt Integration
auch als Paradebeispiel für Anwendungen der K̈unstlichen Intelligenz;
wie bei vielen der damals populären KI-Anwendungen gab es jedoch
auch hier keine nennenswerten Erfolge.

Wer allerdings eines der gängigen Computeralgebrasysteme nach ei-
ner Stammfunktion suchen läßt, bekommt im allgemeinen erstaunlich
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schnell eine Antwort, die zwar gelegentlich für den Laien schwer
versẗandlich ist, in einfachen F̈allen aber meist etwas liefert, von dem
man sich leichẗuberzeugen kann, daß es eine Stammfunktion ist. Was
hier im Hintergrund abl̈auft hat nichts mit K̈unstlicher Intelligenz zu tun,
sondern mit dem was Computeralgebrasystemen ihren Namen gegeben
hat, mit Algebra also. Ausgehend von Sätzen aus dem neunzehnten
Jahrhundert kann man für große Klassen von Funktionen nicht nur eine
eventuell existierende elementar darstellbare Stammfunktion konstru-
ieren, sondern gegebenenfalls auch beweisen, daß keine existiert. Die
dabei verwendeten Algorithmen aus der Differentialalgebra und die f̈ur
dem Beweis von deren Korrektheit benötigten S̈atze aus der Funktionen-
theorie liegen deutlich jenseits des Niveaus einer Vorlesung Analysis I
und haben insbesondere nichts zu tun mit den vielen Integrationstricks,
die man in Analysis-Lehrb̈uchern findet. Wegen der Allgegenwart auch
freier Computeralgebrasysteme sei deshalb hier auf die Behandlung
weiterer solcher Tricks verzichtet. Wer wissen möchte, wie ein Com-
puteralgebrasystem integriert, findet eine Kurzdarstellung zum Beispiel
bei

J. H. DAVENPORT, Y. SIRET, E. TOURNIER: Computer algebra: systems
and algorithms for algebraic computations,Academic Press,21993;

für eine ausf̈uhrliche Darstellung mit Beweisen sei verwiesen auf

MANUEL BRONSTEIN: Symbolic Integration I: Transcendental Func-
tions,Springer,22005

Der deutlich schwierigere Fall von Integranden mit Wurzelausdr̈ucken
wird behandelt in

JAMES HAROLD DAVENPORT: On the integration of algebraic functions,
Lecture notes in computer science102, 1981

f) Uneigentliche Integrale

Seia > 0 undb > a. Dann ist f̈ur eine reelle Zahlr 6= 1
b∫

a

dx

xr
=

−1
(r − 1)xr−1

∣∣∣∣
b

a

=
1

r − 1

(
1

ar−1
− 1

br−1

)
.
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Fallsr > 1 ist, können wir hiervon den Grenzwert für b gegen unendlich
betrachten und es liegt nahe, diesen als Wert des Integrals von a bis
unendlich zu bezeichnen:

∞∫

a

dx

xr
=
def

1
r − 1

1
ar−1

für r > 1 .

Auch wenn wir nicht bis unendlich integrieren wollen, gibt es Beispiele
von Integralen, denen wir via Grenzwertbetrachtung einen sinnvollen
Wert zuordnen k̈onnen, ohne daß das Integral im Sinne unserer bisheri-
gen Definitionen existieren ẅurde: Beispielsweise ist für a ≤ c < b und
eine relle Zahl 0< r < 1

c∫

a

dx

(b − x)r
=

(b − x)1−r

r − 1

∣∣∣∣
c

a

=
(b − a)1−r

r − 1
− (b − c)1−r

r − 1
,

und auch hier liegt es nahe, den Grenzwert für c → b als Wert des
Integrals vona bisb zu bezeichnen. Wir m̈ussen hier allerdings vorsichtig
sein mit dem Grenz̈ubergang, denn die obige Formel gilt natürlich nur
für c < b; für c > b ist das Integral undefiniert.

Wir definieren daher f̈ur eine Funktion, die in einem halboffenen Inter-
vall [a, b) mit b ∈ R ∪ {∞} definiert und dort sẗuckweise stetig ist, das
rechtsseitig uneigentliche Integral als

b∫

a

f (x) dx = lim
cրb

c∫

a

f (x) dx ,

falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen wir, das Integral sei
divergent.

Völlig analog erkl̈aren wir linksseitige uneigentliche Integrale:f sei
definiert und sẗuckweise stetig auf dem halboffenen Intervall (a, b] mit
a ∈ R ∪ {−∞}; dann ist

b∫

a

f (x) dx = lim
cցa

b∫

c

f (x) dx ,

falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen wir, das Integral sei
divergent.
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Diese Definitionen sind immer noch nicht allgemein genug: Eine Funk-
tion könnte auch anbeidenEnden eines Intervalls (a, b) undefiniert sein,
wobei wir auch die Sonderfälle a = −∞ und/oderb = ∞ zulassen
wollen, und zus̈atzlich k̈onnte sie auch noch Undefiniertheitsstellen
c1 < · · · < cr im Intervallinnern haben.

In diesem Fall l̈aßt sich das Intervall so in Teilintervalle zerlegen, daß
f in jedem Teilintervall ḧochstens aneinemder beiden Intervallenden
uneigentlich ist: Falls es keine Undefiniertheitsstellen im Intervallinnern
gibt, wählen wir willkürlich ein c0 zwischena und b und betrachten
die beiden Intervalle (a, c] und [c, b). Im anderen Fall k̈onnen zwei
Zusatzpunkte notwendig sein: ein Punktc0 zwischena undc1 sowie ein
Punktcr+1 zwischencr undb.

Wir sagen dann, das uneigentliche Integral
b∫

a

f (x) dx konvergiere,wenn
jedesder uneigentlichen Integrale

c0∫

a

f (x) dx,

c1∫

c0

f (x) dx, . . . ,

b∫

cr+1

f (x) dx

konvergiert; die Summe ihrer Werte bezeichnen wir als den Wert des
Integrals vona bis b.

Als Beispiel betrachten wir das an beiden Grenzen uneigentliche Integral

∞∫

−∞

dx

1 + x2
.

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, empfiehlt es sich,das Inte-
grationsintervall, das hier aus ganzR besteht, bei Null zu unterteilen,
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und wir erhalten
∞∫

−∞

dx

1 +x2
=

0∫

−∞

dx

1 +x2
+

∞∫

0

dx

1 +x2

= lim
c→−∞

0∫

c

dx

1 +x2
+ lim

d→∞

d∫

0

dx

1 +x2

= − lim
c→−∞

arctanc + lim
d→∞

arctand =
π

2
+

π

2
= π .

Die Forderung, daßjedesder Teilintegrale einzeln konvergieren soll, ist
gelegentlich zu restriktiv. F̈ur das bei Null uneigentliche Integral

4∫

−2

dx

x3

könnte man etwa argumentieren, daß der Integrand eine ungerade Funk-
tion ist, so daß aus Symmetriegründen das Integral von−2 bis 2 ver-
schwinden sollte und

4∫

−2

dx

x3
=

2∫

−2

dx

x3
+

4∫

2

dx

x3
= 0 +

3
32

=
3
32

ist. Diese Art der Argumentation ist durch das, was wir bislang gelernt
haben, nicht gedeckt, und es gibt auch gute Gründe, sie zu verbieten:
Schließlich geht die Stammfunktion− 1

2x−2 für x → 0 gegen minus
unendlich, und wenn eine Größe mit Relevanz in der realen Welt unend-
lich groß wird, hat dies im Allgemeinen zu gravierende Konsequenzen,
als daß man einfach durch diesen Punkt hindurch weitergehenkönnte.

Andererseits beschreiben aber in Anwendungen der Mathematik viele
Funktionen nur n̈aherungsweise die Größe, die sie darstellen sollen:
Mathematische Modelle sind praktisch immervereinfachendeModelle
der Wirklichkeit. So gilt beispielsweite das OHMsche Gesetz sicherlich
nicht mehr, wenn man einen 5Ω-Widerstand aus einer auf 5V Spannung
ausgelegten Schaltung im Hochspannungslabormit 100kV belastet, und
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es gilt auch nicht mehr ohne Korrekturterme, wenn man einen Wech-
selspannung mit 500MHz anlegt.

Entsprechend gibt es durchaus Situationen, in denen das mathemati-
sche Modell einen unendlich großen Wert vorhersagt, wohingegen in
der Realiẗat limitierende Faktoren, die für Werte im

”
üblichen“ Gr̈oßen-

bereich noch keine nennenswerte Rolle spielen, für eine Begrenzung
sorgen. Falls man in einer solchen Situation sicher sein kann, daß auch
in der realen Situation noch die Symmetrie zum Nullpunkt erhalten
bleibt, kann man so wie oben argumentieren; falls allerdings die Sym-
metrienichterhalten bleibt, k̈onnen durch die Begrenzung der Funktion
beliebig große Abweichungen erzeugt werden,über die man mit dem
vereinfachten mathematischen Modell nichts aussagen kann.

Da somit alles von der Anwendung abhängt, kann die Mathematik hier
nicht mehr bieten als eineDefinition: Falls für die Funktionf , die auf
[a, c) ∪ (c, b] definiert ist, der Grenzwert

lim
h→0

c−h∫

a

f (x) dx +

b∫

c−h

f (x) dx

existiert, bezeichnen wir ihn als CAUCHYschenHauptwertdes Integrals∫ b

a f (x) dx. Entsprechend reden wir auch in komplizierteren Situatio-
nen mit mehreren Unstetigkeitsstellen vom CAUCHYschen Hauptwert,
falls sich eine Aufteilung in Teilintervalle finden läßt, so daß f̈ur jedes
Teilintervall der CAUCHYsche Hauptwert existiert. Im obigen Beispiel
wäre also3

32 der CAUCHYsche Hauptwert des Integrals, wohingegen das
Integral selbst nicht existiert.

Die Frage, wann der CAUCHYsche Hauptwert f̈ur ein divergentes In-
tegral verwendet werden sollte, ist keine mathematische Frage: Unter
rein mathematischen Gesichtspunkten gibt esnie eine Rechtfertigung
für die Verwendung des CAUCHYschen Hauptwerts. Der CAUCHYsche
Hauptwert ist nur dann sinnvoll anwendbar, wenn man davon ausgeht,
daß ein mathematisches Modell eine Situation nur für nicht zu große
Funktionswerte (ungefähr) korrekt beschreibt, und wenn man gleichzei-
tig sicher ist, daß die Unendlichkeitsstelle des mathematischen Modells
für die Anwendung unproblematisch ist und gleichzeitig die Symmetrie,
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die der Berechnung des CAUCHYschen Hauptwerts zugrundeliegt, auch
in der realen Anwendung gilt.

Der CAUCHYsche Hauptwert darf auchnieals eine Rechtfertigung dafür
verstanden werden, daß man unbesonnen

b∫

a

f (x) dx = F (b) − F (a)

setzt, wobeiF eine zwar in den Punktena und b, nicht aber auch f̈ur
jeden Zwischenwerta ≤ x ≤ b definierte Stammfunktion vonf ist: So
etwas kann zu Ergebnissen wie

2∫

−2

dx

x2
= −1

x

∣∣∣∣
2

−2

=
−1
2

− −1
−2

= −1

führen, und naẗurlich ist keine Anwendung denkbar, in der eine negative
Zahl in sinnvoller Weise als Integralüber eineüberall positive Funk-
tion angesehen werden kann. In der Tat existiert im obigen Beispiel
weder das Integral noch dessen CAUCHYscher Hauptwert, da sich die
Unendlichkeiten links und rechts der Null hier nicht wegheben, sondern
versẗarken.

Zu einer etwas systematischeren Untersuchung uneigentlicher Integrale
empfiehlt es sich, zun̈achst die Potenzen zu betrachten. Für positive
Exponentenr ist xr überall definiert, so daß Integraleüber einenend-
lichenBereich unproblematisch sind; für Integraleüber einenunendli-
chenBereich rechnet man leicht nach, daß sie immer divergieren.Für
r = 0 ändert sich nichts an dieser Situation; interessant ist also nur
der Fallr < 0, wo sowohl der Wertx = 0 als auch unendliche obere
und/oder untere Grenzen zu Problemen führen k̈onnen. F̈ur negativesr
ist xr = 1/x−r, wir interessieren uns also für

b∫

a

dx

xr
=

1
(1− r)xr−1

∣∣∣∣
b

a

für r > 0, r 6= 1 .

Für a > 0 und b → ∞ existiert ein Grenzwert genau dann, wenn
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r − 1 > 0, alsor > 1 ist; alsdann ist
∞∫

a

dx

xr
= lim

b→∞

b∫

a

dx

xr
=

1
(r − 1)ar−1

.

Für b > 0 und a → ∞ existiert ein Grenzwert genau dann, wenn
r − 1 < 0, alsor < 1 ist; alsdann ist

b∫

0

dx

xr
= lim

a→0

b∫

a

dx

xr
=

1
1− r

b1−r .

Zusammen mit der Monotonieeigenschaft des RIEMANN-Integrals aus
§3a) ergeben sich hieraus zwei allgemeine Kriterien für die Konvergenz
uneigentlicher Integrale:

Satz: Die Funktionf sei stetig f̈urx ≥ a undg sei stetig f̈ur 0 < x ≤ b.
Dann gilt:

1.) Falls es eine reelle ZahlK und eine reelle Zahlr > 1 gibt, so daß
|f (x)| ≤ K

xr
ist, konvergiert

∫∞
a f (x) dx.

2.) Falls es eine reelle ZahlK und eine reelle Zahl 0< r < 1 gibt, so
daß|g(x)| ≤ K

xr
ist, konvergiert

∫ b

0 g(x) dx.

Beweis: 1.)Nach der Monotonieregel ist für jedesb ≥ a

b∫

a

|f (x)| dx ≤ K

b∫

a

dx

xr
,

und letzteres Integral konvergiert, wie wir gerade nachgerechnet haben,
unter den angenommenen Voraussetzungen. Das linksstehende Integral
ist somit beschr̈ankt durch eine vonb unabḧangige Konstante; da es we-
gen der Nichtnegativität des Betrags zusätzlich eine monoton wachsende
Funktion vonb ist, existiert daher der Grenzwert nach dem bekann-
ten, schon f̈ur die Existenz des RIEMANN-Integrals verwendeten Satz,
wonach jede monotoneund beschränkte Folge reeller Zahlen konvergent
ist.

Dasselbe gilt f̈ur die ebenfalls nichtnegative Funktionf (x) + |f (x)|, die
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durch 2K
xr

beschr̈ankt ist; also existieren die uneigentlichen Integrale
∞∫

a

(
f (x) + |f (x)|

)
dx und

∞∫

a

|f (x)| dx ,

und damit auch das gesuchte Integral als ihre Differenz.

2.) geht v̈ollig analog.

Als Beispiel betrachten wir das Integral

Γ(x) =
def

∞∫

0

e−ttx−1 dt für x > 0 .

Es ist naẗurlich immer uneigentlich an der oberen Grenze, für x < 1
zus̈atzlich auch noch an der unteren.

Diese untere Grenze ist völlig harmlos, denn f̈ur 0 < x < 1 ist

e−ttx−1 =
e−t

t1−x
≤ 1

t1−x
mit 0 < 1− x < 1 ,

so daß obiger Satz sofort die Konvergenz zeigt.

Auch die obere Grenze ist unproblematisch, denn die dazu notwendige
Abscḧatzung

e−ttx−1 ≤ K

tr
⇐⇒ et ≥ tr+x−1

K
folgt, da die Exponentialfunktion stärker ẅachst als jede Potenz.

Die somit f̈ur allex > 0 definierte Funktionx 7→ Γ(x) heißt EULERsche
Gamma-Funktion.Ihre wichtigste Eigenschaft der folgt durch partielle
Integration:

Γ(x) =

∞∫

0

e−ttx−1 dt = e−t t
x

x

∣∣∣∣
∞

0

+
1
x

∞∫

0

e−ttx dt =
Γ(x + 1)

x

oder Γ(x + 1) = xΓ(x) für alle reellenx ≥ 0. Mit dem elementar
berechenbaren Wert

Γ(1) =

∞∫

0

e−t dt = −e−t

∣∣∣∣
∞

0

= 1
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führt dies auf die Formel

Γ(n) = (n − 1)! für allen ∈ N ;

dieΓ-Funktion ist also eine Art stetig gemachter Fakultätsfunktion.

x
0 1 2 3 4 5

0

10

20

30

Die Γ-Funktion

GAUSS definierte auf andere Weise eine stetige FunktionΠ(x), für die
Π(n) = n! ist, aber wie sich bald herausstellte, istΠ(x) = Γ(x + 1),
so daß nur eine der beiden Funktionen wirklich gebraucht wird. Nach
einigen Modewechseln im letzten Jahrhundert entscheidet man sich
heute meist f̈ur Γ(x): Diese Funktionswerte sind in Tafelwerken tabel-
liert, und numerische Verfahren für ihre Berechnung stehen in den ein-
schl̈agigen Unterprogrammbibliothekenund Computeralgebrasystemen
zur Verfügung.

g) Summen, Reihen und Integrale

Das Integralzeichen entstand als ein stilisiertes
”
S“ wie Summe und

wir haben bestimmte Integrale auch definiertüber RIEMANNsche Sum-
men. Von daher sollte es nicht verwundern, daß umgekehrt auch Inte-
grale Aussagen Summen und Reihen ermöglichen. Einer der einfachsten
Zusammenḧange ist das folgende

Lemma: Die Funktionf sei stetig, monoton fallend und nichtnegativ
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für allex ≥ m, m ∈ Z. Dann ist f̈ur jedesn ≥ m

n+1∫

m

f (x) dx ≤
n∑

k=m

f (k) ≤ f (m) +

n+1∫

m

f (x) dx .

Beweis:Wegen der Monotonie vonf ist für jede ganze Zahlk ≥ m und
jede reelle Zahlx mit k ≤ x ≤ k + 1

f (k + 1)≤ f (x) ≤ f (k) .

Da das Integral̈uber eine konstante Funktionüber ein Intervall der L̈ange
eins einfach diese Konstante ist, folgt daher aus der Monotonieregel die
Ungleichungskette

f (k + 1) =

k+1∫

k

f (k + 1)dx ≤
k+1∫

k

f (x) dx ≤
k+1∫

k

f (k) dx = f (k) .

Summieren wir dies̈uber allek vomm bis zu einer oberen Schranken,
erhalten wir

n∑

k=m

f (k + 1) =
n+1∑

k=m

f (k) − f (m) ≤
n+1∫

m

f (x) dx ≤
n∑

k=m

f (k) .

Somit ist

n+1∫

m

f (x) dx ≤
n∑

k=m

f (k) ≤ f (m) +

n+1∫

m

f (x) dx .

Lassen wir hiern gegen unendlich gehen, erhalten wir den

Satz: Die Funktionf sei stetig und monoton fallend für allex ≥ m,

m ∈ Z. Dann gilt: Die Reihe
∞∑

k=m

f (k) konvergiert genau dann, wenn
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das uneigentliche Integral

∞∫

m

f (x) dx existiert. In diesem Fall ist

∞∫

m

f (x) dx ≤
∞∑

k=m

f (k) ≤ f (m) +

∞∫

m

f (x) dx .

Beweis:Wegen der Nichtnegativität vonf sind

Sn =
n∑

k=m

f (k) und In =

n∫

m

f (x) dx

monoton wachsend mitn. Falls das uneigentliche Intergral konvergiert,
ist sein WertI daher eine obere Schranke für alle In und damit ist
I + f (m) nach dem gerade bewiesenen Lemma eine obere Schranke für
alleSn. Somit ist die Folge (Sn)n≥m monoton wachsend und beschränkt,
also nach Kapitel 2,§3, konvergent. Konvergiert umgekehrt diese Folge
gegen einen GrenzwertS, so ist dieser eine obere Schranke für alle
Sn, also nach dem Lemma auch für alleIn, und damit konvergiert das
Integral. Die behauptete Ungleichungskette folgt somit aus den Rechen-
regeln f̈ur Grenzwerte in Kapitel 2,§2.

Als erste Anwendung k̈onnen wir noch einmal die harmonische Reihe
betrachten: Nach dem Lemma ist

log(n + 1)≤ Hn =
n∑

k=1

1
k
≤ 1 + log(n + 1) ,

die Folge derHn geht also mit logn gegen unendlich, was auch einen
neuen Beweis f̈ur die Divergenz der harmonischen Reihe liefert.

Betrachten wir dagegen für einr > 1 die Summe
∞∑

k=1

1
kr

, so konvergiert
diese, denn das uneigentliche Integral

∞∫

1

dx

xr
=

1
(1− r)xr−1

∣∣∣∣
∞

1

=
1

r − 1
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existiert. F̈ur r = 2 etwa erhalten wir die Abschätzung

1 ≤
∞∑

k=1

1
k2

≤ 2 ,

die wir in Kapitel 2 auch ohne Intergration gefunden haben. Um etwas
Besseres zu bekommen, können wir die ersten Summanden stehen lassen
und erst den Rest abschätzen: Beispielsweise ist

4∑

k=1

1
k2

=
205
144

= 1,42361 und

∞∫

5

dx

x2
≤

∞∑

k=5

1
k2

≤ 1
5

+

∞∫

5

dx

x2
;

da das Integral der Wert 1/5 hat, liegt die Gesamtsumme somit zwischen
1,62361 und 1,82361.

h) Die Eulersche Summenformel

Wir betrachten irgendeine reellwertige differenzierbareFunktionf , de-
ren Definitionsbereich das Intervall [1, n] entḧalt.

Für eine reelle Zahlx bezeichnen wir wiëublich mit [x] die größte ganze
Zahl kleiner oder gleichx und mit {x} =

def
x − [x] den gebrochenen

Anteil vonx. Für eine ganze Zahlk ist somit{x} = x− k für allex aus
dem Intervall [k, k + 1).

Partielle Integration f̈uhrt auf die Gleichung
k+1∫

k

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx =

(
x − k − 1

2)f (x)

∣∣∣∣
k+1

k

−
k+1∫

k

f (x) dx

=
f (k + 1) +f (k)

2
−

k+1∫

k

f (x) dx .

Addition aller solcher Gleichungen vonk = 1 bisk = n − 1 liefert
n∫

1

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx =

f (1)
2

+
n−1∑

k=2

f (k) +
f (n)

2
−

n∫

1

f (x) dx ,

womit man die Summe derf (k) berechnen kann:
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Satz (EULERsche Summenformel, einfachster Fall): Für eine differen-
zierbare Funktionf : D → R, deren Definitionsbereich das Intervall
[1, n] umfaßt, ist

n∑

k=1

f (k) =

n∫

1

f (x) dx +
f (1) +f (n)

2
+

n∫

1

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx .

Als Beispiel wollen wir eine N̈aherungsformel f̈ur n! herleiten: Wir
schreiben logn! =

∑n
k=1 logk und haben dann nach der EULERschen

Summenformel

logn! =

n∫

1

logxdx +
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx

= x(logx − 1)

∣∣∣∣
n

1

+
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx

= n(logn − 1) + 1 +
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx .

In dieser Formel stört noch das rechte Integral; dieses können wir wie
folgt abscḧatzen: F̈ur eine naẗurliche Zahlk ist

k+1∫

k

{x} − 1
2

x
dx =

1
2∫

−1
2

x

k + 1
2 + x

dx

=

1
2∫

0

(
x

k + 1
2 + x

− x

k + 1
2 − x

)
dx =

1
2∫

0

−2x2

(
k + 1

2

)2 − x2
dx .

Im Intervall von 0 bis1
2 ist der Integrand monoton fallend, d.h.

0 ≥ −2x2

(
k + 1

2

)2 − x2
≥ − 1

2(
k + 1

2

)2 − 1
4

=
−2

(2k + 1)2 − 1
≥ − 1

4k2
,
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und damit ist

0 ≥
k+1∫

k

{x} − 1
2

x
dx =

1
2∫

0

−2x2

(
k + 1

2

)2 − x2
dx ≥ − 1

8k2
,

denn wir k̈onnen das Integral abschätzen durch das Produkt aus der
Länge des Integrationsintervalls und dem Minimum des Integranden.
Summation vonk = 1 bisn − 1 schließlich gibt die Abscḧatzung

0 ≥
n∫

1

{x} − 1
2

x
dx ≥ −

n−1∑

k=1

1
4k2

für das sẗorende Integral aus der obigen Formel.

Von der rechtsstehenden Summe wissen wir aus Kapitel 2,§6, daß sie
(egal ob mit oder ohne acht im Nenner) für n → ∞ konvergiert und
können daher folgern, daß gilt

logn! = n(logn − 1) +
logn

2
+ Rn

mit einem FehlertermRn, der f̈ur n → ∞ beschr̈ankt bleibt. Somit ist

n! ≈ C · nne−n
√

n

mit einer gewissen KonstantenC, deren Wert
√

2π nur auf dem Umweg
über ein zweidimensionales Intergral und damit nicht mit unseren Mit-
teln berechnet werden kann. Dieser Näherungsausdruck heißt STIR-
LINGsche Formel; genau wie die Summenformel kann er noch beliebig
verbessert werden.
Der schottische Mathematiker JAMES STIRLING (1692–1770) war Anḧanger des gestürzten
Königs Jakob II Stuart und hatte deshalb große politische Probleme bei seinem Studium;
unter anderem wurde er deshalb von der Universität Oxford ausgeschlossen. 1717–1722
lebte er in Venedig und hatte auch gute Kontakte zu NICOLAUS BERNOULLI an der Univer-
sität von Padua; außerdem brachte er aus Venedig die Produktionsgeheimnisse der dortigen
Glasbl̈aser mit. Ab 1724 arbeitete er zehn Jahre lang als Mathematiklehrer in London, wo
er viel mit NEWTON zusammentraf; 1735 wurde er Direktor einer schottischen Bergbauge-
sellschaft. In seine Londoner Zeit fällt die Ver̈offentlichung seines bedeutendsten Werks
Methodus Differentialis sive Tractatus de Summatione er Interpolatione Serierum Infini-
tarum im Jahre 1730, das die obige Formel als Beispiel zwei zu Proposition 28 entḧalt.
Ebenfalls ziemlich bekannt wurde seine 1735 veröffentlichte Arbeitüber die Gestalt der
Erde.
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§3: Zusammenfassung
Im letzten Kapitel dieses Semesters befaßten wir uns mit derIntegration
von Funktioneneiner Veränderlichen.Die Integration ist die Umkehrung
der Differentiation; istF (x) eine differenzierbare Funktion mit Ablei-
tungf (x), so bezeichnen wirF (x) als eineStammfunktionvonf (x) und
schreiben ∫

f (x) dx = F (x) + C .

Stammfunktionen sind steht nur bis auf eine additive KonstanteC ∈ R

bestimmt.

Integrale k̈onnen auch eingeführt werden via Fl̈achenberechnung; wir
bezeichnen die Fläche unterhalb des Graphen der Funktionf (x) zwi-
schen den Wertenx = a undx = b als dasbestimmteIntegral

b∫

a

f (x) dx .

Flächenteile, die unterhalb derx-Achse liegen, werden dabei als negativ
betrachtet. IstF (x) eine Stammfunktion vonf (x), so ist

b∫

a

f (x) dx = F (b) − F (a) .

Das bestimmte Integral existiert zumindest dann, wenn die Funktionf
im Intervall [a, b] stückweise stetig ist.

Zur Berechnung von Stammfunktionen können wir die Differentiati-
onsregeln umkehren: Aus der Linearität der Ableitung folgt die der
Integration:

∫ (
cf (x) + dg(x)

)
dx = c

∫
f (x) dx + d

∫
g(x) dx .

Die LEIBNIZ-Regel (uv)′ = u′v + uv′ führt auf die Regel zurpartiellen
Integration:

∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u(x)v′(x) dx ;


