Kapitel 4
Integralrechnung

Die Integralrechnung ist neben der Differentialrechnuig dveite
wichtige Siule der Analysis. Wir betrachten auch sie in diesem Semeste
nur im eindimensionalen Fall.

81: Das Riemann-Integral

a) Heuristische Voruberlegungen

Seiner grof3en Bedeutung entsprechend, wollen wir uns degrhi-
begriff zurachst heuristischahern, bevor wir ihn — mit bedchtlichem
technischem Aufwand — in Abschnd} formal einfihren.

Die Integration dient prirér drei Zwecken:
e Sie dient zur Umkehrung der Differentiation.
e Sie dient zur FAchenberechnung.
e Sie dient zur Durchschnittsberechnung.

Wie wollen uns alle drei Aspekte kurz ansehen.

1) Integration als Umkehrung der DifferentiationDas klassische Bei-
spiel zur Einfihrung der Differentiation ist die Geschwindigkeit als
Ableitung des Wegs nach der Zeit. Es liegt daher nahe, zdiikinng

des Integrals die Frage nach der Berechnung des Wegs auseder G
schwindigkeit zu betrachten.

Wir nehmen also an, ein Fahrzeug sei zur Zeit0 an der Stelle = 0
und beschleunige inihf Sekunden auf die im Stadtverkehr asdige
Hochstgeschwindigkeit von 13,9 m/sec. Welchen Weg hat eddign
zurickgelegt?
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Die Geschwindigkeit sei durch folgende Tabelle gegeben:

t [sec] o 1 2 3 4 5
v[m/sec] 25 6,1 9,1 115 134 139

Ist s(t) der bis zum Zeitpunkt zurickgelegte Weg und(t) die dann
erreichte Geschwindigkeit, so ist bekanntlich

() = ds As _ s(t+1sec)-s(t) _ s(t+1sec) s(t)
S T AL T T (t+lsec)t 1 sec '
Also ist

s(t+1 sec)= s(t) +v(t) - 1 sec .

Da wir sowohls(0 sec) = On als auch die Werte(t) furt = 0,1,2,3
und 4 sec kennengkinen wirs(5 sec) rekursiv berechnen als

s(5 sec)~ v(0 sec) 1 sec (1 sec) 1 sec (2 sec) 1 sec
+v(3 sec) 1 sec (4 sec) 1 sec
=25m+6,1m+91m+115m+134m=426m.
Also hat das Fahrzeug ifiifif Sekunden 42,6 m zuckgelegt?

Zumindest mit dieser Genauigkeit ist das sicherlich falsemn bei der
Berechnung des Wegs sind wir davon ausgegangen, dal3 dag&ghr
wahrend der ersten Sekunde konstant mit einer Geschwirtligke
2,5m/sec gefahren ist, exakt ab deren Ende dann abérliph eine
Sekunde lang mit 6,1 m/seasw. Das ist naifirlich unrealistisch; tat-
sachlich dirfte die Geschwindigkeit etwa so verlaufen sein, wie es die
Kurve in den Abbildungen angibt, wohingegen wir mit dem bt
eingezeichneten stufairinigen Verlauf gerechnethaben. Wir haben die
Geschwindigkeit somit fast durchggig unterschtzt und damit auch
einen zu kleinen Weg berechnet.

Alternativ hatten wir auch einernu grof3enMeg sclatzen lbnnen, wenn
wir die Geschwindigkeit thrend eines Sekundenintervalls jeweils auf
den bekannten Wert aBndedieses Intervalls gesetzatien; das Ergeb-
nis ware dann gewesen

s(5 sec)~ v(1 sec) 1 sec (2 sec) 1 sec (3 sec) 1 sec
+v(4 sec) 1 sec w(5 sec) 1 sec
=6,1m+91m+115m+134m+139m=540m.
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14 Eine bessere Sétzung bekommen wir, wenn wir anstelle der Sekunden-

intervalle Intervalle von nur einer halben Sekunde betetchvoraus-
gesetzt natrlich, wir kennen die Geschwindigkeit audlrfhalbzahlige
Sekundenwerte. Die entsprechenden Werte seien die in ldemfien
Tabelle angegebenen:

tf[sece O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
v[m/sec]25 44 6,1 7,8 9,1 10,4 11,5 12,6 13,4 13,8 13,9

Jetzt ist dig,untersclatzte" Wegstrecke
9
k 1
ZU(E sec) 5 sec = 45%6m,
k=0
und die,Uberscktzte" ist

124

109

10 1 1
0 Zv(—sec)-—sec=513m,
Tatsachliche und unterschatzte Geschwindigkeit =1 2 2
die Unsicherheit hat sich also etwa halbiert. Diéchste Abbildung
Tatsachlich wissen wir im Augenb]ick also nur, da der[_’m:k'ge|egte ZEigt den Verlauf von untersalrter, tatachlicher undibersclitzter
Weg irgendwo zwischen 42,6 m und 54 m liegt. Geschwindigkeitifir die Halbsekundenintervalle.
141
141
121
121
10
10
8,
6,
44
2,
0 1 2 3 4 5

Tatsachliche und Uberschétzte Geschwindigkeit Abtastung in Intervallen von einer halben Sekunde
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Beide Werte wie auch ihre Differenz lassen sich leicht gdadsah
veranschaulichen: In denhsten Abbildung ist die untersitiate Ge-
schwindigkeit die Riche der Rechtecke unterhalb der unteren Trep-
penfunktion, dieliberscktzte entsprechend diedehe der Rechtecke
unterhalb der oberen Treppenfunktion, wobei die Basis @ahkRcke
jeweils auf der Zeitachse liegt. Die Differenz ist somitigheder Fhche

der Differenzrechtecke.

Diese ldnnen wir durch weitere Verfeinerung der Abtastung verklei
ern. Dazu nehmen wir an, die eingezeichnete Kurve (dié¢hatikh
einfach eine notillrftig angepalite Polynomfunktion darstellt) gebe den
tatsichlichen Geschwindigkeitsverlauf wieder, und lassenCiempu-

ter rechnen:

Wenn wir die Geschwindigkeit viermal pro Sekunde bestimomahden
zurickgelegten Weg damit sétzen, erhalten wir als untere Schranke

19
k 1
— sec) - - secx 47,14m

und als obere Schranke

20
k 1
ZU(Z sec) 7 Sec~ 49.99m.

k=1
Mit zehn Geschwindigkeitswerten pro Sekunde verbessartdie un-
tere Schranke auf

49 k 1
E — p— ~ 48,02
kzov(lo sec) 0 sec~ 48,02m
und die obere auf

50 k 1

— sec| - — sec 49,16m.
;”<10 ) 10 ’
Wie die Abbildung zeigt, unterscheiden sich nun die Redtgeder
unteren Abscétzung nur noch wenig von denen der oberen, und die
Flache unter der Geschwindigkeitskurve liegt schon reche i der
Flache der Rechtecke aus jeder der beiden Adizcimgen.

Gehen wir von den Zehntelsekunden zu den Hundertsteln, diend
Rechtecke zumindest visuell nicht mehr voneinander undleofbiche
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Abtastung in Intervallen von einer Zehntelsekunde

unter der Kurve zu unterscheiden; zu sehen ist nur noch eirghaeg
dunkelgiine Fhche.

1]

0.8+

0.6

0.4+

0.24

0 05 1 15 2 25 3
Abtastung in Intervallen von einer Hundertstelsekunde
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Rechnerisch gibt es noch einen kleinen Unterschied im Detaim
bereich:

499 L 1
—— Sec| - —— sec~ 48,54m
; Y < 100 ) 100 ’

und

500 1
— Sec| - —— sec~ 48,66m.
; Y < 100 ) 100 ’

Bei einer nochmaligen Verzehnfachung der Intervallaniimatirlich
graphisch nichts neues mehr zu sehen; diga&uherte verbessern sich

auf
4999

1
. ~ 48595
; v ( 1000 Sec) 1000 >°¢F FeovSM

fur die untere Schranke und
5000

1
;”(100056(:) ' To00 S€C~ 48.607m

fur die obere.

Um die eingangs gestellte Frage nach deniizkgelegten Weg millime-
tergenau beantworten zdiknen (sofern man diese Genauigkeit wirklich
als sinnvoll betrachtet), muf3 die Geschwindigkeitsku®@d0 Mal pro
Sekunde abgetastet werden, und wir erhalten die Schranken

49999

1
% u(loooosec> ' To000 SEC~ 48.6006m

und
50000

1
; u(loooosec> 15000 SEC~ 48.6017m;

das Fahrzeug legte ififif Sekunden also 48 m und 60,1 cmizck.

2) Integration als FlachenbestimmungDie beiden letzten Abbildun-
gen zeigen, dal die immer feiner werdenden Rechtecke, digindie
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obigen Abschtzungenihlten, die Riche unter der Kurve = v(t) im-
mer besser arithern. Wenn wir die Einheiten vergessen tinie auchv
als Langen ansehenpknen wir die oben betrachteten Augdke

5n—1 5n
k 1 k 1
k=0 k=1

also auch als Bherungswertdlfr die Fache unter der Kurve ansehen
und den Facheninhalt als ihren gemeinsamen Grenzwertifnmer
grof3er werdendes berechnen.

Genau genommen handelt es sich hier allerdings nicht urBeliech-
nungdieser Fache, sondern um d@efinitiondes Facheninhalts, denn
es gibt schlieBlicha priori keinen Begriff des FEcheninhalts einer
krummlinig begrenzten Bkhe. Die hier gedhlte Definitioniiber eine
Aussclopfung mit immer feiner werdenden Rechtecken ist zwar sehr
natirlich, aber nicht zwangaulfig. Sie istiibrigens weitalter als jeder
Begriff eines Integrals oder auch nur Grenzwerts: Beraitdier zwei
Jahrtausenden, um etwa 370 vor Christus, definierte dexdtgsehe Ma-
thematiker EDOXOS VON CNIDOS (ca. 408-ca. 355), ein Schler und
spaterer Konkurrent BxTos, Flacheninhalte auf diese Weise aggr hat
ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287-212) diese Methode perfektioniert
und angewandt auf Kreise und Parabeln; insbesondere Inetecar
damit seine Abscitzung 22371 < 7w < 22/7 fur 7, in Dezimalzahlen
ausgedickt 31408 < 7 < 3,1429, wobei diese Absélizung aller-
dings nicht auf Rechtecken beruht, sondern auf der Kontsrukles
regelmaligen 96-Ecks.

3) Integration als DurchschnittsbestimmungKehren wir wieder zu-
riick zum Eingangsbeispiel eines sich beschleunigendea&iads, und
fragen wir uns, wie hoch di®urchschnittsgeschwindigkeitar. Bei
endlich vielen Werten ist der Durchschnitt adich einfach das arith-
metische Mittel, also z.B.

% - (v(0 sec) +v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec)

= % -426m/ sec = 852m/ sec ,
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wenn wir die Geschwindigkeiten vosinfangjedes Sekundenintervalls
nehmen, und

:Fl) - (v(1 sec) +v(2 sec) +v(3 sec) +v(4 sec) +v(5 sec)

:Fl) -540m/ sec = 108m/ sec ,

wenn wir die vom Ende nehmen.

Natiirlich laf3t sich auch hier die Abtastung immer weiter verfeiner; di
entstehenden Ausiicke

5n—1 5n

% > u(% sec) und % : Z”(S sec)

k=0 k=1
entsprechen bis auf einen Faktor vg@e—c genau denen aus Tedl),
wo wir den Weg abgeséiizt haben — wie es ja auch in der Tat der
Fall sein muf3: Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist selich nichts

anderes als der zilickgelegte Weg dividiert durch die zugrundeliegende
Zeitspanne vonifinf Sekunden.

Trotzdem ist die Interpretation eines Integrals als Durhhét gele-
gentlich von unabiingigem Interesse, da vor allem bei Anwendungen
in der Quantenphysik oft zwar Durchschnitte existierergrakeine
.Zahler* und,Nenner‘, als deren Quotienten man sie interpretieren
konnte.

b) Integration elementarer Funktionen

Abstrahieren wir vom Beispiel der Wegberechnung anhaner ese-
schwindigkeitskurve und betrachten wir das allgemeinéblero, zu
einer gegebenen reellwertigen Funktigneine neue Funktior zu
finden derart, daB”(z) = f(x) ist.

Da jede konstante Funktion die Ableitung Null hat, ist mitfir jede
reelle Zahlc auch F' + ¢ eine solche Funktion; um ein konkretés
hinzuschreiben, filssen wir also einen Funktionswert vérfestlegen;
der Einfachheit halber sei dies, in Analogie zum obigen jels der
Wert F(0) = 0.

Damit Ubernimmtf die Rolle der Geschwindigkeit, dem Weg ent-
spricht die Funktior¥’, die Variable ist nun: anstelle der Zeit, und da
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unsF an einer beliebigen Stelleinteressiert, nicht nur wie im obigen
Beispiel an der Stelle 5, empfiehlt es sighjetzt als Gesamtzahl der In-
tervalle zu nehmen, nicht wie oben als Anzahl der InteryaiteEinheit
(Sekunde). Die Ange eines jeden Intervalls wird dannazin, und die
Analoga zu obigen Summen sind die Auscke

= (kx\ =z " kx\ =«
Sr(5) 5w r(5)
k=0 k=1
deren gemeinsamer Grenzweilr fimmer gbfRer werdendes der

gesuchte WerF'(z) sein sollte.

Wir definiererdaher (vordufig) 1
L kx\ =z
F(x) def n“—r>noo % / (7) ‘n )

in der Hoffnung, dalR dieser Grenzwert existiert und mit deweaen
Ubereinstimmt — zumindest in hinreichend vielen interetesaRllen.
Betrachten wir einige Beispiele!

1) Die Funktion f(z) = 2%: Hier erhalten wir

1 ke\ oz kN oz
Fla) d:efn'i‘logf(;) T lm 2 (7) &

Wie wir aus derJbungen wissen (oder noch einmal durch véifstige
Induktion beweisen&nnen), ist

k=0 6
also kdnnen wir dies vereinfachen zu
1 n(2n — 1)(n — 1) -2 lim n(2n — 1)(n — 1)
3 6 n—o00 6n3

3 - - 3 3
=T m (D) (2R) (P t) =T et

F(z) = 2% lim

n—oo M
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Diese Funktion hat taéhlich die AbleitungF’(z) = 2, zumindest in
diesem Beispiel funktioniert also die Definitios)(

2) Die Exponentialfunktion: Versuchen wir dasselbe nochmaér fdie
Funktionf(x) = . Hier fuhrt (x) (wieder mit der Festlegung(0) = 0)
auf den Ansatz

n—1 ka: . n—1 T
ﬂ@:|mn§y'—--—:nm§:éﬂw—
def n—oo n n n— 00 n
k=0 k=0
n—1

1 k
=z lim = (Fm)
I‘n—n)onz ¢

Die Summe ganz rechts ist eine geometrische Reihg mt”/™; da wir
uns nur fir Wertex # 0 interessieren,dnnen wir die Summenformel

n—1 n

k_1—gq
Zq T 1y
k=0

anwenden und erhalten

1 (e)" 1 1-¢
F@@)=z lm = — 72 =4 |jm =. —¢_
(13) xn—u)on 1— ez/n xn—u)on 1— ez/n
1
=2(1— ) lim —n

s T o/
Im Grenzwert ganz rechts gehdir fi — oo leider sowohl der Zhler
als auch der Nenner gegen Null, wirissen also die Regel vare
L'HOPITAL anwenden. Diese gilt zwar nuiarf Grenzwerte von Werten
stetiger Funktionen, ahrend wir hier den Grenzwert einer diskreten
Folge suchen, aber wenirfeine reelle Variable der Grenzwert
1
1 U
B
existiert, konvergiert nétlich auch die Folge der Zahlen
1

m furn:l,2,3,...

gegen eben diesen Grenzwert.

Kap. 4: Integralrechnung 242

NachDE L'HOPITAL ist

1 -1
im —% = |im — %=
u—oo 1 — ew/u U—00 _ez/u (_—ZI)
u
. -1 -1
= lim —=—.
U—00 Qjez/“ xT

Eingesetzt in den Ansatiilf F'(x) fuhrt dies auf
-1
F(x):x(l—er)-T =e* -1,
eine Funktion, deren Ableitung in der T&t ist.

3) Die Dirichletsche SprungfunktionBevor wir zulibermutig werden,
mdchte ich als letztes Beispiel noch eine Funktion betrachdie sich
im Gegensatz zu Quadrat und Exponentialfunktion alles r@nals gut
verhélt, die DRICHLETSche Sprungfunktion

_J1 furzeQ
ﬂ@‘{Ofmx¢Q'

Mit F'(0) = 0 ist wieder
[}

n—1
. kx T
F(w) def Am, Z f(?) n
i=0

Dabei ist die Zahkx/n fur k = 0 rational, da Null; @ir £ # 0 ist sie
genau dann rational, wenn aughrational ist. In diesem Fall ist also
flkx/n) =1furallek, d.h.

n—lx T
F(z)= lim g —=lmmn-—=z
- n n— n
n Ookzo n o0

fur rationalesr. Fur irrationalesx dagegen sind alléxz/n auBer der
Null irrational, also istf (kz/n) = 0 fur allek # 0. Damit bleibt von der
Summe nur der erste Summand stehen, d.h.
Fz)= lim £=0.
n—oo N

Also ist
xz firzeQ

H@:{Ofwx¢@’
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eine offensichtlich nicht differenzierbare Funktion, uwenn F’(x)
nicht einmal existiert, kann es riatich auch nicht gleictf (z) sein.

Auch unter dem Gesichtspunkt der Interpretation ¥{r) als Fhche
unterhalb der Kurve; = f(x) ist das Ergebnis unbefriedigend, denn
da f(x) > O fur alle z, sollte F'(x) eine monoton wachsende (oder
zumindest nicht fallende) Funktion vansein, wohingegen das gerade
berechneté” bei jeder rationalen Zahl auf Null ziickfallt.

Der Ansatz ¢) hat also auch seineiiEken, und es wird Zeit, diese
heuristische Definition durch eine bessere zu ersetzen.

c¢) Definition des Riemann-Integrals

Tatsachlich ist der Ansatz«) nicht so schlecht: & die beiden gutarti-
gen Funktionen undif das Eingangsbeispiel der Streckenbestimmung
fuhrte er schlie3lich zu veiémftigen Ergebnissen, und wie wir bald se-
hen werden, kann man Integrdiber stetige Funktioneimmer nach
diesem Ansatz bestimmen; zumindest als Veranschaulicdeagn-
tegralbegriffs sollte man ihn daher durchaus im Hinterkogfalten.
Problematisch wird er erst bggchlechten" Funktionen wie der im letz-
ten Beispiel.

1) Warum lohnt sich ein allgemeinerer AnsatDies legt nairlich die

Frage nahe, ob man solche&chlechten* Funktionerif Anwendungen
wirklich braucht, und wenn ja, ob man sie so sehr brauchtsitdf3der
erhebliche technische Aufwand, den wir in diesem Paragnapieiben
mussen, lohnt.

Die DIRICHLETsche Sprungfunktionist ein rein theoretisch konstrugerte
Gegenbeispiel, das wohl keinerlei praktische Anwendutghalirfte.
Eine ihrer charakteristischen Eigenschaften tauchtdiitigs auch bei
praktisch relevanten Funktionen auf:0Biliche Spiinge lbnnen bei
den wenigsten Anwendungen ausgeschlossen werden; im Segen
DIRICHLETS Beispiel ist dort allerdings die Menge der Sprungstellen
diskret.

Wirklich kompliziert wird die Situation beispielsweiseilder mathe-
matischen Modellierung von @senkurses oder auch des Rauschens

Kap. 4: Integralrechnung 244

in einer elektronischen Schaltung, wo 8pge mit Hilfe von Zufall-
sprozessen beschrieben werdeir. $olche Anwendungen wird der in
diesem Paragraphen definierte Integralbegriff nicht acise@; er ist
aber eine unabdingbare Voraussetzung, um die doritizgan Tech-
niken zu verstehen.

Obwohl wir im folgenden fast jeden der wichtigereat®& aus der
bisherigen Vorlesung noch einmal in die Erinnerungizierufen und
anwenden rassen, ist die nun folgende Konstruktion also kein Luxus,
sondern zumindest langfristig notwendig auéin praktische Anwen-
dungen.

2) Wo sollte der bisherige Ansatz modifiziert werdeBfh Punkt, bei
dem der bisherige Ansatz nur aufgrund der Einfachheit deablete-
ten Beispiele so erfolgreich war, ist dibsclatzungdes Grenzwerts
durch die endlichen Approximationen. Beim Beispiel dercbesndig-
keit eines beschleunigenden Fahrzeugs war das probleddos, die
Geschwindigkeit war eine monoton wachsende Funktion,idigeties
Teilintervall am linken Ende ihr Minimum und am rechten ihaMmum
annimmt.

Auch f(z) = z? ist fur 2 > 0 monoton wachsend(z) = ¢® sogar fir
allexz € R, so dalR wir auch hier leicht untere und obere Schranken f
F(x) berechnen@&nnen.

Fur nichtmonotone Funktionen dagegen ist die Situatidliigzanders:
Betrachten wir als Beispiel etwa die Sinuslinie zwischeti Niod 7 mit
einer Anraherung der REiche durch sechs Rechtecke.

In beiden Abbildungen sind diese Rechtecke eingezeickirehal be-
zogen auf den Funktionswert am linken Ende des Teilintervald ein-
mal bezogen auf den am rechten. Wie man sieht, liegen diet&eeh
exakt spiegelsymmetrisch zueinander und haben damitsosiere die
gleiche Summe der &theninhalte,@mlich jeweils ungethr 1,954. Die
Flache unter der Sinuslinie zwischen Null undst allerdings, wie wir
bald sehen werden,

—cost — (—cos0)=—(-1)—(-1)=1+1=2.
Wenn man ein (jedem Wissenschaftler zu empfehlendes) desuif3-
trauen gegen Computer und Taschenrechner mitbridgtte man ver-
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1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 05 1 15 2 25 3

Sinuslinie mit sechs Rechtecken zum jeweils linken Funktionswert

0.81

0.6

0.4+

0.2

0 05 1 15 2 255 3
Sinuslinie mit sechs Rechtecken zum jeweils rechten Funktionswert
sucht sein, den Wert 1,954 als eip€schenrechnerzwei* zu inter-

pretieren; da aber die Sinuswerte an den Stell€n @, 7, 4”, 57 und 1
wohlbekannt sind (im Winkelmal3 ausgédkt sind diese Stellen gera-
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de die Vielfachen von 30, kann man die Summe der Rechteakfien
exakt berechnen mit dem Ergebnis

52+V3),

das schon wegen der Transzendenz wamcht gleich zwei sein kann.
Somit haben wir definitiv keine obere Schrankeden korrekten Wert,
und zumindest priori haben wir auch keine untere, denn daf3 die
Summe der Rechteckfthen kleiner ist als die &the unter der Kurve
folgte je erst nach#glich durch Vergleich der beiden Werte.

Um wirklich eine untere Schrankéif die FEche zu bekommen, iinf3te
man hier im Beispieliir die ersten drei Rechtecke den Funktionswertam
linken Ende des Teilintervalls nehmen urid flie letzten drei den vom
rechten; @ir eine obere Schrankelfdte man genau umgekehrt vorgehen.

Fur eine beliebige Funktion gibt es aber offensichtlich keirGrund,
warum das Minimum oder Maximufilberhaupt an einem Intervallende
angenommen werden solltéjrfeinen ndglichst allgemeinen Integral-
begriff sollte man also auch Punkte im Intervallinnern zumEtlung
der Hohe des Rechtecks heranziehen: Anstelle der bislang betten
Unterteilung

—a

. b
a<atd<a+20<---<at(n—10 <a+nd=b mit §=
sollte also eine beliebige Unterteilung

a=2g <2 <2< <2, 1<, =b

treten.

3) Anwendung des MittelwertsatzeBinen weiteren Grund daf liefert
uns ein alter Bekannter aus Kapitel 3, déittelwertsatz der Differen-
tialrechnung:Ist F' stetig in einem Intervalli}, v] und differenzierbar
in (u,v), so gibt es einen Punkte (u,v), so dafld

P = 1010
ist.

Wir suchen zu einer gegebenen Funktjoaine differenzierbare Funk-
tion F' mit F' = f. Falls wir annehmen, dal? wir diese Funktion schon
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hatten,so ware F’ = f, und nach dem Mittelwertsatzge es in jedem
Intervall (z;, z,,,) ein Element,, so daR

He 20 - g = 1)
ware, d.h.
F(z;) = F(z;) + f(§) (@1 — ;) -
Rekursiv folgt, daf3
F(z) = F(z,) = F(z,_1) + [(§-1)(@, — 1)
= F(z,_2) * f(§n)(@n1 — 2 _2) + f(&_)(@, — 2,_1)

n—1

Plag) + Y €)@ — ;).

=0

Damit ist also die Fiche unter der Kurvg = f(x) exaktgleich der
Gesamtthiche endlich vieler geeignet gahlter Rechtecke; die Abbil-
dung unten veranschaulichtdies anhand der ganz zu Bedirathteten
Geschwindigkeitsfunktion. Hier ist nicht nur diedehe unter der Kurve
exakt gleich der Fiche deriinf Rechtecke, sondern auch diééte ei-
nes jeden Rechtecks gleich deéaéthe zwischen Kurve und Grundlinie
des Rechtecks, wir kommen also mit endlich vielen Rechteaks und
brauchen nicht einmal einen Grenzwert zu berechnen.

Der Haken bei der Sache ist fidich, da wir die,geeignet geahlten®
Rechtecke nicht kennen: Im obigen Ausdruck ist alles bekanRer
den Werter¥,;, an denen die Funktiofi ausgewertet wird.

Die Idee zur Definition desiBRMANN-Integrals ist nun, dal man einfach
beliebiges; zwischent, undz,,; wahltin der Hoffnung, da® beiimmer
kleiner werdendem Abstand zwischen zwei aufeinanderfalgaz;
der Grenzwert nicht mehr von der Wahl dgrabhangt.

Diese Hoffnung hat néatlich nur eine Chance auf Eflung, wenn die
Funktionf hinreichend stetig ist; ansonstedrinen sich die Werte vofi
an zwei beliebig nahe beieinanderliegenden Stellen imehr beliebig

Kap. 4: Integralrechnung 248

2 3 4 5
Die Flache unter der Kurve ist gleich der Flache der fiinf Rechtecke

stark unterscheiden, indem sie beispielsweise wie obesndastangen,
ob ¢, rational ist oder nicht.

4) GleichmaRige StetigkeitDie Stetigkeit allein reicht allerdings immer
noch nicht ganz aus:

Erinnern wir uns:f heiltstetigauf einer Teilmengéd C R, wenn es
zu jedene > 0 und zu jedenx € (a,b) eind > 0 gibt, so daf gilt: Ist
y € Dund|y — z| < §, so folgt, dal f (y) — f(x)| < e ist.

Wir mochten mehr: Wir wollen, daR sich jpdemRechteck der Wert
von f(&) hochstens um > 0 andert, falls nur die Breite des Rechtecks
unter einer gewissen Schranke liegt, d.h. wigahten, dafd nicht vonz
abhangt

Dies fuhrt auf folgende Versdrfung des Stetigkeitsbegriffs:

Definition: D C R sei eine Teilmenge voiR und f: D — R eine
Funktion.f heil3tgleichmafig stetigin D, wenn es zu jedem > 0 ein
0 > 0 gibt, so daRiir allex,y € D gilt:

ly—=z[ <d=fy) - f(@) <e.
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Um zu sehen, daf} dies mehr ist als die blof3e Stetigkeit,didéna wir
die Funktionf(z) = 1/z. Diese Funktion ist stetig auf der Menge aller
positiver reeller Zahlen, denfif0 < § < z unde > 0 ist

1 1 _ Fo | 0 <
r+6 x| |z(x=£0)| x(xEd)
x%e
i< (@+rd)eedTarie<rilesd< .
1Fxzxe

Der Ausdruck ganz rechts ist offensichtlich kleiner, wermNenner
das Pluszeichen steht, also giltifgegebenes > 0 unde > 0 gilt fur
jede positive reelle Zahl

ly—z| <46

x%e 1 1
= =
def 1 +x2¢

Damit ist die Stetigkeit der Funktion bewiesen. Sie ist atieint gleich-
mafiig stetig, denn es gibt aber kein vorunablangigess > 0 mit
dieser Eigenschaft: Der angegebene Ausdricklas golitnbgliched
geht wegen des Faktorg im Zahler Uir z — 0 selbst gegen Null Allt
also unter jede vorgegebene positive Schranke. Banste Abbildung
zeigté in Abhangigkeit vone fir den speziellen Weet = %).

0.08
0.06 4
0.04+

0.02+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

4 in Abhangigkeit von z fiir f(xz) = 1/z unde = 0,1
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In einem abgeschlossenen Intervall sollte so etwas nidiglioh sein,
und in der Tat gilt der (durchaus nichttriviale)

Satz: f:[a,b] — R sei eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] mit a, b € R. Dann istf auf [a, b] gleichmalig stetig.

Der Beweisst technisch und indirekt:

Angenommenyf warenicht gleichnaRig stetig. Danng@pe esiir min-
destens eire > 0 zu jedemé > O Punktex,y € [a,b], so dal
ly — x| < 8, aber|f(y) — f(x)| > ¢ ware.

Aufgrund der Annahme, der Satz sei falscbnken wir ein solches
fixieren und betrachten die speziellen Weite %: Nach dem gerade
gesagten gibt es dazu Punktg, y,, € [a,b], so daB|y,, — x,,| < %
aber| f(y,) — f(x,)| = e ist.

Nun kommt der nichttriviale Teil: Wir bastigen aus Kapitel 2 den

Satz von Bolzano-Weierstral3.Jede Folges,) von Punkten aus dem
abgeschlossenen Intervall p] hat (mindestens) eine konvergente Teil-
folgex,, .

Insbesondere muf also die hier betrachtete Falgedine konvergente
Teilfolge (z,,, ), ., haben; deren Grenzwert se€ [a, b].

Dalz,, —¥,, | < 1/n, ist, muB dann auch die Folge dgj gegenc
konvergieren, und d¢ nach Voraussetzung eine stetige Funktion ist,
gilt

lim f(z,,) = im fy,,)= 5.
Andererseits ist abelif jedesr nach Konstruktion der Folgenz()
und (y,,) der Abstand zwischeyfi(x,, ) und f(y, ) gro3er oder gleich
der festgewthlten Zahk, so daf3 die beiden Folgen udglich denselben
Grenzwert habendanen.

Mithin fuhrt die Annahmef seinicht gleichmaf3ig stetig, auf einen
Widerspruch, und damit ist der Satz bewiesen. .

5) Definition einer Approximation fir das Integral: Nach diesen Vor-
arbeiten bnnen wir ernsthaft darangehen, das Integral einer Fumktio
zu definieren. Es gibt in der Mathematik verschiedene latbggriffe;
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flr uns reicht die Definition des uns bereits aus Kapit§byekannten
deutschen MathematikersEBNHARD RIEMANN, das inzwischen nach
ihm benannte RMANN-Integral.

Wir gehen aus von einer Funktigh[a, b] — R auf einem abgeschlos-
senen Intervalld, b]; gesucht ist eine Funktiof’: [a,b] — R, fur die
(idealerweise}”(z) = f(x) sein sollte &ir allex aus dem offenen Inter-
vall (a, b).

Wir wahlen eine Unterteilung
A=y <T <2< <72, 1<T,=7T
des Intervalls voru bis z. Da wir im folgenden viel mit dieser Un-
terteilung rechnen werdenjliren wir die AbKirzung
z= (g, Tqs- -5 T,)

dafur ein und verabreden, daf3 dieimmer, wenn vorx die Rede ist,
die obigen Gleichungen und Ungleichungeriifiein sollen, dal3 sie also
tatsachlich eine Unterteilung voru[ 2] definieren.

Falls die gesuchte differenzierbare Funktidh[a,b] — R existiert,
sagt uns — wie wir in Teit) gesehen haben — der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung, daflif geeignete Elementg mit

a=rg <& <@y <& <A< <&, o<, 1 <& <, =T
folgt

n—1

Fz)= Fa)+ Y f(&) @ — ;) -

=0

Natirlich kennen wir die Zahler; nicht — selbst wenn wir wissen,
daR F und damit dief; Uberhaupt existieren. Deshalb betrachten wir
einfachbeliebigeZahleng; mit

a=x0 <& <w < <wp < <&, p< T, 1 <E 1<, =T
und fuhren auch hier wieder die Allkzung

§ = (607 617 s 7671—1)

ein mit der Verabredung, dal3 immer, wenn &in Zusammenhang mit
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einemz auftritt, diese Ungleichungen éilft sein sollen.

zy & T & T & x3 & Ty &4 Ts
I

a x

Definition: Die REMANNsche Summe zu einem Paat ) ist

n—1

I@,8) = > fE) @ — ;).

i=0

Das REMANN-Integral soll der Grenzwert einer FolgeeRANNSscher
Summen sein, wobei die Unterteilungeimmer feiner werden. Dieses
»,Feinerwerden” rassen wir nalrlich auch noch erldren: Seiem undy
zwei Unterteilungen des Intervallg,[z]; konkret sei

a=r0< T < - <Z, 1<T, =T
und

a=Yo <Y1 < < Yp_1 <Yy, =%.

Dann heil3y eineVerfeinerungronz, wenn jedes Teilintervalk(, v;,1)
vony ganz in einem der Teilintervalle:{, =,,,) vonz liegt; y entsteht
also ausz, indem einige der Intervalle vom noch weiter unterteilt
werden. Insbesondere mulR dann> n sein.

Nun betrachten wir eine Folge{’) von Unterteilungen derart, daR

e 2" stets eine Verfeinerung vaef”) ist  und

e die maximale lange der Teilintervalle von™ mit wachsendeny
gegen Null geht, d.h.

. ,—1
lim Max () — 2 =0.

v—oo =0

Zu jeder Unterteilung:™) wahlen wir willkiirlich eine (im Sinne obiger
Konvention dazu passende) Fogjé) von Zwischenpunkten und fragen
nach Existenz und gegebenenfalls Wert des Grenzwerts

lim I(z*),¢%).
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Dieser Grenzwert mul3 rizich im allgemeinen nicht existieren, und
wenn er existiert, kann er von der Wahl der Zwischenpuﬁkt)eund
von der Wahl einer Folgex{*’) von Unterteilungen akiingen. Wenn er
unablangig von all diesen Wahlen existiert und immer denselbert We
hat, bezeichnen wir diesen gemeinsamen Wert als gasRN -Integral
von f zwischens undz, in Zeichen

[ F©de= im 1,2,

Falls dieses Integralif jedesz € [a,b] existiert, sagen wir,f sei
RIEMANN-integrierbarauf [a, b].

£ heil3tintegrationsvariablaindibernimmt die Rolle des Summations-
index in einer Summe: Genau wie beispielsweise

n—1 n—1 n—1
2=N"j2=V"j2= n(2n—1)(n—1)

davon unabéingigist, ob der Summationsindiey oderk heildt, istauch

/gcf(i)dé“:/mf(U)du:/zf(t)dt

unablangig davon, wie die Integrationsvariable bezeichnet wird

6) Existenz des Riemann-Integralsif stetige Funktionen: Damit
haben wir das RMANN-Integral definiert; wir wissen allerdings bis-
her fur keine einzige Funktion, dal3 es existiert. In diesem Abgth
wollen wir unsiiberlegen, dal’ es zumindeit $tetigeFunktionen im-
mer existiert:

Satz: Jede stetige Funktiori:[a,b] — R ist REMANN-integrierbar
auf [a, b].
Zum Beweigniissen wir zeigen, dal} dassRANN-Integral

jf(ﬁ) dg

fur jedesr € [a, b] existiert.
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Dazu fixieren wir ein beliebig vorgegebenes [a, b] und betrachten
Folgen ¢®) von immer feiner werdenden Unterteilungen des Inter-
valls [a, 2] sowie entsprechende Folgeqj”é) von Zwischenwerten und

die Grenzwerte der BMANN-Summen! (z, ¢)).

1. Schritt: Fur eine feste Folge)) von Unterteilungen existiert der
Grenzwert und ist unafdimgig von der Wahl der Zwischenweﬁﬁé):

Um das einzusehen, betrachten viir fede Unterteilung:* die RE-
MANNSschen Obersummen und Untersummen;/Dech Voraussetzung
stetig ist, nimmt es in jedem abgeschlossenen Intervalbhbgein Ma-
ximum als auch sein Minimum an; insbesondere werden alsotemall
[z, 2] ein Maximum M) und ein Minimumm{) angenommen.
Damit gilt unabkngig von der Wahl des Zwischenwefgé)
m < f(e) < MY
Nach Definition ist
n,—1
1@¥,6¥) = > fE) (@) - 2) 5
=0
ersetzen wir hierir{l(”) jeweils durchmg”), so erhalten wir eine untere
Abschatzung

n,—1

V) — ) (.,.0) @)
st) ot Z(; m; (xi+l - )
far I(g‘”),g(”)); diese bezeichnen wir alsiBMANNSche Untersumme
der Unterteilungz”). Entsprechend liefert die Ersetzung dumz[j”)
eine obere Abscitzung

n,—1
S0 5, 2 MOl ot
fir I(z®, £€v), die REMANNsche Obersumner Unterteilung:®).
Unabléngig von der Wahl der Zwischenwegﬁé) gilt somit
s < [(@®), 0y < 50|
ein Zusammenhang, der unten nth einmal graphisch daltgisst®ie
RIEMANNSche Untersumme ist gleich derdehe der durchgezogenen
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Rechtecke,iir die Obersumme kommt noch der gestrichelte Anteil dazu,
und fur die REmanNsche Summd (2, £)) muR man bis zu den
punktierten Linien gehen. Die Werlgé”) sind auf derz-Achse durch

kleine Kreise gekennzeichnet, ebenso die Pu(@f’é, f(fg”))) auf der
Kurve.

1.2

0.8+

0.6

0.4

0.2

ol® ; & I e e - oL—@ ‘ )
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Riemannsche Summen, Obersummen und Untersummen

Wenn wir jetzt noch zeigendanen, daR die Folge def”) und die
der S® beide gegen denselben Grenzwert konvergieren, muR wegen
der EinschlieRung

) < I, W) < 5@

auchl(g(”),é(”)) gegen diesen Grenzwert konvergieren, und die Be-
hauptung im ersten Schritt ist bewiesen.

Vergleichen wir dazu zuichst die Untersummeft? unds®*): Die Un-
terteilungz*? entsteht aus™ dadurch, daB einige der Intervalle wei-
terunterteiltwerden. Istaber{ ", z{1") Teilintervall von ¢{", z17),),

so kann das Minimum im Teilintervall niatich nicht kleiner sein als
im groReren Intervall, d.hs®*Y > ) Somit ist die Folge des™

monoton wachsend.
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Genauso folgt, daR die Folge d&#) monoton fallend ist, und da stets
s < 50 jst, folgt weiter, daR

W< @< @ << 50 < 5@ < g
Insbesondere ist als#f eine obere Schrankérfdie Folge des™ und
s eine untere Schrankérfdie Folge des®.

Damit ist also die Folges{")) monoton wachsend und nach oben
beschankt, wahrend 6£*)) monoton fallend und nach unten besiit
ist. Da wir aus Kapitel 2 wissen, daf3 jede monotone und baskhe
Folge reeller Zahlen konvergentist, folgt daraus die Kogeaz beider
Folgen.

Nun fehlt nur noch, daR beide denselben Grenzwert haben.
Dazu betrachten wir die Differenzen

n,—1 n,—1
SO 50 = 3 MO, - ) - 3 e — o)
=0 =0
n,—1
= > M —m) @) - 2.
=0
Mit
AW = max(M® —m®M)
def 4
ist also
n,—1 n,—1
SV =50 < 30 A -2 =AY @i - o)
i=0 =0

= AW EW — 2y = AWz — q),

und das ist eine Nullfolge, falls wir zeigedknen, daR die Folge da®
eine ist.

Hier kommt nun die in Abschnitt) eingefihrte gleichmRige Stetigkeit
von f zum Tragen: Danach gibt es zu jedent> 0 einé > 0, so
daB fir alle Punkte;, &, € [a,b] qilt: Ist |§; —&,| < 0, so folgt

1f(5) — f(&) <e.

Ist dabei fir eine Unterteilung:) jede der Differenzen:!") — 2"

kleiner alsd, so ist auchM”) — m{) < &, denn sowohlM" als
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auchm{) sind Funktionswerte, die irgendwo im Intervadl{’,
angenommen werden.

Nun haben wir aber vorausgesetzt, daR die Unterteilun§@rimmer
feiner werden, d.h. zu jedem > 0 gibt es in der Tat eim,, so dal
2% — 2l < fir aller > 1y und allei. Somit sind fir v > 1, alle
DifferenzenM ) — m{*) kleiner alss, und damit ist auct\®) < ¢ fir
v > 1. Also sind sowohl A®) als auchs® — s*) Nullfolgen, d.h.

lim s*) = lim S® .

V—00 V—00

Wie schon en@hnt, folgt daraus aufgrund der Einschlie3ung
s < 1(@®), ) < 50,
auch die Gleichung
lim S = lim 1z®,£") = lim S®.

Da die linke und die rechte Seite obiger Ungleichung nichtdengg”)
abhangen, ist auch lini(z®, §(”)) davon unab#ingig, und damit ist der
erste Schritt des Beweises beendet.

Der zweite ist zum Glck erheblich einfacher:

2. Schritt: lim I(z, ¢)) ist auch unabangig von der Folgex(*):

Betrachten wir zwei Folgen{")) und () von Unterteilungen. & je-
den Index kdnnenwir zu den Unterteilungeft’ undy™ eine gemein-
same Verfeinerung™ konstruieren, indem wir einfach diémitlichen
Zahlenz?”) undy!” der GbRe nach ordnen al§” = a,..., 20 = 2.
Wie oben seier™ und S die REMANNSsche Unter- und Obersumme
zur Unterteilungz™); entsprechend seieft”) und S® die zur Un-
terteilungz™. Da z) eine Verfeinerung vor:*) ist, wissen wir aus
dem ersten Schritt, daf3

) < 3¥) < 500 < g
ist; da die Folgeng™?) und (S*)) denselben Grenzwert habeniissen

auch §)) und (S®) gegen diesen Wert konvergieren und damit auch

die Folge ded (2, g(”)), wobei (g(”)) irgendeine Folge von Zwischen-
werten bezeichnet; wie wir bereits aus dem ersten Schisgem, Angt
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ng) CES.Z) x(22) x(32) xSZ)
I I
a + b
| | | |
L Y 9
I I
a _ b
— — |
NORNCYCRN NO Ne)
I I
u b

der Grenzwert nicht davon ab. Also ist
lim 1z, €)= lim 1), E7).
Genauso folgt, da auch
Jim 1©,€7) = lim 10,27,
wobei @:(V)) die Folge der Zwischenwerte y.(f’) bezeichnet, und dies
zeigt schlieBlich die Behauptung
lim 1, = lim 1, €").

Damit ist der Satz vollgindig bewiesen.
|

7) Stickweise stetige FunktionenGelegentlich mchte man die Be-
dingung der Stetigkeit wenigstens ein bi3chen lockern, empiels-
weise auch einen Funktionen mit gelegentlicherigen behandeln zu
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konnen. Die Existenz desBvANN-Integral wird durch solche kleineren
Abweichungen nicht beeiréchtigt:

Definition: Eine Funktionf:[a,b] — R heildtstiickweise stetigyenn
es eine Unterteilung
a=g<a<---<a,_1<a,=b
des Intervalls ¢,b] gibt, so daBf auf jedem der offenen Inter-
valle (a;, a;4,) stetig ist.
f ist also Uiberall stetig auRer eventuell in endlich vielen Punkten
ag, - - . ,a,. Der Wert in diesen Punkten kann, aber muf3 nicht mit dem
linksseitigen oder rechtsseitigen Grenzwert der Funkiibereinstim-
men; beispielsweise definiert man Rechteckimpulse getégeauch
durch die Funktion
1 falls2n— 1<z <2nfireinneZ
f(x):{ 0 fallszeZ .
-1 fallsZn <x <2n+1flreinncZ

Satz: Eine stickweise stetige Funktioyfi:[a,b] — R ist REMANN-
integrierbar.
Beweis:f sei stetig in den offenen Intervallea;(a;,,) mit
a=ag<ay<---<a,_,<a.=b.
Wiederholt man den Beweis des entsprechenden Safrdsufktio-
nen, die auf ganzi, b] stetig sind, so funktioniert fast alles problemlos
auch fir f. Schwierigkeiten gibt es nur mit den Intervallen einer Un-
terteilungz, die einen der Punkte, enthalten. In diesen Intervallen
ist f nicht notwendigerweise stetig, so dal die Differenz zwescthem
Supremum und dem Infimum vofr dort nicht mit Verkleinerung des
Intervalls gegen Null gehen mufl3, sondern auch gegen einemut
verschiedenen Wert,amlich die, Sprungldhe” beia;, konvergieren
kann.

Nun gibt es aber in jeder Unterteilung nur endlich viele tnadle, die
ein a; enthalten, und auch die Sprurigten sind begrenzt; gehen also

alle Intervalngen gegen Null, so geht auch wie im Beweis des Satzes

die Differenz zwischen RMANNSchen Ober- und Untersummen gegen
Null.
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8) Noch einmal die Dirichletsche Sprungfunktiontn Abschnittb3)
waren wir nicht zufrieden mit dem Verhalten des dort heisdt
eingefihrten Integralsiir die DRICHLETSche Sprungfunktion; schauen
wir, was das nun eingéhrte REMANN-Integral daraus macht. Sei also

_ |1 furzeQ .
f(”)‘{o fure ¢ Q '

1
wir interessieren unsif | f(x) dz.
0

Dazu seix eine Unterteilung des Intervalls [0]. Unablangig von der
Wahl dieser Unterteilungdanen wir stets eine Folgevon rationalen

Zwischenwerten finden, aber auch eine F@gﬂ)n irrationalen. Dann
ist, unablangig von der Unterteilung,

n—1 n—1
[2,9=) €)@ —2)=y (@ —2,)=1-0=1
1=0 i=0
und B
12,9 =Y f(E)wu — ;) =0.
=0

Damit kann kein gemeinsamer Grenzwert existieren, undtssirdie
DIrRICHLETsche Sprungfunktion nichtiRMANN-integrierbar — ein sehr
viel iberzeugenderes Ergebnis als das aus AbsdiB)itt

9) Ausblick: Das Lebesgue-IntegrafVir konnten allerdings auch ar-
gumentieren, dal3 egur‘ abzhlbar unendlich viele rationale Zahlen,
aberiberabahlbar viele irrationale zwischen null und eins gibt; da-
her sollten letztere das Geschehen dominieren,jglnﬂ(x) dz sollte
verschwinden.

In der Tat kann man eine Verallgemeinerung desMRNN-Integrals
definieren, das EBESGUEIntegral, das iir stickweise stetige Funk-
tionen mit dem REMANN-Integraliibereinstimmt undifr die DRICH-
LETsche Sprungfunktion den Wert Null liefert. Dazu geht marhraem
franzZdsischen Mathematiker iRl LEON LEBESGUE(1875-1941) bei
den Unter- und Obersummen nicht wie be&EfRANN von endlichvielen
Rechtecken aus, sondernamhlbar unendlictvielen. (Wie man dies
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im einzelnen macht, braucht uns hier nicht zu interessjeverwerden

uns in diesem Kapitel auf das#RIANN-Integral beschianken.) Dieses
LEBESGUEINntegral existiertfast immer: Man kann zwar di€&xistenz
von Funktionen, iir die es nicht existierbeweiserexplizite Beispiele
solcher Funktionen sind aber nicht bekannt.

10) Anwendung auf Fcheninhalte:Nachdem wir nun mit einen ex-
akten Integralbegriff haben, bietet sich ara¢Heniiber dieses Integral
zudefinieren:

Definition: Ist f:[a,b] — R eine nichtnegative Funktion, so bezeich-

nen wir die Zahl
b
/f(x) dx

alsFlachezwischen der Kurveg = f(x) und derz-Achse zwischen den
Geradernz = a undz = b.

Was passiert, wenfiauch negative Werte annimmt@if (x) = x etwa
1

ist [ f(z)dz = 0, wie man sich leichiiberlegtanhand von Unterteilun-
-1

gen, die symmetrisch zur Null liegen. Auch di@gt sich als Aussage
Uber FAcheninhalte interpretieren — wenn man davon ausgeht,idafd d
Formel

Flache= Langex Breite
fir die Rechteckiiche auch baiegativerange und/oder Breite gelten
soll. Da Integrale nicht nur zur &henbestimmung, sondern auch etwa
zur Bestimmung der Ladung in einem Kondensator verwendeteme

ist dies die Interpretation, die man in der Mathematik in degisten
Fallen vorzieht; @ir die klassische Eche im Sinne des Tapezierens mufd

man mit
b
7@l do

arbeiten.
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Im Sinne dieser negativenabhgen und Breiten ist es auch sinnvoll,
Integrale fir b < a zu definieren durch

/bf(;v)d:v dif—/af(x)dx.
a b

Insbesondere ist dann figlich | f(z) dz = 0.

§2: Wichtige Eigenschaften des Integrals

a) Erste Integrationsregeln

Das REMANN-Integral stellt die heuristischeldberlegungen vom Be-
ginn dieses Kapitels insofern auf eine exaktere matheohegi&rund-
lage, als wir nun einen Integralbegriff haben, der auch b¢ieen
ungewdhnlichen Funktionen wie der IRICHLETSchen Sprungfunk-
tion keine unerwarteten Ergebnisse liefert. Was allerslidgn Aus-
gangspunkt betrifft, die Umkehrung der Differentiationisgen wirtiber
das neue Integral noch gar nichts, und auch sonst kennemehrmicht
viele Regelriiber den Umgang damit und insbesondere dlmET seine
Berechnunghnedie umsandlichen und sehr langsam konvergierenden
RIEMANN-Summen.

In diesem Abschnitt sollen die ersten (und einfachsterthar Regeln
zusammengestellt werden; danach erweitern wiraghst unser In-
strumentarium, um dann damit auch kompliziertere und @ssaintere
Regeln zu beweisen.

1) Monotonieregel:Eine der einfachsten, aber trotzdem dftziichen
Regeln fir den Umgang mit Integraleitbersetzt Gil3erbeziehungen
zwischen Integranden in GRenbeziehungen zwischen Integralen:

Satz: f und g seien dickweise stetige Funktionen auf dem Inter-
vall [a, b], und fur allez € [a, b] sei f(x) < g(x). Dann ist auch
b

/b f@)do < / o) da

a
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Insbesondere ist

/bf(x)dx S/blf(a?)l dx

Beweis:Wir betrachten eine Unterteilung des Intervalls ¢, b] und
eine dazu kompatible Sequegzon Zwischenwerten/(z, &) sei die
zugetdrige REMANN-Summe @rr f und J(z, £) die fur g. Da fur je-
des¢; nach Voraussetzung(,) < g(&,) ist, folgt unmittelbar aus der
Definition der REMANN-Summen, da@(z, &) < J(z, &) ist. Da sich
eine solche Kleinergleichbeziehung auch auf Grenzwidretiagt, ist

daher
b

/b f(@)da < / 9(@) dz,

a

wie behauptet.
Insbesonderednnen wir dies auch anwenden auf die Ungleichungskette

—f@)] < f(z) < |f(2)]

und erhalten

—/b|f(a:)| dz < /bf(x)dx S/blf(ar)l dx,

/bf(:v)d:v </b|f(x)| de .

2) Linearitat und Zusammensetzungsenauso einfach ist die Lineari-
tatsregel:

d.h.

Satz: Firzwei stickweise stetige Funktionghg: [a, b] — R und zwei
reelle Zahleny, (3 ist
b

b b
/ (af(2) + fg(2)) dr = o / f(@)de+ / ors

a
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Beweis:Wie beim letzten Satz:i¥ jede REMANN-Summe zu einer fe-
sten Unterteilung: und jede damit kompatible Zwischenwertsequgénz
gilt die zur Behauptung des Satzes analoge Gleichung, umit dét

im Limes auch der Satz selbst. .

Fur die Zusammensetzung von Integrationsintervallen gilbetungs-
geman

Satz: Fura < b < cund eine dickweise stetige Funktioft [a, c] — R

Ist
/f($)dw=ff(x)dw+/f(x)dx.
a a b

c
Beweis: | f(z) dz kann als Grenzwert vonIRMANN-Summen zu einer

beIiebigaen Folge sich verfeinernder Unterteilungen ven] berech-
net werden; insbesonderérnen also Unterteilungen géahit werden,
die den Zwischenpunki enthalten, und déf folgt die Behauptung
unmittelbar. .

3) Der Mittelwertsatz der Integralrechnungiie der Mittelwertsatz der
Differentialrechnungdie Ableitung mit der Steigung einer geeigneten
Sehne in Verbindung bringt, sagt uns der Mittelwertsatzldesgral-
rechnungdal’ die Fache unterhalb einer Kurve gleich der eines gewis-
sen Rechtecks ist. Das haben wir bei der Konstruktion desiARIN -
Integrals bereit zur Motivation benutzt; hier soll es nun ltmblick
auf spatere Anwendungen in etwasddderer Allgemeinheit bewiesen
werden. Insbesondere wird durch dieses Satz auch die zaiBégises
Kapitels postulierte Interpretation von Integralen aldtitiverte auf
eine solide Grundlage stellt.

Satz: f:[a,b] — R sei eine stetige Funktiow; [a,b] — R sei stick-
weise stetig und nirgends negativ. Dann gibt escein[a, b], so dal3

b b
/ F(@)g(e) dz = £(©) / o) dz
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Die Funktion g sollte man sich dabei als eingsewichtsfunktion®
vorstellen, die die verschiedenerAlNerte verschieden stark gewichtet.
Am anschaulichsten ist der Spezialfal= 1, der deshalb noch einmal
getrennt angegeben sei:

Korollar: Fur eine stetige Funktioffi: [a, b]] — R gibt es eir¢ € [a, b]
mit

b
1= 5= [ f@ds.

Mit anderen WortenDer ,Mittelwert* einer stetigen Funktiorf im
Intervall [a, b] existiert nicht nur, sondern wird auch an (mindestens)
einer Stelle im Intervall angenommen.

Zum Beweisdes Satzes betrachten wir das Minimurund das Maxi-
mum M von f auf [a, b]. Da g nirgends negativ wird, gilt dann aucirf
jedesx € [a, b]
mg(x) < f(x)g(z) < M g(x)
und damit nach der Monotonieregel
b

b b
m/g(a:) dr < /f(a:)g(a:) dr < JV[/g(a:) dz .

Es gibt daher eine reelle Zahlzwischenm und M, den Mittelwert, so

daf

b b
/ F@)ge) de = / o(z) da

ist, und wegen der Stetigkeit vghgibt es nach dem Zwischenwertsatz
mindestens eig € [a, b] mit f(&) = u.

Damit ist der Satz bewiesen, und das Korollar istinath einfach der
Spezialfally = 1, fur den das Integralberg gleichb — a ist.

Man beachte, daf3 dieser Saiir iiur stickweisestetige Funktionf im
allgemeinemichtgilt: Fur

_f0 furz<o0
f(x)_{l furz > 0
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ist

1
1 I AU |

nicht in der Formf (&) darstellbar.

b) Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Eine Motivation zur Einfihrung eines Integrals war die Suche nach einer
Umkehroperation zur Differentiation: Genau wie die Diffatiation aus
einem zeitabngigen Weg eine Geschwindigkeit macht, wollten wir
ausgehend von einer zeitabigigen Geschwindigkeit den Weg aak-
bekommen. Der Hauptsatz der Differential- und Integrdinemg sagt
uns nun endlich, dal3 wir dieses Ziel erreicht haben:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: f:[a,b] — R sei
eine stetige Funktion und

F, (1) = / F©) de

Dann istF)(z) = f(z) fur allex € (a, b).
Ist umgekehrtF' eine differenzierbare Funktion, deren Ableitung auf
dem offenen Intervalld, b) mit f Gbereinstimmt, so gibt es eine reelle
ZahlC derart, daf¥'(z) = F, (z) + C ist.
Beweis:Die Ableitung vonF, ist
Fa($+h’)_Fa(I) .

5 ;

Fl(x) = lim
flr positivesh ist z+h z z+h
Fy(z+h) — Fy(2) = / f(a) di — / f(2) dr = / f(a) de

(s. Abschnitt)); fur negatived ist entsprechend

Fe+h) - E@=- [ fw)d.

z+h
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung aus dem earigb-
schnitt gibt es in jedem der beidedlle eing zwischenr undz + h, so
daR das Integral gleidt| - f(£) ist; in der Abbildung ist dies die Bthe
des schwarz umrandeten Rechtecks. Somit ist

Fy(z+ h})L— F®) _ .

X x+h

F(z) = grune Flache, F'(x + h) — F(x) = rote Flache

Geht num, gegen Null, so muf3 die zwischemundz +h liegende Zah{
gegenr gehen; wegen der Stetigkeit vgrist alsoF., (z) = f(x).

Ist F' eine weitere Funktion mit Ableitung, so hat die Differenz von F
undF,, die Ableitung Null. Nun erinnern wir uns an Kapitel 3: Wene di
Ableitung einer Funktioi(x) verschwindet, muf} die Funktion konstant
sein. Also gibt es eine Konstan€& so dal¥f'(z) — F,(x) = C'ist und
damit auchF(z) = F,(z) + C, wie behauptet.

Fur die Berechnung bestimmter Integrale bedeutet dies

Korollar: Ist F' irgendeine differenzierbare Funktion mit der Eigen-
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schaft, dafF’(z) = f(x) ist im Intervall [a, b], S0 gilt

b
/f(ac) dr=F(@) — F(a).

Beweis:Mit obigen Bezeichnungen ist das Integral gleigh(b). Zur
FunktionF' gibt es nach dem Hauptsatz eine Konstaritso daid

F(x)=F,(x)+C
ist. Damit istF'(b) — F'(a) = F,(b), wie gewinscht.

Fur,einfache" Integranden ist dies im allgemeinen die besiglMhkeit
zur Berechnung eines Integrals; die Funktioriémaben daher einen
Namen verdient:

Definition: Eine differenzierbare Funktiod” heil3t Stammfunktion
von f, wennF’(z) = f(x) ist; wir schreiben

F@ = [ rde+C,
wobei dielntegrationskonstanté’ die Nichteindeutigkeit der Stamm-
funktion ausdiickt.

Diese Nichteindeutigkeit sorgt auch dafdald zwar nach obigem Haupt-
satz die Differentiation die Integratioiickgangig macht, die Integration
umgekehrt aber die Differentiation nur bis auf auf eine Kante:

Korollar: /f’(x) dz = f(zx)+C

BeweisKlar, dennf ist eine Stammfunktion voifi’. .

Falls wir eine Stammfunktion voif kennen, ist die Berechnung des
Integrals

b
/f(ac) dx = F(b) — F(a)

also ganz einfach. Eine erste Auswahl von Stammfunktiomealten
wir durch Rickwartslesen von Differentiationsregeln: Die Ableitung
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vonz" beispielsweise istz" 1, also ist wegen der Lineaiitsregel

xn+l
/x dx:n+1+C fallsn # —1.

Firn = —1 wissen wir, da~! = 1/z die Ableitung des Logarithmus
ist; somit haben wir in diesem Fall die Stammfunktion

/dizlogx+c.
X

Die Funktione®® hat Ableitungae®®, also ist
/e‘”dacz ¢ 0 fallsa 7 0.
a

Auch Formeln wie

. coswz sinwz
/Slnw:v dx = — +C und /cowx dxr = +C
w w

sind nun problemlos.

c) Partielle Integration

Eine wichtige Regel der Differentialrechnung ist @mduktregel
(uv)'(z) = v/ (2)v(2) + u(2)v'(z) -

Fur die Zwecke der Integralrechnung schreiben wir sie besser
o' ()o(x) = (o) (x) — u(@)v' (),

was integriert auf

/u’(gc)v(x) dz = u(z)v(z) — /u(x)v’(;v) dx

fuhrt — die Regel der partiellen Integration. Sie ist daitelch, wenn
sich der Integrand als Produkt schreib@f3tl wobei einer der Faktoren
eine bekannte Stammfunktion hat; gelegentlich ist dannRtaslukt
u(x)v’(x) leichter integrierbar alg’(z)v(z).

Als Beispiel dazu betrachten wir das Integral

/a:sina: dr .

Hier konnten wir entwedet/(z) = = und v(z) = sinz setzen; dann
ware aben(z)v'(z) = —%xz cosx komplizierter als unser gegebener
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Integrand. Setzen wir abe(z) = = undv’(z) = sinz, so khnnen wir
u(x) = — cosz setzen und’(x) = 1. Somit ist

/xsinxdx:—xCOSa:+/COSxdx:Sinx—xCOSx+C'.

Auch in einigen @nzlich unerwartetendflen fuhrt partielle Integration
manchmal zum Erfolg, beispielsweisérinen wir damit die Stamm-
funktion des Logarithmus bestimmen. Der Logarithmus isaznicht
als Produkt zweier Funktionen definiert, aber wimken ihn nairlich
schreiben als

logz =u'(z)v(x) mit «'(x)=1 und v(z)=logx.
Dann ist 1
w@)=xz und o'(z)= .

nach der Regel zur partiellen Integration ist daher

/loga:da::xloga:—/a:-%dx:arlogx—/lda:

=zlogr —x+C =z(logz —1)+C'.

d) Substitutionsregel

Auch die Kettenregelf{c g)'(z) = ' (g(z)) - ¢'(x) |aBt sich umschreiben
zu einer Integrationsregel, d8ubstitutionsregel

[ 1)@ e = F(ow) +C,
wobei F' eine Stammfunktion vorf ist.

Diese Regel drfte wohl meist der erfolgversprechendste Versuch zum
Auffinden einer Stammfunktion sein — vor allem, wenn man sie v
rechts nach links liest, uniif eine bekannte Funktiohdie unbekannte
StammfunktionF' zu berechnen. Als Substitutiop wahlt man hier
eine,geeignete” bijektive Funktion, die zu einer Vereinfachawngd der
linken Seite @ihrt.

1) Der Spezialfall logarithmischer Ableitungenkir f(z) = 1/z und
damit F'(z) = log|z| fuhrt die Substitutionsregel

/ (@) g @) de = F(g() +C mit F'() = f(z)
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zur Integrationsregel

/
9@ 4 = log|g(z)| + C .
9(x)
Als erste Anwendung betrachten wir
H /
tanz = sinz _ g (@)
cosx g(z)

mit g(x) = cosz. Nach der gerade bewiesenen Regel ist daher
/tanx dx = —log|cos@)| + C,

eine Funktion, die genau wie der Tangens selbst an den Blidistder
Kosinusfunktion nicht definiert ist.

Auch Integrale wie
S
1+22°%°

lassen sich nach dieser Regel ausrechnen: Da die Ableiesigehners
2z ist, folgt

/1fx2da::%Iog|1+a:2|+0:%Iog(1+a:2)+0.

2) Substitutionen mit linearen Funktionen:Eine der elementarsten
Anwendungen der Substitutionsregel, auf die rihficherweise auch
ohne diese Regel kommt, ist die Substitution mit linearenkionen
g(x) = ax + b; hier besagt die Substitutionsregel, daf3

/f(ax+b)-ada::F(ax+b) mit  F'(z) = f(x)

ist, oder besser

/f(ax+b) dx = @ mit F'(z) = f(z).
Somit ist beispielsweise
/sin(wt+<p)dt: —CosttY)
w

Als etwas umfangreicheres Beispiel wollen wir

/ dx
x2+bx+c

Kap. 4: Integralrechnung 272

berechnen. Da wir bislang (auRer im Hal ¢ = 0) noch keine Funk-
tionen kennen, die Ableitungen dieser Form habénrien, niissen
wir unsere bekannten Funktionen durchforsten und schawedche auf
einen Ausdruck dieser Artihren ldnnten.

Wenn man die Ableitungen der wichtigsten elementaren Fomén
kennt, weif3 man, daf3 hier die Umkehrfunktion des Tangensage~
kommt: Der Tangens ist definiert als Quotient von Sinus undiries
und damit an den Nullstellen des Kosinus nicht definiert; mirssen
also allex € R ausschlieRen, die sich in der Fornk(21)r /2 schreiben
lassen mit; € Z. Nach der Quotientenregel ist

tade: M :1+ta|’?x,

cogzx

der Tangensist alsoin allen Intervallen, in denen er defiisig monoton
wachsend. Spezielldanen wir das offenen Intervalir/2, 7/2) be-
trachten. Da Sinus und Kosinus in (9/2) positiv sind, viachst die Funk-
tion bei linksseitiger Anaherung anr/2 unbeschankt; bei rechtsseit-
iger Annaherung an-7/2 nimmt sie immer (betrags)dRer werdende
negative Werte an, denn ir-(r/2, 0) ist der Sinus negativ, der Kosinus
aber positiv. Somit bildet der Tangens das Intervalt(2, 7/2) mono-
ton steigend ab al® und wir haben eine differenzierbare Umkehrfunk-
tion arctanR — (—x/2, 7/2), deren Ableitung im Punkt = tanz wir
nach der Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion berechriamkn:

_ 1 1
tanfz 1+tarfz 1+y2°

arctary =

o d
Somit |st/ 31 = arctany + C'.

y2

151
81 g
47 0-5,

-15 -+ 05 0541 15 -8 -4 O 4, 8

41 -0.5/1
-8 1

-1.51

Tangensind Arkustangens
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Durch quadratische Eépzung bnnen wir versuchen, den Nenner un-

seres Integranden dieser Form arégugrn:
b\ b?
P +br+c= (x+§> te— i
setzen wir
—gc+é und d—c—b—2
YT "%

ist daher nach der Regéber lineare Substitutionen

/ dz _ / dy

2+brte ) 2+d’

und damit sind wir schon recht nahe am obigen Integral.
Fallsd positiv ist, gibt es eim > 0 mitd = a“ und

/ dy _/ dy _/ e
y2+d y2+(12 (%)24_1'

Hierauf kbnnen wir die Substututionsregel anwenden mit

1/a 1
fly) = 2/ , F(y)=-arctany und g(y)=2;
ye+1 a a
wir erhalten
dy
/ W - 1. }arctan(g) +C.
y2 +d (g) +1 a a a

Fiir negatived konnen wird = —a? schreiben und uns dann entweder

ahnlich wie oberniiberlegen, daf die Umkehrfunktion des Tangens hy-

perbolicus tanky = 32 gine Stammfunktion von/Az? — 1) ist, oder

aber wir schreiben

1 _1/1 1
2—a?2 2a\z—a zx+a

und haben dann
/ dy _/ dy _ 1 / dy _/ dy
v2+d | 2—d® 2a y—a y+a

1 1
=50 (log(y — a) — log(y +a)) +C = > log

"% 0.
yta
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x—1
r+1
gens hyperbolicys so B3t sich dies auch schreiben e}tsartanh%.

Somit ist mitA = b? — 4¢c = —4A
-2 arctan( 2z+h ) +C fallsA <0

. _ 1
Setzen wir zur Ablkrzungartanh = > log (gesprocheAreatan-

d VA VoA
/m: ﬁ"'c fallsAIO
—2 2x+b
= artanh(ﬁ) +C fallsA > 0.

(Man kann sich leichiiberlegen, dal3 der so definierte Areatangens

hyperbolikus tatschlich eine Umkehrfunktion von tanh= S22 jst.)

3) Substitutionen mit trigonometrischen und Hyperbelfutiknen:
Wegen der Beziehungen
sifz+cogz=1 und cosh—sintfz=1

bieten sich Substitutionen mit trigonometrischen Fumeiound Hyper-
belfunktionen an bei Integralen, in denen Aliscke der Form/1 £ 22
undahnliche vorkommen.

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Stammfunktam/1 — z2
selbst. Mit der Substitution = sint mit —7 < ¢t < 7 erhalten wir
(durch Rickwartslesen der Substitutionsregel)

/\/1—x2dx:/\/1—sin2tcostdt,

und diesisy cos ¢ dt, da Cosinus zwischenZ undZ nur nichtnegative
Werte annimmt.

Nach den BLERschen Formeln ist
ot 4 o—it 2 o2t 4 o2t 4o 1
cogt = ( - ) = =

1
cosz + -,
2
also ist

4 T2 2

i +
/co§tdtz%+0.

Mit der Riicksubstitutiort = arcsinz erhalten wir schlieBlich nach der
kurzen Nebenrechnung

cos(arcsin) = /1 — sir?(arcsinz) = /1 — 22
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das Ergebnis

/\/1—x2dx:%(x\/l—x2+arcsim)+c.

Aus ahnliche WeisedRt sich auch die Stammfunktion vanl + 22
bestimmen: Hier bietet sich die Substitutian= sinht an und wir
erhalten

/\/1+x2d:c:/\/1—sinr12tcoshtdt:/cost‘?tdt,

da cosht nur positive Werte annimmit.

Leider kennen wir das rechtsstehende Integral noch niclgesichts
der groRerhnlichkeiten zwischen trigonometrischen Funktionen und
Hyperbelfunktionen lohnt es sich aber sicherlich, ausabigren ob
vielleicht etwas analoges gilt wie oben. In der Tat ist naehRrodukt-
regel

d .
- L(sinht cosht +t) = cosif t + C',
also

/ costf t dt = 1(sinht cosht +¢) + C'.

Somit ist

/\/1+;v2dx = J(zV1+a22+arsinhe) + C.

Als letztes Beispiel, in dem einmal nicht quadratisch vorkommt, be-

trachten wir noch
11—z
/\/ T+a dr .

Da es in diesem Abschnitt um Substitutionen mit trigonomsetren
Funktionen geht, versuchen wir es wieder mit dem Ansatzsint fur
—% <t < 7 und erhalten

1-z 1-—sint
/ dx:/ — cost dt .
1+z 1+sint
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Hier hilft nun ein Trick weiter: Erweitern wir den Bruch umtder
Quadratwurzel mit 1- sin¢, so wird das Integral zu

—gj 2 _qj
(1 smti costdt:/l sint

cost dt = /(1 — sint) dt

=t+cost+C.

/11— . .
/ Y iz = arcsing + cos(arcsirr) + C
l+x
=arcsie + /1 —22+C.

Bei einem so komplizierten Integral empfiehlt es sich, dageBnis
durch Differentiation zuiberpiifen; wir erhalten

d 1 x

— (arcsinz + \/1—:52) = — :

dx ( V1i—22 1-—22

was zurchst so aussieht, als sei irgend etwas falsch gelaufeohixta
man aber, daf}

Damit ist

ist, so ist
1 x o 1l-2z _J1-2
V1-—2? a V1—22 - V1-—2? - Vi+tr'
was erheblich beruhigender aussieht.

4) Integrale der Form [ h(e®*) dz: Bei solchen Integralerifirt oft die
Substitutionu = ¢** oder, anders ausgddikt, z = g(u) = %Inu Zu
einer Vereinfachung. Die Substitutionsregel

[ Het)gedu= [ )iz

. d 1
wird wegeng’ (u) = d—w =~ zu
U au

/ h(u)% = / h(e™) dz ;
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insbesondere wird das Integral also bei rationaleswf ein Integral
einer rationalen Funktion zuckgefihrt, und fir solche Integrale gibt
es Algorithmen, mit denen man stets eine Stammfunktion finde

Im allgemeinen schreibt man eine Substitution wie die okige in der
Form

du
u=e" dr=—,
au
wobei man letztere Beziehung auch aus
du
— =qae* =qu oder du=audr
dx

herleiten kann.

3z
Betrachten wir als Beispiel das Integrf{l 21671 dz: Da sowohle®
2z _

als aucte® im Integranden vorkommen, empfiehlt sich die Substitution
u = e* mit du = v dz; damit wird

3z 3 2
e u”  du U
/ezw—ldx_/uz—lg_/uz—ldu'
und wir sind beim Integral einer rationalen Funktion anggtaElemen-
tare Bruchrechnung zeigt, daf3

1 1
— — 2 2
u2—1_1+u2—1_1+u—1_u+
d.h.

u? _ 1 du du \ _ u—1
uz—ldu_/du+E </u—1_/m> Zutin u+1
(Fur komplizierte Funktionen werden wir imaohsten Abschnitt ein
Verfahren kennenlernen, daf3 rationale Funktionen in Sumans ein-

fachen Summanden zerlegt.)

+C.

Nun mufR3 nur noch die Substitutiarn= e* riickgangig gemacht werden,
und wir erhalten als Ergebnis
e’ —1

eSm 1
/7821_1dx—e +31In )
Dieselbe Technik funktioniert nétlich auch bei Integraleiiber Hyper-
belfunktionen, da man diese genausogut als Aliugder in Exponential-

+C.
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funktionen schreiben kann. Beispielsweise ist

dx dx du du
/Sinhx_z/ew—e_w_z/u(u—l)_2/u2—1

u
e’ —1

et+1

u—1

+1

= +C=In +C.

5) Integrale der Form [ h(sinz, cosz) dz: Als letzte Anwendung der
Substitutionsregel in diesem Abschnitt wollen wir nochetyriale be-
trachten, die von trigonometrischen Funktionenaigen. Hier dihrt
oft die Substitution
2dt

r =2arctant, dx = 7241
zum Erfolg; sie macht simzu sin(2 arctan) und cose zu cos(2 arctat),
was wir wie folgt ausrechnerkinen: Aus

_sifz _1-cofzx 1

tarf & = co2zr  cofz  cofx
folgt, dal

2 1—tarfz
=2coé(x) -1=— -~ 1= ""<
cos(2) cos(z) 1+tarfx 1+tarfz

ist und somit X

—1
cos(2 arctan) = T+

Da der Arkustangens nur Werte zwisched und 5 annimmt, liegt
2 arctant zwischen—= und, ein Intervall, in dem der Sinus dasselbe
Vorzeichen hat wie sein Argument. Daher ist

. _ N P (s S
sin(2 arctart) = /1 — co@(2 arctart) = (/1 AreE - 1eE

Als Beispiel betrachten wir

/ da _/1+t2 2dt __2/ dt
cost ) 1—12 1+ 2—1"

Das letzte Integral kennen wir:

a1 |1t
_4 2| e,
/t2—1 2”‘1+t ¢
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Also ist
d 2 1-t¢ 1+¢ 1-tanZ
/ x =—ZIh|=—|+C=Ih|—|+C=In|———2
CcoSsx 2 1+t 1—1¢ 1+tan%

e) Wie findet man eine Stammfunktion?

Wie einige der obigen Beispiele zeigen, kann die Suche nach e
ner Stammfunktion sehr aufwendig seinalwend wir die Ablei-
tung einer differenzierbaren Funktion im allgemeinen olgnef3es
Nachdenken durch schematisches Anwenden einfacher Rexgedém
konnen, nissen wir uns bei der Suche nach einer Stammfunktion im-
mer neue Tricks einfallen lassen, und manchmal kann es assigoen,
daR keiner unserer Aatze zum Erfolgiihrt. Fir die Funktionen
sinx 1

2
—_ , e und
T logz 23 —1

etwa kann man zeigen, dal3 es keine aus Grundrechenartereld/ur
Exponentialfunktionen, Logarithmen, trigonometrischad Hyperbel-
funktionen sowie deren Umkehrfunktionen zusammengesEtziktion
gibt, deren Ableitung eine der genannten Funktionen isttZlem exi-
stieren diese Stammfunktionen idich, und sie sind auch wichtig: Die
FunktionS‘% und ihre Stammfunktion spielen eine wesentliche Rolle
zum Beispiel bei der Vermeidung sogenanraéias-Effekte sowohl
bei Rastergraphiken als auch bei digitalen Audioaufzeicigen, die
Stammfunktion vor{"g—”” ist eng verbunden mit der Verteilung der Prim-

zahlen, die vor —a W|rd berbtigt fur die wohl wichtigste Verteilung in
der Statistik, die Gusssche Normalverteilung, und Intergrale, bei denen
im Nenner die Wurzel aus einem kubischen Polynom ohne mehefa
Nullstellen steht, treten z.B. auf bei der Berechnung deyeBdénge der
Ellipse und damit auch bei demBss-KRUGER-Koordinaten, die sowohl
unseren amtlichen topographischen Karten als auch denstéataesen
zugrunde liegen. Via RMANN-Summen Bnnen diese Stammfunktio-
nen auch problemlos numerisch berechnetwerden, und ahek wir
mit der Wurzelfunktion oder den trigonometrischen Funh¢in auch
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nicht machen. Dahetihrt man einfach neue Funktionen ein wie

denintegralsinus Si(z) = /sm§

denlintegrallogarithmus Li(a:):/m
0

die Fehlerfunktion Erf(z) = = / s
\/E
0
sowie eine ganze Reihe sogenanetéptischer Funktionen(Der Vor-

faktor bei der Fehlerfunktion sorgt daf daR lim,_,  Erf(z) = 1 ist;
das ist riitzlich fur Anwendungen in der Statistik.)

Wir konnen also auch bei harmlos aussehenden Funktionen ribbt si
sein, dal wir ihre Stammfunktion durch bekannte Funktienesiick-

en kbnnen. Schlimmer noch: Wirdnnen das Problem auch nichtimmer
in Teilprobleme zerlegen. So ist etwid ff (x) = logx - sinx

F(2) = ﬂ +logz und damit

/(ﬂ +logzx - cosx) dx =logx - sinz +C'.
€T

Nach der Linearatsregel ist auch
sinz sin
/(I—+Iogx cosx dm—/id +/Iogx-cos:zcdx,
€T

aber da das erste Integral rechts auf den nicht elementdrimitbaren
Integralsinusiihrt, sind beide Integrale auf der rechten Seite nicht durch
elementare Funktionen ausadkbar.

Fruher sagte man daheafig, die Differentiation sei ein Handwerk,
die Integration aber eine Kunst. In den Sechzigerjahrengiggration
auch als ParadebeispiéirfAnwendungen der #nstlichen Intelligenz;
wie bei vielen der damals pogren KI-Anwendungen gab es jedoch
auch hier keine nennenswerten Erfolge.

Wer allerdings eines deragpgigen Computeralgebrasysteme nach ei-
ner Stammfunktion suche@ft, bekommt im allgemeinen erstaunlich
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schnell eine Antwort, die zwar gelegentliciirfden Laien schwer
1.51 verstindlich ist, in einfachendtlen aber meist etwas liefert, von dem
I man sich leichtiberzeugen kann, dal3 es eine Stammfunktion ist. Was
hierim Hintergrund atdluft hat nichts mit Kinstlicher Intelligenz zu tun,
sondern mit dem was Computeralgebrasystemen ihren Nangehee
hat, mit Algebra also. Ausgehend voratden aus dem neunzehnten
041 X Jahrhundert kann mafifgroRRe Klassen von Funktionen nicht nur eine
eventuell existierende elementar darstellbare Stamntifumkonstru-
ieren, sondern gegebenenfalls auch beweisen, dal? kesteeexiDie

-1.57 dabei verwendeten Algorithmen aus der Differentialalgebrd die @r
_ dem Beweis von deren Korrektheit litigten Sitze aus der Funktionen-
Der Integralsinus theorie liegen deutlich jenseits des Niveaus einer Vorigsinalysis |

und haben insbesondere nichts zu tun mit den vielen Iniegsiticks,

die man in Analysis-Lehtlchern findet. Wegen der Allgegenwart auch
67 freier Computeralgebrasysteme sei deshalb hier auf dieaig#tng
weiterer solcher Tricks verzichtet. Wer wisserdehte, wie ein Com-
puteralgebrasystem integriert, findet eine Kurzdarstelzum Beispiel
bei

J. H. DaVENPORYT, Y. SIRET, E. TOURNIER Computer algebra: systems
0 5 a ) 5 8 10 and algorithms for algebraic computatioAsademic Pres$1993;

2] fur eine audihrliche Darstellung mit Beweisen sei verwiesen auf
Der Integrallogarithmus

MANUEL BRONSTEIN Symbolic Integration I: Transcendental Func-
tions, Springer,22005

1 Der deutlich schwierigere Fall von Integranden mit Wurastiiicken
wird behandeltin

0.5 JAMES HAROLD DAVENPORT. On the integration of algebraic functions,
Lecture notes in computer scient@2 1981

43T 2 Ty 1 2 3 4 f) Uneigentliche Integrale

5] Seia > 0 undb > a. Dannist fir eine reelle Zaht 7 1

b b
/dw o 1 /1 1
-1 zr (r— 1)z 1 u Tr—1\a1 p-1)°

Die Fehlerfunktion a
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Fallsr > 1ist, kbnnen wir hiervon den Grenzweiirfb gegen unendlich
betrachten und es liegt nahe, diesen als Wert des Integrals bis
unendlich zu bezeichnen:

fdr 1 1

27 defr — La1
a

fur r>1.

Auch wenn wir nicht bis unendlich integrieren wollen, gisteispiele

von Integralen, denen wir via Grenzwertbetrachtung eirienvellen
Wert zuordnen &nnen, ohne daf3 das Integral im Sinne unserer bisheri-
gen Definitionen existiereniivde: Beispielsweise istif a < ¢ < bund
einerelle Zahl0< r < 1

Code - - (b
/(b—x)r_ r—1 a_ r—1  r—-1 '

und auch hier liegt es nahe, den Grenzwértd — b als Wert des
Integrals voru bisb zu bezeichnen. Wir iissen hier allerdings vorsichtig
sein mit dem Grerithergang, denn die obige Formel gilt iasdich nur
fur ¢ < b; furc > bist das Integral undefiniert.

Wir definieren daherifr eine Funktion, die in einem halboffenen Inter-
vall [a,b) mitb € R U {oco} definiert und dort stckweise stetig ist, das
rechtsseitig uneigentliche Integral als

b c
/f(;v) dx = l@b/f(x) dz ,
falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen was thtegral sei
divergent.

Vollig analog erkhren wir linksseitige uneigentliche Integralg:sei
definiert und dickweise stetig auf dem halboffenen Intervall ] mit
a € RU{—o0}; dann ist

b b
/f(gc)dx = lim /f(x)dx,
c\a
falls dieser Grenzwert existiert; andernfalls sagen was thtegral sei
divergent.

Kap. 4: Integralrechnung 284

Diese Definitionen sind immer noch nicht allgemein genugeBtunk-
tion kbnnte auch abeidenEnden eines Intervalla(b) undefiniert sein,
wobei wir auch die Sonddifle a« = —oo und/oderb = oo zulassen
wollen, und zuatzlich kbdnnte sie auch noch Undefiniertheitsstellen
¢ < --- < ¢, imIntervallinnern haben.

In diesem Fall&Rt sich das Intervall so in Teilintervalle zerlegen, dal3
7 in jedem Teilintervall kbchstens aeinemder beiden Intervallenden
uneigentlichist: Falls es keine Undefiniertheitsstellarntervallinnern
gibt, wahlen wir willkurlich ein ¢y zwischena und b und betrachten
die beiden Intervalled, c] und [c,b). Im anderen Fall &hnen zwei
Zusatzpunkte notwendig sein: ein Puniizwischem: undc; sowie ein
Punktc,.,, zwischerc, undb.

b
Wir sagen dann, das uneigentliche Integfrgi(z) dx konvergiere, wenn
jedesder uneigentlichen Integrale a

/cof(x)dxa /le(fv)d:c, - /bf(x)dx

Cr+l

konvergiert; die Summe ihrer Werte bezeichnen wir als dent \d&s
Integrals voru bis b.

Als Beispiel betrachten wir das an beiden Grenzen uneigbetintegral
r dx
1+22°

Da der Integrand eine gerade Funktion ist, empfiehlt es digh Inte-
grationsintervall, das hier aus gaRzbesteht, bei Null zu unterteilen,
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und wir erhalten

0o 0 oo
de dx N dx
1+22 1+22 1+22
—o0 —00 0

0 d
= lim LT
_c—>—oo 1+22 d—oo 1+22
c 0

= — |im arctanc+ lim arctard = — +

c——00 d—oo

=T.

NS
N3

Die Forderung, dajedesder Teilintegrale einzeln konvergieren soll, ist
gelegentlich zu restriktiv. i das bei Null uneigentliche Integral

4
dx
3
-2
konnte man etwa argumentieren, daf3 der Integrand eine uegeuak-
tion ist, so daf3 aus Symmetriégmden das Integral vor 2 bis 2 ver-
schwinden sollte und
4 2 4
/d_l.:/d_x+/d_$zo+i:i
3 x3 3 32 32
-2 -2 2
ist. Diese Art der Argumentation ist durch das, was wir lriglgelernt
haben, nicht gedeckt, und es gibt auch guté@r@e, sie zu verbieten:
Schlief3lich geht die Stammfunktiom%ac‘2 fur z — 0 gegen minus
unendlich, und wenn eine GiRe mit Relevanz in der realen Welt unend-
lich grof3 wird, hat dies im Allgemeinen zu gravierende Kapsazen,
als daf3 man einfach durch diesen Punkt hindurch weiterdgatrante.

Andererseits beschreiben aber in Anwendungen der Matliemate
Funktionen nur Bherungsweise die GRe, die sie darstellen sollen:
Mathematische Modelle sind praktisch imnvereinfachend&lodelle
der Wirklichkeit. So gilt beispielsweite dasH®sche Gesetz sicherlich
nicht mehr, wenn man einerfbWiderstand aus einer auf 5V Spannung
ausgelegten Schaltung im Hochspannungslabor mit 100 lasted| und
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es gilt auch nicht mehr ohne Korrekturterme, wenn man einenoh#/
selspannung mit 500 MHz anlegt.

Entsprechend gibt es durchaus Situationen, in denen ddsemati-
sche Modell einen unendlich grof3en Wert vorhersagt, wateg in
der Realiait limitierende Faktoren, diéif Werte im, Ublichen" GBRen-
bereich noch keine nennenswerte Rolle spielén,eine Begrenzung
sorgen. Falls man in einer solchen Situation sicher sein k@3 auch
in der realen Situation noch die Symmetrie zum Nullpunktaéemn
bleibt, kann man so wie oben argumentieren; falls allerslitige Sym-
metrienichterhalten bleibt, &nnen durch die Begrenzung der Funktion
beliebig groRe Abweichungen erzeugt werdélper die man mit dem
vereinfachten mathematischen Modell nichts aussagen kann

Da somit alles von der Anwendung &bigt, kann die Mathematik hier
nicht mehr bieten als ein@efinition: Falls fur die Funktionf, die auf
[a, ¢) U (c, b] definiert ist, der Grenzwert

b

lim. c/_hf(x)dx+ / F@) da

c—h
existiert, bezeichnen wir ihn alsa8cHyschenHauptwertdes Integrals
f: f(x) dz. Entsprechend reden wir auch in komplizierteren Situatio-
nen mit mehreren Unstetigkeitsstellen vomuCHYschen Hauptwert,
falls sich eine Aufteilung in Teilintervalle finde@®t, so dalifr jedes
Teilintervall der QucHYysche Hauptwert existiert. Im obigen Beispiel
ware alsogg—2 der GaucHYsche Hauptwert des Integrals, wohingegen das
Integral selbst nicht existiert.

Die Frage, wann der &fcHysche Hauptwertifr ein divergentes In-
tegral verwendet werden sollte, ist keine mathematischgdzrUnter
rein mathematischen Gesichtspunkten gibhieseine Rechtfertigung
fur die Verwendung desADcHyYschen Hauptwerts. DerADcHysche
Hauptwert ist nur dann sinnvoll anwendbar, wenn man davegeht,
dafl3 ein mathematisches Modell eine Situation rimrrficht zu grof3e
Funktionswerte (ungéhr) korrekt beschreibt, und wenn man gleichzei-
tig sicher ist, daf3 die Unendlichkeitsstelle des mathesolagin Modells
fur die Anwendung unproblematisch ist und gleichzeitig dim8etrie,
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die der Berechnung dessGcHYschen Hauptwerts zugrundeliegt, auch
in der realen Anwendung gilt.

Der CaucHysche Hauptwert darf aucthie als eine Rechtfertigung diaf
verstanden werden, daf3 man unbesonnen

b
/ﬂwm:F@—F@

setzt, wobeiF' eine zwar in den Punktesm und b, nicht aber auchifr
jeden Zwischenwert < z < b definierte Stammfunktion vofi ist: So
etwas kann zu Ergebnissen wie

2

dr 1

/ 2

-2
fihren, und ndlrlich ist keine Anwendung denkbar, in der eine negative
Zahl in sinnvoller Weise als Integréiber eineliberall positive Funk-
tion angesehen werden kann. In der Tat existiert im obigespBs
weder das Integral noch dessenuCHyscher Hauptwert, da sich die
Unendlichkeiten links und rechts der Null hier nicht weghielsondern
verstrken.

e S
L, 2 =2

Zu einer etwas systematischeren Untersuchung uneigestlictegrale
empfiehlt es sich, zuwthst die Potenzen zu betrachtefir positive
Exponenterr ist 2" Uberall definiert, so daf3 Integralder einerend-
lichenBereich unproblematisch sindjifIntegraleliber einerunendli-
chenBereich rechnet man leicht nach, dal3 sie immer divergidtian.
r = 0 andert sich nichts an dieser Situation; interessant ist alg
der Fallr < 0, wo sowohl der Wert: = 0 als auch unendliche obere
und/oder untere Grenzen zu Problemiénrén lonnen. Eir negatives
istz" = 1/x~", wir interessieren uns alsaif

b
b
/d””—# fir >0, r#1.

o a-r)zr-1

Fira > 0 undb — oo existiert ein Grenzwert genau dann, wenn
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r —1> 0, alsor > 1 ist; alsdann ist
') b
dr _ im /d:c _ 1
7 b—oo) 7 (r—Lar—1’

a a

Furb > 0 unda — oo existiert ein Grenzwert genau dann, wenn
r—1<0,alsor < 1ist; alsdann ist

d Fd 1
M oim [ ==

x” a—0 x” 1—r
0 a
Zusammen mit der Monotonieeigenschaft desMANN-Integrals aus
§3a) ergeben sich hieraus zwei allgemeine Kriteriéndie Konvergenz
uneigentlicher Integrale:

Satz: Die Funktionf sei stetig firz > a undg sei stetigfir0 < = < b.

Dann gilt:

1.) Falls es eine reelle Zal und eine reelle Zaht > 1 gibt, so daf
|f(2)] < £ ist, konvergiert| ™ f(z) dz.

2.) Falls es eine reelle Zall und eine reelle Zahl & r < 1 gibt, so
daf|g(z)| < £ ist, konvergiert]y g(x) da.

Beweis: 1.Nach der Monotonieregel istif jedesh > a

fWMMSKf%,

und letzteres Integral konvergiert, wie wir gerade nachgenet haben,
unter den angenommenen Voraussetzungen. Das linksseeheadral

ist somit beschankt durch eine voh unablangige Konstante; da es we-
gender Nichtnegativiit des Betrags zégzlich eine monoton wachsende
Funktion vonb ist, existiert daher der Grenzwert nach dem bekann-
ten, schoniir die Existenz des IRMANN-Integrals verwendeten Satz,
wonach jede monotone und besihkte Folge reeller Zahlen konvergent
ist.

Dasselbe gilttir die ebenfalls nichtnegative Funktigitc) + | f ()|, die
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durchi—lf beschankt ist; also existieren die uneigentlichen Integrale

oo

Ju@+i@ar wd [ 5] de.

a

und damit auch das gesuchte Integral als ihre Differenz.
2.) geht Wllig analog.

Als Beispiel betrachten wir das Integral

I(z) = [ e ®*Ydt furz>0.
def
0

Es ist nailrlich immer uneigentlich an der oberen Grende, & < 1
zugtzlich auch noch an der unteren.

Diese untere Grenze isbilig harmlos, denniir 0 < = < 1 ist

e—t

—tyx—1 —
et - tl-z < tl-z

mt 0<l—-z<1,

so dal obiger Satz sofort die Konvergenz zeigt.

Auch die obere Grenze ist unproblematisch, denn die dazvematige
Abschatzung

r+r—1
T
folgt, da die Exponentialfunktionatker wachst als jede Potenz.
Die somit ur allez > 0 definierte Funktion: — I'(z) heil3t EULERSChe
Gamma-Funktionlhre wichtigste Eigenschaft der folgt durch partielle
Integration:

oo
x

t
I'(x) = /e_tt””_ldt et
x
0
oderI'(z + 1) = zI'(x) fur alle reellenz > 0. Mit dem elementar
berechenbaren Wert

+= / et gy = L@H )
0 T

x

=1

o)
0

mn:/@4ﬁ:—ff
0
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fuhrt dies auf die Formel
T'(n)=Mm-—1)! furallen € N;
die"-Funktion ist also eine Art stetig gemachter Falitdfunktion.

30

20

Die I'-Funktion

Gauss definierte auf andere Weise eine stetige Funkfikfm), fur die
M(n) = n! ist, aber wie sich bald herausstellte, i3{z) = I'(x + 1),

so daf’ nur eine der beiden Funktionen wirklich gebrauchd viiiach
einigen Modewechseln im letzten Jahrhundert entscheidet sich
heute meistiir I'(z): Diese Funktionswerte sind in Tafelwerken tabel-
liert, und numerische Verfahreiirfihnre Berechnung stehen in den ein-
schigigen Unterprogrammbibliotheken und Computeralgelstagyen
zur Verfugung.

g) Summen, Reihen und Integrale

Das Integralzeichen entstand als ein stilisiert8s wie Summe und
wir haben bestimmte Integrale auch definidser REMANNSche Sum-
men. Von daher sollte es nicht verwundern, dal} umgekehht bue-
grale Aussagen Summen und Reihen&glithen. Einer der einfachsten
Zusammenénge ist das folgende

Lemma: Die Funktionf sei stetig, monoton fallend und nichtnegativ
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furallex > m, m € Z. Dannist fir jedesn > m
n+l n n+l
[ f@i <> 10 < s+ [ .
m k=m m

Beweis:Wegen der Monotonie vofiist fur jede ganze Zatl > m und
jedereelle Zahk mitk <z < k+1

fk+1) < f(x) < f(K).

Da das Integrdlber eine konstante Funktidber ein Intervall der inge
eins einfach diese Konstante ist, folgt daher aus der Maretegel die
Ungleichungskette

k+1 k+1 k+1

f(k+1)=/f(k+1)dx§ /f(x)dxs /f(k)dx=f(k)-
k k k

Summieren wir diesiber allek vomm bis zu einer oberen Schranke
erhalten wir

n+l n+l

S+ =D fk) - fm) < | f@)dz <> f(k).
k=m k=m m k=m

Somit ist

n+l n n+l
/f(x)d$§2f(k)§f(m)+/f(;v)dac.
m k=m m

Lassen wir hiern gegen unendlich gehen, erhalten wir den

Satz: Die Funktionf sei stetig und monoton fallendifallez > m,
o0

m € Z. Dann gilt: Die Reihez f (k) konvergiert genau dann, wenn

k=m
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das uneigentliche Integr7[ f(x) dx existiert. In diesem Fall ist

[ f@de <Y 1w < s+ [ f@)da,
m k=m m
Beweis:Wegen der Nichtnegativit von f sind

Sn:if(k) und I, :/f(;v)dac
k=m m

monoton wachsend mit. Falls das uneigentliche Intergral konvergiert,
ist sein Wert/ daher eine obere Schrankiér falle 7,, und damit ist
1+ f(m) nach dem gerade bewiesenen Lemma eine obere Schianke f
alleS,,. Somitistdie Folgeg§,,),,~,,, monoton wachsend und besiahkt,
also nach Kapitel 3, konvergent. Konvergiert umgekehrt diese Folge
gegen einen Grenzwe#, so ist dieser eine obere Schranke &lle

S,,, also nach dem Lemma audirfalle I,,, und damit konvergiert das
Integral. Die behauptete Ungleichungskette folgt sonstden Rechen-

regeln fir Grenzwerte in Kapitel 2. .

Als erste Anwendungdnnen wir noch einmal die harmonische Reihe
betrachten: Nach dem Lemma ist

"1
logn+1)< H_ = —<1+log(n+1),
gn+1) < H, ; T < 1+log(+1)
die Folge derH,, geht also mit log: gegen unendlich, was auch einen
neuen Beweisifr die Divergenz der harmonischen Reihe liefert.

oo

: L . 1 .
Betrachten wir dagegeiifeinr > 1 die SummeZ: T so konvergiert
diese, denn das uneigentliche Integral k=1
/Oodx 1 2
zr (1—r)zr? 1 Tr—1
1
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existiert. Rir r = 2 etwa erhalten wir die Absétzung

=1
1§Zﬁ§2,
k=1

die wir in Kapitel 2 auch ohne Intergration gefunden habem. éiwas
Besseres zu bekommergrinen wir die ersten Summanden stehen lassen
und erst den Rest absitlzen: Beispielsweise ist

4 o0 00 o0
1205 _ du 1 1. [dx.
S =2P214236 und [ <Y o<+ [

;l# 144" ! /#%145 22

dadas Integral der Wer{'5 hat, liegt die Gesamtsumme somit zwischen
1,62364 und 1,8236.

h) Die Eulersche Summenformel

Wir betrachten irgendeine reellwertige differenziertfanaktion f, de-
ren Definitionsbereich das Intervall,[%] enthalt.

Fur einereelle Zaht bezeichnen wir wiéblich mit [z] die grof3te ganze
Zahl kleiner oder gleich: und mit {z} == [z] den gebrochenen
e

Anteil vonz. Fir eine ganze Zal ist somit{x} = = — k fUr allez aus
dem Intervall k, & + 1).

Partielle Integrationifhrt auf die Gleichung
k+1

/ ({r} = )@ do = (e~ k= i) |

k k
b4l i k+1
+1)+
_fk+ 1) f()_/f(x)dx_
2
Addition aller solcher Gleichungen vén= 1 bisk = n — 1 liefert

/({w}——)f()d f(1)+Zf(k) I [ sy,
1

1
womit man die Summe dgfi(k) berechnen kann:
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Satz (EuLErRsche Summenformel, einfachster Falljirreine differen-
zierbare Funktionf: D — R, deren Definitionsbereich das Intervall
[1, n] umfalit, ist

n n 1 n

S sw= [ swan+ T [y - 1) reyar.

k=1 i i .
Als Beispiel wollen wir eine Mherungsformelifr n! herleiten: Wir

schreiben log! = >"7'_; logk und haben dann nach deuiEERrschen
Summenformel

Iogn!:/logxdx+k)gn+/{x 2
2 T
1

j+log2;n /{;v}——

1

=n(logn — 1)+ 1+ g” /{x}"

=z(logx — 1)

In dieser Formel girt noch das rechte Integral; diesémken wir wie
folgt absclatzen: Eir eine nairliche Zahlk ist

1

k+1

2
_1
/{x} 2dm—/+dx
€T k+§+x
1

k —

2
1 1

2 2 )
T T -2
:/<k+l+ Ck+i- )dm:/ T
2T 3 s (k+3)" -

0

Im Intervall von O bis% ist der Integrand monoton fallend, d.h.
— 272 —13 _ -2 1

0> > = > -,
TR edTod @I
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und damit ist
1
k+1 2
1 2
— 3 -2 1
ox (WA f 22 .
T (k + l) —z2 8k
k 0 2

denn wir ldnnen das Integral absatzen durch das Produkt aus der
Lange des Integrationsintervalls und dem Minimum des |atedgn.
Summation vork = 1 bisn — 1 schlieB3lich gibt die Abscitzung

Pl 1
O>/{$}72d:v>—
T

1

fur das sbrende Integral aus der obigen Formel.

— 1

4k2
k=1
Von der rechtsstehenden Summe wissen wir aus Kapit8,2jal3 sie
(egal ob mit oder ohne acht im Nennetlyf: — oo konvergiert und
konnen daher folgern, dald gilt

logn! = n(logn — 1) +IO% +R,

mit einem Fehlerternk,,, der fur n — oo beschéankt bleibt. Somit ist
nl =~ C-n"e "n

mit einer gewissen Konstant€éh deren Wert/2x nur auf dem Umweg
Uber ein zweidimensionales Intergral und damit nicht mgaren Mit-
teln berechnet werden kann. Dieseéh¢rungsausdruck hei3trig-
LINGsche Formel; genau wie die Summenformel kann er noch bgliebi
verbessert werden.

Der schottische MathematikexMES STIRLING (1692—1770) war Anfinger des gestzten
Kdnigs Jakob Il Stuart und hatte deshalb groRRe politischbl&re bei seinem Studium;
unter anderem wurde er deshalb von der Univarsiixford ausgeschlossen. 1717-1722
lebte er in Venedig und hatte auch gute Kontakte mtoNaus BERNOULLI an der Univer-
sitat von Padua; auRerdem brachte er aus Venedig die Prodstgibeimnisse der dortigen
Glasbhser mit. Ab 1724 arbeitete er zehn Jahre lang als Matheletatik in London, wo

er viel mit NEwTON zusammentraf; 1735 wurde er Direktor einer schottischegtizeige-
sellschaft. In seine Londoner Zeiilk die Venffentlichung seines bedeutendsten Werks
Methodus Differentialis sive Tractatus de Summatione &@rpolatione Serierum Infini-
tarumim Jahre 1730, das die obige Formel als Beispiel zwei zu Ritpn 28 entflt.
Ebenfalls ziemlich bekannt wurde seine 1735fentlichte Arbeitiiber die Gestalt der
Erde.
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§3: Zusammenfassung

Im letzten Kapitel dieses Semesters befal3ten wir uns mihtegration
von Funktionen einer VV@nderlichen. Die Integrationist die Umkehrung
der Differentiation; istF'(x) eine differenzierbare Funktion mit Ablei-
tung f (z), so bezeichnen wiF'(z) als einéStammfunktiomon f(z) und
schreiben

/f(x)dx:F(a:)+C'.

Stammfunktionen sind steht nur bis auf eine additive Kantst&@ ¢ R
bestimmt.

Integrale nnen auch eingéahrt werden via Fichenberechnung; wir
bezeichnen die Bkche unterhalb des Graphen der Funktjgm) zwi-
schen den Werten = ¢ undz = b als dashestimmtdntegral

/bf(;v) dx .

Flachenteile, die unterhalb derAchse liegen, werden dabei als negativ
betrachtet. Ist’(x) eine Stammfunktion vorfi(z), so ist

b
/f(x) dr=F(@) — F(a).
Das bestimmte Integral existiert zumindest dann, wenn dig#on f

im Intervall [a, b] stuckweise stetig ist.

Zur Berechnung von Stammfunktionedrdnen wir die Differentiati-
onsregeln umkehren: Aus der Lineatitder Ableitung folgt die der
Integration:

/(cf(x)+dg(x)) d:v:c/f(x)dac+d/g(x)dx.

Die LEIBNIZ-Regel ()’ = uv'v + uv’ fuhrt auf die Regel zupartiellen
Integration:

/u'(x)v(x) dz = u(z)v(z) — /u(a:)v’(x) dzx;



