Kapitel 3
Differenzierbare Funktionen

Wie zu Beginn der Vorlesung eahnt, ist das WorAnalysisabgeleitet
vom griechischermivaAlelv = aufldsen, zerlegen; in diesem Kapitel
werden wir nun endlich Funktionen untersuchen, indem warirsihre
kleinsten Bestandteile zerlegen, d.h. indem wir ihr Vadralin der
unmittelbaren Umgebung eines Punktes untersuchen. lardi&spitel
geht es um Funktionen, die sich dgfast’ wie lineare Funktionen
verhalten, die sogenannten differenzierbaren Funktionen

81: Differenzierbarkeit

Um zu verstehen, wadast® linear bedeuten soll, betrachten wir die
Graphen dreier Funktionen und ves@ern sie in der Umgebung eines
Punktes. Das erste Beispiel ist die Funktiffx) = sinz in der Umge-
bung des Punkts = 1. (Wer diese Funktion nicht aus der Schule kennt,
kann sie einfach als irgendeine Funktion ansehen.) Wierdisndchfol-
genden Bilder zeigen,amert sich das Bild beim Hereinzoomen immer
mehr einer Geraden; beim letzten Bild ist zumindest viskesh Unter-
schied zu einer echten Gerade zu erkennen. So etwas istatetypr

einer differenzierbaren Funktion.
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Graph der Funktion y = sinz
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Nach noch einer VergroRerung sieht die Funktion praktisch linear aus
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Als zweites Beispiel betrachten wir die Funktigitz) = ¢/*!. Beim
VergroRern werden zwar die beidgeBweige” des Graphen zunehmend
linearer, der,Knick* bleibt aber. Dies ist ein Beispiel einer Funktion,
die ineinemspeziellen Punkt nicht differenzierbar ist.
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Graph der Funktion y = e

VergrofRerung um den Faktor flnf
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Als letztes Beispiel nehmen wir noch den Graphen der Funktio
f@)=>_ cos([Zra])
k=0

unter die Lupe:
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Die drei Bilder sind zwar durchaus verschieden, aber im niiseen
sehen wir in jedem Ver@f3erungsmaldstab das gleiche Chaos. So et-
was ist ein Beispiel einanirgendsdifferenzierbaren Funktion; die hier
beobachtete Skaleninvarianz ist typiséhr &lle Arten von Rauschen
und auch @ir die Entwicklung vieler Brsenkurse, wo das Bild der
im Minutenrhythmus aufgezeichneten Kursentwicklung nhiaéb einer
Stunde ohne Beschriftung oft nicht vom Diagramm der Kunsexkiung

des letzten Jahres unterscheidbar ist.

Wir konzentrieren uns in diesem Kapitel auf Funktionen dstea Typs
und missen diese daher exakt definieren. Die Grundidee ist, dadisi
Funktion in der Umgebung eines jeden Punk&st‘ wie eine lineare
Funktion verhalten soll;ifr kleine Werte vorh soll also gelten

flxg+h) = f(xy) +ah miteinem geeigneten € R.

Diese Gleichung kannuf eine nichtlineare Funktion rialich nicht
exakt gelten; um eine Gleichheit zu bekommefissen wir noch einen
Fehlerterm eiriihren. Dieser muldif ~ = 0 verschwinden, denn hier
haben wir ja stets Gleichheit, undrfkleine Werte vork soll er kleiner
sein als der lineare Terah. Um dies zu erreichen, verlangen wir, dal3
er sich in der Formy - f(h) schreiben af3t, Wobeif(h) eine stetige
Funktion ist, die an der Stelle = 0 verschwindet. & eine exakte
Definition missen wir noch darauf achten, daf’ die Funktion im Punkt
xo + h Uberhaupt definiert ist und dal3 es ggand viele kleinés Z 0
gibt, fur die f(zy + h) definiert ist. Letzteres Probleraden wir dadurch,
dafd wir verlangen, dal3 es in jeder Umgebung ¥gmunendlich viele
Punkte vonD gibt; formal:

Definition: Ein Punktz, aus der Teilmeng® C R heil3stHaufungs-
punktvon D, wenn es fir jedese > 0 unendlich viele Punkte € D
gibt mit |z — x| < e.

In einem IntervallD, egal ob offen oder abgeschlossen, das nicht nur
aus einem Punkt besteht, ist jeder Punkt edufdngspunkt; das ist die
Situation, mit der wir es typischerweise zu tun haben werltep = 7Z
dagegen iskein Punkt Haufungspunkt, dennif ¢ < 1 gibt es kein

x Z x9N Z mit |z — 24| < . Aus diesem Grund redet auch niemand
von differenzierbaren Funktionen axif
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In voller Allgemeinheit sieht unsere Definition der Diffe®erbarkeit
nun folgendermalen aus:

Definition: f: D — R sei definiert auf der Teilmengl C R undz,
sei ein Haufungspunkt vorD. f heil3tdifferenzierbarin z,;, wenn es
eine reelle Zaht gibt sowie eire > 0 und fur

D,,. d:ef{heR\xo+heD und |h| < e}

eine stetige Funktiont: D, . — R mit £(0) = 0, so daf3

flag+h) = f(z) +ah+hf(h) furallehe D, ..

Die Zahl a wird als die Ableitunga = f’(xy) von f im Punkt z,
bezeichnet.f heildt differenzierbar auD, wenn f in jedem Punkte
xo € D differenzierbar ist.

Im (haufigen) Fall, dal3 es ein Intervali{—d, z,+4) gibt, das ganz i
liegt, konnen wir das erheblich einfacher formulieren: Dann mufires e
fach eina € Rund eine > 0 geben, sodafy(z,+h) = f(x)+ah+hf(h)
ist fur alle h mit |h| < €. FallsD = [z, x,] ein abgeschlossenes In-
tervall ist, bedeutet Differenzierbarkeit im Anfangspunk, dal3 es:
unde > 0 gibt, sodaf¥ (z,+h) = f(x1)+ah+hf(h)fUralleh € [0, ¢e);
fur die Differenzierbarkeit irc, muf3 es entsprechend éire R geben,
so dayf(z, + h) = f(z,) + bh + hf(R) ist fur alleh € (-, 0].

Geometrisch gesprochen ist eine Funktfan einem Punkt:, differen-
zierbar, wenn ihr Graph dort eine Tangente ha@mhch die Gerade

y = f(zg) + a(r — xp). Dies ist die einzige Gerade durch den Punkt
(:1:0, f(xo)), fur die der Abstand zwischen Kurven- und Geradenpunkt
furz — x, schneller gegen Null geht als eine lineare Funktion-z,.

In der Schule wird die Ableitung einer Funktigrmeist definiert als der
Grenzwert
/ _ i S (@0 T R) = f(20)
e
Um den Zusammenhang damit zu seherilsgen wir uns zuichst

Uberlegen, was der rechts stehende Grenzwert bedeuterBstding
kennen wir nur Limites von Folgen.
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Definition: f: D — R sei eine Funktion und, ein Haufungspunkt der
MengeD. Dann ist

lim f(z) = yo

r— X0

genau dann, wenn es zu jedem> 0 eind > 0 gibt, so dal3 gilt:
|f(z) —yo| < efurallex € D mit |z — x| < 6.

Diese Definition erinnert sehr an die der Stetigkeit, und & dat
uberlegt man sich leicht, daf genau dann stetig i, ist, wenn

lim, 4, (@) = flao) ist.
Fur eine differenzierbare Funktion, wie sie hier definierrdey ist

flzg+h) — flzo) _ ah+hf(h) _  ~
- =~ =a+ f(h),

was fir h — 0 in der Tat gegen die Ableitung= f'(z,) konvergiert.

Umgekehrt ist
f(xg+h) = f(xg) +h- f(x0+hi_ /(o) ,

falls der Limes des Differenzenquotienten gegen eine Zkbhvergiert,
konnen wir dies auch schreiben als

f(x0+h):f(xo)+ah+h(f(x“h)_f(x") _a> |

h
wobei die Funktion
oy = Lro ) = o) _

stetig istundiir » = 0 verschwindet. Somit sind die beiden Definitionen
aquivalent.

Betrachten wir einige Beispiele!
Fur die Funktionf(x) = ™ ist

fxg+h)=(h+a)" = Z (Z) hFag"

k=0

=l + ()h” 1+hz< )h’“ L h,
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also ist
Fagth) = floopnay Haehfn) mit f() =Y ()i tagt.
k=2

Da in jedem Summanden der hinteren Summe mindesterissteckt,

ist f(0) = 0, und als Polynom ik ist f nafirlich stetig. Somit ist

f differenzierbar im Punkt, und hat dort die Ableitungzxg_l. Der

Punktz, war beliebig gewhlt, also ist die Funktion differenzierbar auf

ganzR und f'(z) = nz" 1,

Als zweites Beispiel betrachten wir die ExponentialfuoktiHier ist
et = et el = e + (e — 1)e” .

Wegen der Bedingungen aus der Definition der Exponentiaiom ist

1+h§eh§i

1—h'’
also
1 1—(1-h) h
<elh 1< = 1= =
h<e =1_p 1-h 1—h
2 2
:h(l—h)+h — 4 h |
1—h 1—-h
Mit . .
~ T+ LT _1
f(h):%—ex:6x<eh —1)
ist daher

x

e = e + he + hf(h) mit 0< f(h) < -

Insbesondere i@?(O) =0, undf(h) ist stetig an der Stellé = 0, denn

fur jede Nullfolge £,,),,cy muf3 auch die Folge d&f(xn) wegen dieser
Ungleichungen gegen Null konvergieren.

Damit ist auch die Exponentialfunktion differenzierbaf ganzRR, und
sie ist ihre eigene Ableitung.

Um moglichst schnell raglich viele weitere Beispiele zu bekommen,
brauchen wir RechenregelarfAbleitungen.

Die erste folgt fast sofort aus der Definition:
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Summenformel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funktionen, so ist
auch die Summenfunktiofi+ g differenzierbar und

(f +9) (@)= f'(2) +¢'(z).

Beweis:Da f und g differenzierbar sind, haben wiilf jedesz, € R
zwei reelle Zahler: = f'(xp) undb = ¢'(z,) sowie zwei Funktionen

£(R), §(R), so daR gilt:

f@o+h) = flwg) +ah+hf(h) und g(we+h) = g(x) +bh +hg(h).
Somit ist

(f+9)(@o+h) = fzgth)+g(wo+h) = (f+9)(xo)+(a+b)h+h- (f(h)+5(R)) .

Da f(h) + g(h) als Summe zweier stetiger Funktionen stetig ist und
an der Stelleh = 0 verschwindet, isff + g in z differenzierbar mit
Ableitunga + b = f'(z) + ¢'(x,), wie behauptet.

Genauso einfach folgt

Lemma: Ist f: D — Rdifferenzierbar und € R eine Konstante, so ist
auchdie Funktionf, die jedess € D aufcf(x) abbildet, differenzierbar
und hat die Ableitung f'(x).

Zum Beweismiissen wir nur in der Definition der Differenzierbarkeit

die Gleichung mit multiplizieren.
|

Die beiden vorigen Resultatéyknen wir zusammenfassen, indem wir
sagen, dal} Differenzieren eitieeare Operation ist, d.h.ir zwei dif-
ferenzierbare Funktionefi g und zwei reelle Zahlen, b ist

(af +bg) (x) = af'(z) +bg'(x),
und entsprechend natich auch tir mehr als zwei Summanden.
Mit dieser Regel knnen wir insbesondere Polynome ableiten:
Lemma: Jedes Polynonf(z) = a,z™ +a, 2" 1+ -+ a;x + ag
definiert eine differenzierbare FunktighR — R mit Ableitung

f(x) =na, 2"+ —Da, 2" %+ -+ 20,2 +ay.



Kap. 3: Differenzierbare Funktionen 174

BeweisWir wissen, da@* auf ganzZR differenzierbar ist mit Ableitung
kz*~1: wegen der Linearitt des Ableitens folgt daraus die Behaupaung.

Um auch Funktionen wie - ¢” differenzieren zu &nnen, nlissen wir
nach den Summen auch Produkte differenzierbarer Funktianéer-
suchen; hier gilt die

Leibnizsche Produktregel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funk-
tionen, so ist auch die Produktfunktigh ¢ differenzierbar und

(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(z)g' ().
Der Beweisfolgt auch hier sofort durch Einsetzen: I§irfeinen Punkt
x9€ D
flag+h) = f(zo) + hf' (o) + hf(h)
und
g(xo + h) = g(x) + hg'(xo) + hg(h),
SO ist

(f9)(wo+ h) = (f(xo) + hf'(xo) + hf(h)) (9(zo) + hy' (wo) + hg(h))
= (fg)(zg) + h(f/(@“o)g(xo) + f(xo)g’(xo))

+h(F(R)g(wo + ) + G0 (f@o) + hf'(@0)) )

Die Funktion in der letzten Klammer ist stetig, da sie ausigee
Funktionen zusammengesetzt ist, und sie verschwindet = 0, da
f(h) =g(h) = Oist. Alsoistf g in x differenzierbar mit der behaupteten
Ableitung, und dies giltdir jeden Punkt, € D. .
Die nachste wichtige Differentiationsregel behandelt die &tieinan-
derausfinrung von Funktionen; hier gilt

Kettenregel: Sindf: D — R undg: E — R differenzierbare Funktio-
nen und istg(z) € D fur allex € FE, so ist auch die Hintereinander-
ausfihrungf o g: F — R differenzierbar, und

(fo9) () =f'(9(z)) - ¢'(2).
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Beweis:Dieses Mal diicken wir die Differenzierbarkeit vofiundg so
aus, dafi3

g(xg + h) = g(xg) + hg'(xg) + hg(h)
und
Flug+ k) = flug) + kf (ug) + k f(k)

ist. Dann ist fir jedesr, € £

(f o g)(xg +h) = f(g(zo+h)) = f(g(xe) + hy' () + hg(h)) .

Setzen witig = g(xo) undk = hg'(xg)+hg(h) in die Formel fir f(uy+k)
ein, kbnnen wir dies weiter ausrechnen als

I (g(wo + 1)) = f(glag)) + k- ' (9(xo)) + k().
Da mit h auchk gegen Null geht, folgt die Behauptung.

Damit kdnnen wir nun auch Funktionen wiz) = e differenzieren;

die Ableitung istf’(z) = _2re” . Weitere Beispielelfr Anwendungen
der gerade bewiesenen Regeln werden inldeangen sowie auch im
weiteren Verlauf der Vorlesung auftauchen.

Auch Quotienten sind kein Problem; nutissen wir hier ndirlich vor-
aussetzen, daf’ der Nenner nirgends verschwindet, wasikordaeten
Anwendungen dadurch erreicheirinen, dal3 wir den Definitionsbe-
reich D entsprechend verkleinern.

Quotientenregel: Sind f, g: D — R differenzierbare Funktionen und
istg(x) # 0 fur allex € D, so istauch der Quotierft/ g differenzierbar
und

! T F@)gx) — f2)d(x)
(CC) - 2 .
g g(z)

Beweis:Da wir die Produktregel bereits bewiesen haben,igérmes,
diese Regel im Spezialfafl = 1 zu beweisen; hier besagt sie, daf3

1\ - 9@
(g) @)=~y
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Ist. Wenn wir dies wissen, folgt aus der Produktregel, daf3

(D @=(r}) @=ra(;) @+ ()
g 9 9 J

_ @) f@)g (@) _ f(@2)9(z) — f(x)g'(z)
9(x) g9(x)? g9(x)?
ist. Bleibt also die Ableitung des Kehrwerts.

Betrachten wir als erstes die Funktig(r) = 1/z fur einzy 7 0. Nach
den Regeln der Bruchrechnung ist

1 _E_ —h also 1 1 h 1 A 1
z+h 1z  xz(x+h) x+h x ax(x+h) = xx+h

Wenden wir fir den letzten Faktor die Formel rekursiv an, erhalten wir
die neue Formel

1 1 h(l h )_1 h h?

x x(zx+h)

= PR
x+h = =« x 12 z%(z+h)

Der letzte Summand hat die Formf(h) mit einer stetigen Funktioﬁ,
die fur h = 0 verschwindet, also igt' (z) = —1/z? die Ableitung vonf.

Fur die Nennerfunktiory aus der Behauptungknen wir 1/ g auffassen
als Hintereinanderausfirung vong und der Funktion: — 1/x; nach
der Kettenregel ist daher

NN SR 4 C)
<§>@°‘ @2 4=y

wie behauptet. .
Was uns nun noch fehlt von den bisher bekannten Funktiomezsim
Beispiel der (nairliche) Logarithmus und die Wurzelfunktion. Beides
sind Umkehrfunktionen von Funktionen, deren Ableitung bareits
kennen; wenn wir also wissen, wie man Umkehrfunktioneredifhziert,
konnen wir auch diese Funktionen ableiten.

Geometrisch betrachtet ist die Situation ganz einfach:rV¢gme Funk-
tion f: D — R eine Umkehrfunktion hat (was natich nur dann der
Fall ist, wennf injektiv ist), entsteht deren Graph aus dem der Funk-
tion f einfach dadurch, da- und y-Achse vertauscht werden. Die
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Ableitung einer Funktion in einem gegebenen Punkt ist degBhg
der Tangente des Graphen; wenn mamnndy-Achse vertauscht, wird
die Steigung nicht mehr in Bezug auf dieAchse, sondern in Bezug
auf diey-Achse gemessen. In Bezug auf didAchse ist die Steigung
einer Geraden der Quotient aus einer (jeder von Null veesigmer)
Differenz vony-Werten und der zugéhigen Differenz vony-Werten;

in Bezug auf dig/-Achse ist es umgekehrt. Die Ableitung der Umkehr-
funktion sollte also einfach der Kehrwert der Ableitung Banktion im
gegebenen Punkt sein.

27

15-

0.5

/" 09 095 1 105 11
Tangente von Funktion und Umkehrfunktion

Bevor wir dies formal beweiserdkinen, niissen wir zuachst sicherstel-
len, dal? esiberhaupt eine Umkehrfunktion gibt, dal3 also die Ausgangs-
funktion injektiv ist. Auf einem Intervall ist dies, wie wim vorigen
Kapitel gesehen habeagquivalent zur strengen Monotonidirfstreng
monotone Funktionen gilt

Ableitung der Umkehrfunktion: Ist f: D — R streng monoton und
differenzierbar mitf’(z) # O fur allex € D, so ist auch die Umkehr-
funktiong: £ — D differenzierbar. Im Punkg = f(xz) € E ist

o1
g(y)—f,(x)-

Beweis:Wir betrachten die Funktiorf in der Umgebung des Punktes
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(g, Yo) Mit yo = f(xy). Wegen der Differenzierbarkeit vofist

Flzo+h) = f(xg) + hf'(xo) + hf(h) = yo + hf'(xo) + hf(h)

mit einer stetigen FunktiO[f von h, die im Nullpunkt verschwindet.
Setzen wirx = x5+ h undy = f(x), konnen wir dies auch schreiben als

y = yo +hf'(xg) + hf(h) .

Somit ist B
B = Yy —yo — hf(h)
J'(xo) ’
also ist
e y —yo— hf(h) _ y—yo _ hf(h)
9(y) = o+ h = g(yo) + 7en) 9(yo) + )~ Tl
Setzen wir noclk = y — y, bekommen wir die Gleichung
k hf(h)
k) = — :
9o + k) = g(yo) + @) Pl

Da wegen der Stetigkeit vofi mit h auchk gegen Null geht, ist der
letzte Term in der Fornkg(k) darstellbar mit einer stetigen Funktign
also istg differenzierbar iny, mit Ableitung 1/ f(z,).

|
Als erste Anwendungdnnen wir die Logarithmusfunktion ableiten. Sie
ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion; im Punkt e* hat

logy daher die Ableitungt = %

Auch die Wurzelfunktion knnen wir so behandeln,imsen allerdings
den Punktz = 0 ausschlieRen, da die Ableitung vgir) = =2 dort
verschwindet. Wir betrachten sie daher nur als Umkehriankton

Roo— Ryg
r {

CC|—>CE2

und sehen, dalyy im Punkty > O die Ableitung

1 1

2 "2
hat. Die dritte Wurzel ist entsprechend die Umkehrfunktien dritten
Potenz, wobei wir diese auf gafizbetrachten &nnen. Wenn wir den
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gerade bewiesenen Satz anwenden wolldgisgan wir allerdings auch
hier den Nullpunkt ausschliel3en, denn dort verschwindeftieitung
von z°. Fir einen Punky € R\ {0} ist dann die Ableitung vore/y
gleich
1 _ 1 1 55
32 3(yy)? 37

Fur y = 0 wirden wir hier durch Null dividieren; dort ist die Funktion
also nicht differenzierbar. Entsprechend folgt, daR jede ungerade
nailrliche Zahln die n-te Wurzel aufR \ {0} differenzierbar ist undir
jede gerade natliche Zahl auiR . ; die Ableitung ist jeweilst /™,

Tatsachlich kKdonnen wir fir positive Argumente sogar beliebige Potenzen
ableiten: fr reellesr 7 0 undz > 0 ist f(z) = 2" = ¢"'°9%, und das
hat nach der Kettenregel die Ableitung

.
r rr
f’(x) — erlogm - — Txr—l’

x x
genau wie wir es bereitdif natirliche Zahlenr und gerade eberuf

r = 1 gezeigt haben.

Auch die Funktionf(z) = a® fur eine reelle Zaht > 0 lal3t sich so
nach der Kettenregel ableiten: Hier j&tr) = ¢*'°9¢ und

f'(x) = e*'°9% . loga = a” loga .

82: Eigenschaften und Anwendungen differenzierbarer
Funktionen

Nachdem wir nun Regeln kennen, mit denen wir vigdegige Funktio-
nen ableiten &nnen, sollten wir uns langsaimerlegen, wozu differen-
zierbare Funktionen und ihre Ableitungen eigentlich godsWir hatten
uns im letzten Kapitel aughrlich mit stetigen Funktionen besdiigt;
als erstes stellt sich daher die Frage, wie sich diese bé&idektionen-
klassen zueinander verhalten. Die Antwort ist auf Grundfmition
einer stetigen Funktion fast selbstvéarsdlich:

Lemma: Jede im Punkt, € D differenzierbare Funktiorf: D — R
ist dort auch stetig.

Beweis:Fur kleine Werte vorh ist

Flzo+h) = f(xo) + hf'(xo) + hf(h);



Kap. 3: Differenzierbare Funktionen 180

der Grenzwer% Iir(1)1f(xo + h) ist daher wegen der Konstanz v@f(z)

und der Stetigkeit vorf (%) gleich f(z,).

Die lokale Linearisierbarkeit einer differenzierbaremktion kann aber
nicht nur 1r theoretische &ze wie diesen ausgenutzt werden, sondern
auch praktisch zuraherungsweisen Berechnung von Funktionswerten:
Wenn wir den Fehlerterrhf(h) vernachéssigen, istir kleine Werte
von h

f@+h) ~ f(z)+hf(z).

Angenommen, wir wollen den Logarithmus von 1,4herungsweise
berechnen. Wie wir wissen, ist log1 = 0, und die Ableitung lamx
ist 1/x. Daher ist

logl1l~logl+ 0’11 =0,1.

Verglichen mit dem tagchlichen Wert bei ungahr Q09531 ist das,
vor allem angesichts des geringen Rechenaufwands, keiechte
Naherung. Auch wenn wir /B9 alsuber /100 ausrechnen, erhalten
wir mit
1_ 1 1 N 1
99 100—-1 100 10

eine sehr gute &herung fir den exakten Wert,01.

=0,0101

Fruher spielten solche &herungsformeln eine grol3e praktische Rolle,
da man vor der Allgegenwart billiger Computer und Taschemmer
Funktionswerte meist aus Tabellen entnehmen mufte. bistigpns-
formeln wie die obige gestatteten es dabeli, eiftdgre Genauigkeit zu
erzielen als die oft eher grobmaschige Tabelle hergab.

Die nachste Eigenschatft differenzierbarer Funktionérftd wohl allen
Lesern aus der Schule bekannt sein: Die Bestimmung lokakeeGa.
Zunachst sei kurz an die Definition erinnert:

Definition: Wir sagen, eine Funktiofi: D — R auf einer Teilmenge
D C R habe einlokales{ M,\Aalﬁ'lmld?nm} im Punktz, € D, wenn es
eine > 0 gibt, so dal’ das Intervalkf — ¢, x4 + ¢) in D liegt und
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f(z) § f(xp) ist fur alle z aus diesem Intervall. Lokale Maxima und
Minima fassen wir unter dem Oberbegiifkale Extremausammen.

Lemma: f: D — R sei eine differenzierbare Funktion. Falfsim
Punktz, € D ein lokales Extremum hat, igt (z,) = 0.

BeweisWir gehen aus von der Formf{z,+h) = f(zg)+hf (zo)+hf(h).
Falls f'(z,) = a nicht verschwindet, ist in der Umgebung vep die
lineare Naherungf (z,) +h f'(z,) auf einer der beiden Seiten echbger
als f(x), auf der anderen echt kleiner. Wiiissen zeigen, dald dies auch
fur die Funktionf selbst gilt.

Dazu verwenden wir die Stetigkeit vq% Da f(O) = 0 ist, gibt es ein
5> 0,50 daq}’(h)] < f'(w) ist fur alleh mit |h] < 6. st f'(zg) > O,
gelten daheriir alleh mit 0 < h < ¢ die beiden Formeln

Fxo+h) = f(ag)+hf (wo)+hf(R) > f(xo)+hf (xg)—hf (xo) = f(xo)

und

flxo—h) = f(zo)—hf'(xo)+hf(h) < f(xo)—hf'(xe)+hf (o) = f(xo) -
Damit kannf in x, weder ein lokales Maximum noch ein lokales Mi-
nimum haben. Entsprechendes dilt f'(x,) < 0, wobei sich hier das
GrofRer- und das Kleinerzeichen vertauschen. Somit ist emléskEx-

tremum fdchstens raglich, wennyf’(z,) = 0 ist.
|

Natirlich muf? die Funktion kein lokales Extremum im, haben,
wenn f'(x,) = 0 ist: Das bekannteste Gegenbeispiel ist die Funktion
f(z) = 23, deren Ableitung 3 im Nullpunkt verschwindet, obwohl die
Funktionswerte links der Null kleinef(0) = 0 sind und rechts davon
groler.

Satz von Rolle: f: D — R sei eine differenzierbare Funktion, das
abgeschlossene Intervall,[b] liege ganz inD, und f(a) = f(b) = 0.
Dann gibt es eincy € (a, b), so dalf’(z,) verschwindet; zwischen
zwei Nullstellen der Funktion liegt also mindestens eindidtieile der
Ableitung.

Beweis:Als differenzierbare Funktion ist insbesondere stetig; wie wir
aus dem vorigen Kapitel wissen, gibt es daher Punkter,, € [a, b],
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so dal¥f(x,,) das Infimum undf(x,,) das Supremum votfi in [a, b]

Ist. Sind beide Schranken gleich Null, ist die Funktion kansund ihre
Ableitung verschwindetiberall. Falls mindestens eine der Schranken
von Null verschieden ist, haben wir dort ein globales, issinelere
also lokales Extremum, und dort muf3 nach dem vorigen Lemma di

Ableitung verschwinden. .
Der frandsische Mathematiker MHEL ROLLE (1652-1719) wurde in Ambert in der
Auvergne als Sohn eines Kaufmanns geboren und erhielt narradimerdre Schulbil-
dung. Er arbeitete als Gehilfe in verschiedenen KanzleieAmbert, bis er 1675 nach
Paris zog, Auch dort arbeitete er vor allem als SchreiberRechner. Nebenbei brachte
er sich im Selbststudiumdnere Mathematik bei. Dies erlaubte ihm diéslung eines
damals popuren mathematischen Problems, iwnahm der Staatssekitfur die Marine
eine Pension verschaffte. AuBerdem wurde er dadurch in éviakikerkreisen bekannt
und bekam Kontakt zu anderen Mathematikern. Seine Forgemumeschftigten sich vor
allem mit Gleichungendheren Grades, wo beispielsweise die Schreibwgiaeauf ihn
zurickgeht. Den Satz vondRLE bewies er 1691, 1699 wurde Bensionnaire @onetre
der Akademie der Wissenschaften.

Als wichtige Verallgemeinerung des Satzes van & erhalten wir den

Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Ist f: D — R eine dif-
ferenzierbare Funktion und[b] C D, so gibtes eig € (a, b), fUr das

gilt:
f@:f%—fw
—a
Beweis:Wir betrachten die Funktion
o@) = @)~ PO LD oy ya).

Mit f ist auchg differenzierbar; auRerdem igta) = f(a) — f(a) = 0

und ;
o) =10 - LT o) 0y =0

Damit kdonnen wir den Satz vond LE anwenden und bekommen ein

¢ € (a, b) mit
g©=re- 01,

Daraus folgt, daf¥’(¢) den verlangten Wert hat.
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Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz, dal3 es (mindes&nen
Punkt¢ zwischena und b gibt, in dem die Tangente parallel ist zur
Sehne durch die beiden PunKte f(a)) und (b, f(b)):

a E b
An einem Zwischenpunkt ist die Tangente parallel zur Sehne

Wenn wir die Formel aus dem Mittelwertsatz ng¢bh) aufiosen, erhalten
wir f(b) = f(a)+ (b — a)f'(€). Setzen wir hieriu = 25 undb =z + h,
wird diese Formel zy (xg+h) = f(xo) +hf'(€). Dabei liegts zwischen
xoUndxy + h, es gibt also eim € (0, 1), so dalX = x, + nh ist. Damit
haben wir gezeigt

Mittelwertsatz, 2. Fassung: Ist f: D — R eine differenzierbare Funk-
tion und entllt D das Intervall vorxy bisxy+h, so gibtes eim € (0, 1),
so dal3 gilt:

f(xg+h) = f(xo) + hf'(xg +nh)

Der Mittelwertsatz ist eine eher technische Aussage, isr aehr
nutzlich, um viele interessante Aussagen zu beweisen. Réssise
wissen wir bereits, dal3 die Ableitung einer konstanten EanKiber-
all verschwindet; mit Hilfe des Mittelwertsatzegrnen wir auch die
Umkehrung beweisen:

Lemma: Die Funktionf: (a, b) — R seidifferenzierbar und halider-
all die Ableitung Null. Dann isif konstant aufd, b).
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Beweis:Wenn f nicht konstant \are, gibe es zwei Punkte, v € (a, b)
mit f(u) # f(v). Nach dem Mittelwertsatzape es dann eiizwischen
v undwv, so dald

f(©) = 70

ware, im Widerspruch zur Voraussetzung.

fw) — f(w)
v—u

Dieses Lemma kann falsch werden, wenn wir das offene Intémab)
durch eine allgemeinere Menge ersetzen: Ist beispielsweidie Ver-
einigung der offenen Intervalle (@) und (2 3) undf(x) = 0 auf (Q 1),
aber f(z) = 1 furz € (2, 3), so verschwindef’(x) auf ganzD, aber
die Funktion ist nur auf den beiden Teilintervallen konstamncht auf
ganzD. Der obige Beweisiber den Mittelwertsatz ist in dieser Situation
nicht anwendbar, da das Intervall, [v] nicht in D liegt.

Als nachste Anwendungdnnen wir alle Funktionen mit konstanter
Wachstumsrate bestimmen:

Lemma: Die Funktionf: (a, b)) — R sei differenzierbar und es gebe
einc € R, so dalf’(x) = cf(x) fur allex € (a, b). Dann gibt es ein
Yo € R, so dal¥f(x) = ype ist.

Beweis:Wir betrachten die Funktiog(x) = e~ “* f(x). Als Produkt
zweier differenzierbarer Funktionen ist sie differenkaar auf ganz
(a, b) und hat nach der Produktregel die Ableitung

g'(x) = —ce” “Cf(x) +e U f(x) = —ce” T f(x) +e " - cf(z) =0.
Somit istg(z) konstant, es gibt also e € R, so dald
g(x) = e f(x) = yo

ist fur allex € (a, b). Durch Multiplikation mite“* folgt die Behaup-
tung.

Als weitere Anwendung wollen wir die Regel vare L'HOPITAL be-
trachten: Die Gleichung

22— 1

x_

=x+1
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gilt streng genommen nichtif allex € R, denn fir z = 1 dividieren
wir die Null durch die Null, was nicht erlaubt ist. Wikinen allerdings
sagen, dal3

2

R )
[im =limzx+1=2
rx—1 33—1 rx—1

ist und in diesem Sinne die Funktiéfjﬁ_‘—l1 an ihrer, Definitionsticke”
stetig erginzen.

Auch kompliziertere Biiche fihren auf Ausdicke der Form,0/0",
beispielsweise verschwindeirf

e’ —1

i

an der Steller = 0 sowohl der Ahler als auch der Nenner. Hiebrknen
wir nicht einfach Kirzen, aber &ufig kbnnen wir in solchen &len
trotzdem Grenzwerte ausrechnen.

Wir gehen aus von zwei im Punki, differenzierbaren Funktionefi
und g mit f(zy) = g(xy), und wir interessieren ungif den Quotienten
f(z)/g(x). Fur x = x5 + h in der Nahe vonzy kdonnen wir schreiben

fx) _ flag+h) _ flzg) + hf' (g +my,h) _ f'(wg +mp,h)
g(x)  glxg+h) g(zg) + hg'(zg+ Ayh)  g'(xg+ ALh)
mit geeigneten Zahlem,,\, € (0, 1), die im allgemeinen vork

abhangen. Geht. gegen Null, gehen aber auf jeden Fall aug
und )\, h gegen Null; damit folgt die

Regel von de I'Hopital: Sind f, g im Punktx, differenzierbar und ist
f(zg) = g(zo) = 0, soist
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GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE MARQUIS DE L'HOPF
TAL, MARQUIS DE SAINTE-MESME, COMTE D'ENTRE-
MONT ET SEIGNEUR DOUQUESLA-CHAISE (1661-1704)
interessierte sich seit seiner Kindheit vor alleim KMa-
thematik, schlug aber, der Familientradition entspre-
chend, eine mildrische Karriere ein. Wegen seiner
Kurzsichtigkeit gab er diese afer auf und widmete
sich ganz der Mathematik, wobei er zeitweisgidNN
BERNOULLI (1667-1748) als Privatlehrer engagierte.
Gestitzt auf dessen Vorlesung @fentlichte er 1696
das erste Analysis-Lehrbuch. Es war sehr erfolgreich
und erschien bis 1781 in immer neuen Auflagen.

Tatsachlich muR man bei der Regel vaE L'HOPITAL nicht voraus-
setzen, dald die Funktionghund g sowie ihre Ableitungen im Punkt
xo definiert sind: Wir Ionnen auch ausgehen von Funktionen, die auf
einem offenen Intervalld, b) definiert sind und dann die Grenzwerte
bei Anmherung an die Intervallgrenzen betrachten. Da die Fuméiio
furz < a undx > b nicht definiert sind, &hnen wir dazu freilich nur
einseitigeGrenzwerte betrachten. Diese sind folgendermal3en définier

Definition: Fur eine Funktionf: (a, b)) — R ist
glclpbf(x) =c,

wenn es zu jedem > 0 eind > 0 gibt, so daflc — f(x)| < eistfuralle
x € (b— 4, b). Wir sagen, dieser Grenzwert sgi, wenn es zu jedem
M € Reiné > 0 gibt, so dal¥(x) > M furallex € (b — 4, b), und er
Ist —oo, falls es zu jedend/ € R eind > 0 gibt, so dal¥(x) < M fir
allex € (b — 4, b). Entsprechend ist

lim f(z) =c.

wenn es zu jedem > 0 eind > 0 gibt, so dafllc — f(x)| < eistfuralle
x € (a, a +0). Wir sagen, dieser Grenzwert sei, wenn es zu jedem
M € Reind > 0 gibt, so dal¥(z) > M furallex € (a, a +6), und er
Ist —oo, falls es zu jedend/ € R eind > 0 gibt, so dal¥(x) < M fur
allex € (a, a +)9).

Diese Definitionen sollen auch gelteiirfa = —oo und/oderb = oo,
wobei in diesem Fall {00, oo) = R sein soll, ¢, co) fur a # —oc
die Menge aller reeller Zahlen @gera und (—oc, b) fur b # oo die
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Menge aller reeller Zahlen kleinér Anstelle des Intervallsh(— 9, b)
muf3 dann ein Intervall{, oco) betrachtet werden, anstelle van @ +46)
entsprechend{oco, N).

Regel von de I'Hopital, 2. Fassung: Die Funktionenf, g: (a, b) seien
differenzierbarg(x) # 0 undg’(z) # O fur allex € (a, b).

a) Falls I|m f(z) = |Im g(z) = 0istund I|mf( ?)
z/b g'(x)
/(@)

_ f(x)
glc'% g(x) gI:I/b g'(x)

b) Falls lim f(z) = lim g(x) = Oistund I|mf( ?)
@ ag ()
“[Ir\T]a @ - w@a g'(x)

c) Ist i@bg(x) +o00 und eX|st|ertxl}n2§ Ex;
f@) _ o (@)
alzlr/nb g(x) alilfb g'(x)
d) Ist I|m g(z) = £oo und existiert Ilmf( )
x\a ¢'(z)’

o 1@ _ f (x)
x\a g(z) x\a g'(x)

existiert, ist

existiert, ist

SO ist

So ist

Beweis:Wir wollen den Quotienterf’(x) /¢’ (x) umschreiben als Ablei-
tung einer Funktio(z). Die Gleichung

=@
(@)=50 = 1w s

kann beispielsweise so zustande kommen, dal3 wir die Ketjehan-
wenden auf die Hintereinanderailsfung vonf und einer Funktion mit
Ableitung 1/¢'(x); eine solche Funktion ist die Umkehrfunktign*
von g. Um ¢ definieren zu Bnnen, niissen wir uns somit als erstes
uberlegen, ob und wo diese Umkehrfunktion existiert.
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Da wir vorausgesetzt haben, dg@r) nirgends verschwindet, igteine
injektive Abbildung: Hatte ramlich ein Punkt € R zwei verschiedene
Urbilder zq, 2, € (a, b), so kOnnten wir den Satz vondLE auf die
Funktion g(x) — ¢ anwenden und erhielten zwischep und x, eine
Nullstelle z, der Ableitungg’(x). Da g als differenzierbare Funktion
insbesondere stetig istdhnen wir daher den Satz aus dem vorigen
Kapitel anwenden, wonach eine auf einem Intervall injektwunktion
dort streng monoton ist. Indem wirdtigenfalls f durch —f und ¢
durch—g ersetzen, &nnen wir annehmen, dafstreng monoton achst.
Setzen wir

= lim und d = Ilim ,
c x\ag(x) ! /bg(x)

bildet g dann das Intervalld, b) ab auf ¢, d) und hat eine differenzier-
bare Umkehrfunktiog—: (¢, d) — (a, b). Diese Kdnnen wir schachteln
mit der Zahlerfunktionf zu einer Funktio = fo g™t (¢, d) — R, die
einen Punkyy € (¢, d) abbildet auff(x), wobeix € (a, b) das Urbild
vony unterg ist. Nach der Kettenregel und der Re{jber die Ableitung
der Umkehrfunktion ist, wie getwnscht,

/ — . 1 - f/(:IZ')
q(y) = f(x) ORER
Sofern diese Grenzwerte existieren, ist daher
im 7@~ i S'@)
¢ () und Ilim lim ¢'(x).

b g'(x)  y/d aN\a g'(x)  y\e
Auch den Grenzwert vorf(z)/g(x) kdnnen wir mit Hilfe vong aus-
dricken: Mity = g(x) ist,

@) _ Fla~') _ aw)

9(x) (0 (0
also ist, sofern die Grenzwerte existieren,
lim f() @ und m&—llm Q(y)
vb g(@) y/d y w\a 9(x)  vN\e y
Wir miussen somitiir a) undc) zeigen, dal3
iim ¢'(y) = lim &)

y/ d y/ d Y
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ist und fir b) undd) entsprechend die Gleichheit

ay)
lim = lim —=
lim q "(y) = m =
a) Hier ist, da wirg als monoton wachsend vorausgesetzt hatbenQ,
also mussen wir zeigen, daffif eine in einem Intervalld, 0) differen-
zierbare Funktioy mit Iig] q(y) = 0 qilt
ay)
lim = lim
lim g "(y) = oy
Wir betrachten zuachst den Fall, dal3 der links stehende Grenzwert
verschwindet.

Nach Definition des Grenzwerts gibt es dann zu jedem0 einéd > 0,
so daR|¢'(y)| < ¢ ist fur alley € (-4, 0). Isty ein beliebiger Punkt
aus diesem Intervall unel > y, so gibt es nach dem Mittelwertsatz ein
¢ € (y, z) C (-4, 0)sodal

() — a(y) _ 4 (6)
z—y

ist und damit

() — a()| = 1d' |y — 2| <e-ly— 2| .
Setzen wir hierifir z die Glieder einer Nullfolge aus{4, 0) ein, erhalten
wir fUr den Grenzwert die Ungleichung

lq(y)| = <elyl.

q(y) — y%q(Z)
Somit ist

‘@ <e fur-6<z<DO.

Yy
Dies zeigt, das der Grenzweiirfy — 0 verschwinden muf3.

Damit ista) bewieseniiir den Fall, dafl3 Ii(r)n]’(y) verschwindet. Ist dieser
)

Limes eine von Null verschiedene Zahl, so betrachten wir die neue
Funktionp(y) = ¢(y) — my. Dap’(y) = ¢'(y) — m ist, verschwindet hier
der Grenzwert vop’(y), also ist nach der gerade bewiesenen Formel

iim P9 = i S =y o 9@ g
y/0 Yy y/0 Y yv/0 Yy
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womit auch hier die Behauptung folgt.

b) Hier ist entsprechend = 0, das Definitionsintervall vor ist al-
so (Q d). Die Situation ist spiegelbildlich za); wenn wir die dort
bewiesene Formel auf die Funktigit—z) anwenden, folgt die hier
berbtigte Formel

lim /() = lim q(j)

c) Hier istd = oo, wir miissen also zeigen, daf3 gilt

I|m qd(y) = lim @
y— y—oo Y
Wie ina) betrachten wir zuachst den Fall, dal der linksstehende Grenz-

wert verschwindet; der allgemeine Fall folgt daraus wiet.dor
Nach Definition des Grenzwerts gibt es zu jedem 0 einM € R, so
daB|q'(y)| < e/2 ist fur alley > M, wobei wir fir M eine positive
reelle Zahl vahlen ldnnen. Zu jedeny, > M und jedemy > y, gibt
es nach dem Mittelwertsatz ein> M, so dal3

q(y) — a(vo)

=0 = ¢()

Y—Yo
Ist und damit
£ £
la(y) — a(vo)l = ld' (M) - (v — o) < §(y — Yo) < 5Y

Nach der Dreiecksungleichung gilt somit

|@ < |9®) —awo) |, |9®o)| _ <, |4o)
y Y Y 2 Y
q(yo) ist ein fester Wert; wir Bnnen daher eitv > y, finden, so daf3
lg(yo)/y| < 3eistfiry > N. Zu jedeme > 0 gibt es daher eitV € R,
so daRiralley > N gilt: |¢(y)/y| < e. Somit mul3 der Grenzweriif
y — oo die Null sein.

d) Hier ist entsprechend = —oo, das Definitionsintervall vorg ist

also (oo, d). Die Situation ist spiegelbildlich zd); wenn wir die dort
bewiesene Formel auf die Funktigfi—y) anwenden, folgt die hier
berbtigte Formel

yllm qd(y) = lim @

Yy—oo Y
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Damit sind alle Rlle vollstandig bewiesen.
|

Die Regel vonbE L'HOPITAL kann auch dazu verwendet werden, um
Grenzwerte der FormO - oc* oder oder,0* zu berechnen: Ist etwa
f: D — R eine differenzierbare Funktion, deren Grenzwartf — z,
verschwindet und isg: D \ {z,} — R eine differenzierbare Funktion,
die fur z — x, unbeschiinkt wachst, so &nnen wir auf der Teilmenge
von D\ {z,}, auf derg keine Nullstellen hat, die Funktiory & betrach-
ten. Dag fur x — z, unbeschiinkt wachst, geht 1g dann gegen Null;
schreiben wir also @)

i

fla)-9@) = 3705

sind wir in der gerade betrachteten Situation uddren die Regel von
DE L'HOPITAL anwenden. Genaus@knen wir auch

_ 9()
fa) - 9@) = 750
schreiben und sind dann in der Situatigr /oc*. Welche der beiden
Vorgehensweiseninzlicher ist, langt von den jeweilige Funktioneh
undg ab.

Bei Grenzwerten der Forp®™ haben wir Funktionen der Forpf(z)?).
Dawir allgemeine Potenzesi nurfira > O definiert haben, flssen wir
hier ausgehen von einer differenzierbaren Funkiioh — R, die fur
allex Z zy ausD positive Werte annimmt, deren Grenzweéntf — x
aber verschwindet. Von der differenzierbaren FunkiioR — R setzen
wir nur voraus, dafg(z,) verschwindet. Dann istif x Z z

f(x)g(x) = p9(x)log f(z)

Im Exponenten stehtif x — x, ein Ausdruck der Formo - oo*; wenn
wir dafur den Grenzwertifr z — x, berechnen &nnen, kennen wir
wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch denf{z)?®,

Als Beispiel betrachten wir lim:®. Daz® = ¢*'°9% ist, miissen wir als

0

erstes den Grenzweiiiifx log z berechnen:

: . logz . 1/x :
lim zlogz = lim —— = lim =lim(—-x)=0.
x\Ox gr z\,0 1/.CC 0 —1/3?2 x\O( 3?)
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Der gesuchte Grenzwert ist soraft= 1.

Als vorlaufig letzte Anwendung des Mittelwertsatzes wollen nocbrin
anschaulich fast klaren Zusammenhang zwischen Ableitnddgviono-
tonie festhalten:

Lemma: f:(a, b) — R sei eine differenzierbare Funktion.

a) Ist f'(x) > O fiur allex € (a,b), so istf monoton wachsend.

b) Ist f/(x) > O fur allex € (a,b), so istf streng monoton wachsend.
c) Ist f/(z) < O flr allex € (a,b), so istf monoton fallend.

d) Ist f'(x) < O fur allex € (a, b), so istf streng monoton fallend.
Beweis: a)Gabe es inq, b) zwei Punkter; < x, mit f(z1) > f(z,),
so cabe es nach dem Mittelwertsatz € (x4, x,) mit

f/(f) — f(zp) — f(zy) <0,
T, —

iIm Widerspruch zur Voraussetzung.

1

b) Gabe es indg, b) zwei Punkter; < x, mit f(z,) > f(z,), SO dibe es
nach dem Mittelwertsatz eih e (x4, x,) mit

f’(f) — f(x3) — f(xy) <0,

iIm Widerspruch zur Voraussetzung.

Ly — 1

c) undd) folgen entweder genauso, oder indem raaundb) anwendet
auf die Funktion— f. .

Die Umkehrungen vom) und d) gelten nicht: Beispielsweise ist die
Funktion f(z) = 2% streng monoton wachsend, aber trotzdem ver-
schwindet ihre Ableitung im Punkt Null.

Zum Abschlul dieses Paragraphen wollen wir den Mittelvagztaoch
etwas verallgemeinern zu einer Aussage, die &ohsten Paragraphen
sehr ritzlich sein wird:

Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Die bei-
den Funktionery, g: (a, b) — R seien differenzierbar auf.(b), und ¢’
habe dort keine Nullstelle. Dann gibt es zu jedera (a, b) und jedem
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h € R\ {0}, fur das auch noch + h in (a, b) liegt, eine reelle Zahl
0<n <1, sodaliqgilt:

f@+h) — f@@) _ f'(z +nh)

gz +h) —g(x) ¢'(z+nh)
Zum Beweisbetrachten wir die Funktiop: [0, 1] — R mit

o) = f(z+nh)(g(x+h) — g(x)) — g(z +nh)(f(z+h) - f(z)) .
Einsetzen zeigt, da(0) = ¢(1) = f(a)g(b) — f(b)g(a) ist, die Funktion
©v(n) — ©(0) verschwindet also an beiden Intervallenden. Nach dem Sa
von ROLLE gibt es daher einen Punkte (0, 1), in dem ihre Ableitung
©'(n) verschwindet. Nach der Kettenregel ist

@) = h(f @ +nh) (9@ + 1) — g(@)) — o (k) (fla+ h) = f(@)) )

und A ist nach Voraussetzung von Null verschieden, also versueti

die Klammer. Die Differenz(z + h) — g(z) kann nicht verschwinden,
denn sonst mi3te es nach dem gleichen Argument wie eben zwischen
x undzx + h eine Nullstelle vory’ geben, was im Satz ausgeschlossen
wurde. Aus diesem Grund ist augh(z + nh) ¥ 0. Somit kdnnen wir
dividieren und erhalten die Gleichung

fl@+h) — f(z) _ f'(z+nh)
gz +h)—g(x) g(x+nh)

§83: Hohere Ableitungen und Taylor-Entwicklung

Wenn die Funktiory: D — R auf D C R differenzierbar ist, definieren
die Werte der Ableitungen eine neue FunktiftnD — R. Diese kann
wieder differenzierbar sein, mul es aber nicht: Die FumkfidR — R

mit ,

— x- fallsz >0

@) { —z?  sonst

etwa ist fir alle x, € R differenzierbar: Der einzige problematische
Wert ist z, = 0, und dort haben? und —z° dieselbe Ableitung, die
somit gleich der vory ist. Rir x5 > 0 ist f/(xg) = 2z, fUr z < 0 ist
f'(xg) = =2z und fur zy = 0 ist f'(z,) = 0. Zusammenfassendknen
wir also sagen, daf’(z) = |z| ist, und von dieser Funktion wissen wir,
dalf? sie im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.
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Betrachten wir dagegen die Funktigifz) = z2, so ist f'(z) = 2z
als lineare Funktion wieder differenzierbar und hat alseitbhg die
konstante Funktion mit Wert zwei.

Falls f' eine differenzierbare Funktion ist, bezeichnen wir derbieA
tung als diezweite Ableitungf”’ von f; falls diese ebenfalls differen-
zierbar ist, heif3t ihre Ableitung didritte Ableitungf’””’ von f, und so
weiter.

Formal ausgedickt heil3t das:

Definition: f: D — R sei eine Funktion aub C R.

a) f heil3t (mindesteng)-fach differenzierbar, wenf differenzierbar
ist, und wenn iir ¥ > 1 die Funktionf’ mindestensX — 1)-fach
differenzierbar ist.

b) Ist f: D — R eine mindesten&-fach differenzierbare Funktion,
so definieren wir ihrek-te Ableitung f*)(z) im Falle £ = 1 als
O = £ (z) und fur k > 1 als f¥(x) = (f& VY ().

c) Eine k-fach differenzierbare Funktion heitfach stetig differen-
zierbar, wennf*) eine stetige Funktion ist.

Eine k-fach differenzierbare Funktion muf3 nicht aucfach stetig dif-
ferenzierbar sein; schoiiffeine differenzierbare Funktion muf3 die Ab-
leitung keine stetige Funktion sein. Mit den Funktioneme,ir bislang
kennen, lassen sich leider noch keine einfachen Beispadile kionstru-
leren, aber im achsten Paragraphen werden wir welche kennenlernen.

Was die Bezeichnung deibheren Ableitungen betrifft, so verwenden
wir fur kleine Werte vorf auch Striche:

@)= 12, @)= ) und () = D).

Die meisten unseref@mgigen Funktionen sind beliebig oft differenzier-
bar: Die Ableitung eines Polynoms ist wieder ein Polynom dacdhit
wieder differenzierbar, die Ableitung der Exponentiaktion ist die
Exponentialfunktion selbst, und auch bei rationalen Fomlen ist die
Ableitung wieder eine rationale Funktion auf demselben riddns-
bereich und somit differenzierbar. Trotzdem gibt edifdath Funktio-
nen, diegenauk-fach differenzierbar sind, beispielsweise die Funktion
f(x) = ¥ |z| im Punktz = 0.
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Aus der zweiten Ableitungdnnen wir, wie aus der ersten, auch geomet-
rische Informatioruber den Graphen der Funktion gewinneraiiénd
uns die erste Ableitung sagt, ob die Funktion in der Umgeleings
Punktes steigt odeafit, sagt uns die zweite Abbildung etwas dlaer,

ob die Funktion konkav oder konvex ist.

Definition: Eine Funktionf: D — R heil3tkonvexiiber dem Intervall
(a, b) € D, wenn fur allex,,z, € (a, b) der Graph vonf Uber @, b)
unterhalb der Verbindungsstrecke der beiden Puffikte f(z;)) und
(z,, f(x,)) liegt; liegt er stets oberhalb, bezeichnen wir die Funktion
auskonkav.

(w2, f(x2))

(1, f(x1))

(z1,f(z1)) (2. f (22

T
Ty x2

konvex r2 1 konkav

Die lineare Abbildungy: R — R mit
PA) = (L= Nzg + Azy = May — ) +2

bildet das offene Intervall (O1) bijektiv ab auf das Intervalla, z»),
denn dar, — x; positiv ist, ist sie streng monoton wachsend, und sie
bildet die Null ab aufz; und die Eins aufz,. Die Punkte zwischen
x, und z, sind daher genau die Punkte der Form~H2)z, + Az, mit

A€ (0, 1).

Die Gerade durclz,, f(z,)) und (z,, f(x,)) hat die Gleichung
f(zg) — f(xq)
e

5 —

y = f(zy)+ (r — ),

1
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furx = (1 — Az, + Az, haben wir also dig-Koordinate
Ty) — T
f(:L'l)+f( 2) f( 1)(
L2 — X

= f(zy) + G iixl)

CUZ —
= f(xq) + A(f(fﬂz) - f(xl)) =1 - Nf(z) + A f(z).
In Formeln ausgedickt ist die Funktionf: D — R daher konvexiber

(a,b), wenn

F(A=Nzg+Azy) < (A= N)f(zg) + Af(zy)
ist fur allex, z, € (a, b) und allex € (0, 1); sie ist konkav, wenn die
entsprechende Ungleichung rxtgilt.

1— Nz + Azy, — :131)

- Mzp — Tq)

Lemma: Eine zweimal stetig differenzierbare FunktignD — R ist
genau dann konveiber dem Intervall{, b) C D, wenn f"/(x) > 0
Ist fur alle x € (a, b); sie ist genau dann konkavber @, b), wenn
f"(x) < Oistfurallex € (a, b).

Beweis:Wir zeigen zu@dchst, dalR im Falle der Konveaitdie zweite
Ableitung in ganz ¢, b) grofRer oder gleich null sein muf3: Andernfalls
gabe es ein;y € (a, b) mit f(xy) < 0. Wir betrachten die Funktion
g(z) = f(x) — f(zo)(x — zo). Als Summe vonf und einer linearen

Funktion istg zweimal differenzierbar mit

9'(wg) = f'(x0) — f'(g) =0 und g¢"(x0) = f"(20) <O.
Die Funktion ¢’(x) ist also in einem hinreichend kleinen Intervall
(xg — h, o+ h) streng monoton fallend; sie ist daher positvf < x
und negativiirz > x,. Somitistg streng monoton wachsenidrfr < x,
und streng monoton fallendif x > x,; die Funktiong hat also beir,
ein lokales Maximum. &r eine < h ist daherg(xy + €) < g(xp) und
damit ist auch

(o) = glare) > 59(m — )+ 39l +€) = 3 g — )+ 3/ (rg +2).

Dies widerspricht aber der Konveatsbedingungifr z, ,, = xy £+ und
= 5. Somit mulf”’(z) in ganz ¢, b) groRer oder gleich null sein.
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Umgekehrt seif”’(x) > 0 fur allex € (a, b); wir miissen zeigen, daR
f dann konvex ist. Seien alsq < x, zwei beliebige Punkte aus (b)
undz = (1 — Az + Az, mit A € (0, 1). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es Punkt&; € (z1, ) und&, € (x, x,), So dald
, x)— f(x x)— [(x
frey = J@ = I _ @)~ Sy
L —I Mzy — 24)
f,(€ ): f(xZ)_f(x) — f(xZ)_f(x)
? -1 (1= M, — 2y
ist. Daf” nirgends negativ wird, ist’ monoton wachsend und damitins-
besonderg’(&;) < f'(£,). Diese Ungleichungdnnen wir auch schrei-

ben als
f(z) — f(zy) < f(z5) — f(2)

My —21) = (L= N(zp —2q)°
und daz, < x, ist, folgt daraus

f(z) — f(z,) < f(z) — f(2)

A - 1-A '
Fur A € (0, 1) andert sich nichts an dieser Ungleichung, wenn wir mit
A(1 — A\) multiplizieren; dies @ihrt auf
(A =Nf(x) = Q= Nf(xy) < Af(x2) — Af(2)

und damit die gewnschte Ungleichung

f@) < (1= A)fz) + Af(z2),

die die Konvexiat von f ausdiickt. Damit ist die Behauptundgif kon-
vexe Funktionen bewiesen.

und

Fur konkave Funktionen folgt sie einfach daraus, daf fur eine

konkave Funktiory’ konvex ist. .

Eine der wichtigsten Anwendungen mehrfach differenziesb&unk-
tionen ist eine Formel, die in vielenaken zur Berechnung beliebig
genauer ldherungswertdihrt, die TAYLOR-Formel:

Satz: f:(a, b) — R sei mindestensi(+ 1)-fach stetig differenzierbar
auf dem Intervall ¢, b) C R. Dann gilt fur jedesr aus @, b) und jedes
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h € Rmitz +h € (a, b) die Formel

2 n
Fe+ 1) = F@)+hf (@) + o f )+ 4 ) + R )

= Z f"“)(x) + Ruq(x, )

hn+1

D) 1),f("+1)(:c +nh) zu einer reellen

mit dem Restglied?, ,,(x, h) =
Zahln zwischen O und 1.

Beweis:Wir betrachteniir festgehaltenes undh die Hilfsfunktion

(a, b) — R
. =~ fP(y) ko
= o @th—y)
k=0 )
Fury=xistz+h —y =h und
(k)
F()-Zf @i

dieses Polynom wollen wir kurz rrﬂffvxvn(h) bezeichnen.try =z +h
istz+h —y = 0, so daf’ alle Terme mit positiveinverschwinden
und nur der konstante Terf(x + h) = f(xz + h) Ubrig bleibt. Wenn
die behauptete Formel stimmt, ist alédxz + h) — F'(x) gleich dem
Restglied.

Die Ableitung vonF' ist nach der Produkt- und Kettenregel

(k+1) (k)
F()_kal(y)( +h— ka(y) k-(z+h—y)Ft
n+l
A A .
2 Gt y)* Z Gon @rhowt
()

=T(x+h—y)”.

Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differgintichnung
gibt es fir jede zwischen: undz + h differenzierbare Funktiog eine
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reelle Zahl zwischen 0 und 1, so dal3 gilt
F/(x +77h’) — F(x + h’) _ F(ﬂi’) — f(CC + h) - Tf,x,n(x)
g'(x+nh)  glxz+h)—g(x) g(z +h) — g(x)
Diese Gleichung &nnen wir nachy'(x + h) auflosen als

g(x +h) — g(x)

F'(z +nh)

fla+h)=T;, ,(h)+

g'(x +nh)
_ g(w h) — g(z) fO Nz + ) n

wobei wir in der zweiten Zeile die obige FormékfF’ (y) benutzt haben.

Speziell fir die Funktiong(y) = (z + h — y)"™ ist g(z + h) =
g(x) = k" und¢/(x + nh) = —(n + 1)(h — nh)™, wir erhalten also

_ hn+l f(n+1)(3§' + T]h) .
_ @ +nh)
A e

wie behauptet.

hk:
Definition: &) T, ,,(h) = Z f(k)(:L')heIBtTAYLOR -Polynomn-ten

k=0
Grades vory um den Punki:. pntl

b) Der FehlertermR, ,,(z, h) = 1
von LAGRANGE. (n+1)!
c) Ist f beliebig oft differenzierbar, bezeichnen wir die unenui®keihe

0Dz + ph) heiRtRestglied

Ty, (0) = 3 = fOE!
k=0

als TayLoR-Reihe vonf um z.

d) Eine beliebig oft differenzierbare Funktighheil3tanalytischan der
Stellez, wenn es eird > 0 gibt, so dald die AyLor-ReiheT ,(h) fur
alle h mit |h| < 0 gegenf(x + h) konvergiert.
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BROOK TAYLOR (1685-1731) war Sohn wohlhabender
Eltern und wurde daher, bevor er 1703 an die Univatsit
Cambridge ging, nur von privaten Hauslehrern ausge-
bildet. In Cambridge beséftigte er sich haupéchlich

mit Mathematik, woran sich auch nach seinem Studien-
abschluf? nichténderte. Sein 1715 erschienenes Buch
Methodus incrementorum directa et invergsathalt
unter anderem AvLOR-Polynome (die in Speziaflen
bereits LEIBNIZ, NEWTON und anderen bekannt waren),
sowie die Methode der partiellen Integration. Weitere
Bucher und Arbeiten beséftigen sich unter anderem
mit der Perspektive sowie mit Fragen aus der Physik.

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miUIEER entstand.

In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereiiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre sper zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Acai@ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Eihfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelbicaGeometrie.

Natirlich kann ein RyLoR-Polynom eines festen Grades eine Funktion,
die nicht durch ein Polynom gegeben ist, nicht auf giargut approxi-
mieren: Ein Polynom-ten Grades etwa hatbhstens: Nullstellen und
wachst unbeschnkt, wenn: gegentoo geht, wvahrend etwa eine Funk-
tion wie der Sinus (mit dem wir uns imaghsten Paragraphen genauer
besclaftigen werden) unendlich viele Nullstellen hat uiadlle reellen
Argumente Funktionswerte zwischen -1 und 1 hat.

Wir erwarten aber, daf3 bei einer hinreichend oft differertzaren Funk-
tion die Ubereinstimmungiir grol3e Gradelir kleine h immer besser
und fur grol3eh in einem immer gblR3eren Bereich akzeptabel wird.

Als Beispiel ist hier der Graph einer Funktion abgebildetaaamen mit
den Graphen derdAvLOR-Polynome zweiten Grades (gepunktet), achten
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Grades (gestrichelt) und zwanzigsten Grades (durchgexobeeses
Bild entspricht durchaus der Vorstellung, die man sich ilgeaheinen
machen sollte.

Um TAYLOR-Polynome in einigen konkreterafen auszurechnen, be-
trachten wir als erstes Beispiel die Funktigfx) = ¢ um den Punkt
x = 0. Daf'(x) = f(x) = € ist, sind auch alle ®heren Ableitungen
F®)(z) = ”; somit ist

n k n+l
xth — h T 4 h x+nh

e — €
i (n + 1)!

mit einer reellen Zahh) € (0, 1). Wenn wir durche” dividieren (oder
x = 0 setzen), erhalten wir die Formel

n k n+l

T 1€
—~ k! (n+1)!

Die Folge der Zahlen™ /n! ist eine Nullfolge, denniir eine nairliche
Zahlm > |h|istfurn > m
h* ™ h h h h™ ( h )”_m
— _ < ,
m+1

€

n! m! m+1l m+2 n — ml

und |h/(m + 1) < 1. Somit konvergiert die Reihg. <, f,‘{—lf gegene”,
wir bekommen, wenn wir die Variable durchz ersetzen, die Formel

00
xk

Tl ,
k=0

die Exponentialfunktion ist damit insbesondere analitiddit der ge-
rade bewiesenen Formebknen wir die Werte vor® mit beliebiger
Genauigkeit ausrechnen — zumindest im Prinzip.
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Da fur x > 0 alle Summanden denYLOR-Reihe positiv sind, ist Klar,
daf3 im positiven Bereich die Werte dexyLOR-Polynome stets kleiner
sind als der Wert der Exponentialfunktion und da'/ODrR-Polynome
hoheren Grades gRere Werte liefern als die kleineren Grades. Die
Abbildung zeigt diesiir die Grade drei,fnf und acht; wie man sieht
ist dieUbereinstimmungﬁr 0 < z < 5 bei Grad acht schon so gut, dal3
sich die beiden Kurven kaum unterscheiden lassen:

140 -
120 - //
100- /////
80 s
60 -
40- .
20- _

o 21 2 3 4 5

Bevor wir Ubermiitig werden, wollen wir nach dieser Formel mit zehn-
stelliger Genauigkeit den Wert ven 0 berechnen. Als Ergebnis erhal-
ten wire 30 ~ 87822922%.

Das kann eigentlich kaum stimmen: Bekanntlicheist 2,718281828
groRer als zwei, und ¥ = 1024 > 1000 = 10° also sollte

e 30 < 107° sein. Der Grundiir dieses katastrophale Ergebnis sind
natirlich Rundungsfehler: Wir berechnen eine alternierendmi8e
mit immer kleiner werdenden Termen ausgehend voafdtgn Term.
Die Rundungsfehler der ersten Additionen dominieren sdiaitmmer
kleiner werdenden hinteren Terme.

Fur positive Werte vorx konvergiert die Reihe sehr gut; das Problem
mit den negativen Werten wird dadurch umgangen, dal3 fman £ 0
den Wert vore™* berechnet als /&”.

Betrachten wir als @&chstes Beispiel die Hyperbelfunktionen
r __ _—x T 4o
sinhz = % und cosh: = %
Offensichtlich ist die Ableitung deSinus hyperbolicusler Cosinus
hyperbolicugst und umgekehrt;ifr f(z) = sinhz ist also
£ () = sinhz fgr geraden ’
coshr fur ungerade:
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speziell fir x = 0 verschwinden alle geraden Ableitungen und die un-
geraden haben den Wert eins. Das1IOR-Polynom vom Grad 2 ist
daher

n—1 p2n+l

Tsinh,O,Zn(h) = Z —(Zn )
k=0 '

und das Restglied ist
2n+l

R2n+1(07 h) = I COSh’?h

(2n +1)
mit einer reellen Zahh zwischen 0 und 1. Die Zah} hangt dabei
natirlich vonn ab, aber da de€osinus hyperbolicusn Positiven mono-
ton steigend und im Negativen monoton fallend ist, ist adefeFall
cosh@h) < coshh. Damit ist

2n+1 ‘h‘2n+1

(0, h)] = [ — —
Hzna(0.1) (2n +1)! 2n +1)!

und rechts stehtif festesh und wachsendeseine Nullfolge. Daher ist
nicht nur Ur jedesn

' cosh@h)‘ < ( ' coshh,

_ n—1 2k+1

o0 2k+1
X
sondern auch im Limes sinh= E — .
|
—~ (2k + 1)!

Das nachstehende Bild zeigt die Funktion zusammen mit iferoR-
Polynomen zweiten, vierten und sechsten Grades. Das elisteuin-
sichtbar, weil es sich praktisch nicht von deAchse unterscheidet, das
letzte, weil es sich praktisch nicht von der Kurve untersibéte

60-
40
20-

01
—20-
—40 -
—60 -
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Im Sinne der obigen Definitionen ist also d&nus hyperbolicuana-
lytisch im Nullpunkt; tat&chlichiiberzeugt man sich leicht, daf3 er, wie
die Exponentialfunktion, sogar analytisch auf g&nist. Genauso zeigt
man, dal auch d€osinus hyperbolicuanalytisch ist und

k

coshg = Z ok
k=0

Eine Funktion kann éichstens dann analytisch:insein, wenn sie dort
beliebig oft differenzierbar ist — andernfald3t sich ihre AvLoR-Reihe

nicht einmal definieren. Analytizt ist aber eine nochatkere Eigen-
schatft als beliebige Differenzierbarkeit, wie das folgeBeispiel zeigt:
Wir setzen

0 furx =0
Diese Funktion ist stetig, denriif z — O geht—l/x2 gegen—oo,
e~ also gegen null. Auch mit der Differenzierbarkeit gibt etnke

f@) = {e_w fire 70

: 2 . :
Probleme, dennifr z # 0 ist f'(z) = _36_1/952’ und wie man leicht
induktiv zeigt haben auch alle weiteren Ableitungen dienk-or

#™)(z) = rationale Funktionx e~ Y/*" .

Die rationale Funktion geht zwar gegen unendlich#4 — 0, aber da

e~/ viel schneller gegen null geht als irgendeine rationalekkan
gegen unendlich, ist der Grenzwert des Produlitsaf — 0 gleich
null. Also ist f auch im Nullpunkt beliebig oft differenzierbar, und alle
Ableitungen verschwinden. DieaYLOR-Reihe vonf um den Nullpunkt
ist daher die Nullfunktion, d.h. die Reihe konvergiert z\itaerall, aber

auf3erhalb des Nullpunkts nicht gege‘nl/“fz.
o.a—i
o.a—i
o.4—§

0.2
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Wie das Bild der Funktiory zeigt, ist sie in der Umgebung des Null-
punkts in der Tat sehr flach und unterscheidet sich kaum voidk
danach steigt sie an in Richtung Eins, der sie sich dann —irflacher
werdend —iir x — 400 von unten her arithert.

Bislang sind wir von einer Funktion ausgegangen und haben ve
sucht, diese durch eine Potenzreihe darzustellen. Mardsimauch
das umgekehrteirizlich. Als Beispiel dazu betrachten wir ein Problem,
das FBONACCI in seinem 1202 erschienenen Buaber abaciprasen-
tierte:

Ein Mann bringt ein Paar Karnickel auf einen Platz, der voleal
Seiten durch eine Mauer umgeben ist. Wie viele Paarenkn
von diesem Paar innerhalb eines Jahres produziert werdennw
man annimmt, daf3 jedes Paar jeden Monat ein neues Paartliefer
das vom zweiten Monat nach seiner Geburt an produktiv ist?

LEONARDO PISANO (1170-1250) ist heute vor allem
unter seinem SpitznameniBENACCI bekannt; gele-
gentlich nannte er sich auchidcLLo, auf Deutsch
Tunichtgutoder ReisenderEr ging in Nordafrika zur
Schule, kam aber 1202 Zigk nach Pisa. SeineliBher
waren mit die ersten, die die indisch-arabischen Zif-
fern in Europa einiihrten. Er behandelt darin nicht nur
Rechenaufgabeiif Kaufleute, sondern auch zahlenthe-
oretische Fragen, beispielsweise dall man die Quadrat-
zahlen durch Aufaddieren der ungeraden Zahlealerh
Auch betrachtet er Beispiele nichtlinearer Gleichun-
gen, die er approximativobkt, und erinnert an viele in
Vergessenheit geratene Ergebnisse der antiken Mathe-
matik.

Wenn wir dies in Formelribersetzen, sind also zachstF,, = 0 Paare
von Karnickeln auf dem Platz; im ersten Monat wird eines Bbrgcht,
so dal’ es nu#; = 1 sind. Im zweiten Monat kommen keine neuen
Karnickel dazu, also sind es weiterhiy, = 1 Paare. Zu Beginn des
dritten Monat allerdings ist das vorhandene Paar zwei Moa#tund
produziert somit ein neues Paar, wir haben &lse 2 Paare. Das gleiche
geschieht zu Beginn des vierten Monats, ab dénftén Monat ist auch
das zu Beginn des dritten Monats geborene Paar aktiv. Akgekinnen
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wir sagen, dald zu Beginn déden Monats alle Paare, diedpstens zu
Beginn desk — 1)-ten Monats geboren wurden, Nachkommen liefern;
da HABONAccCI nichts Uber sterbende Karnickel sagt, ist aul3erdem die
gesamte Population des Vormonats noch vorhanden, wir halsen
F,._, alte undF,_, neue Paare. Die Anzahl von Karnickeln frten
Monat ist damit durch eine rekursiv definierte Foldg )., gegeben
mit

Fy=0, F;,=1 und F,=F, ;+F,_, furk>2.

Damit laf3t sich#, zumindest grundgzlich ausrechneniif grof3e Werte
von k ware es allerdings besser, wenn wir eine einfache Foréatedim,
die uns ein fested, liefert, ohne dal? wir auch desseangliche
\Vorganger berechneniissen.

Dazu betrachten wir, zd@thst noch ohne jede Frage nach der Konver-
genz, die Potenzreihe

R(x) =) Fya".
k=0
Die BedingungF;,, = F,_, + F)._, konnen wir durch diese Reihe aus-
driicken, indem wir sie mit: beziehungsweise® multiplizieren:

xR(x) = i Foat*t = i F,_ 2"

und k=0 k=1
oo oo

2 R(x) = Z F, a2 = Z F, ",
k=0 k=2

Somit ist

zR(x) + 2°R(z) = Z F,_qx"+ Z F,_ 2"
k=1 k=2

= Z(Fk—l +Fy_p)at = Z Fpa®,
k=2 k=2

dennfFy = 0. Aus diesem Grund und well; = 1 ist, kbnnen wirR(z)
schreiben als

R(@)=xz+) Fa*, alsoist R(z)=x+xzR(x)+2*R(z).
k=2
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Fassen wir alle Terme mR(z) zusammen, gibt uns dies die Beziehung
(1-z-a)R() =z oder R(z)=———.

— T —
Da wir uns bislang nicht um Konvergenz gekmert haben, waren alle
diese Umformungen nur spekulativ; wibknen jetzt aber versuchen,
die erhaltenen rationale Funktion durch eine Potenzregmeustellen
und zu untersuchen, ob deren Koeffizienten die Definitiasigingen
der F}. erfullen.

Dazu versuchen wir, wie bereits mehrfach bei der Untersughuon
Reihen mit Summanden ein&nnlichen Form, die Funktion als Summe
zweier Terme mitlinearen Nennern zu schreiben. Wenn waaddenner
in der Form 1— ¢ schreiben knnen, liefert uns die Summenformel der
geometrischen Reihe eine Potenzreihenentwicklung.

Bestimmen wir also zuachst die Nullstellen des Nenners:

2
1Y 5 y 1,5
1—CC—CC2=—<$+§>+Z=O far x=x1/2 _Ej:?

Dax,x, = —1 ist, kbnnen wir dies auch schreiben als

1_x_x2:x—%.x—x2:(1_£) (1_£> |
L1 ) L1 Lo

Dabei ist

1_ 2 _201+VB)_1+V5 und 1_1-+5

r, —1+v5 5-1 2 Ty 2
Diese beiden Zahlen werden in der Mathematik traditionetbése mit

1 1
O == @ ~ 1,618033988 und ¢ = = — E ~ —0,618033988

bezelchnet,gb ist die Zahl des seit der Antike vielfach in der Kunst
verwendetegoldenen SchnittSie erfillen die quadratische Gleichung

Dividieren wir die daraus resultierende Gleichupfg= ¢ + 1 durche,

erhalten wir
p+1

.

¢:
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stehen also zwei Streckerundb im Verhaltnis ¢, so ist
a_¢_¢+1_ “h o a+b

b 0 & a

die groRere Strecke steht daher im gleichen Vainis zur kleineren

Streckeb wie die Summe: + b zur grol3eren Strecke.

Fur ¢ gilt natiirlich formal dasselbe; danegativ ist, war das allerdings
fur Klinstler nicht weiter interessant.

Nach der dritten binomischen Formel isp = —3‘1 = —1,; deshalb hat

das quadratische Polynom {1¢x)(1 — ox) ebenfalls die Nullstelleg
und¢; da es auch den konstanten Koeffizienten eins hat, ist also
1—z—22=(1-¢z)(1— ¢x),
und wir haben den Nenner unserer rationalen Funktion zdriegvei
Linearfaktoren der Form % g.
Wir wollen die Funktion darstellen in der Form
x __a b (a+b)— (agd+bd)x
l-z—22 1—¢x 1—¢x 1—a— 22 '

Dazu muBa +b = 0 unda¢ + b = —1 sein, alscb = —a und damit
a(p — ¢) = —a/5 =—1, d.h.a = 1/v/5. Somit ist
T _1/v5 1/V5
l-z—22 1-¢x 1—g¢z
Auf diese beiden Summandeprnen wir nun die Summenformairf

geometrische Reihen anwenden und erhaltend < 1/¢ die Darstel-
lung

x 1 = =k = o ak

_ k _k _ k _ - k
| DR SR B W
l-w—w 5 <k=0 k=0 k=0 V5
Um zu sehen, dald die Koeffizienten dieser Potenzreihe wiirldie

FIBONACCI-Zahlen sind, rissen wir zeigen, dal} sie deren Definitions-
gleichungen edllen: Fir £k = 0 undk = 1 ist

¢ 171 0 und ¢_$:(%+§>_<%_§>

vs Vb V5 V5

:1’



209 Analysis | HWS 2014

wie gewiinscht. Er £ > 2 ist zurachst

¢k — ¢k—2 . ¢2 — ¢k—2 . (¢+ 1) :¢k—l+¢k—2

und entsprechendif ¢, da beides bsungen der quadratischen Glei-
chungz? = x + 1 sind. Setzen wir beides ein in die Forméar Hie

Koeffizienten der Potenzreihe, erhalten wir die geschte Beziehung

¢k o ak _ Qbk_l + ¢k_2 B ak—l B ak_z
V5 V5

k—1

¢k:—1 i 6 ¢k—2 . a

= +
V5 V5
Damit erfullen die Koeffizienten dieser Potenzreihe die definierande
Gleichungen deriBoNAccI-Zahlen, sind also mit diesen identischirF
allek € Ny ist also

k—2

o -3 _ ¢ 3

V5 V5 VB

Der zweite Summand haifallek > 0 einen Betrag kleiner allf‘, denn
¢ ~ —0,618 undv/5 ~ 2,236. Da alle BBONACCI-Zahlen ganz sind,
konnen wirE, deshalb auch einfacher ausrechnen als dehste ganze
Zahl zu gb’“/\/ﬁ. Insbesondere steigt die Folge desdNACCI-Zahlen
also exponentiell.

F, =

Entsprechend kann man auch bei anderen linearen Rekunsasre
Form
A = C10p_q F C0p o+ FCap_,

vorgehen. Das Prinzip sei hier nur kurz skizziert, da manhatho-
den der Linearen Algebra mit weniger Aufwand ein bessergsliris
beweisen kann.

FUr eine Rekursion, bei deg, von seinenr Vorgangern abéngt, nussen
natirlich die erstenr Folgenglieder, ..., a,_, explizit gegeben sein;
erst der Restl3t sich danniber die Rekursionsformel berechnen. Be-
trachten wir auch hier wieder die Potenzreihe

R(z) = Z akxk :
k=0
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so erhalten wir nun die Gleichung
R(z) = P(x) + cizR(x) + coa?R(x) + - - - ¢,x" R(x)

wobei P(z) ein Polynom vom Grad dchstens — 1 ist, das von den
r Anfangstermen aldngt. Aufidsen nachk(x) fuhrt auf die rationale
Funktion

P
R(x) = (2:13) :
l-cz—cps—---—c.a”
Falls das Nennerpolynom verschiedenéreelle oder komplexe) Null-
stellenx,, ..., z,. hat, kbnnen es schreiben als
- x
1— — 2 _ ... _ T = 1— —
C1T — Cox C, X g ( 371>

und wir konnenR(x) zerlegen als
- €
R(z) = Z 1 —
i=1 T
Hier stehtz, im Nenner; um es in denahler zu bekommen, dividieren
wir einfach das Polynom, dessen Nullstellen djesind, durchz”:
1 1 1 1
o A1 T 2 e T T e TG
verschwindet genau dann, wenn wir fr eines der:; einsetzen. Somit
sind die Zahlen 1x; die Nullstellen des Polynoms

yr . Clyr—l . Czyr—Z — i —c,.
Bezeichnen wir diese mit, .. ., y,., ist also
rw=Y
g I |

Ist |y;z| < 1 fur allei, konnen wir dies nach der Summenformi@ die
geometrische Reihe ausidken als

Z € Z(yzx)k = Z Z eiyka -
0

=1 k= k=0 =1
Wie oben zeigt man, daf die Koeffizientgn dieser Potenzreihe die
Rekursionformeb, = ¢ b, _1 + cobi_» + -+ +¢,.b,._,. erfullen; damit
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folgt, daR sich die,, als Linearkombinationen der Zahlgfi schreiben
lassen. Da die erstendera, explizit gegeben sindithren die ersten
der Gleichungen

k k ko_
yrep tysex t - tyle. = ag

auf ein lineares Gleichungssystem aussleichungen dir die » Un-
bekanntere,, aus dem sich diese bestimmen lassen; wiissen die
rationale Funktion?(x) also nicht explizit zerlegen.

Beim Beispiel der BONACCI-Zahlen ist- = 2 und wir haben die beiden
Nullstellen¢ und¢. Deren Kehrwerte sing-¢ und—¢, also istF), eine

Linearkombination der Form, = e,¢" + ezﬁk. Dafy,=0undF; =1
ist, fuhrt das auf die beiden Gleichungen

tep, (e — ¢)V/5

O=e;+e, und l:el¢+62$:612 >

Somit ist
¢ -5
\/g ]

1
e, =—e; und e, =—, alsoFy =

N

wie beim ersten Ansatz.

84: Trigonometrische Funktionen

Unter den aus der Schule bekannten Funktionen gibt es noelgsilde
Klasse von Funktionen, mit denen wir uns hier naderhaupt nicht
besclaftigt haben, die trigonometrischen Funktionen. In diestara-
graphen sollen sie zékhst so definiert werden, wie dasicherweise in
der Schule passiert; danach wollen wir ihre analytischgemlschaften
studieren.

a) Klassische geometrische Definition

Definition: Das beiC' rechtwinklige Dreieck mit Eckerl, B, C' habe
bei A den Winkela. Dann ist
_ Gegenkathete |BC]

Ankathete _ |AC]
= = ——— und cosa = =
def Hypothenuse |AB|

sin = .
o def Hypothenuse |AB|
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B

o(

cosa /

Da zwei rechtwinklige Dreiecke mit einem Winkelbis auf eine even-
tuell notwendige Spiegelunghnlich zueinander sindAngt diese De-
finition in der Tat nur vom Winkek ab und nicht auch noch von dem
gewahlten Dreieck. In der Tat kann man Sinus und Kosinus auch di-
rekt sehen, indem man ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypatlse der
Lange eins betrachtet; dann ist sigleich der lange der Gegenkathete
und cosx gleich der der Ankathete. Insbesondere zeigt dann der Satz
des RTHAGORAS, dal}

sifa+cofa=1

ist fur jeden Winkelo, wobei wir hier wie auch im folgenden die bei
trigonometrischen Funktionen allgemeihliche Konvention

sina = (sina)™ und co%$ a = (cosa)”
def def
verwenden.

Wenn wir im Dreieck AABC' die Rolle der beiden EckeA und B
vertauschen, haben wir dort den WinkefP90 «, und beiiglich dieses
Winkels sind die Rollen von Ankathete und Gegenkatheteausdht.
Daher ist

sin(90 — a) =cosa und cos(90 — «) = sina.

Dies erkhrtUbrigens auch den Naméwsinus:Es handelt sich um den
SinusdesKomplemenérwinkels. (Das lateinische WoBlinusbedeutet
BuchtoderMeerbusenes kam in die Mathematik als falsche lateinische
Ubersetzung des arabischen WottsHalbsehna.
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Zumindest @ir spezielle Winkel lassen sich die so definierten Winkel-
funktionen mit elementargeometrischen Methoden exakteahsen:
Der Falla. = 0° etwas entspricht einem rechtwinkligdbreieck”, das zu
einem waagrechten Strich it = C degeneriertist; da dantB = AC

ist, wahrend die StreckBC die Lange null hat, ist somit

sin® =cos90 =0 und sin90=cosO0 =1.

Fur o = 45° wird das rechtwinklige Dreieck gleichschenklig, so daf3 Si-
nus und Kosinus von 451bereinstimmen filssen. Da hachy@HAGO-
RAS die Quadratsumme der beiden gleich eins ist, folgt

1_ 2

sin45 =cos45 =4/ =
! 272

Fura = 30° bzw.ao = 60° istdas rechtwinklige Dreieck gleich der oberen
bzw.linken Halfte eines gleichseitigen Dreiecks, die Gegenkathete
Ankathete ist also halb so lang wie die Hypothenuse und dammit

sin30 = cos 60 = %
und nach PTHAGORAS

2
cos30 =sin60 =4/1— <}> = @
2 2
Mit etwas Mihe kdnnten wir auf diese Weise noch viele andere Funk-
tionswerte berechnen; in der Tat erstellte bereits um 140CVwistus
der griechische MathematikerARCHOS VONRHODOS(180-125) mit
solchen Methoden eine (leider nicht erhaltenepltbandige Tafel von

Sinuswerten.

b) Allgemeine Definition

Mit der bisherigen Definition &nnen wir nur Winkel zwischen °0
und 90 betrachten; ein Sinus von 150al3t sich so nicht eriken,
denn es gibt schliel3lich kein rechtwinkliges Dreieck mitezn Winkel
von 150.

Betrachten wir aber auf dem Einheitskreis, d.h. dem KretsRadius
eins um den Nullpunk©, jenen Punkt” = (z, y), fur den der Radius
OP mit der z-Achse den Winkely einschliel3t, so haben diesdir f
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0° < ¢ < 90° ein rechtwinkliges Dreieck mit Eckef?, P und (r, 0);
nach obiger Definition ist daher = cosy und y = siny, denn die
Hypothenuse hat als Radius diange eins, die Ankathete haahgex
und die Gegenkatheteahgey.

(z,y)
Y
'
(6%

Diese Interpretationtihrt sofort zu einer Definition von Sinus und Ko-
sinus fir beliebige Winkel:

Definition: FuUr jeden Winkelp € R ist der Sinus dig-Koordinate und
der Kosinus die:-Koordinate jenes Punkté3auf der Einheitskreislinie,
fur den der zugeatrige Radius mit deg-Achse den Winkeb bildet.

Da wir nach 360 wieder am Ausgangspunkt landen, folgt daraus ins-
besondere, dald die so definierten Funktionen periodisdnsiheiner
Periode von 36Q

Die so definierten Winkelfunktionen stimmen allerdings iernmoch
nicht ganz mit deriblicherweise in der Analysis benutzten Funktionen
gleichen Namengberein: In der Analysis werden Winkel nichtim Grad-
mald angegeben, sondern im sogenanBtgenmaldDas Bogenmal? ei-
nes Winkels ist derjenige Bogen auf dem Umfangs des Eirkreites,
der zum Kreissektor mit diesen Winkel geh

Aus Symmetrieginden muf3 das Bogenmal3 eines Winkels proportional
sein zum Gradmal}; da der volle Kreisumfang einerseits elwamkel
von 360 entspricht, andererseits aber einem Bogenmal xoisRalso

2 T
Bogenmal 260 x Gradmalf3 180 x Gradmal3 .
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Insbesondere sind Sinus und Kosinus in der neuen Intetiretaun
periodisch mit der Perioden2

sin(x + 2kw) =sinz und cosf + 2kw) = cosx furallek € Z.
Einige wichtige spezielle Wertéif Winkel im Bogenmal?3 sind
0° 30° 45 60° 90° 120° 135 150° 18C°

0 s s s s 27 3 5

6 4 3 2 3 4 6
Wenn wir im folgenden von sim oder cose sprechen, solt immer als
Winkel im Bogenmal3aufgefal3t werden. Die so definierten Funktionen
sind sowohl @r die mathematische Theorie als auth Anwendungen
wie der Modellierung saisonaler Trends erhebliditzicher als die
entsprechenden Funktionen des Winkels im Gradmal3. Vamdile
Studenten, die gerne mit dem Taschenrechner arbeiters gicétig,
immer an die Unterscheidung zwischen Winkelmal3 und Gradrmmal}
denken: Die meisten Taschenrechner arbeiten stand®idgnmit dem
Gradmal3, was in Klausuren immer wieder zu unsinnigen Eigebn
sen fihrt. (Taschenrechner bieten meist auch noch sogenhleotgrad
an, die so definiert sind, daf’ ein rechter Winkel hundert Kedipat.
Praktische Anwendungen dieser Neugrad sind mir nicht bekaBei
Computern gibt es weniger Probleme, da die meisten Compiber In-
terpreterbibliotheken trigonometrische Funktionen riur Argumente
im Bogenmal zur Veidigung stellen. Mit der neuen Definition haben
wir die folgenden speziellen Werte von Sinus und Kosinus:

mD 7T T’ T
x 0 = - Z

fls 14 13 2
SIiNxy 0 é E\/é é\/é 1
COSz 1 }\/:_% }\fZ 1 0

2 2 2 '

Als Eselshiicke kann man sich dies auch merken in der Form

mD™ 7T T T
z 0 = - Z Z

6 4 3 2
: 1 1 1 1 1

s
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Sinus und Kosinus zwischen —27 und 27

c) Die Ableitungen der trigopnometrischen Funktionen

Da cosr = sin(3 — z) ist, gerugt es, den Sinus abzuleiten. Wir berech-
nen seine Ableitung als Grenzwert des Differenzenquaient

sin(x + h) — sinx
. :
Betrachten wir die Situation geometrisch: Wir trageals Winkel zur
reellen Achse ab dem Nullpunkt auf; in der Abbildungatstlso gleich
der Lange des Bogens vafi = (1, 0) nachA. Entsprechend ist + A
gleich der lange des Bogens val nach B, und h selbst ist die des
Bogens vorA nachB.

Nach Definition ist sinx die Ordinate vor4 und sinf + h) die von B;
obiger Zahler sing + h) — sinx ist also die lange der Streck€ B. Der
Nennerh ist die Lange des Bogens vafinachB. Da wir Bogenangen
uber immer feiner unterteilte Streckeémye definieren &nnen, unter-
scheidet sich dieser Bogeifirfimmer kleiner werdendeg beliebig
wenig von der Streckd B, d.h.

__sin@+h)—sinz _ _ |CB]
lim = |lim —- .
h—0 h h—0 ’AB‘

Da AABC rechtwinklig ist, ist dieses Streckenvéitnis gerade der
Kosinus des Winkelg bei B, und wir niissen diesen berechnen.

Dazu betrachten wir zid@chst das Dreieck OA B. DaA und B auf dem
Einheitskreis liegen, ist es gleichschenklig und hat sdm@itd und B
denselben Winkel. Da die Winkelsumme im Dreieck gleichnd der
Winkel beiO gleichh ist, errechnet sich dieser Zijl}h
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sin(x + h)

sinx

O D ) FE

Als nachstes betrachten wir das rechtwinklige DreidokR BD. Da es
bei O den Winkelx + h hat, mul3 der Winkel bels gleich

S—@*rh) =3 —(@+h)

sein, unds als Differenz dieser beiden Winkel ergibt sich zu
T—h 7 h
6 =

—=—+tx+h=zx+ R
Somit ist die Ableitung von sim an der Steller gleich

7"'_

2 2

. h
lim cos<x + — | = cosz,
h—0 2

die Ableitung des Sinus ist also der Kosinus. Die Ableituag Hosinus
ist die von sin(5 — z), also nach der Kettenregel

—cos(z — )——sin
2 x| — X .

d) Die Differentialgleichung f"(z) = —w?f(x)

Werden Sinus oder Kosinus zweimal abgeleitet, so wird jenalrein
Sinus und ein Kosinus abgeleitet; im letzteren Fall kelett dias Vorzei-
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chen um, im ersteren bleibt es gleich. Daher ist die zweileiflng von
Sinusbzw.Kosinus gerade die negativ genommene jeweilige Funktion.

Allgemein geriigen fir jedesw € R sowohl f(x) = coswx als auch
f(z) = sinwz der Gleichungf” (z) = —w?f(z).

Diese Gleichung sollte, vor allem wenn marmurch die Zeitt ersetzt,
aus der Physik bekannt sein: Sie beschreibt die Schwinguames
Gewichts an einer Feder, dereadkstellkraft sich aus demadbkEeschen
Gesetz ergibt, die Schwingungen eines Pendels bei kleingleAkung,
den Strom in einem ungéadhpften elektrischen Schwingkreisw.;sie

tritt also in vielen Zusammeir@mgen auf, in denen wir es mit periodi-
schen Vor@gngen zu tun haben. Da Zykeln auch im Wirtschaftsleben
eine grol3e Rolle spielen, sollten wir sie etwas genaueatiaten.

Da sinwz und cosvz Losungen sind, ist auch jede Linearkombination
f(x) =acoswz +bsinwr mit a,beR

eine Losung. Das Hauptergebnis dieses Paragraphen besagtedaf di
Fall w # 0 bereitsalle Losungen sind: (Was giltif w = 0?)

Satz: Die in einem offenen Intervallr(s) mit » < 0 < s definierte
reelle Funktionf geriige der Differentialgleichung” (z) = —w?f(z)
mit einem nichtverschwindenden Dann gibt es Konstantenb € R,
so daf3f(x) = a coswzx + bSinwz ist.

Beweis: Wir multiplizieren die Differentialgleichung mit £(z) und
erhalten

2f" (@) f" () = —2w* f () f' () .
Nach der Produkt- oder Kettenregadrinen wir die linke Seite auch
auffassen als die Ableitung vafi(z)? und die rechte als Ableitung von
—w? f(x)?; die Ableitung der Funktiorf’(z)? + w? f(x)? verschwindet
somitiberall. Es gibt daher eine Konstarte R, so daf3
f'@?+o P fa) = c
ist fur allex € (r, s). Wir unterscheiden zweidfle:

Erster Fall: ¢ = 0. Da Quadrate reeller Zahlen nie negativ séinrken,
muB dannifir jedesr gelten f(z) = f'(x) = 0, und mita = b = 0 laft
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sich die Nullfunktion in der Tat als Linearkombination voosc .z und
sinwz schreiben, womit der Sat@if diesen Fall bewiesenare.

Zweiter Fall:c # 0. Dieser Fall soll auf den ersten @gkgeftihrt werden.

Falls wir annehmen, der Satz sei richtig, gibtee$ € R so dald gilt
f(z) = acoswz + bsinwz. Alsdann istf(0) = a und f'(0) = bw, also
1'(0)

-
Fur eine beliebige bsungf der Differentialgleichung” (z) = —w f(x)
definierenwir reelle Zahleru, b Gber diese Gleichungen und betrachten
die Funktion

£'(0)
w

a=f(0) und b=

sinwz .

h(z) = f(z) — f(0) coswz —

Auchh ist, wie man leicht nachrechnet, einédung der Differentialglei-

chung, und nach Konstruktion i8{0) = »'(0) = 0. Daher verschwindet
fur h die oben definierte Konstantedie man jaliber jeden beliebigen
x-Wert berechnen kann, und nach dem, was wir im ersten Fadligez
haben, ist: gleich der Nullfunktion. Damit ist aber

f'(0)
w

Sinwz

f(x) = f(0) coswz +

wie behauptet. .

Die Voraussetzung, dal3 O im Intervall, ) enthalten sein soll, ist
nicht wirklich notwendig; sie macht nur den Beweis bequenned
Ubersichtlicher. Statt mit den Werten vgi0) und f'(0) konnte man
auch mit f(u) und f’(u) fUr ein beliebiges:. € (r, s) argumentieren,
muf3te dann allerdings zur Bestimmung womind b noch ein lineares
Gleichungssystenibken.

Fur die Modellierung eines Systems ist der Satz meist in dgefalen
Form etwas dtzlicher:

Korollar: Die in einem offenen Intervall-( s) definierte reelle Funk-
tion f geriige der Differentialgleichung” (z) = —w?f(x) mit einem
nichtverschwindendea, und fur einen Wertz, € (r, s) sei f(zp) = a
und f’(zo) = b. Dann ist

f(z) = acosw(x — zp) + g sinw(z — xg) .
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BeweisFirz, = Oundr < 0 < s haben wir das bereits oben im Beweis
des Satzes gezeigt, und die Verschiebung des Arguments, @mdert

naiirlich nichts. .

e) Die Taylorreihen der trigonometrischen Funktionen

Nachdem wir aus Abschnit) die ersten Ableitungen von Sinus und Ko-
sinus kennen, bereiten uns auch diaéren Ableitungen keine Schwie-
rigkeiten mehr: Die Ableitung des Sinus ist der Kosinus séesAblei-
tung wiederum-Sinus, die Ableitung davon istKosinus, und die Ab-
leitung davon wieder der Sinus, womit alles wieder von vdasgenht.
Formal aufgeschrieben ist also diete Ableitung der Sinusfunktion
gleich

sinx fallsn =0 mod4

cosz fallsn=1mod4
—sinxg fallsn =2 mod 4
—cosx fallsn=3mod4.

Dabei solla = b modm bedeuten, da8 — b ohne Rest durcin teilbar
ist oder, anders ausgenikt, dalz undb bei der Division durchn den
gleichen Rest haben.

sin™ g =

Entsprechend ist

cosx fallsn =0 mod4
—sing fallsn=1mod4
—cosy fallsn =2 mod 4

sing fallsn =3 mod4.

cos™ g =

Da sin0 = 0 und cos 0 = 1 ist, sind damit auch die Werte alidrener
Ableitungen an der Stelle = 0 bekannt: Er geraden verschwindet
sin™(0), fur ungeraden = 2k + 1 ist sif™(0) = (-1)*; entspre-
chend verschwindet c89(0) fur ungerade:, und fir geraden = 2k
ist co$™(0) = (—1)*. Die TAYLOR-Polynome sind somit

n h2k:+1
Tsin,0,2n+1(h) = Tsin,0,2n+2(h) - g(_l)k (2k +1)!
3 5 2n+1
P e

6 120 (2n + 1)!
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und 1,2k
Tcoso 2n (h) coso 2n+1(h) Z( 1)k (Zk)!

h2 h4 2n

=l-gro )”(zn)u -

Noch nicht ganz klar ist allerdings, ob die als Limes diesdyRome er-
haltenen AvyLOR-Reihen die Funktionen Sinus und Kosinusaatdich
darstellen; bei einigen Funktionen wie etyér) = e~ kann es ja
durchaus vorkommen, dal3 dieyLorR-Reihe gegen eine andere Funk-
tion als die Ausgangsfunktion konvergiert; im Beispiel whes die
Nullfunktion.

Hier ist das glicklicherweise nicht der Fall: Nach dem Saéilzer die
TAYLOR-Entwicklung ist

siN(0 +h) = Tgin0,20+2(h) + Ropaz(h)
mit
n(2n+3)(77h) h2n+3
(2n +3)!
Da der Sinus nur Werte vom Betragdhstens eins annimmtpknen
wir das Restglied absétzen durch

Ry, a(h) = (—1)22 fur einy € (0, 1).

| |2n+3

| Rppe3(R)] < 2n+3)"

Wie wir schon bei der AyLoR-Reihe der Exponentialfunktion gesehen
haben, geht® /k! firr alleh € R gegen Null ir k — oo, also geht auch
hier das Restglied gegen Nuilifn — oo, d.h.
0 2k+1 3 5
i = -1 k_T =r— 3?_ + .CC— - ..
SN ;( Va1 - 6 t120
wobeiich hier anstelle vonden Buchstabenverwendet habe. Genauso
folgt auch die Formel

2k 2 4

— R
oSt = Z( A eTaY > " 24
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f) Die Eulerschen Formeln und ihre Anwendung

Die TAvLOR-Reihen fir Sinus und Kosinus erinnern von ihrer Struktur
her an die der Exponentialfunktion: Der einzige Untersdhiesteht
darin, daf} jeweils nuydie Halfte* der Terme auftritt und dal3 das Vor-
zeichen alterniert.

Um den Zusammenhang zwischen den drei Reihen wirklich zu ver
stehen, riissen wir sie im Komplexen betrachten. Wiberlegen uns
zurnachst, dal3 die Reihen

2k+1 o0 2k

z z
Zk" Z(_ Y arrmy und ;(_1)k(2k)!

furallez € C konvergleren: Wie wir aust des zweiten Kapitels wissen,
konvergiert eine Reihe mit komplexen Summanden insbesert#n,
wenn sie absolut konvergent ist, wenn also die Reihe mit desolut-
betragen der Summanden konvergiert. In unseren diabef sind dies
die (reellen) Potenzreihen

| | |2k:+1 o0 |Z|2k:
Z K Z(2/~g+1)l und ;(zk)!’

und das sind A'YLOR-Relhen, von denen wir bereits gezeigt haben, dal3
sie gegere/?l, sinh|z| beziehungsweise cost| konvergieren. Somit
konvergieren auch die obigen Reihen.

S k
Definition: Fur eine komplexe Zaht € C iste® = Z %
k=0

2k+1 ZZk:

sinz = Z(— )’“(22 1) und cos: = Z( 1)k(2k)!'

Fir reelle Werte vorr stehen hier gerade dieaMLOR-Reihen dieser
Funktionen, und wir wissen, dal’ diese gegen die Funktiorieken-
vergieren. Die obige Definitiorthrt also fir reelle Zahlen zum gleichen
Ergebnis wie die bisherigen Definitionen.

Wenn wir die Exponentialfunktiorniii eine rein imagiare Zahlz = iz
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berechnen wollen, erhalten wir
(zx)k oo ' x2£ ' oo ' x2£+1
-1 —— + -1
Z ;( ) & Z;( T

= COSaJ+ZSinx.

Entsprechend ist™** = cosz — i Sinz, also
1T —1ix 1T —1x
- e te . ~ ~ e’ —e
cosr =Ree* = ——— und Sk =Jme"* = ——— .
2 2
Die gerade bewiesenen Formeln werden alsHtsche Formeln be-
zeichnet; mit ihnen lassen sich die trigonometrischen Eonk&n auf

die erheblich handlichere Exponentialfunktionizeckzufihren.

Die wichtigste Eigenschatft der reellen Exponentialfuoikist die Funk-
tionalgleichunge™™ = e* - e¥; wir sollten uns deshaltiberlegen, ob
diese auch im Komplexen gilt. Wir iissen also entscheiden, dir f
beliebige komplexe Zahlen w gilt

ok o0 ﬁ_ o0 ( + )m
W
k=0 £=0 m=0

Wenn wir einfach naiv darauf losrechnen, ist

00 Zk 00 wé oo 00 k E
2 T 17! Z (Z Kl (m — k)')
k=0 =0 k=0 ¢=0
= m\ zFw™ " = (z +w)™
B Z Z L m) a Z m!
m=0 \ k=0 m=0

wie gewinscht. Wie wir am Beispiel der Reihggil(—l)k gesehen
haben, Kknnen solche Umformungen allerdings bei unendlichen Reihe
zuwiderspichlichen und daher unsinnigen Ergebnissgmén; der obi-
gen Rechnung ist also nicht zu trauen. Um sie zu rechtfertigéssen
wir beide Seiten als Grenzwerte von Folgen auffassen umggaedald
beide Folgen gegen denselben Wert konvergieren, dal} ezsugjisdem

e > 0einN € N gibt, so dal3

L

n k n n ( + )m
S L | < )
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ist fur allen > N. Da die Funktionalgleichung im Reellen gilt, wissen
wir, dal3 diesiir allereellenWerte vonz undw der Fall ist. Nach obiger
Rechung ist der abzus&tzende Betrag gleich

2 ()5

m=n+lk=m—n

und nach der Dreiecksungleichung ist diéslhstens gleich dem Betrag

von Z Z ( )\Z‘ ‘wJ |

m=n+lk=m—n

also dem Betrag der Differenz

z w z| + |w])™

Z\k\l Zl ‘ Z(I | | )

k=0 £=0
Dael?lel®l = elzI*1*] jst, wissen wir, daR es zu jedem> 0 ein N € N
gibt, so daldieseSumme @rn > N kleiner alse ist. Damit gilt aber
nach der Dreiecksungleichunigrfallen. > N auch die Ungleichung{,
und dies beweist die Funktionalgleichued™ = e - ¢ fur beliebige
komplexeZahlenz undw.

Als erste Anwendung betrachten wir die eher unhandlicheditAxhs-
formeln fur die trigonometrischen Funktioneriadie Exponentialfunk-
tion ist natirlich e!®**¥) = ¢¢®_ Nach den BLERschen Formeln ist die
linke Seite gleich cos(+ y) + i sin(x + y) und die rechte ist

(cosz +isinz)(cosy + i Siny)
= C0Sx CoSy — Sinx Siny + ¢(Sinx coSy + cosz Siny) .

Daher ist

cos(r + y) = cosr cosy — Sinx siny
und

sin(x + y) = sinz cosy + cosz Siny .
Entsprechend lassen sich aucheosind sinnz berechnen.
Mit der Multiplikationsformel lbnnen wir auch den Wert vaii fir jede

komplexe Zaht = x+iy durch bekannte reelle Funktionen atstken:
Nach der gerade bewiesenen Funktionalgleichung und deerSchen
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Formelniste® = e*(cosy +: siny). In der Klammer steht eine komplexe
Zahl vom Betragy/cogy +sirty = 1; daher ist der Betrag voer
gleiche”. Da die reelle Exponentialfunktion die reellen Zahlen ktije
abbildet auf die positiven reellen Zahlen, kann der Beti@yei somit
auch fir komplexez nie verschwinden, die Exponentialfunktion nimmt
also auch im Komplexen nie den Wert Null an.

Istw = u +iv eine komplexe Zahl vom Betrag eins, so liegt der Punkt
(u, v) € R? auf der Einheitskreislinie; somit gibt es einen Winkel
derart, daf: = cosy undv = siny ist, alsow = €. Hat w einen
beliebigen Betrag > 0, so gibt es ein: € R mit ¢* = r und, daw/r
den Betrag eins hat, eip € R mit e*Y = w/r. Fir die komplexe Zahl
z =z +iy ist dahere® = e = % . ¢ = . Damit haben wir gezeigt,
daf3 es zu jeder komplexen Zahle C\ {0} eine komplexe Zaht gibt
mit e* = w; die komplexe Exponentialfunktion bildet al€surjektiv ab
aufC\ {0}. Im Gegensatz zur reellen Exponentialfunktion ist allegdi
die komplexe Exponentialfunktion nicht mehr injektiv: Dan& und
Kosinus periodisch sind mit Periode Aste* = 2™ fir allek € Z.
Insbesondere ist?™ = 1. Ervahnenswert ist auch die Gleichung

e'™ = cosr +isinTt = —1,
die mit e, 7, dem Minuszeichen und der Eins gleich vier wesentliche
Symbole der Mathematik in Beziehung zueinander setztsHibrigens
auch der Ausgangspunkirfden 1882 vdiffentlichten Beweis von RL
L OUIS FERDINAND VON LINDENMANN (1852-1939), daf8 nicht nur eine
irrationale Zahl ist, sondern sog@anszendentias bedeutet, dafdiim
Gegensatz etwa zy/2 keine Nullstelle eines Polynoms mit rationalen
Koeffizienten ist. kr e hatte dies BARLES HERMITE (1822-1901) be-
reits 1873 direkt bewieseniif = benutzte INDENMANN die Gleichung
e™ = —1. Aus dem Beweis vonINDENMANN folgt insbesondere, daf
das klassische Problem der Quadratur des Kreises mit ZindceLineal
unlosbar ist.

Die EULERschen Formeln erlauben auch eine neue Art der Darstellung
komplexen Zahlen: Jede komplexe ZailZ O lal3t sich darstellen in
der Formw = e* = e” - *¥ mit einer komplexen Zaht = = + iy, wobei

r = e* der Betrag vonw ist. Da|0| = 0 ist, [at sich dahgedekomplexe
Zahl z darstellen in der Form = re'¥ mit einer nichtnegativen reellen
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Zahlr und einer reellen Zahb. Die Zahlr ist einfach der Betrag vog
die Zahly bezeichnen wir aldrgumenton z, in Zeicheny = argz. Es
ist, wie alle Winkel, nur bis auf ganzzahlige Vielfache vanéindeutig
bestimmt (und #ir = = 0 sogar %llig unbestimmt). Die Darstellung
z = re’? von z heiRtPolarkoordinatendarstellungon z.

In dieser Polarkoordinatendarstellung wird die Multiglilon und Divi-
sion komplexer Zahlen erheblich einfacher als in der kéadsn kartesi-
schen Darstellunge®® - se’¥ = (rs)e??™), d.h. bei der Multiplikation
werden die Betige miteinander multipliziert und die Argumente ad-
diert. Dabei zeigt sich auch, dafl} die Unbestimmbheit des egus
durchaus ihren Sinn hat: Die Gleichungif - (—¢) = —1 wird in Po-
larkoordinatendarstellung z§7%/2 . ¢37%/2 = 370 = ¢™ = 1,

Auch im Reellen ist die Polarkoordinatendarstellung gehlich ritz-
lich: Statt durch die kartesischen Koordinaten {) kann man die
Lage eines Punktes iR? auch festlegen durch seinen Abstandom
Nullpunkt sowie den Winke} zwischen ihrer Verbindungsstrecke mit
dem Nullpunkt und deg-Achse. Die kartesischen Koordinaten lassen
sich ausr und ¢ leicht berechnerniber die Formeln: = r cosy und

y = rsiny; umgekehrt istr = (/22 +y2, und ¢ mul} so berechnet
werden, dafd cog = x/r und sinp = y/r ist.

Als letzte Anwendung trigonometrischer Funktiobchte ich noch eine
Funktion angeben, die zwar differenzierbar, zumindest iatlguinkt
aber nicht stetig differenzierbar ist: Wir setzen

o) = {:EZCOS% furz 70

0 furxz =0
Fur z #Z 0 haben wir nach deiablichen Rechenregeln die Ableitung
1 1 -1 1 1
f'(x) = 2zxcos= — z®sin= - — = 2rcos= +sin=,
a a a a X
und f/(0) = lim hcos; —0 _ lim hcos1 = 0; die Ableitung exi
f =0 h -0 ho g

stiert also @ir allex € R. Sie ist aber im Nullpunkt nicht stetig, denn
lim,_osin existiert nicht einmal.
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§5: Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel differenzierbare Funktionenrengelernt
als Funktionen, die sichim Kleinen* wie lineare Funktionen verhal-
ten. Dazu gebren die meistengangigen“ mathematischen Funktio-
nen, insbesondere alles, was aus Grundrechenarten untidaarkwie
der Exponentialfunktion, dem Logarithmus und den trigoattlachen
Funktionen zusammengesetzt ist, solange man diese Foektiour
anwendet, wo sie definiert sind und iadich auch nie durch die Null
dividiert.

Fir solche Funktionerf haben wir dieAbleitung f' definiert als die
Steigung derjenigen Geraden, durch die sich die Funktiorbasten
approximieren dRt, also der Tangenterf. hei3t glatt, wenn f’ eine
stetige Funktion ist.

Fur grundlegende Funktionen konnten wir die Ableitungenectmen;
die wichtigsten sind in der folgenden Tabelle zusammeifgjefa

f(x) = x",neR e’ logz sinz Cosz
fl(x) = na™ 1 e’ 1 cosz — sinx

x

Wir lernten auch Rechenregeln kennerper die sich Ableitungen
zusammengesetzer Funktionen berechnen lassen:

(f £9) (@) = fi(2) £ g'(2), (f9)(z)=f(2)g(x) + fz)g'(2)

ind ( f )'(x) _ ['@)g(a) - fa)g'(@)
g g9(x)?
AulRerdem gilt @ir die Hintereinanderau$firung von Funktionen die
Kettenregel f o g)'(z) = f'(9(z))¢'(z) .

Falls eine differenzierbare Funktigi(a, b) — (¢, d) zwei (mbglicher-
weise unendliche) Intervalle bijektiv aufeinander abi)djibt es eine
Umkehrfunktiory: (¢, d) — (a, b); sie ist differenzierbar in allen Punk-

teny = f(z) mit f'(z) 70, undg'(y) = 1/ f'(z).

Fur viele differenzierbare Funktionef{z) ist auch die Ableitung’(z)
differenzierbar; deren Ableitung bezeichnen wir als zireeite Ablei-
tung f”(x), und entsprechend definieren wir, sofern sie existienech a
hohere Ableitungen.
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Fur eine mindestens-fach differenzierbare Funktiondknen wir die
Funktionswerte in der Umgebung eines Punkt@pproximieren durch

(n)
das RYLOR-PolynomT’ . . ( Z / ( ). ; falls f sogar @ + 1)-
fach differenzierbar ist, gibt es eme (O 1) so dald der Fehler dieser
Approximation gegeben ist durch

_ ~ f(n+l)($+77h)
f(x+h)— Tf,x,n(h) - Rn+1,f(h) - (n + 1)!

Fur eine beliebig oft differenzierbare Funktion, bei der,, (k) fur
n — oo zumindestir alle h» mit einem Betrag kleiner einer geeigneten
Zahlé gegen Null geht, ist

(k)
f(x+h) = Zf ()h fur alleh mit |h| < 6.

Solche Funktionen helrSernaIytisch.Wichtige analytische Funktionen
sind
o0 1)k 2+

~ Jik ( 1)k 2k (
_;H, cosz = Z G und sine = Z T

Uber diese Reihen Iassen sich die genannten Funktlonenfauble-
liebige komplexeArgumente definieren. Polynomfunktionen sind eben-
falls analytisch.

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sirassiksch
definiertiber Winkel in eine rechtwinkligen Dreieck: lst dort einer
der Winkel, ist

: Gegenkathete Ankathete
Sina = und cosxy = :
Hypothenuse Hypothenuse

Uber die Koordinaten von Punkten auf dem Einheitskreis hakie
diese Funktionen erweitert zu Funktionen auf g&nznd gesehen,a$
sie via den Umweg@ber komplexe Zahlen mit deruEErschen Formeln
in Beziehung zur Exponentialfunktion gebracht werdénnen:

. . . 1T e—ix 61'33 + 6—7130
e'® = cosz +isinz, sinz = — und cost = —— —
(
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Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich viele klassische Blearegen zwi-
schen trigonometrischen Funktionen einfach herleiterebengsweise
beweisen.

§6: Summary

In this chapter, we learned about differentiable functidiey are those
functions that behave locally like linear functions. Mosétlee "usual®
function are differentiable, in particular all those whante composed of
basic arithmetic operations (except division by zero) oegntial func-
tions, logarithms (for positive arguments) and trigonameétinctions.

The derivativef’ of such a functiory is defined as the slope of the line
best approximation the function, that is, the slope of tmgéamt. f is
calledsmoothjf f’is a continuous function.

For many basic functions we could determine their deriestithe most
important ones can be found in the following table:

flx) = x",neR e’ log x sinx COSx
(z) = nz" ! e” 1 COSz —sinx
f

x

For more complex functions, the derivatives can be computsing the
following rules:

(f £9) (@) = f'(2) £ 9(z), (f9)'(z) = f'(2)9(z) + f(x)g(x)

o ( ! )’(x) _ ['@)g(a@) - f2)g' @)
g g9(x)?
For compositions we have thodain rule(f o g)'(z) = f'(g(z)) g’ (z) .

For a differentiable functiorf: (a, b) — (¢, d) mapping one (possibly
infinite) interval bijectively to another, there exists awearse function
g.(c, d) — (a, b); it is differentiable in all pointsy = f(x) where
f'(z) #0, andg’(y) = 1/ f' ().

For many differentiable functiong(z) also their derivative is differ-
entiable; its derivative is called theecondderivative of f and denot-
ed f”(x). Similarly, we can define higher derivatives, providedythe
exist.

If all derivatives up to the:" exist, we can form theAvLor-polynomial
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as an approximation t¢ aroundz; if also the

(n)
Ty =3 0
k=0

(n + 1)* derivative exists, there exists gne (0, 1) such that the error
of this approximation is given by

_ ~ f(n+l)($+77h)
f(x+h)— Tf,x,n(h) - Rn+1,f(h) - (n + 1)!

If all derivatives off existaround, andif lim R, ,, ;(h) =0forallh
with |h| smaller than somé > 0,

> £(k)
fla+h)=>" S7@ bk for all b such thath| < 6.
—~ Kk
Such functions are callemhalytic.Important analytic functions include
1)k: 2k+1

( 1)k: 2k (
Zk" cosz = Z o and sinz = Z T

using these series representatlons, we can deflne thoSE)fumIso for
complex arguments. Of course, polynomials are analyte, to

The sine and cosine of an angleare traditionally defined via right (or
right-angled) triangles with angle as

sina opposﬂe leg and  cosy = adjacent Ieg
~ hypotenuse hypotenuse

Using the coordinates of points on the unit circle, we cowfirak those
functions for arbitrary real arguments, and we found thatcomplex
numbers they are related to the exponential function: ByeR's for-
mulae we have
i . . _ eix o e—ix _ eix +e—ix

e'* = cosr +isSinz, Sinx = — and cox = —
Using these formulae, many relations between trigonoméirictions
can easily be derived of proven.



