Kapitel 2
Folgen und Funktionen

Im ersten Kapitel haben wir, ausgehend von derimiahen Zah-
len, den Zahlbegriff so erweitert, daf3 wirdglichst viele Rechen-
und Vergleichsoperationen durdcifiren lonnen; Ziel war vor allem
die Konstruktion der reellen und der komplexen Zahlen. \Weisher
Gegenstand der Analysis sind allerdings nicht Zahlen, sonderen
Veranderung: Wir interessieren urig fdie zeitliche Entwicklung einer
Grol3e undiir die Abhangigkeiten zwischen verschiedenerGen, um
so Entwicklungen und Zusammaeinige zu beschreiben und eventuell
sogar vorhersagen zwRknen.

Dabei missen wir zwei Arten von Zusammaeintgen unterscheiden:
Manche GoRenandern sich nur zu festgesetzten Zeiten, beispielsweise
wird bei festverzinslichen Wertpapieren jeweils am Endegbestimm-

ten Zeitraums der Zins daraufgeschlagen; dazwischengrassthts.
Andere GbR3en variieren kontinuierlich, etwa die Lufttemperatueod
Strompreise auf dem Spotmarkt. Zur mathematischen Medelig von
Phanomenen der ersten Art verwenden wir Folgéin,den Rest Funk-
tionen mit reellen Argumenten.

81: Die Betragsfunktion

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, gibtigserabahlbar viele
reelle Zahlen; wir Bnnen daher nur einen verschwindend kleinen Tell
aller reellen Zahlen explizit angeben. Dasselbe giltinih erst recht
fur Folgen und Funktionen: Die &thtigkeit sowohl der Menge aller
Folgen reeller Zahlen als auch die der Menge aller Funktiorms R
nachR ist sogar noch d@ifder als die vorR. Daher Khnnen wir nicht
erwarten, daf3 wir vieliber,allgemeine* Folgen und Funktionen aus-
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sagen Bnnen, und beschnken uns in der Analysis nur auf solche mit
speziellen Eigenschaften. Beispielsweise interessignsr-olgen, die
sich einem festen Wert aéhern, oder Funktionen, deren Wert sich
bei einer kleinerAnderung des Arguments nicht zu dramatigetuert.
Um solche Eigenschaften exakt definieren pmtken, niissen wir die
Abstande zwischen reellen Zahlen genauer betrachten; da déaikbs
zwischen zwei Zahlen, y € R der Betrag ihrer Differenz ist, trssen
wir also die Betragsfunktion

R—R

|z = { ¢ fallsz >0

T2 fallsz <0
genauer verstehen. Sie végt sich sehr gut mit der Multiplikation:
Offensichtlich ist|zy| = |z| - |y|. Entsprechend ist auclify # O
der Betrag eines Quotienten gleich dem Quotienten deraBetrkir
Addition und Subtraktion gilt dies zumindest nicht immeierhhaben
nur die folgende Abscitzung:

Lemma: Fir zwei reelle Zahlen, y € R ist

2] = |yl] < lz£y| <[]+ ]yl -
Im Falle von|z + y| gilt rechts genau dann das Gleichheitszeichen, falls
2 und y das gleiche Vorzeichen haben; andernfalls gilt es links. Be
|z — y| verhalt es sich umgekehrt.
Beweis:Da |z — y| = |z + (—y)| ist, genigt es, die Ungleichungif das
Pluszeichen zu beweisen. Da sich dann bei Vertauschung: voit y
nichtsandert, lbnnen wir zuatzlich noch annehmen, da} > |y ist.

Fallsz,y > 0 sind, ist auche +y > 0 und, nach unserer Annahme,
x —y > 0; somit konnen wir alle Betragsstriche weglassen, und die
Behauptung reduziert sich zt— y < z +y, was firy > 0 natirlich
stimmt.

Entsprechend ist im Falle,y <0
o[ =yl =y —2 < —a <~z —y=|e+y|=|z[+]y| .
Furz > Oundy < O ist
|lz = [yl| = |z +y| < |z +y] ,
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und furz < O undy > 0O ist
2] = [yl| = |—2 —y| =z +y| < [z|+y] .

Damit ist die Ungleichung in allend&ien bewiesen. .

Mit nur wenig mehr Aufwanddf3t sich die Ungleichung auctirfkom-
plexe Zahlen beweisen:

Lemma: Fir zwei komplexe Zahlen = z + iy undw = u + iv ist
[l2] = Jwl] < [z £ w] < [2]+|w] .
Beweis:Da der Betrag einer komplexen Zahl eine nichtnegativeeeell

Zahlist, gilt die Ungleichung genau dann, wenn sie atlicdie Quadrate
der jeweiligen Terme gilt, wenn also

2] = | < |z + wf? < (2] + Jwl)’
ist. Durch Real- und Imagénrteil ausgedickt heif3t das, dal
(\/xz +2—Vu2 + vz) ’ < (wtu)?+(y+v)? < (\/xz + 24V + vz) ’
gelten muf3, was durch Ausmultiplizieren zu
x2+y2+u2+v2—2\/W
< 2?2 +y? +u? + 0%+ 2(u + yv)
< a2+ 2 +u? + 02+ 2y (22 + y?) (U2 + v?)

wird. Durch Streichen der auf allen drei Seiten gemeinsafeme
wird dies zu

=V (@ + ) (WP +v?) < (zu+yv) < V(@2 +y?)(u? +07),
was wiederun@quivalent ist zu der einen Ungleichung
(zu+yo)? < (@2 +y?)(u? + %) |
Die Differenz ? + y?)(u? + v?) — (zu + yv)? der beiden Seiten ist
22u? + 0% + 2%0% + y2u® — (22 + y2o? + 2zyu)

= 220? + y?u? — 2zyuv = (zv — yu)® > 0,

womit die Behauptung bewieserave.
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Sowohl im Reellen als auch im komplexen werden wir diese &ingl
chung oftin Form der sogenannt®reiecksungleichungerwenden: In
einem Dreieck ist die Summe deg&ihgen zweier Kanten steténdestens
genauso lang wie die dritte Kante, und ihre Differenzhidthstenso

lang wie die dritte. Wenn wir ein Dreieck in der komplexen Eatebene
betrachten mit Ecken, b, ¢ € C, sind die Kanterdngen die Absinde
zwischen den Ecken, alse — b|, |b — ¢| und|a — ¢|. Die Behauptung
Uber die Kanteriingen folgt also rechnerisch aus der folgenden Aussage:

Verscharfte Dreiecksungleichung: Fir dreireelle oder komplexe Zah-
lena, b, c gilt stets stets

lla—bl—[b—c|| <la—c| <]a—b]+]b—c].

Zum Beweissetzen wir einfachk = a — b undw = b — ¢ in die gerade
bewiesene Formel ein; datw = a — cist, entsteht genau die behauptete
Ungleichung.

§2: Folgen reeller und komplexer Zahlen

Nach der Definition aus dem ersten Kapitel heif3t eine Falgg, (

reeller Zahlen Nullfolge, wenn es zu jedem> 0 einn, € N gibt, so
dafl’|x, | < e fur allen > ny. Genauso &nnen wir auch Nullfolgen
komplexer Zahlen definieren; stattdessen definieren gidighmeiner

Definition: Die Folge (,,),cn reeller oder komplexer Zahldonver-
giert gegen die (reelle oder komplexe) Zahlwenn es zu jedem > 0

einng € N gibt, so daflz — z,,| < ¢ fur allen > ng. Die Folge heif3t
konvergentwenn es eirx gibt, gegen das sie konvergiert.

Konvergenz gegen eine Zahlbedeutet also einfach, dal3 die Adostle
zwischen denz,, und z fur hinreichend grof3e Indizes unter jeder
vorgebbaren (positiven) Schranke liegen.

Konvergenten Folgen sindif uns wichtig, da da wir reelle Zahlen
meist nur @herungsweise in den Griff bekommen: Wibrinen die
Losung eines Problems oft nur angeben durch eine gegen diesad.
konvergente Folge. Sinnvoll ist das idich nur, wenn diese Folge nur
gegereineZahl konvergiert. Dies ist in der Tat stets der Fall:
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Lemma: Eine konvergente Folge(), .y von reellen oder komplexen
Zahlen konvergiert gegegenau ein&Zahl z.

Beweis:Wir nehmen an, die Folge konvergiere sowohl gegais auch
gegery. Zu jedene > 0 gibtesdannein, € N,sodallz — z,| < %s
furallen > n; und einn, € N, so daly — z,,| < ie furallen > n,.
Fur allen ab dem Maximumn, = max(, n,) der beiden Zahlen ist
dann nach der Dreiecksungleichung
|I—y| < |x_xn|+|xn_y|_|x_$n|+|y_xn| < §+§_€'

Somit ist |x — y| < e fUr jedese > 0, was nur ndglich ist, wenn
| — y| = 0ist und damitc = y.

]
Definition: Falls die Folge «,,),,cy 9egenz konvergiert, bezeichnen
wir x als denGrenzwertoderLimesder Folge und schreiben

z=lim z, .
n—oo

Natirlich gibt es fir eine beliebige Folge keinerlei Grund, warum sie
konvergieren sollte; um einen ersten Eindruck davon zu foehken, was
alles passieren kann, wollen wir einige Folgen reeller gabletrachten.

Fangen wir an mit der Folgec(),cy mitz, = 1+ % Wenn unsere
Definition sinnvoll ist, sollte diese Folge gegen die Eins\kargieren,
und in der Tat ist

|z, — 1] = <e

n
furallen > 3/e; wahlen wir tir n eine solche Zabhl, ist die definierende

Eigenschaft somit eiflt.

Als nachstes betrachten wir die Folge der Zahlep), . mit z,, = n?.

Fur jede reelle oder komplexe Zahlwird |« — n®| fur hinreichend
groRBe Indizes immer @f3er; es kann also keingeben, gegen das die
Folge konvergiert.

Da die Folgenglieder in diesem Beispiel immed@er werden, &nnte
man allerdings zumindest naiv sagen, daf3 diese Folge gegendlich®
konvergiere. Formal betrachtet ist dasitith Unsinn, denn wir &nnen
ganz sicher keim finden, fir das der Betrag vojunendlich® minug:?
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beispielsweise kleiner als eins ist. Trotzderhifen wir fur solches Blle
ein neues Symbalo fir ,unendlich* ein und definieren

Definition: Eine Folge ¢,,),,cy reeller Zahlen heiffiestimmt divergent
gegenco, wenn es fir jede Schrankd/ < R einn, € N gibt, so dafl
x, > M fur allen > ny. Sie heiflt bestimmt divergent gegemno,
wenn esiir jede Schranké/ € R einn, € N gibt, so daf%,, < M fur
allen > ng. Sie heiBunbestimmt divergeniyenn sie weder konvergiert
noch bestimmt divergiert gegex oder—oo. Sie heil3tivergentwenn
sie bestimmt oder unbestimmt divergiert.

Damit ist also die Folgea(,),cy mMit z,, = n bestimmt divergent
gegemno, die mitz,, = —n gegen—oo.

Als nachstes wollen wir noch einige Beispiele von Folgen beteath
die weder konvergent noch bestimmt divergent sind:

Die Vorschriftz,, = (—1)" definiert keine konvergente Folge, dennwenn
diex,, gegen eirx konvergieren\iirden, gibe es insbesondel@at = %
einng € N, so dalz — z,,| < 3 ware Ur allen > n,. Fir ein gerades
n > ngy ware somit nach der Dreiecksungleichung
1 1

|$n_$n+l| < |x_$n|+|x_$n+l| < §+§ :17
tatsachlich ist abefz,, — =, = |1— (—1)"| = 2. Diese Folge, die
immer abwechselnd die Werte 1 uad annimmt, ist also (erwartungs-
genaR) nicht konvergent, und dies gilt audlr fede andere Folge, die
permanent zwischen zwei verschiedenen Zahlen hin- unddofiselt.

Wir konnen auch Folgen betrachten, die zwischen mehr als zwéékVer
periodisch hin- und hergeheniiFzwei natirliche Zahlena,b € N
kennen wir aus der Schule die Division mit Rest: Es gibd zundb stets
zwei eindeutig bestimmte Zahlenr € N, so dalla = gb + r ist mit

0 < r < b. Man schreibt dann

a:b=qRestr,

und wir bezeichnen den Divisionsresalsa modb, gesprochen mo-
dulob. Mit dieser Bezeichnung definieren wiirfeine feste néitliche
Zahlm eine Folge £,,),,cy durch die Vorschrift

= nmodm .
def

T
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Fur m = 1 erhalten wir die konstante Folge, derémliche Glieder
gleich Null sind; schlieRlich ist jede riatiche Zahl ohne Rest durch die
Eins teilbar. Diese Folge ist riatich konvergent mit Grenzwert Null.

Firm = 2 istx,, = 0 fur geraden undz,, = 1 fur ungerade; die Folge
wechselt also &indig zwischen 0 und 1 und genau wie im obigen Beispiel
der Folge der Zahlen{1)" folgt leicht, daf3 sie nicht konvergent sein
kann.

Fur m = 3 haben wir eine Folge, die ihre drebiglichen Werte 01, 2
zyklisch reproduziertahnlich ist es éir m > 3, wo diem Zahlen
zwischen 0 undn — 1 immer wieder aufeinander folgen. In so einem
Fall sagen wir, die Folge seyklischmit Periodem; genauer:

Definition: Eine Folge £,,),,cn heiltzyklischwenn es eine nétliche
Zahlr gibt, so daf¥,,,, = «,, ist fur allen € N. Die kleinste solche
Zahlr heiRtPeriodeder zyklischen Folge.

Eine zyklische Folge mit einer Periodevon mindestens zwei kann
nicht konvergieren: Da die Periodexfer als Eins ist, gibt es mindestens
zwei verschiedene Werte, undz,; wir setzene = 3 |z, — z,|. Falls
die Folge gegen einen Grenzwertkonvergieren wirde, gbe es ein
zg € N, so daljjz — z,,| < e ware fr allen > ng. Fir hinreichend
grof3e Werte vomn liegen aber auchp + mr undgq + mr tberng, und
wegen der Periodizit istz,,,,,, = z, undz = x,. Somit ware

‘:z: — xp‘ <e€ und‘x — :z:q‘ < g, also

qtmr

—z,| <fo—ay| tlo =, <crezlr, -z,
|;vp xq‘g‘x xp‘ rT—x,| <ete=|x, -4,

was absurd ist.

Als letztes Beispiel betrachten wir eine etwas kompligiedefinierte
Folge: Wir starten mit einem Wexi, € [0, 1], etwa mitz, = \/% und
definieren die Folgenglieder, furn € N durch

n= 41:11—1(1 - ajn—l) .

Dadiese Folgaghnlich wie die zum HRON-Verfahren, rekursiv definiert
ist, fallt es schwer, einen geschlossenen Ausdruckie Folgenglieder
anzugeben;ifr einen erstetdberblick lassen wir einfach einen Com-

puter die ersten hundert Glieder berechnen und die hundarkt®
(1,24),...,(100 z,4¢) durch einen Streckenzug verbinden:

xT
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Das Bild sieht eher nicht so aus, als sei die Folge konvergdat
zyklisch. Imubrigen ist es auch falsch: Die, wurden mit zehnstelligen
Gleitkommazahlen berechnet, und wie dashmste, mit zwanzigstelliger
Genauigkeit berechnete Bild zeigt, reicht das nicht aus:

0,9
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0,6
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Die betrachtete Folge ist also offensichtlich recht komiplit, und wir
haben mit unseren bisherigen Mitteln keine Chancen, siemtehen.
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Eine Folge ist sicherlich dann nicht bestimmt divergentageg, wenn

es eine Schranke gibt, unter der alle Folgenglieder liegetsprechend
kann sie nicht gegeroco divergieren, wenn es eine untere Schranke
gibt. Wir definieren

Definition: a) Eine Folge ¢,,),.cy reeller Zahl heilRnhach oben be-
schiénkt, wenn es eine reelle Zallf gibt, so daflk,, < M fur alle
n € N. Sie hei3thach unten bescBnkt,wenn es eine reelle Zaliy
gibt, so daf¥,, > N fir allen € N. Die ZahlenM und N bezeichnen
wir als obereébzw.untere Schranken.

b) Eine Folge ¢,,),,cn reeller oder komplexer Zahlen heif&schankt,
wenn es eine reelle Zat\ gibt, so daflz,,| < M flrallen € N.

Im reellen Fall ist die Folge natlich genau dann besdmkt, wenn
sie sowohl nach oben als auch nach unten bésdtrist: Falls die
UngleichungN < z,, < M gilt, ist |z,,| < max(N],|M]), und ist
|z, | < M,soist—M <z, < M.

Die Folgen & modm),,c sind Beispiele beschnkter, aber nicht kon-
vergenter Folgen.

Da fast alle Horer dieser Vorlesung etwas studieren, Wagschaftim
Namen hat, wollen wir alsdthstes das einfachste Beispiel einer Kapital-
anlage betrachten: Wir nehmen an, abgheute noch irgendeine Bank,
die anbietet, ein angelegtes Kapit@l flle Zeiten zu einem festen, im
Voraus vereinbarten Satz zu verzinsen. Wir legen also stedeKapital
zg = a > 0 an, und jedes Jahr gibt uns die Bank dang4f Zinsen,
multipliziert das bis dahin vorhandene Kapital also mitegirFaktor

q = 1 +r, wobeir als Abkiirzung fir p/100 stehen soll. Bezeichnen
wir das nachn Jahren vorhandene Kapital mit,, so ist demnach
x, =x,_1q = z,_1(1 +7), woraus wir sofort induktiv folgern,dnnen,
dallr, = zo¢" = aq” ist. Sinn der Kapitalanlage ist natich, dal unser
Kapital wachst und véichst und véichst; in der Mathematik sagen wir,
dal esstreng monotomachsen soll;

Definition: Eine Folge £,),,cny Von reellen Zahlen heil¥nonoton
wachsendwenn r allen € Ngilt: z,,,, > z,,. Falls sogar,, ., > «,,,
reden wir von einestreng monoton wachsend€nlge. Entsprechend
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hei3t die Folgemonoton fallendwennz,,.; < z,, fur allen € N und
streng monoton fallendyenn sogar,,,, < x,, ist fur allen € N.

So versprechen uns beispielsweise viele Politiker, dalSthatsver-
schuldung derachsten Jahre eine streng monoton fallende Folge bilden
werden, sind aber leider durch widrige Uiistle gezwungen, daraus
eine sehr streng monoton wachsende Folge zu machen.

Bei unserer Kapitalanlage haben wir mit der Bankuniath einen
Zinssatzp > 0 vereinbart; damit ist auch = p/100 positiv, und nach
der Ungleichung von BRNOULLI ist

g =@+r)">1+nr furallen>2.

In diesem Zusammenhang sagt uns derBouLLIsche Ungleichung
also einfach, daf Zinseszins mehr einbringt als blof3er. Zins

Sie sagtunsallerdings auch, daf3 unser Kapital im Laufeeiebgliebig
groB wird:aq¢™ > a(1 +nr), und offensichtlich Bknnen wir auch noch
zu einer beliebig groRen Zat\W ein n, finden, so da&(1 +nr) > M
ist fur allen > n,. (Die BERNoOULLISche Ungleichung kann uns freilich
nicht garantieren, daf3 wir in, Jahren noch leben.)

Dieses Ergebnis wollen wir gleich etwas allgemeiner fd&ha

Lemma: Fireine komplexe Zalfist die Folge {),, . €ine Nullfolge,
falls |¢| < 1; sie divergiert und achst unbescBnkt, falls|g| > 1. Fir
g = 1ist die Folge konstant gleich einirfq| = 1, aberg # 1 divergiert
sie.

Beweis:Sei zurichstlg| > 1. Dannistr = |¢| — 1 > 0und urn > 2
ist nach der Ungleichung voneBRNOULLI

"] =la" = (@ +71)" > 14 >rn.

Fur eine vorgegebene Schranke € R finden wir daher eine nétliche
Zahlng, z.B. jedesyy > M/r, so dalq|" > M ist fur allen > nq.

Ist|g| < 1,sonuissenwir zeigen, dag’(),, < eine Nullfolge ist. Sei also

e > 0 vorgegeben. Dil/q| > 1 ist, kbnnen wir das gerade bewiesene
Resultat anwenden, wonach es ejne N gibt, so dall/q"| > 1/¢

ist fur allen > n,. Fur diesen ist dann aber aucly™| < ¢, womit die
Nullfolgeneigenschaft bewiesen ist.
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Fur ¢ = 1 schlieBlich ist die Behauptung trivial; igtZ 1, aber|q| = 1,
so ist nailirlich auch|¢"| = 1 fur allen, aber die Folge dey” divergiert:
Andernfalls nii3te sie gegen einen Grenzwerkonvergieren, esape
also zu jedenz > 0 einng, so dalz — ¢"| < e fur allen > ny. Ist
n > ng; SO ist auchn + 1 > ny; nach der Dreiecksungleichungave
daher

|¢" = q"H <o — g+ ]2 — " < 2
Nun ist aberlqg” — ¢"**| = |¢"| - |1 — ¢| = |1 — g| unabtangig vonn,

und fur e < 3|1 — ¢| kann dies unraglich echt kleiner 2 sein. Somit

divergiert die Folge. .

Bislang haben wir vor allem Aussag&her Konvergenz, Divergenz und
Grenzwerte bewiesen, die eigentlich auch so klar waren;uoh aicht
offensichtliche Grenzwerte ausrechnen Zinken, bedtigen wir als
erstes Beziehungen zwischen den Grenzwerten verschieBelyen.
Dazu diesen die folgenden

Rechenregeln fir Grenzwerte: Sind (z,,),,cy UNd ,,),en kONver-
gente Folgen reeller oder komplexer Zahlen mit Grenzwertandy,
so gilt;

a) Die Folge €,, = y,,),.cry KOnvergiert gegen + y.

b) Die Folge &, v,,),cn KOnvergiert gegeny.

) Isty # 0, so gibt es eine natliche Zahln, derart, dafy,, # O fur
allen > n,. Betrachtet man nur Folgenglieder mit Index> n;,
so konvergiert die Folger(, /y,,),,>,, 9egenc/y.

d) Die Folge (z,),.cy konvergiert gegeiz|.
e) Fur reelle Folgen gilt: Ist,, < y,, fur allen, so ist auche < y.

Beweis: a)Wir mussen zeigen, daf? es zu jedem 0 einn, € N gibt,
so dali iir allen > ng gilt

Nach der Dreiecksungleichung ist
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Da die Folge £,,),,cy 9egernx konvergiert, gibt es ein, € N, so dald

|z —z,| < %s ist fur allen > n4; genauso gibt wegen der Konvergenz
dery, gegeny einn, € N, so daly — y,,| < 3¢ fur allen > n,. Fur

n > ny = mMaxfy, n,) gelten beide Ungleichungen, also auch die zu
beweisende.

b) Wir mussen zu vorgegebenem> 0 einn, € N finden, so dal}
|zy — x,y,| < € ist. Dazu schreiben wir

<zl -y = ynl +ynl - 2 — 2] .

|z| ist eine Konstantely,,| jedoch nicht. Um trotzdem eine Aussage
uber|y,,| zu bekommen, beweisen wir zachst die folgende

Zwischenbehauptung: Ist (y,,),.cy keine Nullfolge, so gibt es einen
Indexn, € N, so dal

3 ..
|i2| <ly,| < % furallen > n, .
Zum Beweismiissen wir einfach in der Definition einer konvergenten
Folgee = 5 |y| setzen; dann erhalten wir einy, so da iir allen > n,
gilt |y,, —y| < %|y|. Nach der versdirften Dreiecksungleichung ist
dann auctly,| - |y|| < £ || und

ly| — M <y, < ly| + % furallen > n, .

2

Das ist genau die behauptete Ungleichung. .

Falls ,,),cn keine Nullfolge ist, haben wir demnach die Abatiung
3 N
2y — &yl < J2l -1y —yul+ 5 Myl - o —a, | furallen = n,.

Um die rechte Seite unter eine vorgegebene Schrarke diiicken,
betrachtenwir eim, € N, so daf3tirallen > n, gilt |z — z,,| < /3 |y|
und, fallsz # 0, einng € N, so daly —y,,| < £/2]|z| ist. Im Falle
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2 # 0 haben wir dann die Absétzung
3
2y — 2yl < J2l - ly —ynl+ 5 [yl o — 2,
L+§|y|.i:£+iz(§
2]z 2 3yl 2 2
fur allen > ng = max@, n,, ng). Furz = 0 ist

<] -

3
|2y — 2,9, < |2| - |y —y,,| + > ly| - |z — =,

Sl el < Syl s =5 <
= — -|\r—x p— o —_— = — 6
2 nl =2 W g T 2
fur allen > ng = max@, ny).

Bleibt noch der Fall, dafy(,),n €ine Nullfolge ist. In diesem Fall
wahlen wir unsem, so, daly, | < 1 ist fur allen > n4, undn, so,
daB|z — z,| < %5 fur allen > n,. Damit ist auch hier der Summand
3yl - |# — z,| Kleiner alse fiirn > max@uy, n,). Im Fallz = 0 reicht
das; fir  # 0 sctatzen wir den Summanden| - |y — y,,| wie oben ab
und habeniir n > max(4, n,, ng) die gleiche Ungleichung wie dort.

c¢) Da (y,,),,en keine Nullfolge ist, gibt es nach der In) bewiesenen
Zwischenbehauptung eify € N, so dal3

3
% <l|y,l < % furallen > n, .

Insbesondere ist algg, # O fur allen > n;.

Wegenb) geriigt es, wenn wir zeigen, daR die Folgg{}),,>,,, gegen
1/y konvergiert.

1 1 Yn — Y Yo =Y 2
‘___: & ‘< 775]_2 :_2|y_yn|
Y Yn YYn 5Y ly|

Zu jedeme > 0 gibt es wegen der Konververgenz der Folgge)(cy
einn, € N, sodaly — y,,| < 3 ly|®e ist. Firn > ng = maxy, ny) ist
dann nach der gerade bewiesenen Aksaing auchl/y — 1/y,,| < e,
die Folge der Kehrwerte konvergiert also gegé¢n.1

d) Wir mussen zeigen, daR es zu jedem 0 einny € N gilt, so daf3
||z| = |z,|| <& firallen > ng.
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Wir wissen, daf3 es ein, gibt, so dafl
|z —z,| <e furallen > ng,

und wenn wir in der versérften Dreiecksungleichung

lz =yl —ly =zl < |z —z[ < fo —yl+]y — 2|
y =0undz = z,, setzen, erhalten wir die gémschte Ungleichung

2] = |2, || < o —2,| <e furallen >n,.

e)Warex > y, so ibe esifire = %(a: —y) nailrliche Zahlem, undn.,,
so dalz — z,| < ¢ ware fir allen > n, und|y — y,| < ¢ fur alle

n > n,. FUrn > max, n,) ware dann
T+

T,>T—€= y:y+a>yn,

im Widerspruch zur Voraussetzung < y,,. Also istz < y.
]

Damit haben wir erste Instrumente in der Hand, um mit Gremtame

zu rechnen; wir Bnnen diese Rechenregeln auch so formulieren, dald

die Berechnung von Grenzwerten konvergenter Folgen \&otdnar ist
mit den Grundrechenarten, der Betragsfunktion und, inlee&lall, der
Ordnungsrelatior<:

lim (z, £y,)= lim z, £+ lim y,,
n—oo n—oo n—oo
lim (z,, -y,) = lim z, - lim gy, ,
n—oo n—oo n—oo
lim x

xn 77— 00 n

nll_r’noO E = e falls (y,,),,cn keine Nullfolge ist,

n—oo Jn

im |z, | = ] im =,
n—oo n—oo
lim z, < lim y, furreelle Folgen mit,, <y, furallen.
n—oo n—oo
Man beachte, dald die letzte Zeile falsch wird, wenn widurch <
ersetzen: Ist,, = 1/2n undy,, = 1/n so istz,, < y,, fur allen, aber
die Grenzwerte sind beide gleich Null.

Bei der Aussagéber die Quotientenfolge darf mannatirlich erst ab
einem Wert laufen lassen, jenseits dessen kgimehr verschwinden
kann.
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§3: Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen

Bisher haben wir die Konvergenz einer Folge imriadkeer die Definition
bewiesen, d.h. wir haben bewiesen, daf sie gegen eine uaariek
konkrete Zahl konvergiert. Eine der Hauptanwendungen \agen be-
steht aber darin, da3 wir damihbekannt&Zahlen berechnen wollen.
Wir brauchen daher unbedingt Kriterien, mit denen wir diésEenz ei-
nes Grenzwerts beweisetitknen, ohne diesen bereits zu kennen. Damit
soll sich dieser Paragraph beaétigen. Um die Unterschiede zwischen
den reellen und den rationalen Zahlen klarer zu machen,ieefirch

die bemtigten Grundbegriffeiir beliebige angeordnetedper, so daf}
die Definitionen sowohl au) als auch auR anwendbar sind.

Beginnen wir mit einem vertrauten Begriff:

Definition: & sei ein angeordneterdfper undA eine Teilmenge voh.

EinElementV/ € A heiBt{ ﬂg?r?étees Elementode{ m%ﬁmw} von
<M

A, Wenn{i S M} fur allex € A.

In einer nichtleeren endlichen Teilmenge Vogibt es immer ein difdtes
und auch ein kleinstes Element; in einer unendlichen Meragm les
diese Elemente geben, mul3 aber nicht:

So hat beispielsweise das abgeschlossene Intervdll [@ R die Null

als kleinstes und die Eins alsdfstes Element. Im offenen Intervall
(0, 1) gibt es aber weder ein @8tes noch ein kleinstes Element, denn
ware etwaM € (0, 1) ein kleinstes Element, soufite M wie alle
Elemente von (01) positiv sein, und//2 ware ein Element von (QL),
das kleiner ist als\/. Das widerspricht aber der Annahme, dalRRdas
kleinstes Element von () ist.

Die TeilmengeN C R schlieRlich hat zwar die Eins als kleinstes Ele-
ment, jedoch gibt es kein gBtes Element, da es zu jedéth€ R eine
natirliche Zahln gibt, die gibRer als) ist.

Im Beispiel des offenen Intervalls (Q) haben wir zwar weder ein
kleinstes noch ein @f3tes Element, aber witdkinten doch sagen, dald
die Null und die Eins in gewisser Weise die optimalen Scheardind.
Dies macht die folgende Definition gzise:
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Definition: k sei ein angeordneterd{per undA eine Teilmenge voh.

Eine ZahlM < k heiBt{ l?r?t%rr%} Schrankevon 4, wenn{g S %}

.. . ..f Supremu o aind Obere
furallex € A. Sie helﬁt{ Infimum  Yon4, wenn sie eln@{ untere}

Schranke vora ist und wenn {ir jede ander€{ Srtl)t%rree} SchrankeN

von A gilt: {% ; % } Die MengeA heif3t nach{ Sr?t%rr]l} beschankt,

wenn sie ein l?r?t%rr% Schranke hat. Wenn es sowohl eine obere als

auch eine untere Schranke gibt, bezeichnenAnéls beschankt.

Wenn eine Menge @f3tes Element hat, ist dieses offensichtlich gleich-
zeitig Supremum, genau wie auch ein kleinstes Element &mum ist.

Die Umkehrung gilt allerdings nicht, denn maherlegt sich leicht, daf3

0 und 1 Infimum und Supremum von, (D) sind, aber da sich nicht im
Intervall liegen, kbnnen sie nicht kleinstes oderdfites Element sein.

Das Supremum einer TeilmengeC k, falls es existiert, ist dikleinste
obere Schranke. Sie muf3 nicht existiereiir &= Q beispielsweise hat
die Teilmenged = {x €Q \ 1% < 2} zwar viele obere Schranken, aber
keine kleinste: Ist amlich M irgendeine obere Schranke, so gilthn
die Ungleichungl/ > /2, denn da\/ eine rationale Zahl sein muR,
ist M # /2. Damit istz = M — /2 eine positive reelle Zahl, und wir
kdnnen eine rationale Zahl> 0 finden, die kleiner ist, z.B. eine untere
Grenze eines Intervalls aus einer Intervallschachtelimg: diefiniert.
Dann ist aber auch/ — ¢ eine obere Schranke vav .

Wennallerdings ein Supremum existiert, dann ist es eindeuttjinent:
Sind ramlich M und N zwei Suprema, so sind beide insbesondere
obere Schranken; d& Supremum ist, muf3 dah&f < N sein, und da

N Supremum ist auchvV < M. SomitistM = N.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen reellen und ratemZahlen
besteht darin, da’ jede nichtleere beaokte Teilmenge vorR ein
Infimum und ein Supremum hat:

Satz: Jede nichtleere nach oben besatkte Teilmengel C R hat ein
Supremum.

Beweis:Wir konstruieren das Supremuiber eine Intervallschachte-
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lung mit rationalen Grenzen. Dazu gehen wir aus von eineresbe
SchrankeM sowie einem Element € A. Beides sind reelle Zahlen;
fur unser erstes Intervalt{, b,] wahlen wir eine rationale Zahl < z
und eine rationale Zahl, > M. Die obere Intervallgrenze ist somit
eine obere Schranke vofl, und das Intervall en#iit (mindestens) ein
Elementz € A. Diese beiden Eigenschaften werden auch die rekur-
siv konstruierten weiteren Intervalle haben: Wenn wir diéeivalle
bis [a,,, b,] konstruiert haben, betrachten wir den Intervallmitteigu
¢, = %(an +,). Fallsc, eine obere Schranke va# ist, setzen wir
Q4 = a, UNdb,, 4 =¢,. Alle x € A, diein [a,, b,] liegen, sind auch
im neuen Intervall, und, ,; = c,, ist eine obere Schranke voh

Falls c,, keine obere Schranke ist, gibt es eire A mit ¢, < y. Wir
setzern,,,, = ¢,, undb, ., = b,,. Wieder isth,,; obere Schranke und das
Intervall [a,,,4, b,,+1] enthélt mindestens eim € A.

Das neue Intervalld, .4, b, 4] ist die linke oder die rechte &lfte seines
Vorgangers ¢,,, b,,] und ist somit auch nur halb so lang; damit haben
wir eine Intervallschachtelung, und die definiert einele2glhl.S. Wir
wollen unstiberlegen, daR das Supremum voA ist.

Zunachst istS eine obere Schranke voA, denn sonst @be es ein
Elementy € A mity > S. Damit gabe es nach Definition der &iBer-
beziehung auRR auch einn, so dally > b, ware, aber das ist nicht
moglich, denn allé,, sind obere Schranken voh

Nun seiN irgendeine obere Schranke vdn wir miissen zeigen, dal3
S < N ist. Angenommen$ ware gbRer alsV. Dann gibe es eim mit

a,, > N. Nach Konstruktion der Intervalle gibt es aber mindesténs e
Elementy € A mity > a,, also ware auchy > N, im Widerspruch
zur Schrankeneigenschaft. Somit #t< N, d.h. S ist das Supremum

von A. .

Definition: Ein angeordneter &rper k& heil3t vollstindig, wenn jede
nach oben beschnkte Teilmengel C k ein Supremum hat.

Somit ist also der Krper der reellen Zahlen volistdig, nicht aber der
der rationalen Zahlen.

Aus dem gerade bewiesenen Sier die Existenz von Supremarknen
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wir als Folgerung sofort eine Aussag®er die Existenz von Infima
ableiten:

Korollar: Jede nach unten beséhnikte nichtleere Teilmengd C R
hat ein Infimum.

Beweis:Ist M untere Schranke voA, so ist—M obere Schranke der
MengeB = {z € k | —z € A}. Also hatB ein Supremunt, und
offensichtlich ist—S das Infimum vonA. .
Nach diesen Vorbereitungefdiknen wir nun endlich eine Aussaigbker
die Existenz von Grenzwerten beweisen:

Satz: Jede monoton wachsende und nach oben béskte Folge
(x,),en reeller Zahlen konvergiert.

Beweis:A = {z,, | n € N} sei die Menge aller Folgenglieder. Nach
Voraussetzung hat sie eine obere Schranke, also hat sieauShpre-
mumz. Wir wollen unsiiberlegen, daf? die Folge gegekonvergiert.
Wir betrachten also ein vorgegebenes- 0. Dann kann: — ¢ keine
obere Schranke voA sein, denn jede obere Schranke ish@gr oder
gleichz. Deshalb gibtes ein, € N, so dalr,, > x — ¢ ist. Wegen der
Monotonie der Folge ist,, < z,, furallen > n,, und dar insbeson-
dere eine obere Schranke ist, mu < z sein fur allen. Firn > n,
ist somit

x—s<xn0§xn§x.

Damit muf3|x — z,,| < ¢ sein, die Folge konvergiert also gegen

Korollar: Jede monoton fallende und nach unten beatkie Folge
(x,),en reeller Zahlen konvergiert.

Beweis:(—z,,),cy ISt €ine monoton wachsende und nach oben be-
schiankte Folge, hat also nach dem Satz einen Grenzwegegen den

sie konvergiert. Damit konvergiert die Folge dergegen: = —y.
|

Lemma: Ist ([a,, b,]),cn €ine Intervallschachtelung mit rationalen
oder reellen Intervallgrenzen, so konvergieren die Folggh, .y und
(b,,),.cn beide gegen dieselbe reelle Zahl
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Beweis:Bei einer Intervallschachtelung gelteirfallen € N die Un-
gleichungeme; < a, < b, < by; somit istb, eine obere Schranke
fur (a,,),,cy Unda, eine untere Schrankéif (b,,),,cy. Da [a,,41, b,,41]
stetsin f,,, b,] liegen muf3, ist die Folge der unteren Grenzen monoton
wachsend, konvergiert also nach dem gerade bewieseneyegatzeine
reelle Zahlz. Genauso folgt aus dem Korollar, daf? die oberen Grenzen
gegen eine reelle Zaplkonvergieren. Brjedesuista, <z <y <b,;

da die Differenzeni(, — a,,),,cn €ine Nullfolge bilden, mui =y seir:.

Im Falle einer Intervallschachtelung mit rationalen Genistx gerade

die durch die Intervallschachtelung definierte reelle Z& Intervall-
schachtelungen mit reellen Grenzen zeigt uns das Lemmayidalte
reellen Zahlen nicht wie die rationalen Zahlen via Intels@iachtelun-
gen erweitern &nnen zu irgendwelchen hyperreellen Zahlen; auch aus
diesem Grund reden wir von einemllstindigerK drper. Wir wollen se-
hen, daf3 wir dort nicht nur bei monotonen, sondern auch bieidigen
reellen Folgen atzliche Konvergenzkriterien haben.

Ausgangspunkt daf ist die Beobachtung, daf} eine beliebige Folge
reeller Zahlen mindestens eine monotone Teilfolge hatoBeir das
zeigen bnnen, nilssen wir zuachst definieren, was eine Teilfolge sein
soll; anschaulich entsteht sie aus einer Folge dadurchgealsse Fol-
genglieder gestrichen werden und wir das, \ilasig bleibt, als neue
Folge nehmen.

Definition: Eine Folgeg,,), cy heiltTeilfolgeder Folge £,,),,cn, wenn
es eine streng monoton wachsende Foigg, (. von natirlichen Zah-
len gibt, so dafy,, =z, furallen € N.

So ist beispielsweise die Folgg,(),,cy Mit y,, = 1/(2n + 1) eine Teil-
folge der Folge£,,),,cy Mit z,, = 1/n, denn setzen wiv,, = 2n+ 1, so
definiert dies eine streng monoton wachsende Folg&liciter Zahlen,
undy, =z, furallen € N. Genauso ist auch die Folge,{,,c mit

z, = 1/n” eine Teilfolge von ,,),,cx; hier istz, =z, mit y,, = n?,

was ebenfalls eine streng monoton wachsende Folge defidagegen
ist die Folge (v,,),,ey Mit w,, = 1/(1+|n® — 11) keineTeilfolge, denn

zwar konnen wir auch hier schreiber), =z, mit A, = 1+|n® — 11|,
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aber die FolgeX,,),,cy ist nicht streng monoton wachsend: Ihre ersten
Folgenglieder sind 1B, 3, 6, 15.

Lemma: Jede reelle Zahlenfolgey), <y hat eine monotone Teilfolge.

Beweis:Als erstes riissen wir entscheiden, ob wir nach einer mono-
ton wachsenden oder einer monoton fallenden Teilfolgeeuaiollen.
Dazu betrachten wir die Mengé C N aller Indizesn, fur die gilt:

z,, < x, fur allem > n. Fur einn € J sind die Folgenglieder, die
hinter z,, stehen also allesamt kleiner oder gleich Im Falle einer
monoton fallenden Folge(,),, .y ware offensichtlich/ = N, bei einer
streng monoton wachsenden FolgarerJ = () die leere Menge. Wir
haben es mit einer beliebigen Folge zu tun; hieriistf grundstzlich
alles niglich.

WennJ eine unendliche Teilmenge der iidichen Zahlen ist, ordnen
wir ihre Elemente der @f3e nach und bezeichnen date mitv,,. Dann
ist (v,,),.en €ine streng monoton wachsende Folgdiraher Zahlen,
und die Folgey,,),,cy Mity,, = z,, ist offensichtlich monoton fallend:
Da v,,,, groRer ist alsv,,, muf3 nach Definition vory insbesondere
Yn+1 = Ty, ., <1, =y, seinfirallen € N.

FallsJ endlich ist, kbnnen wir eine ndirliche Zahly, finden, die golRer
ist als alle Elemente vou: Im Falle J = ) setzen wir einfachy, = 1,
ansonsten nehmen wir beispielsweise das um einsd/eéege Maximum
vonJ.

Beginnend mit; konstruieren wir rekursiv eine streng monoton wach-
sende Folgey,),,cn von natirlichen Zahlen: Angenommen, wir haben
die Folge bis zum-ten Folgengliedv,, konstruiert. Dann ist sicher
v, ¢ J, denn bereits, ist groRer als alle Elemente vaoh und die fol-
gendery,, werden immer dgif3er. Daher gibt es nach Definition vdn
mindestens einen Index > v,, so daf¥,, > z, ; andernfalls vare

v, € J.Wirwahlen einen solchen Indexaus und definierem, ,, = m.
Dannistv,,; > v, undz, >z, .

Setzen wir nun noch,, =z, , so haben wir offenbar eine sogar streng

monoton wachsende Teilfolge von,|),, . gefunden.
]

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir den
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Satz von Bolzano-Weierstraf3: Jede besclinkte Folge reeller Zahlen
hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis:Wir wir gerade gesehen haben, fedeFolge ¢,,),, <y reeller
Zahlen eine monotone Teilfolge; falls (),,cn €ine besclinkte Folge
ist, gilt das erst rechiifr die Teilfolge, und damit konvergiert diese..

BERNARD PLACIDUS JOHANN NEPOMUK BoOLzZANO
(1781-1848) wurde in Prag geboren als Sohn eines
aus ltalien eingewanderten Kunattdlers und einer
deutschsprachigen Kaufmannstochter. An der Prager
Karls-Universitit studierte er ab 1876 Philosophie, Phy-
sik und Mathematik; ab Herbst 1800 schrieb er sich zu-
satzlich noch @ir Theologie ein, arbeitete aber neben
seinem Theologiestudium auch an einer Dissertation
Uber Geometrie. 1804 wurde er damit promoviert; zwei
Tage spter folgte die Priesterweihe. Er bewarb sich
sowohl um einen Lehrstuhlif Mathematik als auch um
einen fir Religionsphilosophie und bekam den letzteren.
Wegen aufldrerischer Tendenzen wurde er 1819 suspendiert und unisaHast gestellt.
Die meisten seiner mathematischen Arbeiten entstandesclzen 1810 und 1817; ab 1837
folgten Arbeiten zur Wissenschaftstheorie und zur Phppbs® der Mathematik.

KARL THEODORWILHELM WEIERSTRASS(1815-1897)
wurde im westllischen Ostenfelde geboren. Schon
wahrend seiner Gymnasialzeit in Paderborn las er regel-
maRig mathematische Fachzeitschriften; trotzdem stu-
dierte er auf Wunsch seines Vaters Rechts- und Wirt-
schaftswissenschaften an der UnivétsiBonn. Seine
mathematischen Kenntnisse erwarb er im Selbststudi-
um. Da er ddiber sein eigentliches Studium vernach-
lassigte, muRte er nach acht Semestern die Univer-
sitat ohne Abschluf? verlassen und lief3 sich itirfdter
zum Gymnasiallehrer ausbilden. Auctalrend dieser

p VE Ausbildung und sgater an der Schule setzte er seine
mathematlschen Forschungen fort. Mit einer 1854 erschamé\rbeitiber Abelsche
Funktionen wurde er erstmals einer breiteren mathematisCifentlichkeit bekannt,
bekam die Ehrendoktorivde der Universéit Konigsberg und verschiedene Rufe auf
Lehrstihle. Im Oktober 1856 entschied er sidir feine Professur an der Univegit
Berlin, wo er Studenten aus aller Welt anzog. In einigeneseiforlesungen besélftigte
er sich mit der pazisen Grundlegung der Analysis und entwickelte das Scheéema im
wesentlich auch heute noch alle Anfjervorlesungeiiber Analysis folgen. Auch viele
Resultate der komplexen Analysis (Funktionentheorielegeduf ihn zuiick.
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Die bloRe Tatsache, daB eifgilfolgekonvergiert, mag nicht sonderlich
aufregend erscheinen; sie kann aber helfen, unter geeigdesatzbe-
dingungen die Konvergenz der gesamten Folge zu zeigen,amduth
in sehr allgemeinen Zusammeirigen, die erst in gjteren Semestern
auftauchen werden.

Wenn eine Folgex,,),, . gegen eine Zaht konvergiert, bnnen wir fir
jedese > 0 eine naiirliche Zahln, finden, so dafkz — z,,| < /2 fir
allen > ng. Fir zwei beliebige ndirliche Zahlem, m > ng ist somit
nach der Dreiecksungleichung

9

m|<2 5=

|xn - xm' < |1’ - xn' + |(E
Definition: Eine Folge ¢,,),,cy reeller oder komplexer Zahlen heif3t
CaucHy-Folge, wenn es zu jedem > 0 einny € N gibt, so dai
|z, —x,,| <cistfurallen,m > n,.

Wie wir gerade gesehen haben, ist jede konvergente Folg&€aircHy -
Folge. Die Umkehrung ist allerdings nicht so klar: Wenn wisietwa
auf rationale Zahlen besdimken, konvergiert eine iR gegeny/2 kon-
vergente Folge rationaler Zahlen nicht gegen eine ratinalhl, ist also
in Q nicht konvergent. Trotzdem ist sie nach obigem Argumeritrtiah
eine QucHY-Folge.

Bei reellen und komplexen Zahlen kann uns so etwas nichigrass
hier gilt

Cauchysches Konvergenzkriterium: Jede @ucHy-Folge {,,),cn
von reellen oder komplexen Zahlen konvergiert.

Zum Beweisbetrachten wir zuchst nur reelle Folgen. Hiéberlegen
wir uns als erstes, da3 jedealtHy-Folge {,,),cy beschankt ist:
Setzen wir in der Definition einer&DcHY-Folgees = 1, so erhalten wir
eine nailirliche Zahlny mit der Eigenschatft, dag,, — z,,,| < 1 ist fur
allen, m > ngy. Insbesondere istif allen > ng

|xn| = ‘xno +(xn _xno)| S |xno‘ + |£L’n —il'n0| S |xn0‘ +1.

Bezeichnet) das Maximum dem, Zahlen |z4|,..., |z, _4| und
|z,,,| + 1, ist dahefz,, | < M furallen € N.
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Damit kbnnen wir den Satz vond® zANO-WEIERSTRASSANwenden, der
uns die Existenz einer konvergenten Teilfolge garantat.Grenzwert
dieser Teilfolge set; wir wollen unsuberlegen, daf? auch die Gesamt-
folge gegen: konvergiert.

Sei alsos > 0 vorgegeben. Dax(,),,cy €ine GUCHY-Folge ist, gibt
es einn, € N, so dallz,, — z,,| < 3eist fur allen,m > n,. Da wir
eine gegen: konvergente Teilfolge haben, finden wir auch gine N,
so daRjz — z,,| < e ist fur alle jenen > n,, fur die z,, zur Teilfolge
geldrt. Wie Uiblich setzen wimg = maxg:,, n,); aulerdem @&hlen wir
uns einm > ny, fur dasz,,, zur Teilfolge gefort. Fir n > ng ist dann

<—5-
A

die Folge ¢,,),,cy konvergiert also gegen

Damit ist der reelle Fall erledigt; wir ilssen noch zeigen, dal3 die
Aussage auch im Komplexen gilt. Dazu sej,),cy €ine GAUCHY-
Folge von komplexen Zahlen. Wir schreiben= «z,, + iy,, mit reellen
Zahlenz,,,y, und wollen uns zuachstiiberlegen, dal’ auch:(),, cx
und (y,,),,eny CAUCHY-Folgen sind: Zu jedema > 0 gibt es eim, € N,
so daf3

|Zn - Zm' = |(xn - xm) + Z(yn - ym)'

= \/(xn - xm)z + (yn - ym)2 <e

ist fur allen, m > ny. Da @, — z,,)* und @y,, — v,,)* beide gbRer oder
gleich Null sind, ist dann auch

|$n - xm| = \/(an - xm)z < \/(xn - xm)z + (yn - ym)z <e
und

‘yn - xy| = \/(yn - ym)z < \/(an - xm)z + (yn - ym)z <eg
fur allen, m > n,,.

Damit wissen wir, daf3 die Folgem.(),,cy und @,,),,cn konvergieren;
ihre Grenzwerte seien undy. Natirlich erwarten wir, daf die Folge
(z.)nen 9€0ENZ = T + iy konvergiert, und dasalit sich auch leicht
nachrechnen: Zu vorgegebenent 0 gibt es ndirliche Zahlem, n,,
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so daB|z — z,,| < ie firallen > ny und |y —y,| < 3e fir alle

n > n,. FUrn > ny = maxg,, n,) ist daher

2=z, = (@ —2,) +i(y —y)| = V(e — 2,2+ (y — y,)?

GGG

womit auch der komplexe Fall erledigéne. m

Der Beweis, da3 it wie auch inC jede QuucHY-Folge konvergiert, ver-
wendet nur die Vollgtndigkeit vonR; tatsachlich gilt das GucHysche
Konvergenzkriterium also in jedem volistdigen Korper.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht; wie wir gerade geadnaben,
gilt das GwcHysche Konvergenzkriterium auch @, aber daC kein
angeordneter Brper ist und wir Vollsandigkeit nur @ir angeordnete
Korper definiert haben, i€t nicht volls&ndig im Sinne unserer Defini-
tion.

Da die Konvergenz von &cHy-Folgen in vielen Teilen der Analy-
sis wichtig ist, weitet man daher die Definition der Vdistligkeit aus
und fordert statt der Existenz eines Supremuifinsjéde nach oben
beschankte Menge die Gltigkeit des @QucHyschen Konvergenzkri-
terium. Vorerst brauchen wir das noch nicht, aber in der ysialll
werden wir hierauf zuirckkommen.

84: Axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen

Wir haben im bisherigen Verlauf des Semesters eine ganzeeRen
Eigenschaften der reellen Zahlen kennengelernt: Sierbiilgen Kor-

per, dieser Krperist angeordnetund aulerdem auch noch archimedisch,
und schlieBlich haben wir gerade gelernt, daf’ er auch &oligg ist.

Von den Zahlbereichen, die wir kennen, haben nur die re&grien

alle diese Eigenschaften, denn weder dielnathen noch die ganzen
Zahlen bilden einen &rper, die rationalen Zahlen sind nicht vaéietlig,

und die komplexen Zahlen sind kein angeordnet@émier.

Tatsachlich gibt es auBer den reellen Zahlen kein weiteres disipes
vollstandigen und archimedischen angeordnetérpi€rs: Man kann die
reellen Zahlen zwar auf verschiedene Arten émén, beispielsweise
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Uber GwcHy-Folgen rationaler Zahlen statber Intervallschachtelun-
gen, aber das Ergebnis j$in wesentlichen* immer dasselbe:

Satz: Jeder vollsindige und archimedische angeordnebegerK kann
mit dem KorperR der reellen Zahlen identifiziert werden, d.h. es gibt
eine bijektive Abbildungp: R — K, fur die gilt:

1.) ¢(0)=0undp(1l)=1

2.) Furje zwei Elemente, y € R ist

oz +y) =) +e(y) und (- y) = o) (y)
3.) Fur je zwei Elemente, y € R gilt:

x <y genaudann, wenny(z) < o(y).

Beweis:Wir konstruiereny schrittweise firimmer gbl3ere Teilmengen
vonR.

Beginnen wir mit der Meng€0, 1} C R. DaK linear geordnet ist und
in jedem Korper 0% 1 sein muf3, ist ik entweder O< 1 oder 1< 0.
Ware 1< 0, so ware nach den Axiomen eines angeordneténpers
12 > 0, was wegen .= 1 ein Widerspruch ist. Also ist & 1; wenn
wir ©(0) = 0 undp(1) = 1 setzen, gelten dahgr) bis 3.) zumindestiir
allez,y € {0,1}.

Als nachstes erweitern wip zu einer Abbildung vorZ nachk, indem
wir fur jede naifirliche Zahln > 1 rekursiv definierep(n) = 1+p(n—1)

und fur jedesn < 0 ausZ setzenp(n) = —¢(—n). Da auch inK die
Eins gibRer ist als die Null, istp(n) > ¢(n — 1) fur allen € N und
tatsachlich sogariir allen € Z, denn ausp(n) > ¢(n — 1) folgt, da
—p(n) < —p(n—1), alsop(—n) < ¢(—(n—1)) furallen € N. Daraus
folgt) dann leicht induktiv, dafldifr n < m stetsp(n) < ¢(m) sein muf3,
so daf3.)fur allex,y € Z erfullt ist. Damit folgt insbesondere, daf3
aufZ injektiv ist, denn fir zwei verschiedene Zahlenm € Z kdnnen
wir 0.B.d.A. annehmen, da3< m ist, und dannist aucp(n) < ¢(m),

die Bilder kbnnen also nicht gleich sein.

Auch 2.) 1aRt sich induktiv ausdehnen auf alley € Z, denn nach
Konstruktion vonp ist p(x +1) = p(z) + 1 furallex € Z,undfury > 0
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verwenden wir fir den Induktionsschritt, dafd

p(r+y) = w((x +(y—1)+ 1)
ist. Isty < 0, so ist—y > 0 und die Gleichung(x + y) = ¢(x) + ¢(y)
ist aquivalent zu
p(x) = p(z +y) — (y) = oz +y) +(—y) .
Diese Gleichung gilt, day € N und daher nach dem schon bewiesenen
p(x) = p((x +y) + (=) = p(z +y) + o(~y)
ist. Somit gilt2.) zumindest fir die Addition.

Dal’ es auchifr die Multiplikation gilt, folgtahnlich, wenn wir beachten,
daR firx € Z undy € N gilt

z-y=z-(y—1)+zx.

Als nachstes wirdp ausgedehnt aud. Jedes: € Q laRt sich schreiben
alsx = § mit p € Z undq € N. Hier bietet sich nairlich die Definition

*(2)=%0

an, und wir niissen zeigen, dalR die wohldefiniert ist. Wie wir bereits
wissen, isty(q) Z O fur alle¢ € N, die rechte Seite kann also i
gebildet werden. Bleibt noch das Problem, dal3 die Darsighwn

als Quotient§ nicht eindeutig ist:

/
g = % genau dann, wennpq’ = p'q .
Dann ist aber auch
o) _ o)

=== denn o@)e(d) = epg) = ') = )e(9) -
pla)  »(d)

Das gleiche Argument zeigt auch die Injektétivony aufQ, denn ist

@(B):@(p—/>, SO ist 90_(]?):90(]7/),
q q ela)  #(d)

also ist
eP)e(q') = e(®')e(g) und damit p(pq’) = (p'q);
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wegen der Injektiviit vony aufZ ist daher auchq’ = p'q, d.h.2 = %

Da sich sowohl die Addition und Multiplikation als auch diedBerre-
lation in Q auf die inZ zurickfihren lassen, zeigt man leicht, d2f}
und3.)auch fir allez, y € Q gelten.

Die letzte Ausdehnung vogp ist die auf ganZR. Sei alsor € R. Wir
betrachten die Menge

M,={qeQ|g<z},
deren Supremum offensichtlich ist. Das Bild () ,) ist nach oben
beschénkt, denn istr < N firein N € Q, so istp(q) < (V)
furalleq € M,. Wegen der Vollsindigkeit vorK haty (M) daher ein

Supremum, das wir als(x) definieren. (rx € Q ist das offensichtlich
gleich dem alterp(z).)

Damit haben wir eine injektive Abbildung: R — K konstruiert. Fr
zweireelle Zahlem, y besteht\/ ., aus allen Summeptg mitp € M,
und g € M, woraus leicht folgt, dalio(x +y) = p(z) + ¢(y) ist;
entsprechend folgt auch(zy) = ¢(x) = ¢(y). Istx < y, so ARt
sichy — = = »? als Quadrat einer reellen Zahl # 0 schreiben und
o(y) = p(x) + p(u)?, wobeip(u)? als Quadrat einer Zahl ungleich null
positiv sein muf3; also ist(z) < o(y).

Zum Beweis des Satzes fehlt nur noch die Surjekiiviton . Wir
muissen also zeigen, dal3 es zu jedemK einz € R gibt mity(x) = y.

Dazu zeigen wir zuaichst, dal3 es zu jedeyre K einn € Z gibt, so dal3
o(n) <y < p(n+1). Wegen der Archimedizt vonK gibt es auf jeden
Fall einn,; € N, so dafiz < ¢(n,) ist; aul3erdem gibt es eim, € N,
so dalR-z < ¢(n,) und damitp(—n,) < z ist. Sein] die golte ganze
Zahl, fur die p(n]) < z ist undnj die kleinste, ir diexz < p(n}) ist.
Waren; — ny > 1, so ware entwedep(n; + 1) = p(n1) +1 < z oder
w(n; — 1) =p(n3) — 1 > x, was beides nach Definition ver] undn;
nicht geht. Also ist entweder; = n3 undyp(ny) = ¢(n;) = z liegt sogar
in ©(Z), odern; > n] + 1. In beiden Bllen kbnnen wirn = n] setzen.
Wir definieren:

Definition: Fir jedesr € K sein = [z] diejenige ganze Zahl{if die
[}
w(n) <z < p(n)+1ist.
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Zur Konstruktion eines Urbilds vorr in R betrachten wir folgende
Intervallschachtelung: Wir setzesy = n und b, = n + 1; dann ist
olag) < = < p(by). Angenommen, wir haben bereits Intervalle bis
[a;, b;] konstruiert fir irgendeini € Ny, so dallz € [¢(a;), ¢(b;)].
Dann betrachten wir die Intervallmitte = 1(a, + b;) und vergleichen
©(c;) mit z. DaK ein angeordneter &per ist, gilt genau einer der
folgenden drei Blle:
1. p(c;) = z: In diesem Fall sind wir fertig, denn wir haben ein Urbild
von x gefunden.
2. o(c;) > x: Dann isty(a;) < = < ¢(c;); wir setzena,,; = a; und
biva = ¢;.
3. p(c;) < z: Dannisty(c;) < z < ¢(b;); nun setzen wik;,, = ¢;
undb,, 4 = b;.
Falls das Verfahren in keinem Schritt abbricht mfic;) = =, liefert
es offensichtlich eine Intervallschachtelung, denn irejadSchritt ist
[@;+1, Di+q] C [a;, b;], und das neue Intervall ist genau halb so lang
wie sein Vorgnger, so daf3 dig; — a; eine Nullfolge bilden. Diese
Intervallschachtelung definiert eine Zatil € R. Aus dem gleichen
Grund ist auch die Folge der Intervalle(,), ©(b;)] eine Intervall-
schachtelung InK; diese definiert nach Konstruktion das Element
x € K. Da die Abbildungy die Ordnungsrelation eét, ist auRer-
demo(a,) < o(z*) < ¢(b;), d.h. auchp(z™) liegt in jedem der Inter-
valle [¢(a;), ¢(b;)]. Da sich jede Intervallschachtelung auf genau ein
Element zusammenzieht, mu3 dabét*) = = sein, womit die Surjek-
tivitat vony bewiesen ist.

Damit haben wir eine bijektive Abbildung: R — K konstruiert, die
sowohl mit allen Rechenoperationen als auch mit der Ordsnatafion
kompatibel istjiber diese Abbildungdnnen wirR undK identifizieren
und haben somit gezeigt, d&3m wesentlicheder einzige vollsindige
archimedische angeordnetéiper ist.

§5: Haufungspunkte

Nach dem Satz von® zaNo-WEIERSTRASShat jede besclinkte Folge
mindestens eine konvergente Teilfolge. Der Wert, gegerdaese Teil-
folge konvergiert, ist im Falle einer nicht konvergenteigeonatirlich
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kein Grenzwert der Ausgangsfolge; er ist aber trotzdem imigger
Weise ein ausgezeichneter Punkt. Punkte dieser Art berstiohan als
Haufungspunkte:

Definition: Ein Punkty € R heil3t Haufungspunkder reellen oder
komplexen Folge #£,),,cn, wenn es eine Teilfolgeyy,), cn gibt mit

lim y, =y.

Eine Folge muf keinen &uifungspunkt haben; ein Beispiel dafist

die Folge der néirlichen Zahlen. Andererseits kann sie auch mehrere
Haufungspunkte haben: Die Folge mit = (—1)" hat 1 und-1 als
Haufungspunkte, denn die Teilfolge mit den geraden Indinesérgiert
gegen 1, die mit den ungeraden gegeh

Im Extremfall kann eine Folge sog@dereelle Zahl als ufungspunkt
haben. Bevor wir ein Beispiel dazu betrachten, empfiehlt leer,a
zuréchst eine einfache hinreichende Bedinguiag Haufungspunkte
Zu betrachten:

Lemma: (z,),cn Sei eine (reelle oder komplexe) Folge. Dann ist ein
Punkty € R oderC Haufungspunkt, falls es zu jedem> 0 einn € N
gibt, sodaB O< |y — z,,| < e ist.

Beweis:Um eine gegeny konvergierende Teilfolge zu konstruieren,
wenden wir die Voraussetzung an auf die speziellen Wertel /i fur
i € N. Zu jedemi € N gibt es danach einen Index, so dafl3

1
< -
1

0<|y—a:ni

ist. Die Folge den, istinsbesondere eine Folge reeller Zahlen, hat also
nach§3 eine monotone Teilfolge. Da alle natirliche Zahlen sind, ist
diese nach unten besémkt; falls sie monotonélit, muf3 sie also kon-
vergieren. Das geht aber bei einer Folgeinaher Zahlen nur dann,
wenn ab einem gewissen Index alle Folgenglieder gleich sind das

ist hier nicht ndglich, da es zu jedem € N eini € N gibt, fur das

ly —x,,| > 1/iist: Da 0< |y — ;] ist, kann schlieRlich kein,, =y
sein. Also gibt es eine monoton wachsende Teilfolge. Diea8,nda

die Abséinde derr,,, zuy immer kleiner werden fiissen, bestimmt di-
vergieren gegenco und hat daher eine strikt monoton wachsende Teil-
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folge (v,,),,en- Mit y,, =, haben wir unsere gegerkonvergierende
Teilfolge konstruiert. .

Wie wir im ersten Kapitel gesehen haben, sind die rationZkmen
abzhlbar; es gibt also eine bijektive AbbildunfgN — Q. Wir defi-
nieren eine Folgex,),,cy durchz,, = f(n). Da es zu jedermp € R und
jedeme > 0 eine rationale Zahj gibt mit 0 < |y — ¢| < e und dieseg
unter denc,, vorkommt, folgt aus dem gerade bewiesenen Lemma, dafy
jede reelle Zahl Hufungspunkt der Folge(),,cy ist.

Mit derartigen Folgen werden wir es in der Analysis nur selta tun
haben; bei den meisten unserer Folgen wird es, wigrarhaupt, nur
wenige Haufungspunkte geben.

Definition: Falls die Menge aller Bufungspunkte der reellen Folge
(,)nen €in Kleinstes Element hat, bezeichnen wir
z= lim z, =liminf 2,
n— o0 n—oo
als denLimes inferiorder Folge. Falls es ein gBtes Elemeny gibt,
bezeichnen wir
y = lim z, =limsupz,,
n—00 n— o0

als derLimes superioder Folge.

§6: Die Exponentialfunktion

Kehren wir zuiick zum Beispiel einer Kapitalanlage mit konstantem
Zinssatz vorp %. Falls es vithrend eines gesamten Jahres weder Ein-
noch Auszahlungen gibt, wird das am Jahresanfang vorharitpital
zum Jahresende mit 1pt/ 100 multipliziert.

Nun wird aber erstens kaum ein Kapital am ersten Januar zahite
(da sind die Banken schlief3lich geschlossen), und in viegien gibt

es auch Kontobewegungeratwend des Jahres. Damit sind die Banken
natirlich wohlvertraut, und sie haben auch Rechenregeln ekéhlj

um damit umzugehen. Aus der Zeit, als noch alle Berechnurkgen
Hand oder mit einfachen mechanischen Rechenmaschinemghiitrt
werden muf3ten, stammt die Regel, da3 banktechnisch gefetem
Monat 30 Tage und das Jahr damit 360 Tage hat. Inzwischenewerd
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Zinsen naifirlich schon&ngst per Computer berechnet; da zumindest der
traditionelle Bankenbereich nicht sehr &aderungsfreudigist, sind die
heutigen Regeln, auch die auf den Euro-Kapitalkten angewendeten,
immer noch eine Mischung aus Jahren mit 360 Tagen unédalisher
Zeitrechnung. So kann eine Anlage veTagen je nach Anfangsdatum
bei gleichem Zinssatz verschieden hohe Zinsen abwerfen.

Wir wollen uns hier nicht mit solchen banktechnischen Feitgm be-
fassen; wir nehmen einfach an, dal3 eine Einldgerx Jahre @ir jede
reelle Zahlz < 1 bei einem Zinssatz vop% mit 1 +pxz/100 multi-
pliziert wird. Das ist zwar eine Idealisierung, liefert aliergebnisse,
die nicht sehr von den nach tathlich praktizierten Bankregeln berech-
neten abweichen.

Angenommen, wir legen unser Kapital zu Jahresbeginn bei 8iank A
an und lassen es dort ein Jahr lang stehen. Bei einem Zingsat®b
wird es dann mit 1 4/100 multipliziert. Wenn wir es allerdings zur
Jahresmitte wieder abziehen, wird es nur mit #/200 multipliziert.
Legen wir es anschlieRend wieder bei einer Bahlkan, wird es zum
Jahresende ebenfalls nur mit 24200 multipliziert, insgesamt also mit

2
P Y P P
1+— ) =1+— +
( 200) 100 40000’

was mehr ist, als wir innerhalb eines Jahres bei Bank A eitzidden.

In einer Zeit, in der an den groRerdBen Computerprogramme Kauf-
und Verkaufsentscheidungen im Sekundenrhythmus treffeniru der
Transaktionsgelkhren zumindestir grof3e Kapitalbetrge fir alle prak-
tischen Zwecke vernadissigt werden &mnen, zwingt uns néatlich
niemand, unser Geld gleich sechs Monate lang bei einenf&stek zu
lassen; wir bnnen auch schon nach drei Monaten wechseln. Bei dieser
Strategie brauchen wir vier Banken pro Jahrjdaft sich unser Kapital
im ersten Halbjahr schon mit

2

(1 + i) =1 L + P

400 200 160000
multipliziert, was mehr ist, als wenn wir es ein halbes Jahglbei einer
Bank gelassenditen. Insgesamt wird das Kapital am Ende des Jahres
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multipliziert mit

2 3 4
(1+L)4:1+i+ A i
400 100 80000 16000000 25600000000

Zur weiteren Optimierung des Kapitalzuwachdnken wir auch je-
den Monat wechseln, oder jede Woche, jeden Tag, und — sofesn u
nicht die Banken ausgehen — jede Stunde, jede Minute, jekienfe
und so weiter. Wenn wir von einem (derzeit sicherlidhertriebenen)
markiiblichen Zinssatz von 5% ausgehen, ergibt dies folgend&tafé
Verzinsung pro Jahr:

Anlageperiode effektiver Zinssatz

1 Jahr 5%
% Jahr 50625 %
1 Jahr 50945337 %

1 Monat = Jahr 51161898 %
1 Woche =g Jahr 51245842 %

1 Tag =4 Jahr 51267450 %
1 Stunde 51270946 %
1 Minute 51271094 %
1 Sekunde 53271096 %

(Ab der stindlichen Verzinsung habe ich mit einem Kalenderjahr aus
365,2422 Tagen gerechnet.)

Aus Sicht der Bank ist es, zumindest wenn wir ein wirklich Rge
Kapital anzulegen haben, nicht attraktiv, uns nur einen aorine
Woche, einen Tag, eine Stunde, eine Minute oder gar nur eikerfsle
als Kunden zu haben. Si@knte uns ndirlich langer halten, wenn sie
uns beispielsweise das Doppelte des nikthen Zinssatzes aite;
es ist aber fraglich, ob sie mit einem solchen Angebot lditzerleben
konnte.

Die Bank muf3 somit eine Strategie entwickeln, die es zwaruhs
unattraktiv macht, §indig die Bank zu wechseln, die es aber auch der
Bank ernidglicht, im Rahmen des maikitlichen Zinssatzes zu bleiben.

Sie mul} uns daheiif die Vermehrung unseres Kapitals einen Multi-
plikator anbieten, den wir nicht durch Unterteilung vesess lonnen.
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Ist f(x) der Multiplikator, den sie unsiif eine Anlage vorne Jahren
anbietet, wobet eine beliebige positive reelle Zahl ist, muf3 also gelten

flx+y) > flx)f(y).

Aus Sicht der Bankre hier ein echtes GRerzeichen eitiberflissiger
und deshalb kostentreibender Luxus, denn um uns vom Wechsel
abzuhalten, reicht es, dal3 wir dabei nichts gewinnénnkn; ein
GroRerzeichen Wwrde bedeuten, dal3 wir bei Unterteilung sogar ver-
lieren.

Ist p% der marktibliche Zinssatz und = p/100, so muf} sie auch
konkurrieren mit Banken, die selbsirfbeliebig kurze Zeittumex > 0
eine Multiplikation mit 1 +r2 anbieten. Daher muf3 gelten

fl@)>1+rx furallex>0.

Beide Bedingungen sind leicht é@ffbar mit einem Zinssatz, der hin-
reichend deutlichiiberp% liegt, aber auch das liegt rimtich nicht im
Interesse der Bank.

Um f(x) nach oben zu begrenzerjrinte die Bank folgendermaf3en ar-
gumentieren: Bei Geldanlagen zu einem festen Zings#t&kdnnen wir
deshalb durch Wechseln mehr Zins realisieren, weil der Zath jeder
Neuanlage auf das bis dahin akkumulierte Kapital bezalnit statt nur
auf das Ausgangskapital. Wibknen also auf keinen Fall mehr bekom-
men alsrz mal das Endkapital. Die Zinsen, die wir bekommen, sind
f(x)—1mal das Startkapital; iwde das Endkapital mit: multipliziert,
hatten wir das'z - f(x)-fache des Startkapitals als Zinsen. Mehr braucht
uns die Bank nicht zu bieten; also kann sie auch die Ungleighu

f@)—1<rz-f(x) oder f(x)-(1—rx)<1
fordern. Insgesamt sucht also die Bank eine Funkfionit den Eigen-
schaften
fl@+y)=f(z) f(y) furallez,y >0,
f@)>1+rz und f(z)-(L—rz) <1 furallez>0.

Diese Funktion interessiert zachst nur fir Wertexz > 0, es lonnte

aber trotzdem sinnvoll sein, sie audir hegative Werte zu definieren:
Um aus dem gegerdtigen Kontostand: den Kontostand zu einem
kiinftigen Zeitpunkt inz Jahren zu berechnen,igssen wir — falls es
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keine Einzahlungen oder Abhebungen gibt — einfach fit) multi-
plizieren. Entsprechend sollte der Kontostatad = Jahren — falls das
Konto damals schon bestand und es seither weder Einzatmunugd
Abhebungen gab — einfach ais f(—x) berechnet werdendknen. Der
damalige Kontostand wurde mfi(z) multipliziert, um seinen jetzigen
Wertzx zu erreichen, d.hu- f(—x)- f(z) = a; die einzig sinnvolle Weise,
eine derartige Funktiori ins Negative fortzusetzen, besteht also darin,
sie fir x < 0 als f(x) = 1/ f(—=z) zu definieren. Schwierigkeiten mit
einer Division durch Null gibt es dabei nicht, deri(w) > 1 +rx fur
alle positivenz, undr ist sogar gol3er als eins.

Wenn f die obigen Forderungen éitft, ist fir die so fortgesetzte Funk-
tion f(x+y) = f(x)- f(y)furallez, y € R, und auch die Ungleichungen
in der zweiten Zeile sind eiiflt: Fur x < 0 ist

flx) = f(fla:) < ﬁ .also f(x)(1—rxz) <1 und
Fen)@+ra) = 2 21 also @) > 14rz.
f(x)

Wir suchen also zu einem Parameter- O eine Funktionf:R — R,
die folgenden Bedingungen giggt:

1) f(x+y)=f(x)  f(y) furalez,y € R
2) f(x) >1+rx furallex e R

3) flx)1—rz) <1 furallex € R.

Wie die gerade durchgélfirte Rechnung zeigt, ist die zweite Bedingung
fur positivex aquivalent dazu, dalR die drittérf negativer gilt und
umgekehrt. Es gemgt daher, eine der beiden Bedingungen nachzuwei-
sen; die andere folgt automatisch.

Als nachstes wollen wir ungiberlegen, da wir uns audiber den
Parameter keine groRen Gedanken macheiigsen:

BehauptungErfillt die Funktionf die obigen Bedingungen mit= 1,
so erfillt fir irgendein vorgegebenes= R die Funktiong(x) = f(rx)
dieselben Bedingungen mit diesein

Beweis:Wie wir gerade gesehen haben, reicht es, wenn wir die ersten
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beiden Bedingungen nachrechnetr k, y € R ist
gle+y) = f(r(z+y)) = fora+ry) = f(ra) - f(ry) = g(x) - 9(y)
und g(x) = flrz) > 1 +rx,

wie gewiinscht.
]

Damit gibt uns der folgende Satz eine allgeméiftgersichtiiber die
Existenz und Eindeutigkeit der gerade betrachteten Fométi:

Satz: Es gibt genau eine Funktigfi R — R mit den Eigenschaften

1) fz+y)=f(x)- f(y) furallex,y e R
2) f(x)>1+xfurallex e R

Beweis:Wir beginnen damit, aus den drei Forderungen weitere Kon-

sequenzen zu ziehen, um so hoffentlich auf eirigiiche Definition
eines Kandidatenif f zu kommen. Wie wir bereits wissen, @l f
automatisch auch die Bedingung
3) f(x)A—x) < 1lfurallex € R.

Offensichtlich istf(0) = 1 fur jede Funktionf, die diese drei Bedin-
gungen eiifillt: Nach der zweiten Bedingung ig{0) > 1, und nach der
ersten istf(0) = f(0+0) = f(0)- f(0). AuRBerdem haben wir uns bereits
Uberlegt, daf’ stet&(—z) = 1/ f(x) sein muf3.

Die erste Bedingungaldt sich leicht verallgemeinern auf beliebig viele
Summanden:

flxg+--+z,)=f(x)- - - f(z,) furalex,,...,z, €R.

(Wir haben inzwischen schon so viel Erfahrung mit Beweiskaf je-
dem klar sein sollte, wie er dagtigenfalls formal durch vollsindige
Induktion beweisen kann.)

Wenden wir dies an auf den Fall, daf? alle= z/n sind, erhalten wir
die Formel

flx)y=f (n %) =f (%)ﬂ furaller € Rundn € N.

Damit kdnnen wir die Bedingungen 2.) und 3.) veradien: Rirz < 1
kénnen wir bei 3.) durch % z dividieren und erhalten die Ungleichung

flx) < % furaller < 1.
— X
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Fur eine beliebige vorgegebene reelle Zakvahlen wir einn € N mit
n > |z| und haben dann die Ungleichung

12 es (@) ()"
n

Hier steheriiberall positive Zahlen; da wir Ungleichungen mit positive
Zahlen multiplizieren drfen, bleibt dies also richtig, wenn wir bei allen
drei Termen zun-ten PotenZibergehen:

o2 <0G =0 < ey

(1)

Die gerade bewiesene Ungleichung erinnert sehr an Intechalchte-
lungen; wenn wir zeigendnnen, dal3 wir hier tagghlich eine Intervall-
schachtelung haben, definiert sie eine reelle Zahind wenn es eine
Funktionf mit den behaupteten Eigenschaften gibt, nfi¢d = y sein.

furallen > |z|.

Wir versuchen also nachzuweisen, dal} die Folge der Interval

(2 (127 mic s

eine Intervallschachtelung bilden.

Als erstes riissen wir zeigen, dalR wir es tathlich mit Intervallen zu
tun haben, dal3 also die untere Intervallgrenze stets klenher gleich
der oberen ist. Angesichts der gerade bewiesenen Unglegeimutir
f(x) mag das auf den ersten Blidkberflissig erscheinen, aber wir
durfen nicht vergessen, dgf§zx) bislang erst ein fiktiver Wert ist; wir
wissen noch nicht, ob es eine reelle Zahl mit diesen Eigexftaingibt.

Dawir nur Indizes: > |z| betrachten, sind (1#4/n)" und (1—z/n)™"
positive Zahlen; daher ist die Ungleichung (/)" < (1 — z/n)™"
aquivalent zur Ungleichung

2 n
T\ T\ x
(1) (1-3) = (“ﬁ) <1
Diese Ungleichung ist offensichtlich richtig, d&/n® wegenn > |z
zwischen null und eins liegt.
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Nachdem wir Intervalle haben,irasen wir zeigen, daf3 jedes davon in
seinem Vor@nger enthalten ist.iF die unteren Grenzen bedeutet dies,
daB tir allen € N gelten muf3

n n+l
(1+f) < (1+ x )+ .
n/ = n+l
Das Problem dabei ist, daf3 selbstvénstlich
x
1+—>1+
n n+1
ist; fur z # 0 gilt sogar das echte GRerzeichen. Der um einsdere
Exponent auf der rechten Seite muf3 also zu einer Umkehr datiéte
fuhren.

Um das zu beweisenpkinten wir versuchen, die Differenz der beiden
Zahlen zu berechnen. Da wir dazu alles ausmultiplizieréRten, vére
das allerdings sehr aufwendig, und das bei eher ungewistalggaus-
sichten. Wir wollen stattdessen versuchen, den Quotienten

()"

€T n
(1+3)
mit Hilfe der BERNouLLIschen Ungleichung
Q+2)" >1+nx furn>2undz > —1aberx Z0

abzuschtzen. Da diese nur eine Absithiung in einer Richtung liefert,
konnen wir sie nicht sowohl auf deraBler als auch auf den Nenner
anwenden, sonderrbbhstens auf die-te Potenz des Quotienten von
1+z/(n+1)und 1 +z/n. Dazu nissen wir diesen Quotienten umfor-
men zu einem Ausdruck der Form 1z+was am einfachsten dadurch
geschieht, daR wir — wie schon so oft kilungsaufgaben zur Konver-
genz — den Ahler schreiben als Nenner plus weiteren Term, konkret
also

X X X X X X
1+ :1+—+( —_):1+——7;
n+1 n n+l n n  nn+1)
Dann erhalten wir den Quotienten als
T xr xr X T
1+ - — — —
n+l__ n nn+l) nin+1) _ n+1
T X =1- T =1-
1+= 1+= 1+= ntz

n n n
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T D)
Da wir davon ausgehen, daf3 > |z| ist, konnen wir fir  # 0 die

Ungleichung von BRNoOULLI anwenden mit dem Ergebnis, daf3 di¢e
Potenz des Quotientendfer ist als

nxr

T e

Fur = = 0 ist beides gleich eins; also haben wiir i > |x| die Ab-
schatzung

Coaml et st

(1+£)n - n+rn+1 n+1
n

T n T n T\
=1+ — —
n+l n+zn+l n+zx\n+l

n T n Tz
_1+(1_n+a:) n+l n+x (n+1)

:1+xx n(x)z

n+rzn+l n+x\n+l
. (1 —na? z?
T (nta)(n+1P T (nta)(n+ 1R

Furn > |z| ist dies offensichtlich gi3er oder gleich eins, d.h.

€T n+l T\
1+ > (14 2]
( n+l - ( n
Zumindest @r die unteren Schranken ist die Inklusionsbedingung also
erfullt.

Fur die oberen Schrankenirssen wir nachweisen, daf3

() )

gilt fur allen. > |x|. DurchUbergang zu den Kehrwerten wird dies zur
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aquivalenten Ungleichung

x n+l T\
(1-5g) 2(1-7) oder
n+l n
(1 + ﬂ) 2 (1 + ﬂ) ,
n+1 n
die wir gerade bewiesen haben: Wir hatten schlie3lich k&imeahmen
Uber das Vorzeichen vangemacht.

Damit ist die erste Bedingung an eine Intervallschachgelvachge-
wiesen; die zweite Bedingung war, dalR die Intedadlen, also die

Differenzen B
() o)
n n
eine Nullfolge bilden. Nach der dritten binomischen Forkiginen wir
diese umformen zu

e (5

Von den linken Faktoren haben wir gerade bewiesen, darsa@no-
ton fallende Folge bilden; sie sind also nach oben bé&sdtir Da wir
bereits gezeigt haben, daR die behauptete IntervallstHanh wirklich
aus Intervallen besteht, sind sie auch nach unten bésktizum Bei-
spiel durch jedes beliebige untere Ende eines IntervaitszU zeigen,
dal3 wir insgesamt eine Nullfolge haben, reicht es deshadionwvir
nachweisen, daf3 die zweiten Faktoren eine Nullfolge bilti&th den

Rechenregelnir Grenzwerte aus dem vorigen Paragraphen reicht dazu

wiederum, dalR

2\
T
im (1-— ) =1

ist. Da (952/71)”eN offensichtlich eine Nullfolge ist, folgt dies (und damit
die Intervallschachtelungseigenschaft) aus der folgerateas allge-
meineren

Restbehauptung: Ist (y,,),,cx €ine Nullfolge, so ist

lim (1+y;n)":1.

n—oo
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Beweis: Mit der Ungleichung von BRNouULLI kénnen wir die Fol-
genglieder nach unten abgthen:

(1+22) >14n- 22214y,
n n

falls 1+y,,/n > Oundy,, #Z 0. Da diey,, eine Nullfolge bilden, gibtes ein
n, € N, sodaf3y,,| < 1 furallen > ny; erstrechtist dann 1y, > 0.
Fur etwaige Folgengliedey,, = 0 missen wir in der Ungleichung noch
das Gleichheitszeichen zulassdim;# > n, ist also

Um auch eine Abscitzung nach oben zu bekommen, drehen wir die
Ungleichung einfach um: Wenn wiiif eine reelle Zahi die Gleichung
1+u = 1/(1 — v) nachv aufldsen wollen, sehen wir, dall da f
u = —1 nicht funktionieren kann; ansonsten aber erhalten wisrsofe
Gleichungv = u/(1 + ). Da wir Indizesn > n, betrachten, ir die
ly,| < 1ist, kbnnen wir sicher sein, daf, /n nicht —1 ist; furn > n,
gibt es daher reelle Zahlen mit

yn_
1+==
n 11—z,

namlichz, = (yn/n)/(l +y,/n). Da (,),cn €ine Nullfolge ist, kon-
vergiert nach den Rechenregelir Grenzwerte auch die Folge dey
gegen Null, es gibt also ein, € N, so dal}z, < 1 fur allen > n,.
Furn > ny = max(,, n,) gilt daher nach der BRNouLLIschen Unglei-

chung
(1+%)n: (1—12n> = 1—1nz

Furn > ng ist somit

n

1+yn§(1+y—")n§ L :
n 1-nz,
und nach den Rechenregelir Grenzwerte folgt
. . n . 1
1= lim (1+y,) < lim (1+y—”) < lim =1.
n— o0 n— o0 n n— o0 1 — nzn

Dies kann nur gelten, wenn auch der mittlere Grenzwert yleias ist.
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Damit sind alle Forderungen an eine Intervallschachtehatngewie-
sen;falls es eine Funktiorf mit den behaupteten Eigenschaften gibt, ist
der Funktionswerif(x) an der Steller also durch die Intervallschach-

telung
(@) (1= 2)7] i s

definiert. Insbesondere ist er dann, wie wir im vorigen Paxplgen
gesehen haben, Limes der Folge der unteren IntervallgnedZe

Fz) = lim (1+3)
n—00 n
Dies kbnnen wir nun aldefinition einer Funktionf betrachten und
missen beweisen, daf3 sie die beiden im Satz gefordertensEhggften

hat. Bei der zweiten folgt das sofort aus der UngleichungBeRrNOUL-
LI, denn danach istif jedesn > |z

(1+f)n >1+n-L=1+z,
n n
also gilt dies auchifr den Limes.

Fur die Gleichungf(x + y) = f(x) - f(y) berechnen wir zuichst fir
n > |z| +|y| den Quotienten

(1+£) (1+£) 1+ 259, 0T Y
n n/ _ n n? _ n? — Zn
z¥y - T ¥y =1+ x+y"1+
e N O "
n n n
mit z,, = Y __ Die Folge dee,, mit n > |z| +|y| ist offensichtlich

eine Nullfolge; nach der obigdRestbehauptunigt also

AN AN
lim_ (1 Efi m(;}?) = lim (1 + %ﬂ)" =1,
n

Andererseits ist der linksstehende Limes nach den Redhelnrdir
Grenzwerte gleich

f(@)f(y)
flx+y)’
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alsoist dieser Quotient gleich eins und dafifit+v) = f(z)f(y), womit

auch diese Gleichung bewieseans. .

Damit haben wir also gezeigt, dalR es genau eine Funktitth — R
gibt, fur die gilt

f@ty)=f@) fly) und f(z)>1+z

fur allex,y € R. Die erste Gleichung erinnert an eines der Rechenge-
setze @ir Potenzen: & jede reelle Zaht und alle nafrlichen Zahlen

m,n gilt: ¢™" =a™ - a™.

Bezeichnen wir die reelle Zatf(1) mit dem Buchstabe#(wie EULER;
man redet auch von deEERschen Zahl), so isf(2) = f(1 + 1) =¢?
und allgemeinf(n + 1) = f(n) - e; also folgt induktiv, daf¥f(n) = e
fur allen € N. Fur natirliche Zahlen stimmt unsere Funktighalso
Uberein mit den Potenzen der festen reellen Zahl

e=f(1)= lim <1 + 1) ~ 2,71828 18284 59045 23536. .
n—0o0 n

Fur eine beliebige reelle Zahl sind Potenzen mit Exponent nicht
definiert; wir kdnnen sie zumindestif die Basise definiereniiber die
gerade konstruierte Funktigh

Definition: Fur eine reelle Zaht schreiben wie® oder expg) fur den
Funktionswert an der Stelleder einzigen Funktiorf: R — R, die den
Bedingungen

f@ty)=f@) fly) und f(z)>1+z

fur allex,y € R geriigt. Die Funktionf bezeichnen wir als Exponen-
tialfunktion.

(Die Schreibweise exp) wird vor allem dann verwendet, wenn das
Funktionsargument relativ kompliziert ist:

5/ x2+x+1

2

rr+x+1l . e

exp| {/ ——= ist besser lesbar alse V #*~** .
2—z+1
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LEONHARDEULER (1707-1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universit. Dort legte er zwei Jahre &@r
die Magisterpiifung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung vVOQHANN
BERNOULLI mit Mathematik besdiftigt. 1726 beendete
er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung RIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preuBische Akademie der Wissen-
‘ schaften; nachdem sich das Velthis zwischen den
beiden dramatlsch verschlechtert hatte, kehrte er 17663@€etersburg ziick. Im glei-
chen Jahr erblindete er volistdig; trotzdem schrieb er rund digilfte seiner zahlreichen
Arbeiten (73 Bande) danach. Sie enthalten bedeutende &gtizu vielen Gebieten der
Mathematik, Physik, Astronomie und Kartographie.

Da f(—xz) = 1/ f(x) ist, gibt es hier keine Konflikte mit deiblichen

Konventiona™" = 1/a™; auch Schreibweisen wie*/" statt /a fir
die n-te Wurzel ausa sind mit dieser Definition veréglich, denn

f@/m)" = fn-1/n)= f(1) =e.
Die Losung unseres urgjomglichen Problemsaldt sich nun mit diesen
Bezeichnungen so zusammenfassen:

Satz: Zu jeder reellen Zaht gibt genau es eine Funktigh: R — R
mit den Eigenschaften

frle+y) = fo(2)- f.(y) und fo(x) = 1+rz

fur allez, y € R, namlich die Funktiory, (z) = ™
]

Eine Bank, die uns bei einem maiikiichen Zinssatz vop % davon ab-
halten will, sindig Banken zu wechseln, bietet uns also an, das Kapital
bei einer Anlage vorr € R Jahren mit dem Faktar™® zu multipli-
zieren, wobeir = p/100 ist. Bei einem Zinssatz von 5%ave dies

fur ein Jahr der Faktor®® ~ 1,051271096, wir bekmen also statt
flinf Prozent 51271096%, was 3|ch bei der angegebenen Genauigkeit
nicht vom Wert bei selindlicher Verzinsung unterscheidet. Wenn man
mit drei Nachkommastellen mehr rechnet, sieht man, daf s loki
sekindlicher Verzinsung mit 336 weitergeht, bei der Exporadfutnk-
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tion aber mit 376; bezogen auf eine Anlagesumme von eindiaktie
Euro entspricht dies einem Zinsgewinn von vier Cent.

Im Bankenalltag spielt diese sogenarkdatinuierliche Verzinsunkgi-
ne grofRe praktische Rolle, sie ist allerdings beliebt barfamathemati-
schen Modellrechnungen, da man mit der Exponentialfunidinfacher
und besser rechnen kann als mit&afslichen Zinsformeln.

Auch die Funktiore™ verhalt sich wie eine PotenzfunktioniiF eine
natirliche Zahln iste™ = (e”)". Dies legt es nahéiber die Exponen-
tialfunktion Potenzer® mit beliebigerreellen Basem und Exponen-
tenz zu definieren: Ist. = ", so solla® = ¢"* sein.

Firbeliebigereelle Basem ist das allerdings nicht tiglich: Schlief3lich
iste” > 1+« fUrz > 0 insbesondere positiv, und da® = 1/¢”
mulRe® sogar fir allez € R positiv sein. Wir niissen uns also zumindest
auf positive Basen beschanken.

Unser rachstes Ziel ist es, zu zeigen, dal ésjédes positiver € R
in der Tatgenaueine reelle Zahk gibt mit e® = a. Dazu sammeln wir
zuréchst einige Eigenschaften der Exponentialfunktion:

Lemma: a)e” > Ofuraller e R
b) e**¥ = % . ¢¥ fur allex,y € Runde® = 1
c)e* Y =¢"/eYfurallex,y € R.
d) Firz > yist auche” > e¥.
Beweis: ahaben wir uns bereitserlegt, und die erste Gleichung dn)s
ist einfach eine der beiden Forderungen an die Exponemtigtion.
Nach dieser Gleichung ist insbesondete= ¢°*° = ¢° . ¢°, was wegen
der Positiviit vone® nur filr e° = 1 mbglich ist. Weiter ist

Y . ¥ = o(E—YItY = T ,

alsoe®™Y = ¢”/eY, wie in c) behauptetd) ist wegen der Positivét
aller Funktionswerte gleichbedeutend mit der Ungleicheffg¥ > 1.
Nachc)iste”/e¥ = €Y, und das ist wegen der zweiten Forderung an
die Exponentialfunktion gif3er oder gleich 1 41— y), also echt gil3er

als eins. Damit ist alles bewiesen. .

Satz: Zu jeder positiven Zaht € R gibt es genau eine reelle Za|
fur diee? = z ist.
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Beweis:Da nach der zweiten Forderung an die Exponentialfunktion

stetse’ > 1 +y ist, gibt es zuichst eine reelle Zatbh mit e > z.
Entsprechend gibt es auch eine R mit ¢¢ > 1/x; da beide Seiten
positiv sind, folgte ™ < z. Mit a; = —cist dahere™* < z < ™.

Ausgehend vom Intervalk, b,] konstruieren wir wie beim Beweis der
\ollstandigkeit vorR eine Intervallschachtelungrfdie gesuchte Zakt
Wenn wir ein Intervall{i,,, b,,] konstruiert habenjfr dase"" < x < b=
ist, betrachten wir die Intervallmitte, = 3(a,, +b,). Fallse® > z ist,
nehmen wir als échstes Intervall die linke &fte von f,,, b,], setzen
alsoa,,; = a, undb,,; = c,; andernfalls nehmen wir die rechte
Halfte, setzen alsa,,,; = ¢,, undb, ., = b,,. Die Bedingungen an eine
Intervallschachtelung sind offensichtlich @itf, also definiert dies eine
reelle Zahly. Fir jeden Indexn ist e®» < e < e’ wir miissen
unsuberlegen, dal? mit den Differenzén — «,, auch die Differenzen
ebn — e beliebig klein werden. & jedesn ist

ebn _ ean — aan (ebn_an _ 1)

Nach der Eigenschaft 3) aus dem Beweis des Séilzesdie Existenz
der Exponentialfunktion giltifr jedesr € R die Ungleichung

e“(1—2) <1 oder e*—1<xe®.
Somit ist
ebn _ ean = ean (ebn_an _ 1) S ean ((bn _ an)ebn_an)

e’ (b, — a,) < e™(b, —ay),

dennb,, < b, fiir allen. Die Zahle™ ist eine Konstante; da{ —a,,),,c
eine Nullfolge ist, gilt somit dasselbe audir flie Folge der Differenzen
ebn — e, Da die Folge(e™"), ., monoton wachsend und durch

nach oben beschnkt ist, (eb")neN monoton fallend und durch nach
unten besclémkt, konvergieren beide; da die Differenzen eine Nulkolg
bilden, haben auch beide denselben Grenzwert, der sowaRégoder
gleich als auch kleiner oder gleiahsein muf3, also gleich ist. Somit
isteY = z, es gibt also eine reelle Zahlmit ¢” = y. Diese ist eindeutig
bestimmt, denn jedes 7 y ist entweder echt @f3er oder echt kleiner
als y, und damit muf3 nach obigem Lemma auchecht gbl3er oder
echt kleiner alg¥ = x sein.
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Definition: Istz > 0 eine positive reelle Zahl, so bezeichnen wir die
eindeutig bestimmte reelle Zahlmit ¢Y = x als dennatirlichen Lo-
garithmusy = logx von z. Einige Autoren schreiben augh= Inz um
speziell darauf hinzuweisen, dal3 dextirliche Logarithmus gemeint
ist und nicht einer der weiter unten definierten anderen.

Bis zum Aufkommen erschwinglicher Taschenrechner spidltega-
rithmen eine wichtige Rollelfr praktische Rechnungen. Der Grund
dafur liegt im folgenden

Lemma: Fir zwei positive reelle Zahlen y istlog(zy) = logz+logy.

Beweis:Nach der ersten definierenden Eigenschaft der Exponential-
funktion istel®92+109¥ = (loge . glogy = ..y Somit ist loge + logy die
eindeutig bestimmte reelle Zahl, die von der Exponentiddfion aufxy
abgebildet wird. Das ist aber nach Definition des Logaritemgerade

log(zy). .

Fur jemanden, der seine Rechnungen nur mit Bleistift und érapi
durchfihren muf3, sind Additionen erheblich weniger aufwendig als
Multiplikationen. Daher gab esiiher dickelL ogarithmentafelnin de-
nen die Logarithmusfunktion tabelliert war, daneben alaibgielswei-

se die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Zuitigli-
kation zweier Zahlen konnte man deren Logarithmen aus dé&inTa
ablesen, diese addieren und dann nachschauen, welcheuAgbghr)
diese Summe als Logarithmus hat.

Fur uns ist die Logarithmusfunktion beispielsweise intsaes zur De-

finition allgemeiner PotenzenilF eine positive reelle Zahl und eine

beliebige reelle Zaht definieren wir

J —
def

Fur eine naitrliche Zahln ist "9 = (°9%)" = 4", die Definition

fuhrt also fir natirliche Exponenten zum gewohnten Ergebnis.

z-loga

a €

Lemma: Zu zwei reellen Zahlen > 1 undz > 0 gibt es stets genau
eine reelle Zahj;, so daf%¥ = z ist.
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Beweis:Die Gleichunga? = ¢¥'°9¢ = 1 ist gleichbedeutend damit, daR

y -loga = logz ist. Daa > 1 vorausgesetzt war, ist lag> 0, wir
. - lo

konnen also durch log dividieren und erhaltep = %.

a

Definition: Diese eindeutig bestimmte Zaplwird als Logarithmus
vonz zur Basisu bezeichnety = log,, .

Gebiuchlich sind vor allem der fiher zum Rechnen mit Logarith-
mentafeln benutztdekadischd.ogarithmus Ige = log;,z, der nach
seinem,Erfinder* gelegentlich auch alsRBsGscher Logarithmus be-
zeichnetwird, sowie ddrinare Logarithmus bz = log, . Logarithmen
zu einer Basis &< a < 1 kdnnte man zwar problemlos definieren, sie
spielen aber weder in der Mathematik noch in deren Anweneueimne
nennenswerte Rolle.

Logarithmen sind auch heute noctitnlich unter anderem zur graphi-
schen Darstellung schnell wachsendenf@n: Tagt man diese auf einer
logarithmischen statt einer linearen Skala aufatnman im allgemeinen

aussageléftigere Darstellungen.

§7: Stetige Funktionen

Wir kdnnen die meisten reellen Zahlen, mit denen wir es in Theo-
rie oder Anwendungen zu tun haben, nw@herungsweise angeben.
Trotzdem wollen wir diese Bherungswerte in Funktionen einsetzen
in der Hoffnung, dafd sich der so berechnete Funktionsweht ne-
sentlich von dem unterscheidet, der beim Einsetzen degesx&W{erts
entstanden @re, daR kleindnderungen des Arguments also auch nur
kleine Anderungen des Funktionswerts bewirken.

Das mul nicht immer so sein: Definieren wir eine Funktfo®R — R
durch die Vorschrift
1 fallsz>e
f@)= {0 sonst

soistf(e) = 1. Verwenden wir aber den bei einer Genauigkeit viomf f
Nachkommastellen korrektenaNerungswer¢ ~ x = 2,71828, so ist
f(x) = 0, denn mit zehn Nachkommastellen éstz 2,7182818285,
d.h.z < e. Schlimmer noch: Wir &nnene mit beliebiger Genauigkeit
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anrghern durch die Zahle(r1+%)". Dadie Folge dieser Zahlen monoton
wachst und gegen konvergiert, sind alle Folgenglieder echt kleiner
alse, werden vonf also auf die Null abgebildet. Trotzdem jfe) = 1.

Setzen wirz dagegen ein in die Funktiop(z) = 22, erhalten wir
g(x) = 7,389046158 was sich nur geririgfig vom auf 15 Nachkom-
mastellen korrekten &herungswerg(e) = e ~ 7,389056098930650
unterscheidet. Funktionen wiewerden wir in diesem Paragraphen als
stetigbezeichnen, @hrend die gerade betrachtete Funkifa@umindest
beie unstetigist.

Funktionen niissen nicht auf garig definiert sein: So ist beispielsweise
die Funktionf(z) = 1/(2® — 1) nur fir Argumenter 7 +1 definiert, der
Logarithmus aus dem vorigen Paragraphen Gur:f > 0. Wir sollten
den Stetigkeitsbegriff daher so formulieren, dafl3 er au€¢Fanktionen
anwendbar ist, die nur auf einer Teilmenge Wdefiniert sind.

Definition: a) Eine Abbildungf: D — R von einer Teilmeng® C R

nachR heildtstetigim Punktz € D, wenn es zu jedema > 0 ein

0 > 0 gibt, so daB gilt: Edllt ein Elementy € D die Ungleichung
ly — x| < 4, soist|f(y) — f(z)| < e. Die Abbildung f heil3tstetig
(auf D), wenn sie in jedem Punkt € D stetig ist.

b) Eine Abbildungf: D — C von einer Teilmeng® C C nachC heif3t
stetigim Punktz € D, wenn es zu jedem > 0 einé > 0 gibt, so
daB gilt: Erfillt ein Elementy € D die Ungleichundy — x| < §, so ist
|f(y) — f(z)|] < . Die Abbildung f heif3tstetig (auf D), wenn sie in
jedem Punkt: € D stetig ist.

c) D wird jeweils als deDefinitionsbereiclvon f bezeichnet.

Da jede Teilmenge voR, insbesondere audh selbst, eine Teilmenge
von C ist, ware Teil a) der Definition eigentlichiiberflissig: Er ist
einfach ein Spezialfall vob). Da wir es in diesem Semester aber fast
ausschlief3lich mit reellwertigen Funktionen mit reellengédmenten zu
tun haben, brauchen wir vor allem diesen Spezialfall, soetafdich
explizit formuliert werden sollte.

Beginnen wir mit zwei trivialen Beispielen stetiger Fumkten aufR:

Die konstante Abbildung: R — R, die jedemz € R denselben Wert
f(x) = a € R zuordnet, ist stetig in jedem Punktc R und damit auf
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ganzR, denn fir jedesy € R und jedeg > O ist

|f(@) = fW)]=la—a|=0<e;
hier kanné also Wllig beliebig geviahlt werden.

Auch die identische Abbildung: R — R mit f(z) =  firallex € R
ist stetig in jedem Punkt € R und damit auf gan®, denn wahlen wir
zu vorgegebenem € R unde > 0 einfachd = ¢, so ist

[f@) = fW)l =z -yl <e,
wenn|z — y| < 6 = e ist.

So uninteressant diese beiden Beispiele erscheidgem sind sie doch
die beiden Bausteine, mit denen wir zeigémken, dal3 alle Polynom-
funktionen stetig sind.

Bevor wir das beweisen, wollen wir aber Agist noch zwei Beispiele
unstetiger Funktionen betrachten. Das erste ist genausirkigert wie
das Eingangsbeispiel dieses Paragraphen: Wir setzen
_f1 fallsx>0

@)= {O sonst
Diese Funktion ist an der Stelle= 0 unstetig, denn nehmen wir etwa
€= % so kann es keih > 0 geben, iir das|f(y) — f(0)| = |f(¥)| < &
ist wann immety — 0| = |y| < ¢ ist: Nehmen wir etway = §/2. so ist
fy)=1>e.

Furz # Oist die Funktiory in einer gewissen Umgebung verkonstant
und damit stetig irx; die Sprungstelle bet = 0 ist also die einzige Un-
stetigkeitsstelle vorf. Allgemein sind Sprungstellen stets ein Indiz f
Unstetigkeit; der Graph einer stetigen Funktiaf3t sich ohne Absetzen
des Bleistifts in einem Zug zeichnen.

Die DIRICHLETSChe Sprungfunktion

fz) = { 1 fallsz €@

0 sonst
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ist offenbar inkeinemPunktz € R stetig, denniir jedesy > 0 gibt es
sowohl rationale als auch irrationale Zahlemit |« — y| < 6.

JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 —
1859) wurde in der damals zu Frankreich geinden
Stadt Oiren geboren; er lehrte an den Universn
Breslau, Berlin und @ttingen. 1828 gab er den er-
sten strengen Beweidif die Konvergenz von GURI-
erreihen und untersuchte die Darstellbarkeit beliebiger
Funktionen durch solche Reihen. Auch unser heutiger
Funktionsbegriff geht auf RICHLET zurlick. Sein wohl
bekanntester Satz besagt, dal} eine arithmetische Pro-
gression, deren Glieder keinen gemeinsamen Teiler
haben, unendlich viele Primzahlen edith

Um moglichst schnell ridglichst viele Beispiele stetiger Funktionen zu
bekommen, wollen wir ungberlegen, da auch Summen, Produkte und
Quotienten stetiger Funktionen wieder stetig siAtnliche Aussagen
hatten wir bereitgiber die Konvergenz von Folgen bewiesen; um dies
anwenden zu&nnen, wollen wir Stetigkeit via Folgen charakterisieren:

Lemma: a) Eine Abbildungf: D — R von D C R nachR ist genau
dann stetigim Punkt € D, wennfirjede Folgef,,),,c von Elementen
ausD mit Grenzwertz gilt:

lim (@) = f@).

b) Eine Abbildungf: D — C von D C C nachC ist genau dann stetig
im Punktz € D, wenn fir jede Folge £,,),,cy von Elementen au®
mit Grenzwert gilt:

lim f,) = f().

Die Beweisefur a) und fur b) sind identisch, und néatlich ist auch
hier wiedera) ein Spezialfall vonb). Wir nehmen zuéchst an, die
Funktion f sei stetig inz und die Folge,,), o konvergiere gegen.
Zu jedeme > 0 gibt es dann eid > 0, so dal3f(y) — f(z)| < e ist,
falls |y — x| < 0. Wegen der Konvergenz der Folge gegegibt es zu
diesemy einng € N, so dalxz — z,,| < ¢ fur allen > ng. Fur diesen
ist dann auchf(z) — f(z,)| < ¢, die Folge derf(z,,) konvergiert also

gegenf(x).
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Umgekehrt konvergierelif jede gegerr konvergente Folgea,),,cy

von Elementen au® die Folge derf(z,,) gegenf(x); wir missen
zeigen, daf¥ stetig ist inz. Ware dies nicht der Fall,abe es eim > 0,

so dal es zu jeded > 0 einy € D gabe mit|ly — z| < ¢, aber
|f(y) — f(x)] > e. Insbesonderedpe es iir jede natrliche Zahln

einz, € D, sodaBz —x,| < 1/n ware, abel f(z) — f(z,)| > «.

Natirlich konvergiertdie Folge def, gegene, aber die Folge def(x,,)

kann nicht gegerfi(z) konvergieren, da alle Abshde derf(x,,) zu f(x)

mindestens sind. Dies widerspricht der Voraussetzung; als¢ istetig
in x. .

Damit kdnnen wir nun ziemlich leicht aus bekannten stetigen Fonkitn
neue konstruieren:

Lemma: K sei einer der beidendtperR oderC. Sind die Funktionen
fy9: D — K aufder Teilmengé C K stetig im Punkt € D, so sind
auch die Funktionen

‘e {D—>K g s {D—>K
. un - g.
g x — f(x) £ g(x) I z— f(z)- g(z)

stetig inz. Istg(x) Z 0 fur allex € D, soist auch
D—K

g f(z)

s I
- 9(x)

stetig inz.

Beweis:Wir benutzen das gerade bewiesene Lemma: Wegen der vor-

ausgesetzten Stetigkeit der Funktionfemndg in z ist fir jede gegen

konvergente Folge(,),, o von Elementen aud

im f(z,) = f(z) und lim g(z,) = g(2).

Das Lemma folgt damit sofort aus den im vorigen Paragrapbefgse-
nen Rechenregeliif Grenzwerte. .
Daraus folgt nun fast sofort, daf3 alle (reellen oder kongatgPoly-
nomfunktionen stetig sind: Wenden wir dieses Lemramtich an auf
das Produkt der Funktiofi(x) = = mit sich selbst, folgt, dal3 auch die
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Funktiong mit g(z) = 22 stetig ist auf ihrem gesamten Definitionsbe-
reich, und induktiv folgt weiter, daf3 auctirfiedes: € N die Funktion,
die z aufz™ abbildet, stetig ist. Multiplizieren wir noch mit einer kon
stanten Funktion,folgt alsathstes, daf auch alle Funktionen der Form
f(x) = az™ mit konstantem: undn € N stetig sind, und indem wir
mehrere solcher Funktionen und gegebenenfalls noch einstdate
Funktion aufaddieren, folgt dann

Lemma: K sei einer der beidenitperR oderC. Fur allen € N und
ag, - . ., a, € K istdie Funktion

K- K
T a,x" +a, "t ag+oag

n—1
stetig auf ganzx. .

Bei Quotienten von Polynomeniiasen wir etwas vorsichtiger sein, da
deren Nenner nirgends verschwinden darf. Deshalb giltrhier

Lemma: f(z) = a,z" +a, 2" 1+ -+ ax + ag und g(z) =
by, @™ + by, _qx™ L+ o+ bx + by Seien zwei Polynomfunktionen,
undD sei eine Teilmenge voR oderC, so dafy(x) # O fur allex € D.
Dann ist der Quotienf(z)/g(x) eine auf gan) stetige Funktion. .

Auller durch Grundrechenartetrinen wir Funktionen auch durch Hin-
tereinanderaughren miteinander verkipfen. Hier gilt:

Lemma: K sei einer der beiden étperR oderC. Sind f: D — K
und g: D' — K stetige Funktionen derart, daf{z) € D’ fur alle
x € D, so ist auch die Hintereinanderaulfungg o f: D — K mit

(90 NE) = 9(f(@)) stetig.

BeweisZu jedem: € D unde > 0 gibtes zuachstwegen der Stetigkeit
von g im Punkt f(z) eind > 0, so dafg(f(z)) — g(y)| < ¢ ist wann
immer|f(z) — y| < d ist. Wegen der Stetigkeit vofiim Punktz gibt es
zu diesem wiederum eim, so daflf(z) — f(y)| < distfurallex € D
mit |z — y| < n. Fir diesey ist daher auchg(f(z)) — g(f())| < e.

Damit ist die Stetigkeit vog o f in 2 gezeigt. .
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Funktionen mit reellen Argumenterdknen wir schliellich auch noch
verknipfen, indem wir je nach @fRe des Arguments eine andere der
Funktionen anwenden. Hier gilt

Lemma: f;: D, — Rseienfiri =0,...,r stetige Funktionen auf den
TeilmengenD,; C R, undD sei die Vereinigung alleD,. Weiter seien
a, < --- < a, reelle Zahlen derart, daf3

{reD|a,<x<au} CD;, furi=1...,r—1,
{xeD’xSal}gDo und {xeD‘xZar}gDT,

und by, ..., b, seien beliebige reelle Zahlen. Dann ist die Funktion
f:D — R mit

folx) furz <ay

filx) furae, <z <aymitO<i<r

fo(x) flra, <=z

b, furz =aq,

stetig aufD \ {a4, . .., a,}. Sie ist genau dann stetig im Punkt wenn
fi—a(a;) =b; = fi(a;) ist.

Beweis:Ist z # a, fur allei, so ist entweder < a; und f(z) = fu(x),
oderz > a, und f(z) = f.(z) odera; < x < a,; und f(x) = f;(x)
fureini € {1,...,r — 1}. In jedem Fall gibt es ein > 0, so daf auch
jedesy € R mit |z — y| < n dieselbe(n) Ungleichung(en) éik. Ist
also f(z) = f;(x), so ist auchiir jedes solchg, das inD liegt,y € D,
und damitf (y) = f;(y).

Sei nune > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit vfingibt es ein
8" > 0,sodalf;(y) — fi(z)] < efuralley € D, mit|y — x| < §’. Wir
setzery = min(y’, n); fallsy € D und|y — x| < 6, istdanny € D, und
damit

f@) =

|fw) — f@)| = f:(v) - filx)] <e.
Dies zeigt die Stetigkeit voifi im Punktz.

Nun seiz = a,;. FUr eine Folge von Zahlen, € D,_; mit Grenzwert,
ist dann

JH‘OO fx,)= n'LmOO fica(@,) = fiia(ay)
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wegen der Stetigkeit voyi_,, und ur eine Folgey,,),,cx Mity,, € D,
ist

m g, = m £, = )

wegen der Stetigkeit voifi,. Da f(a,) = b, ist, kann die Funktion also
nur stetig sein, wentfi,_,(a;) = b, = f;(a,) ist.

Sei nun umgekehrt diese Bedingungigitf und (z,,),,cn Sei irgendeine
Folge von Zahlen auB, die gegera, konvergiert. Wie oben gibt es eine
Schranke), so da alley € D mita, — n <y < a,;in D,_, liegen und
auf f,_;(y) abgebildet werden, &hrend alley mita, < y < a; +nin
D, liegen und auff;(y) abgebildet werden. Zu diesengibt es wegen
der Konvergenz der Folge e, € N, so daljja, — z,,| < n fir alle
n>n,g.

Da f;_, stetig ist, konvergiert die Teilfolge jener,, die inD,_, liegen,
gegenf;_4(a;) = b;; es gibt alsoiir jedes: > 0 einn, € N, so dal}

|f(x,) —b;] = ’fi—1(17n) - bi’ <e
fur allen > n,, die in D,_; liegen. Entsprechend gibt es auch ein
ng € N, so daf3

|f(z,) = b = [fi(z,) — b <e
furallen > ng, dieinD;, liegen. AuRerdem wissen wir, dafi fur jedes
n > ny in D;_; oderD, liegen muB. Brn > ng = maxf,, n,, ng) ist
daher| f(z,) — b;| < £, womit wir gezeigt haben, daR die Folge der
gegenf(a;) = b; konvergiert. Da die Folge beliebig war, zeigt dies die

Stetigkeit vonf im Punkta,.
]

In vielen Anwendungen werden allg;, = R sein; in diesem Fall haben
wir also auf ganR stetige Funktionerf,: R — R furi =0,...,7. In
diesem Fall ist auctb = R, und f ist stetig aufD \ {a,,...,a,.}. Im
Punkta, ist es genau dann stetig, wefin (a;) = b; = f;(a;) ist.

Als einfaches Beispiel&nnen wir die Betragsfunktion betrachten:
xz fallsz >0
f(x):{ 0 fallsz=0

—x fallsz <0
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Da fy(z) = = und f;(z) = —x auf ganZR stetig sind und néirlich auch
fo(0) = 0 = £,(0) gilt, ist die Betragsfunktion erwartungsgafstetig
auf ganzR.

AuRer Polynomfunktionen und dem Betrag gehiie Exponentialfunk-
tion zu den wenigen uns bereits bekannten Funktionen; dakitan wir
auch ihre Stetigkeit untersuchen:

Lemma: Die Exponentialfunktion ist stetig auf gaiz

BeweisFurjedes: € Ristnach Eigenschaft 3) der Exponentialfunktion
e"(1—u) < 1, alsoe” — 1 < we". Damit ist fir zwei reelle Zahlen
u<v

e’ —e"=e"e" " -1 < e (v—we " =(v—u)e".

Istw > v, so gilt wegen der Monotonie der Exponentialfunktion erst
recht die Ungleichung

e’ —e" < (v—u)e” furaleu<v<w.

Daraus folgt nun sofort die Stetigkeit der Exponentialfiimiin einem
vorgegebenen Punkt Zu gegebenera > 0 wahlen wir eine Zahtv
derart, daz® > e” +e. Mit § = e~ “eistdann firy mit |z — y| < ¢

le® —e¥| <e¥-|ly—z| <e“d=c¢.

Dies zeigt die Stetigkeit der Exponentialfunktion. .

Korollar: Furjedes: > 0 ist die Funktionf(z) = a” stetig auf ganR.

Beweis:Wir schreiberu® = ¢”'°9%, Die lineare Funktion: — z - loga

ist stetig und nach dem gerade bewiesenen Lemma auch die&xjoel-
funktion. Somit ist aucty als Hintereinanderausiirung dieser beiden
Funktionen stetig. .
Man beachte, daf’ wir hier nicht den Logarithmus als Funksondern
nur den Wert log: als Konstante verwendet haben. Trotzdeigchten
wir natiirlich wissen, ob die Logarithmusfunktion stetig ist. Ziésage
soll aber erst einmal ziickgestellt werden, denn die nun folgenden
allgemeinen Aussageiiber Stetigkeit werden uns Ergebnisse liefern,
mit denen sich insbesondere auch dies einfach entschéifien |
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Wir untersuchen dazu den Wertebereich einer FunktionaBkten wir
etwa die Funktiorf(z) = xz aufdem Intervall = [0, 1]. Dessen Infimum

ist die Null, Supremum ist die Eins, und beides liegt im laédic Das
Bild ist einfach wieder das Intervall [], besteht also insbesondere
genau aus den Zahlen, die zwischen dem Infimum und dem Supremu
der Funktionswerte liegen.

Ein abgeschlossenes Intervall allein §ghallerdings noch nicht, um
dies sicherzustellen: Die Funktion
0,1]—=R
. x fallsz <
f

T — 0 fallsz =
z—1 fallsz >

NI

NIRNIFRNI-

hat in ihrem Wertebereich alle Zahlen zwischeé und 2, nicht aber
diese beiden Zahlen selbst. Sie ist aIIerdingSIbvei% nicht stetig.

Wenn wir sowohl Stetigkeit fordern als auch von einem abiglessenen
Intervall ausgehen, kann so etwas nicht passieren:

Lemma: f: D — R sei eine stetige Funktion, und das abgeschlossene
Intervall [a, 0] liege ganz im Definitionsbereich. Dann gilt:

a) f ist beschankt auf [z, b]

b) Istm = inf{f(z) | # € [a, b]} die gBRte untere Schrankér die
Funktionswerte aufd, b] und M = sup{ f(z) | = € [a, b] } die kleinste
obere Schranke, so gibt es Zahlen, z,, € [a, b], fur die f(z,,) =m
und f(x,,) = M ist.

Beweis: a)Angenommen, der Betrag vof(z) ware nicht besclimkt
auf [a, b]. Dann gabe es insbesondere zu jedens N einz,, € [a, ],
sodaflf(z,)| > nware. Daalle Glieder der Folge,(),, o im Intervall
[a, b] liegen, ware die Folge beschnkt; nach dem Satz vondBzANO-
WEIERSTRASSgabe es daher eine konvergente Teilfolge)( y mit
Y, = z,, , wobeiv, eine streng monoton ansteigende Folgéirigher
Zahlen ist. Der Grenzweftder Folge ¢,,),,cy MuBte die Ungleichung
a <y < berfillen, da diese von allen Folgengliedegnerfullt wird.
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Nun betrachten wir die Folge der Zahléty,,)/v,,. Die Folge der 1v,,

ist eine Nullfolge, die de¥f (y,,) konvergiert wegen der Stetigkeit vgh
gegenf(y); nach den RechenregeliarfGrenzwerte éire daher auch
die Produktfolge eine Nullfolge. Andererseits hat apey,) = f(z,, )
einen Betrag gif3erv,,, so dafl f(y,,)/v,| > 1 istfur allen, so daR die
Folge unndglich gegen Null konvergieren kann. Dieser Widerspruch
zeigt die Besclanktheit vonf auf [a, b].

b) Auch hier argumentieren wir indirekt: Angenommen, ébg kein
z,, € [a, b], so dal3f(x,,) = m ware. Dam als Infimum insbesondere
eine untere Schranke istane dannf(z) > m fur allez € [a, 0], also
ware die Funktion
()= — 1

K@ = m
stetig und positiv in allen Punkten aus p]. Nacha) gabe es daher eine
obere Schranké’ fur diese Funktion. Die Ungleichungx) < N ist
aber gleichbedeutend mit

f(x)—mz% oder f(x)2m+%

fur allez € [a, b]. Dies widerspricht der Definition vom als gib3ter
unterer Schranke. Dieser Widerspruch zeigt, dal3 die Aneabsgbe
keinz,, € [a, b] mit f(z,,) = m, falsch war.

Fur die kleinste obere SchranRé konnen wir entweder genauso argu-
mentieren, oder aber wir nutzen aus, dal¥ die gioRte untere Schranke
von — f ist. Wie gerade gezeigt, gibt es daher gip € [a, b], so dal3
—f(xp) = —M, alsof(x,,) = M ist. .
Als nachstes wollen wir zeigen, dafld unter den Voraussetzungsedli
Lemmas auch alle Wertewischermn und M angenommen werden.
Dazu beginnen wir mit einem Spezialfall, den zumindestganvohl
schon von Kurvendiskussionen aus der Schule kennen:

Lemma: f:[a, ] — R sei eine stetige Funktion unf{a)f(b) < O,

d.h. f(a) und f(b) haben verschiedene Vorzeichen. Dann gibt es ein

x € (a, b), so dal¥f(x) = 0 ist.

Beweis: Wir konstruieren einen solchen Punkt durch eine Inter-
vallschachtelung aus Intervallem,[, b,,] mit der Eigenschaft, dafl3
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fla,)f(®,) < O furallen € N. Als erstes solches Intervalbknen
wir einfach fa4, b;] = [a, bl nehmen.

Wenn wir das Intervalld,,, b,,] konstruiert haben, betrachten wir dessen
Mittelpunktc,, = 1(a,,+b,). Waref(a,) f(c,) > 0undf(b,) f(c,) > O,
so waren entweder alle drei Zahlen, b,,, c,, positiv oder alle drei ne-
gativ, so daf3 auclfi(a,,)f(b,,) > O ware, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Also ist mindestens eine der beiden Zahlen kleihergleich
Null. Falls f(a,,) f(c,)) < 0ist, nehmen wir die linke Bifte [a,,, c,] des
Intervalls als neues Intervalk],,, b,,,,], andernfalls die rechte &ifte
[c,0: )

Es ist klar, dal3 dadurch eine Intervallschachtelung definiied, denn
jedes Intervall ist als linke oder rechtéilite seines Vorgngers insbe-
sondere in diesem enthalten, und da jedes Intervall nur hatth so
lang ist wie sein Vorgnger, bilden die Intervalhgen eine Nullfolge.
Also definiert diese Konstruktion eine reelle Zahé [a, b]. Wegen der
Stetigkeit vonf ist

f@=f(lim a,)= lm f,) und
f@=f(lim b,) = lim f(,), also
f@P= lim f(a,)- im fb,)= Im (£(a,)f(,) -

AuRerdem ist nach Konstruktiof{a,,) f(b,,) < O fur allen € N; somit
muR der Grenzwerf(z)? kleiner oder gleich null sein. Als Quadrat
einer reellen Zahl kann er nicht negativ sein, alsgfiat) = f(z)? = 0,
und wir haben eine Nullstelle gefunden. .
Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf andere Werte hlistoun
nur noch eine reine Formadit, wir erhalten den

Zwischenwertsatz: f:[a, ] — R sei eine stetige Funktion auf dem
abgeschlossenen Intervall [b]. Weiter seim = inf{ f(z) | z € [a, b]}
die gdlite untere Schrankérf die Funktionswerte aui:f b] und ent-
sprechend/ = sup{f(z) | = € [a, b]} die kleinste obere Schranke.
Dann gibt es zu jeder reellen Zahimit m < ¢ < M einz € [a, b], SO
dalRf(x) = cist.
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Beweis:Fir ¢ = m und fur ¢ = M haben wir das bereits bewiesen; wir
kdnnen also zwei Werte,,,, z,, € [a, b] finden, so dafl¥(z,,) = m
und f(x,,) = M ist. Wir wollen unsiiberlegen, dal esifm < ¢ < M
sogar zwischenm,,, undx,, einz gibt mit f(z) = c¢. Dazu wenden wir
das vorige Lemma an auf die Funktigx) = f(z) — c auf diesem
Intervall [a*, b*], d.h. fir a* = min(z,,,, z,,) undbd* = max,,, x,)-
Die Voraussetzungen sind &lit, denn

9(a)g(®) = g(x,,)g(xp) = (f(2,,) — ) (f(zpr) — ©)
=(m—-c)(M —-¢c) <0,

dam < cund M > cist. Somit gibt es im Intervalld*, b*] C [a, 0]
einz mit g(x) = f(z) — ¢ = 0, alsof (x) = ¢, wie behauptet.

Damit haben wir alle @tigen Vorbereitungen, um uns mit der Existenz
und Stetigkeit von Umkehrfunktionen zu beaétigen.

Definition: Eine Funktiong: f(D) — D heif3t Umkehrfunktionder
Funktionf: D — R auf D C R, wenn

g(f(x)) ==z furallez € D und f(g(y)) =y furalley € f(D).

Wenn die Funktionf: D — R eine Umkehrfunktiong hat, mufd
sie notwendigerweise injektiv sein, denn igfx) = f(y), so ist
z = g(f(x)) = 9(f(y)) = y. Insbesondere ist die Umkehrfunktion,
so sie existiert, eindeutig bestimmt, den¢y) ist das Urbild von y
unter f. Wegen dieser Eindeutigkeit schreibt mangft £ 1.

Bei stetigen Funktionendmgt die Injektiviat eng zusammen mit der
Monotonie:

Definition: a) Eine Funktionf: D — R auf einer Teilmengéd® C R

. wachsen . . .
heil3tmonoton ? wenn fir allex,y € D mit z < y gilt:

o) {i} i fallend

b) Die Funktionf heiRtstrikt oderstreng monotor{vg(ﬁgi%n}, wenn
fur allex,y € D mitz < y gilt f(z) {i} ).
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Wenn wir eine Folge auffassen als eine Funktion, die jedgirtehen
Zahln das Folgenglied,, zuordnet, wird diese Definition gerade zur
Definition einer (strikt) monotonen Folge; die beiden Maoebegriffe
sind also kompatibel.

Lemma: Eine stetige Funktiorf:[a, b] — R ist genau dann injektiv,
wenn sie streng monoton ist.

Beweis:Falls f auf [a, b] streng monoton ist, &nen zwei verschie-
dene Werter, y € [a, b] nicht auf denselben Funktionswert abgebildet
werden, denn wegen der strengen Monotonie mul3 eine demrbeite

gleichungery(x) < f(y) oderf(x) > f(y) gelten.

Ist umgekehrtf injektiv auf [a, b], SO niissen wir uns zuichst
Uberlegenwelche Monotonie wir beweisen wollen. Dazu betrachten
wir die Funktionswerte an den Intervallenden; fafig) < f(b), ist f
auf [a, 0] sicherlich nicht monoton fallend; wir iissen also zeigen, dal3
f dann auf ganzd, b] monoton vachst.

Wir Uberlegen uns zdchst, dal¥ (o) < f(z) < f(b) ist fur alle x aus
dem offenen Intervalld, b). Ware ramlich f(z) < f(a), so mifite f
nach dem Zwischenwertsatz im Intervall p] den Wertf (a) annehmen,
im Widerspruch zur Injektivit auf [z, b]. Entsprechend fif3te f im
Intervall [a, x] den Wertf(b) annehmen, fallg'(z) > f(b) ware.

Gabe es nun im Intervalk( b) zwei Punkter < y mit f(x) > f(y), so

gabe es wegen der Ungleichuri¢n) < f(y) < f(z) nach dem Zwi-
schenwertsatz ein € [a, ] mit f(z) = f(y), wieder im Widerspruch
zur Injektivitat. Somit istf monoton wachsend aud [ b].

Falls f(a) > f(b) ist, ist —f(a) < —f(b), wir kbnnen also das gera-
de bewiesene auf die Funktionf anwenden. Da diese somit streng

monoton viachst, mul¥ selbst streng monoton fallen. .

Satz: f:[a, b] — R sei eine streng monoton wachsende stetige Funk-
tion. Dann gilt:

a) f bildetdas Intervallg, b] ab aufdas Intervalth, M]mitm = f(a)
und M = f(b).
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b) f hat eine streng monoton wachsende Umkehrfunktion, d.le ein
Funktiong: [m, M] — [a, b], fr die f o g die Identiit auf fm, M]
istundg o f die Identifit auf [a, b].

C) g ist stetig auffn, M].

Beweis: aegen der vorausgesetzten Monotonie istifah f(a) das

Minimum undf(b) das Maximum der Funktionswerte auf dem Intervall

[a, b]. Nach dem Zwischenwertsatz wird auch jede Zahl zwischeseti

beiden Werten angenommen.

b) Als streng monoton wachsende Funktionfishsbesondere injektiv;
daher gibtes zujedeme [m, M]genaueirx € [a, b], sodal¥f(z) =y
ist. Natirlich setzen wirg(y) = x; damit ist schon nach Konstruktion
fogly) = f(g9()) = f(z) = y. Entsprechend isj o f(z) = g(f(z))
das einzige Element des Intervalts p], das auff(x) abgebildet wird,
alsox. Auch die strenge Monotonie vanist klar: Ware ramlich fur
y1 < yp nichtg(y;) < g(y,), S0 wareg(y,) < g(y;) und damit wegen
der Monotonie vory auchy, = f(g(y2)) < f(9(y1) = y1.

¢) Auch die Stetigkeit vory folgt leicht aus der Monotonie vorf.
Wir betrachten zuachst nur Punkte im offenen Intervath( M). Sind

y = f(zg) € (m, M) unde > 0 vorgegeben, sodnnen wire natirlich
problemlos verkleinern; wir nehmen an, dal® sowphle als auchy +¢

in (m, M) liegen. Dann gibt es Elemenig undz, aus f, b], so dal3
f(zq) =y — e und f(z,) = y + ¢ ist. Wir definieren als das Minimum
der beiden Zahlemy, — x; undz, — z,. Ist dannjx — z4| < 4§, S0 ist
insbesondere; < z < w,, alsoy — e < f(z) < y +¢ und damit
|f(x) =yl <e.

Zu zeigen bleibt noch die Stetigkeit in den IntervallgrenzBazu
konnen wir fast genauso vorgehen wie gerade ebéssen aber beach-
ten, da3 es links vom und rechts vord/ keine Werte mehr gibt, die wir
in g einsetzen &nnen. Daher verlangen wir im Falle vgr= m = f(a)
nur, dally + e < M ist, und setzed = z, — xg; falls |z — zg| < 9, ist
danna < z < z,, alsom < f(z) < m+e und damit| f(z) — y| < e.
Analog folgt die Behauptundif die obere Grenze. .
Ein entsprechender Satz gilt idich auch fir streng monoton fallende
Funktionen; hier missen wir einfach die Rollen varundb vertauschen:
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Satz: f:[a, b] — R sei eine streng monoton fallende stetige Funktion.

Dann gilt:

a) f bildetdas Intervallg, b] ab aufdas Intervalbfy, M]mit M = f(a)
undm = f(b).

b) f hateine streng monoton fallende Umkehrfunktion, d.h. Eimek-
tion g:[m, M] — [a, b], fur die f o g die Identiit auf fn, M] ist
undg o f die Identifit auf [a, b].

C) g ist stetig auffn, M].

Beweis:Wie wenden einfach den obigen Satz ayf an. .

Wir interessieren uns vor alleniif die Anwendung der obigenag&e
auf die Exponentialfunktion und auf Potenzfunktionen, davir so die
Stetigkeit von Logarithmus und Wurzelfunktionen unteterclonnen.
Da der maximale Definitionsbereich dieser Funktionen iméswi Fall
ein abgeschlossenes Intervall igirken wir den obigen Satz nicht direkt
anwenden, sondern brauchen @ahst noch ein

Lemma: f: D — R sei eine Funktion aub C R, und zux € D seien
a, b so gevahlt, daln < = < bist. Wenn die Funktion

| Dn (a, b)) = R
g r ()
im Punktx stetig ist, ist auclf stetig inz.

Beweis:(z,,),cn Sei eine Folge von Punkten adg die gegen: kon-
vergiere. Wir vahlenn > 0 so, dafs < z —nundx +n < bist, d.h.
jede reelle Zahy mit |z — y| < n liegt in (a, b). Dazu gibt es wegen
der Konvergenz der Folge ey, € N, so daB|z — z,,| < n fur alle

n > ny. FUrn > n, ist somitz,, € (a, b) und damitf(z,) = g(z,,).
Wegen der Stetigkeit vog konvergiert die Teilfolge derf(x,,) mit

n > ng daher gegemy(z) = f(z), und da es bei Konvergenzfragen
auf die Anfangsglieder nicht ankommt, konvergiert auchidige aller

f(z,) gegenf(z).

Damit folgt nun leicht
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Satz: a) Der Logarithmus zu jeder Basis> 1 ist stetig auf der Menge
aller positiver reeller Zahlen.

b) Ist n eine ungerade niatliche Zahl, so ist die Funktiom — /=
stetig auf ganR.

c) Istn eine gerade nétliche Zahl, so ist die Funktion — 3/ stetig
auf der Menge aller nichtnegativer reeller Zahlen.

Beweis: a)y sei eine positive reelle Zahl, urgdd seien zwei weitere Zah-
len, so dal3 &< ¢ < y < d ist. Wegen der Monotonie des Logarithmus
ist dann auch loge < log, y < log, d, und die stetige streng mono-
ton wachsende Funktion— o bildet das Intervall [log ¢, log, d] ab
auf[e, d]. Nach obigem Satz hat sie daher eine stetige Umkehrfumktio
[c, d] — [log,c, log, d], die auf [c, d] mit dem Logarithmusdibere-
instimmt. Daher ist der Logarithmus nach obigem Lemma cptieti
Punkty.

b) Nun seiy € R beliebig unde,d € R so, dalle < y < d ist. Die
Funktionz — z™ ist fir ungerade: auf ganzR streng monoton wach-

send und bildet das Intervglk/c, {‘/E] ab auff, d]. Daher gibt es eine

stetige Umkehrfunktion, die dort mit derten Wurzellibereinstimmt.
Somit ist die Wurzelfunktion stetig im Punjt

C) y sei eine nichtnegative Zahl und> y. Da n gerade ist, ist die
Funktionz — z" streng monoton wachsend auf der Menge aller nicht-
negativer Zahlen, insbesondere also auf dem Intef@alk/c]. Also
gibt es eine stetige Umkehrfunktion,[8] — [0, {L/E} die dort mit
der Wurzelfunktioniibereinstimmt, womit auch hier die Stetigkeit im

Punkty gezeigt ist. .

§8: Summen und Reihen

Wenn wir per Computer einen Funktionswe#herungsweise berech-
nen lassen,d&nen je nach Funktion im Hintergrund sehr verschiedene
Formeln ausgewertet werden. In vieleallEn aber werden Polynome
und &hnliche Summen ausgewertet. lrachsten Kapitel werden wir
sehen, wie man die meisten interessanten Funktionen alz@egte
einer Folge von Polynomen darstellen kann; hier soll esehst nur

um einige erste Grundlagen gehen.
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Reihen sind spezielle Folgen, deren Glieder nicht direfibabat werden,
sonderriber die Differenz zu ihrem Voémnger. Ist alse; = a4 das erste
Folgengliedund,, = z,,_, +a,, SO ist

n
x, = E ap
k=1

die Summe der Zahlen vom, bis a,,. Falls diese Folge gegen einen
Grenzwert: konvergiert, schreiben wir

n o0
z = lim E akzg ay, -
n—oo
k=1 k=1

Die Zahlena,, und damit auclr,, kdnnen dabei wahlweise reelle oder
komplexe Zahlen sein.

Als Beispiel einer Reihe betrachten wir wieder ein Geldgalait einem
festen Zinssatz vop %, gehen aber jetzt davon aus, daf3 jedes Jahr am
ersten Januar eine feste Sumarggnbezahlt wird. Wir interessieren uns
fur den Kontostand am ersten Janualahre nach Kontoéffnung.

Bei der Kontoedffnung wurde erstmalig deahrliche Anlagebetrag
einbezahlt: diese Summe standahre lang auf dem Konto, wurde als
n mal mitg = 1 +p/100 multipliziert und wuchs damit auf;".

Am ersten Januar des Folgejahres wurde wieder die gleicher®u
einbezahlt; da sie nur— 1 Jahre auf dem Konto stand, wird sie nur mit
¢"~! multipliziert. Der zwolf Monate sgiter einbezahlte Betrag wird
entsprechend nur mif® 2 multipliziert, und so weiter bis zum ersten
Januarn Jahre spter, wenn der Betrag gerade erst einbezahlt wird
und damit ndirlich noch keine Zinsen abwirft.

Der Betrag, der nach Jahren zur Veifgung steht, ist somit
n
z, :aq”+aq”_l+---+aq+a=Zaqk.
k=0

Diesen Ausdruck #&tten wir gerne in einer einfacheren Form. Dazu
verhilft ein einfacher Trick: Wir multiplizieren ihn mi:
n+l
qr, =aq" +aq" +---+ag® +aqg= _ag".
k=1
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Vergleichen wir dies mit der Darstellung var),, so kommen fast alle
Terme in beiden Summen vor; lediglich am Anfang und am Enbe gi
es Diskrepanzen. Dahepknen wir mit einer deutlichen Vereinfachung
rechnen, wenn wir die beiden Summen voneinander subteahier

n+l 1
g—1"
wobei letztere Formel nétlich nur fur ¢ # 1 gilt. (Die Formel firg = 1
kann sich hoffentlich jeder Leser sellgberlegen.) Auch ohne diese

Formel ist klar, daf3 die Folge, im bei einer Geldanlage angestrebten
Fall ¢ > 1 unbeschinkt wachst.

n+l

(¢ — Lz, =qz, —z, =a¢g™ —a, alsoist xn:aq

Was passiert, wenp < 1 ist? Unter dem Gesichtspunkt einer Geldan-
lage mag dieser Fall unrealistisch erscheinen, wenn wirladdenken,
dal gerade bei einer langfristigen Geldanlage auch diditnflaeiick-
sichtigt werden muf3 und nicht zu allen Zeiten jede Anlagemirber
der Inflationsrate liegenden Zinssatz erzielt, kann auchuenindest
nicht ausgeschlossen werden. Die Annahme diber lange Zeit kon-
stanten Inflationsrate ist zwar figlich noch unrealistischer als die ei-
nesiber lange Zeit konstanten Zinssatzes, aber bei der Anwendu
mathematischer Methoden tastet man sich meist langsamovoex-
trem idealisierten (sprich:0llig unrealistischen) Modellen zu immer
realitatsraheren und im Idealfall schlieBlich auch praktis¢tiztichen.

Gehen wir also aus von einer abstrakt mathematischen Biudiir
haben zwei reelle oder komplexe Zahlemnd ¢ # 1, und wir inter-
essieren undif das Verhalten von

n n+l
_ _ g -1
x, = E OLq’C sa— 1
k=0 q

Aus §4 wissen wir, daf’ die Folgey’),, oy fur [¢| > 1 betragsraRig
unbeschainkt wachst, @ir |¢| = 1 aberg # 1 unbestimmt divergiert und
fur |g| < 1 gegen null konvergiert. Damit ist nach den Rechenreggln f
Grenzwerte klar, dal3 im letzteren Fall die Folge der

n+l_1

n n+l
q 1—¢q
xn:Zaqk=a 1 =a 1_
k=0 q q
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gegena/(1 — q) konvergiert. Fr |¢| < 1 ist somit
> a
Zaql~C = 1o
k=0 4

Damit haben wir zumindest eine unendliche Reihe ausgeetctie
sogenanntgeometrische Reih&Vie sich bald zeigen wird, ist dieses
zuréchst sehr speziell erscheinende Resultat der Ausganigsfiun
deutlich allgemeinere, interessante uridiastiche Ergebnisse.

Wenn eine Summe aus unendlich vielen Termen einen endlMlezh
haben soll, riissen die einzelnen Summanden zumindest langfristig
klein werden. Als erste konkrete Bedingung erhalten wir

Lemma: Falls die Summe mit Summandes,§,cy konvergiert, mufd
(ar)ren €ine Nullfolge sein.

Beweis:Wenn die Folge der Teilsummen, = >"}"_; a, konvergiert, ist
sie insbesondere einean@cHY-Folge, es gibt also zu jedem> 0 ein
ng € N,sodallz,, — z,,| < efurallem,n > ng. Dies giltinsbesondere
furm =n+1; furn > nyistdahelz,,; — z,| = |a,.1] < &. Somitist
(a1)ren €ine Nullfolge. .
Um zu sehen, ob auch die Umkehrung dieser Aussage gilt,d¢ma
wir die Summe der Zahlen/k, setzen also

"1
x, = - .

Um einen ersten Eindrudker die Konvergenz dieser Reihe zu bekom-
men, berechnen wir einige Gliedeimerungsweise:

210~ 2,92896825396825 100000~ 12,0901461298634

100~ 5,18737751763962 1000000~ 14,3927267228657
1000~ 7,48547086055034 210000000~ 16,6953113658598
10000~ 9,78760603604438 7100000000~ 18.9978964138539

Die Teilsummen steigen nur recht langsam an, allerdingdiésDif-
ferenz zwischem g, undzqy. bei den hier betrachteten Werten stets
ungethr gleich; wenn man nachrechnet kommt man auf et@@2585.
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Das spricht nicht ddifr, dal3 die Summe gegen einen endlichen Grenz-
wert konvergiert, und in der Tat divergiert diese sogenanatmonische
Reihe Das kbnnen wir am einfachsten dadurch sehen, daf? wir die Dif-
ferenzen zwischen den Teilsummen zu aufeinanderfolgeAdemer-
potenzen absdizen: Da die Folge der Zahlefimonoton &llt, ist

2n+1 2n+1 1
Z Z 2n+1 = W -k
k= 2n+l k=2n+1
Damit ist
2n+1 n 27n+1 n + 1
B S B
m=0 k=2m+1

und das vaichst unbegrenzt mit wachsendenDie harmonische Reihe
divergiert also (bestimmt) gegen unendlich.

Sie schrammt allerdings nur haarscharf an der Konvergerizeudm
Kapitel Uber Integralrechnung werden wir sehen, dal’ die Summe der
Zahlen Y/n" fur jedegeeller > 1 konvergiert. Err = 2 etwa kann man
(mit Methoden jenseits der Analysis | wie beispielsweise Teeorie

der FOURIER-Reihen) zeigen, daR die Reihe gegen'6 konvergiert;
entsprechend ergeben sich aughdndere gerade natiche Zahlen-
Summen der Form” mal rationale Zahl. Die Grenzwertigfungerade

sind erheblich schlechter verstanden.

Wenn wir bei Summen und Reihen sind, sollten wir auch enddiole
Summenformel beweisen, die zwar nichts mit unendlichenrSemzu
tun hat und eigentlich auch nichts mit Analysis, die aberhdaach in
der Analysis immer wieder gebraucht wird. Es geht darum,rdte
Potenz einer Summe ¢ b) durch Terme der Form*b* auszudiicken.

Der Ansatz ist einfach: Wir schreiben
(a+b)" =(a+b)(a+b) --(at+b)
n Faktoren
und multiplizieren dies aus nach dem Distributivgesetndzh erhalten
wir die Summe aller Produkte ausFaktoren, wobei dei-te jeweils ei-

ner der beiden Summanden ausder Klammer ist. Insgesamt erhalten
wir also 2 Summanden; wegen der Kommutattitler Multiplikation
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haben diese jedoch allesamt einen der 1 Werte a*b"~* mit ei-
nemk zwischen 0 undh. Wir miissen ahlen, wie oft jeder dieser Terme
vorkommt.

Dazu uberlegen wir uns, auf wie viele Arten wir aus Faktoren
k auswahlen lonnen (aus denen wir dann jeweils den Summanden
nehmen). Wenn wir einfach der Reihe nach Faktoren hernefraben
wir fur den ersten noch die volle Auswahl voifraktoren, beim zweiten
haben wir nur noch — 1 Alternativen, @&mlich alle, auBer dem bereits
ausgewvahlten, fir den drittem — 2, und so weiter. Insgesamt haben wir
also

nn—1)...(n —k+1)

Maoglichkeiten.

Fir die Berechnung voru(+b)™ ist es allerdings ohne Bedeutung, ob wir
deni-ten Faktor als ersten oder als letztenitdsichtigt haben bei der
Auswahl vonk Faktoren, aus denen wir dasiehmen wollen;iir jede
Wabhl vonk-Faktoren niissen wir also noch dividieren durch die Anzahl
der mbglichen Anordnungen einer Menge vhitElementen. Dafr gibt
esk! = 1-2- --- - (k— 1) k Moglichkeiten, @mlichk fur das erste

Element,k — 1 fur das zweite, und so weiter. Der Tewrhb™* tritt

daher
n\ _nn-1)---n—k+1) _ n!
<k> def k! T E(n— k)
mal auf. kir £ = 0 undk = n kommt hier auch 0! vor; déf verwenden
wir die Ubliche Konvention, dal3 ein leeres Produkt gleich eins selin
d.h. 0! = 1. Somit ist

n n! n n!
(o) = or L ound (n) = oror L

wie es auch sein soll: Eine Menge vanElementen hat genau eine
Teilmenge mit null Elementen,amlich die leere Menge, und genau
eine Teilmenge mit Elementen, amlich sich selbst.

Das Symbok! wird ausgesprochen aksFakultat, und (’,Z) bezeichnen
wir als derBinomiaIkoeffiziente((,Z), gesprochen tberk. (Im Englis-
chen sagt mark factorial undn choosek; hier steckt der Begriff der
Auswabhl also schon in der Sprechweise.) Damit folgt
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Binomischer Lehrsatz: Flr zwei Elemente, b eines Korpersk ist

@i =y (Z) atph it <Z> i #Lk)'

k=0

Die kompakte Schrabwaw ist natirlich nicht zum wirk-
lichen Rechnen gedacht; da ist d@ngere Ausdruck

(Z) _n(n—1); -k-!(n —k+1)

erheblich ginstiger.

Die obige Herleitung dieses Satzes war wahrscheinlich gehwrer-
standlich fir die Leser, die aus der Schule mit elementarer Kombiratori
und Wahrscheinlichkeitstheorie vertraut sindr flen Rest sieht das
Ganze vielleicht noch etwas dubios aus. Deshatiehe ich den Satz
noch einmal ohne Kombinatorik beweisen, und zwar durctstaidige
Induktion:

(1 1 . .,
Furn = 1ist (0) = (1) =1, der Satz wird also zur trivialen Aussage
atb=a+b.

Wenn wir den Satzir ein festes: bewiesen habengknen wir @+b)"**

berechnen als n
<Z <Z> akb”_k> (a +b)

(@+0)"™=(a+b)" - (a+b) =
k=0

S (o

k=0

n+l
n kpn+l—k kpn+l—k
> (i gy (1)

k=0

- bn+l+ E Ckakbn+l_k + an+l
k=0 k=1 k=n+1
n

mit C;, = <k B 1) + (Z) denn wie wir bereits gesehen haben, ist
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(0)= ()=

Fur den InduktionsschlulR aissen wirC;, noch weiter umformen:

Gy = <k ! 1) * <Z> T (Z!+ TR (nn!— Bl

_nlk+nl(n+1—-k) _ (n+1)! _ nl(n+l) _ /n+l
T kK (n+1-k)! K(n+1-k)! Km+1-k \ k )’
Damit gilt die Behauptung des binomischen Lehrsatzes, vesnfur

n gilt, auch fir n + 1, also gilt sie nach dem Prinzip der vollatligen
Induktion fur alle natirlichen Zahlem.

Der Namebinomischer Lehrsatzommt daher, da man eine Summe aus zwei Termen als
Binombezeichnet; er hat nichts mit irgendwelchen Mathematieen zu tun. Zu finden

ist der Satz erstmalig im Buchl-Fakhri des arabischen Mathematikerg ABEKR IBN
MUHAMMAD IBN AL -HUSAYN AL-KARAJI (953-ca. 1029).

Die beiden im Beweis verwendeten Regeln

(6)=()=2 wne (.23)+(5)=("1")

lassen sich auch dazu verwendadir, éin festes, nicht zu gro3esdie
samtlichen Binomialkoeﬁiziente(l’g) einfach zu berechnen: Im soge-
nannten RscaLschen Dreieck

O 0

HINEGINE

900000

stehen aul3en lauter Einsen, und innen ist jeder Eintragudiet® der
beiden daiberstehenden.
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BLAISE PASCAL (1623-1662) ging nie zur Schule, da
ihm sein Vater alles selbst beibringen wollte. Mathe-
matik war erst ab dem Alter 15 vorgesehen, jedoch
war er durch Andeutungen seines Vaters so neugierig
geworden, daB er die Geometrie im Alter von 12 Jahren
selbst erfand. Zwei Jahre&er nahm er an mathemati-
schen Treffen in Paris teil; mit 16 @sentierte er seine
erste eigene Arbeit. Um seinem Vater, einem Steuer-
einnehmer, zu helfen, baute er eine der ersten mecha-
nischen Rechenmaschinen. Imatgren Leben befalite
er sich hauptachlich mit Philosophie und Theologie,
kam aber immer wieder zur Mathematik #ak, wo er unter anderem die Wahrschein-
lichkeitstheorie bedgmdete.

Mit den beiden gerade eBhnten Regelraldt sich zumindest der Anfang
des RscaLschen Dreiecks einfach und schnell berechnen; wir erhalten
fur die ersteniinf Zeilen folgende Werte:

1 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Auch die offensichtliche Symmetrie desgZaLschen Dreiecks in
Bezug auf seine Mittelachsé&knen wir leicht allgemein beweisen:

(Z) Y (nn!— G —nli) % (n . k) '

Nach diesem Einschub kehren wir wiederiztk zu unendlichen Sum-
men und betrachten aléiohstes Beispiel die Summe

S=) (-1 =1-1+1-1+1—-...
k=1
Durch Zusammenfassen aufeinanderfolgender Teramén wir sie
leicht ausrechnen: Fassen wir jeweils die Terme it 2¢ — 1 und
k = 2¢ zusammen, erhalten wir die Formel

S = i((—l)” +(=1%) = i(l— 1)=(1-1)+(1—1)+---=0.
=1 =1
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Wir kdnnen freilich auch die Terme mit= 2/ undk = 2¢ + 1 zusam-
menfassen und erhalten dann

S=1+) (1P + (1) =1+ (-1+ 1)+ (1+1)+-- =1,
(=1

Eine dritte Mbglichkeit ware, dal3 wir nufiber die ungeradeh sum-

mieren und den Term~1)"** mit (—1)?*** kombinieren. Damit errei-
chen wir allerdings nur diejenigen geraden Zahlen, die dagpelte

einer ungeraden Zahl sind. Was noch fehlt, sind die geradbtes, die
das Doppelte einer geraden Zahl sind; das sind genau dié diec

teilbaren Zahlen. Somit ist

S = Z ((_1)k+l + (_ 1)2k+1) + Z(_1)4E+l
k=1 £=1
k ungerade
= Y @-p+>(-1n=0->1,
k=1 =1 =1
k ungerade

was gegen-oo divergiert.

\on diesen drei Ergebnissen kann offensichtlifletistens eines richtig
sein; welches?

Gehen wir zuiick zur Definition: Eine unendliche Summe konvergiert,
wenn die Summe ihrer Teilsummen konvergiert, und ihr Werdigin
der Grenzwert dieser Folge. In unserem Fall haben wir disdm@imen

. 1 fallsn ungerade
Ny =
Sn = ;( 1) { —1 fallsngerade -

Somit ist keines der drei geragdbewiesenen” Ergebnisse richtig; die
Folge ders,, und damit die Summe ist unbestimmt divergent.

Der Fehler in den obigen Rechnungen lag darin, dal3 wir zwenéti-
chen Summen beliebig umordnen und klammeinrien; dazu risssen
wir nur das Kommutativ- und das Assoziativgesetz hinraichaft an-
wenden. DalR wir diese Gesetze beliebig oft anwendemén, folgt
aus dem Prinzip der volighdigen Induktion, aber damibknen wir nur
beweisen, daf’ wir jedendlicheAnzahl von Umordnungen vornehmen
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kdnnen, nicht aber unendlich viele. In unendlichen Sumniefed wir

also nicht beliebig umordnen; wenn wir es trotzdem tun, leghawir

mit etwas Geschick die verschiedensten Reihen, die niclgegen ver-
schiedene Grenzwerte konvergieren, sondern teilweisk bestimmt
divergent sind.

Das Problem liegt offensichtlich hauptshlich darin, daf3 sich Terme
gegenseitig weghebeknen. Das funktioniert offensichtlich nur dann,
wenn es Summanden mit verschiedenen Vorzeichen gibt; Wieso
also erwarten, daf3 wir weniger Probleme haben bei Reihesn &im-
manden allesamt dasselbe Vorzeichen haben. Das ist imstersadann
der Fall, wenn wir die Summanden einer beliebigen Reihehlime
Betrage ersetzen. Deshalb definieren wir

Definition: Die unendliche Reihez a;, heilRt absolut konvergent,

oo
k=1
wenn die Reihez: |a, | konvergiert.
k=1

Die beiden SummenE a;, und Z |a;| werden, selbst wenn beide

k=1 k=1
existieren, oft nicht das geringste miteinander zu tun haBetrachten

wir etwa fur eine reelle Zahl-1 < ¢ < 0 die geometrische Reihe
- 1
T
k=0 4
Die Summe der Befige ist hier
i g = 1 _ 1
prd 1—lqgl 1+gq

Fur ¢ = —3 etwa ist die erste Summe gleiéhdie zweite aber zwei.

Trotzdem folgt aus der absoluten Konvergenz einer Reihendiéon-
vergenz. Um dies einzusehen, betrachten wir dasc8ysche Konver-
genzkriterium @ir die Folge der Teilsummen

oo
Sp, = E ag
k=1
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einer unendlichen Reihe. Nacln@HY konvergiert diese Folge genau
dann, wenn es zu jedem> 0 einn, € N gibt, so daf3s,,, — s,,| < ¢
ist fur allen, m > n,. Hieristfurm > n

m n m
|, — Sl = E ak—E ag| = E ag
k=1 k=1 k=n+1

Setzen wirng = nq, + 1, so lnnen wir die Bedingung auch so for-
mulieren, daB3 es ein, € N gibt so dafl3

m
D a

k=n

<e furallem >n>ng.

Somit gilt:
Cauchysches Konvergenzkriterium fir Reihen: Die unendliche Rei-
hez a;, mit reellen oder komplexen Summandgrkonvergiertgenau

k=1
dann, wenn es zu jedes> 0 einng € N gibt, so daf3

m
D a

k=n

<e furallem >n>ng.

Daraus folgt nun leicht

o0

Satz: Ist eine unendliche Reihg a;, mit reellen oder komplexen

k=1
Summandem,, absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis:Da die Summe der Beige konvergiert, gibt es nacha@cHy
zu jedeme > 0 einng € N, so dald

m
Z|ak|
k=n

Nach der Dreiecksungleichung ist dann aber auch

m
>
k=n

so dal die gegebene Reihe nacdluCHy konvergiert.

m
=Z|ak|<5 furallem > n > ny.

k=n

m
§Z|ak|<6 furallem > n > ng,

k=n
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Um zu sehen, ob auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, betrawir
die sogenanntelternierende harmonische Reihe

0 ank+l
Z( 1) :1_1'+1'_}+1'_...
k=1

k 2 3 4 5

Sie ist naffirlich nicht absolut konvergent, denn wenn wir alle Summan-
dendurchihre Befige ersetzen, erhalten wir die divergente harmonische
Reihe.

Um einen Eindruck von iiglicher Konvergenz oder Divergenz der al-
ternierenden harmonischen Reihe zu bekomménnkn wir wieder

.. . T gyt
einige der Teilsummes, = 3~ &2— berechnen (lassen):
k=1

$10 ~ 0,6456349206
$100 ~ 0,6881721793
S1000~ 0,6926474306
$10000~ 0,6930971831

Diese Werte legen den Verdacht nahe, dal3 die Folge gegean\&keie
nahe Q7 konvergieren sollte. Zumindest die Tatsache, daf3 siegtenv
giert, kbnnen wir auch leicht beweisen mit Hilfe eines Kriterium&vo
LEIBNIZ:

Definition: Eine Reihe der Forri(—l)’“lak mitreellen Summanden

k=1
hei3talternierend wenn entweder alle;, > 0 oder alleq;, < 0 sind.

Die Summanden sind also abwechselnd@r oder gleich Null und
kleiner oder gleich Null. Br solche Reihen haben wir das

Konvergenzkriterium von Leibniz: Eine alternierende Reihe
o0
Z(_l)k+la'k
k=1

konvergiert, falls die Folg(é|a,€|) eine monoton fallende Nullfolge

Ist.

keN
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Beweis:Wenn wir alle Summanden mit1 multiplizieren,andert sich
nichts an der Konvergenz: Der Grenzwert, so er existientd wiach
unseren RechenregelirfGrenzwerte einfach auch mitl multipliziert.
Daher lonnen wir uns beim Beweis auf den Fall begutien, daf alle
a;, > 0 sind. Bei den Teilsummen

n
— k+1
5, = Y (1),
k=1
ist dann fir gerades: stetss,, < s,,,4, denn
- +2 -
Sn+1 = Sp + (_ 1)n Ap+1 = Sp + Aptq -

Wir betrachten die Folge der Interval(gs,,,, 82”+1])n6N und wollen
unsiiberlegen, daf sie eine Intervallschachtelung definieren.

Dazu miissen wir als erstes zeigen, dalR jedes Intervall in seinem
Vorganger liegt, dal alsg,, < s,,,,, unds,, .3 > s,,,,1iSt. Da@,),cx

eine monoton fallende Nullfolge ist, folgt das sofort duBd¢rechnung

der Differenzen:

_ 2n+2 on+3
Sop+2 = Sop = ((—1) ey + (1) CL2n+2)

= Agp41 — Apa2 > 0

und

_ 2n+3 2n+4
Sop+3 — Sop+1 = ((—1) "agnen + (1) @2n+3)

= Ggps3 — 2n42 < 0.

SchlieB3lich mulR noch gezeigt werden, daf3 die Inteinaién eine Null-
folge bilden; das ist aber klar, denn wie wir zu Beginn des &ees
gesehen haben, hat dage Intervall die langea,,,.;, und @,,),,cy ist

nach Voraussetzung eine Nullfolge.
]
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BARON GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646—
1716) qilt als der letzte Universalgelehrte, der das
gesamte Wissen seiner Zéiberblickte. In der Mathe-
matik ist er vor allem bémmt durch die Entwicklung
der Infinitesimalrechnung (béglich derer es einen lan-
gen Prioriitsstreit mit NWTON gab); Bezeichnungen
wie % und [ f(z) dz gehen auf ihn zirck. Durch
seine Begdindung der symbolischen Logik legte er
auch einen wesentlichen Grundstein deitepen Infor-
matik. Weitere Arbeiten befassen sich mit den Natur-
wissenschaften und der Technik, der Philosophie, The-
ologie und der Geschichte.

Insbesondere konvergiert also die alternierende harmloaifkeihe;

damit ist klar, daf3 es auch konvergente Reihen gibt, diet rsibko-

lut konvergent sind. Im &chsten Kapitel werden wiibrigens sehen,
daf die alternierende harmonische Reihe gegen démliohen Loga-

rithmus von zwei konvergiert, d.h.

oo (_1)k+1
> — = log2~ 0,6931471806.
k=1

Wir werden Reihen im weiteren Verlauf der Vorlesung haépidich
brauchen, um uns unbekannte Funktionswerte wie Jeg) 2in 2 oder
auch Konstanten wie naherungsweise zu berechnen. Die Konvergenz
solcher Reihen &nen wir nairlich nicht dadurch beweisen, dal’ wie
die Differenzen zum (uns unbekannten) Grenzwert betrachstatt-
dessen brauchen wir als erstes Kriterien, die uns die Kgevereiner
Reihe garantieren; danach erénkien wir uns in einem zweiten Schritt
Gedankeriiber die Berechnung des Grenzwerts machen.

Ein solches Kriterium, das vondiBNIz, haben gerade kennengelernt;
die meisten andereréhgen in irgendeiner Weise zusammen mit geo-
metrischen Reihen, mit denen wir eine gegebene Reihe iergle Die
Vergleiche beruhen meist auf dem folgenden

o0

Majorantenkriterium:  Zur unendlichen Reihg a;, mit reellen oder
oo

k=1
komplexen Summander), gebe es eine konvergente ReE b, mit
k=1
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reellen Summandeb, > 0 derart, dalla,| < b, fur alle k. Dann

konvergiert) _ a,, absolut.
k=1
Zum Beweiskdnnen wir genauso vorgehen wie beim Beweis, dal3 je-
de absolut konvergente Reihe konvergiert: Wegen der Kgevervon
o0

Z b;, gibt es nach @ucHy zu jedene > 0 einng € N, so dald
k=1

m m
Zbk :Zbk <e furallem >n>ng.
k=n k=n

Nach der Dreiecksungleichung ist dann auch
D a
k=n

so dal die gegebene Reihe nacduCHy konvergiert.

m m
<Y lal <Y b <e furallem >n > ng,

]
Die Reihez b, bezeichnet man in diesem Zusammenhang als eine
k=1
konvergente Majorante.
Als erste Anwendung wollen wir urigherlegen, dal die Relrg 12

k=1

1 1 1 1
konvergiert: Fir k > 1 |st k(k 1) T und
1

= 1 & 1 1\ «—1 &1 1
;m‘;Q—_l‘z)‘ FliTion

=1
konvergiert gegen eins. Somit ist die Summe E; eine
. k(k —1)

konvergente Majorante, die betrachtete Summe k(_)nvesgimlabsolut
und ist damit insbesondere konvergent.

Als weitere Anwendung erhalten wir sofort, dal¥ fede reelle Zahl

s > 2 die Reihe > 4
C(s) = Z T
k=1
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konvergiert, denn k* < 1/k*firallek € N. Die so definierte Funktion
heif3t REMANN sche(-Funktion. € ist der griechische Buchstaketa)

Tatsachlich konvergiert die Reihe sogdrrfalles > 1, aber das werden
wir erst im Kapiteluber Integralrechnung beweiseirinen. Mehr noch:
In der Funktionentheorieder Analysis mit komplexen Zahlen, zeigt
man, dal die so definierte Funktion fortgesetzt werden kangireer
Funktion mit beliebigen komplexen Argumenter¥ 1. Eine beilhmte
Vermutung von REMANN besagt, daf3 alle ihre nichtreellen Nullstellen
den Imagirarteil % haben. Dies &tte wichtige Konsequenzen beispiels-
weise fir Satzeiliber die Verteilung der Primzahlen.

Nicht zuletzt deshalb @hlte die €Ay Foundation dieses Problem
im Jahre 2000 als eines ihrer sieben Millennium-Problerae,de-

ren LOsung sie jeweils eine Million Dollar ausgesetzt hat. Bigla
ist erst eines dieser Probleme, dielfcARE-Vermutung, gebst (von
GRISHA PERELMAN aus St. Petersburg, der den Preis ablehnte); um
die restlichen sechs, darunter dieERANN-Vermutung, bnnen sich
die Horer dieser Vorlesung noch béimen. Fir Einzelheiten siehe
http://www.claymath.org/millennium/.

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1846 auf Anraten seines Vaters an der Univatsit
Gottingen fir das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Fakyiam dort
unter anderem bei &ss Mathematikvorlesungen zu
horen. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seineshien
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie undiber abelsche Funktionen. Seine Vermutung
Uber die Nullstellen der (heute alssRIANNSch bezeich-
neten) -Funktion ist die baihmteste offene Vermutung
der heutigen Mathematik.

Analog zum Majorantenkriteriumif Konvergenz knnen wir auch ein
Minorantenkriteriumir Divergenz formulieren:

o0
Minorantenkriterium:  Zurunendlichen ReihE a;, Mitreellen Sum-
k=1
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manderu, > 0 gebe es eine bestimmt gegerdivergente Reihi by,
k=1
mit reellen Summandeb), > O derart, dad,, < a, fur alle k. Dann

divergiert auchz a,;, bestimmt gegenc.

k=1
Beweis:Wegen der bestimmten Divergenz der Summebgeyibt es zu
jeder Schranké/ € R einn, € N; so daf3 gilt

n n
k=1 k=1
also ist mit der Summe déy, auch die der,, bestimmt divergent.

Wie bereits enathnt, werden wir das Majorantenkriterium hadatslich
verwenden, um vorgegebene Reihen mit geometrischen Reihen
vergleichen; schlie8lich sind das die einzigen, bei dené@neimen
vollstandigenUberblick sowohkiber ihr Konvergenzverhalten als auch
ihren Grenzwert haben. Als erstes solches Vergleichskritebetrach-
ten wir das

o0

Wurzelkriterium: Zak sei eine Reihe mit reellen oder komplexen

k=1
Summanden. Falls es eine reelle Zaht 1 gibt und eink; € N, so dal3
¥/la,| < qistfurallek > k, ist die Reihe absolut konvergent.

Beweis:Flirk > kg ist |a;| < ¢"; somit ist fur die Reihe

- . _ [ lay| fallsk < kg
;bk mit by, = {qk falls k > kq

stets|a, | < b,.. Diese Reihe ist konvergent mit Grenzwert

o0 k}o—l [ee) ko—l oo ko—l qko
D b= lal+ D d" =) 4D dF =D lal+ g
k=1 k=1 k=ko k=1 k=0 k=1 q

Damit haben wir eine konvergente Majorante gefunden; dgelene
Reihe konvergiert also nach dem Majorantenkriterium aklisol

In der Literatur wird das Wurzelkriterium meist etwas spder, dafir
aber kompakter formuliert:
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oo

Wurzelkriterium, 2. Fassung: Z a,;, sei eine Reihe mit reellen oder
k=1

komplexen Summanden. Falils liY/|a,,| existiert und echt kleiner als
— 00

eins ist, konvergiert die Reihe absolut.
Beweis:Sei lim {/lag] = ¢; < 1. Danniste = (1 — ¢;) > 0, und
nach Definition eines Grenzwerts gibt es &jne N, so daf}

1_
& ]ay] - ql‘ <e= qu furallek > k.

Fur diesek > k, ist dann insbesondere
1—¢ g t1
Y/ te=gq + 1-3 =gq.
lagl <gr+e=q 2 > et
Als Mittelwert vong; < 1 und der Eins ist auch < 1, also ldonnen wir
das Wurzelkriterium in seiner ersten Form anwenden mitedigahlq
undkg.

Eine zweite Mbglichkeit zum Vergleich mit einer geometrischen Reihe
besteht darin, da wir Quotienten zweier aufeinanderfalge Sum-
manden betrachten. Da dabei eine Division durch Null atgfir&dnnte,
formulieren wir es zuachst quotientenfrei:

o0
Quotientenkriterium: Z a,, sei eine Reihe mit reellen oder komple-

k=1
xen Summanden. Falls es eine reelle Zakl 1 gibt und eink, € N, so
daB|ag.q| < qlag| fur allek > kg, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Wir setzena = a,,. Durch vollséindige Induktion folgt sofort,
daR|a,| < ¢" *oq ist fur alle k > k,. Damit kdnnen wir wieder im
wesentlichen genauso verfahren wie beim Beweis des Wuitaglkims:

Fur die Reihe

- : | ag falls k < kq
;bk mit by, = { g fallsk > ky

ist stetga,,| < by, und diese Reihe ist konvergiert gegen den Grenzwert

oo ko—1 oo ko—1 oo ko—1 a
Dobk= D lagl+d ag* 0= af+ay g = laylte— .
k=1 k=1 k=ko k=1 £=0 k=1 —q
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Somit haben wir eine konvergente Majorante gefunden; diglgene
Reihe konvergiert daher nach dem Majorantenkriterium latbhso

Auch dieses Kriterium&nnen wir etwas spezieller mit einem Grenzwert
formulieren:

oo
Quotientenkriterium, 2. Fassung: Z“k sei eine Reihe mit reellen
k=1

oder komplexen Summanden. Falls i Qi existiert und echt klei-

k—oo |Q

ner als eins ist, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Wir kdnnen diese zweite Fassung im wesentlichen auf die glei-
che Weise aus der ersten Fassung folgern wie beim Wurzeikrit: Sei

. a

lim | k+l|
k—oo |ay|

eines Grenzwerts gibt es efig € N, so dal3

=¢, < 1.Dannist = %(1 — ¢;) > 0, und nach Definition

’a/ﬁ’ — Q%

1
<e=
|ay]

—0 farallek > k.

Fur diesek > kg ist dann insbesondere

|ay,| 1-q¢ _qut1
Ihl cg+e=g+—2=2L - =<1
lag| hreTh 2 2 det!

Damit kdnnen wir das Quotientenkriterium in seiner obigen Form an-

wenden. .

Man beachte, dal3 die jeweils zweite Fassung dieser Kritedewacher
istals die erste, denn letztere istauch anwendbar, werinder zweiten
Fassung betrachtete Grenzwert nicht existiert.

Fur Anwendungen dieser Kriterien sei auf diéungen verwiesen und
vor allem auf die Behandlung der Potenzreihen émhsten Kapitel.

§9: Zusammenfassung

In diesem Kapitel ging es um zwei wesentliche Objekte derlysis,
um Folgen,die jeder nairlichen Zahln einen Wertz,, zuordnen, und
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um Funktionendie Zahlen aus einer gewissen Teilmenge RooderC
einen Wert zuordnen.

Fur Folgen ist der Begriff deionvergenavichtig: Eine Folge £,,),,cy
konvergiertgegen den Grenzwertwenn es zu jedem > 0 einng € N
gibt, so daflx — z,,| < e fur allen > n,. Selbstverstndlichmuf3eine
Folge nicht konvergieren. Wir untersuchten eine Reihe vedilgun-
gen, die die Existenz eines Grenzwerts garantieren:; Bdsspeise hat
jede monoton wachsende nach oben beadkte Folge einen Grenzwert,
genauso jede monoton fallende nach unten béside. Eine beliebige
beschankte Folge hat nach dem Satz voolLRANO-WEIERSTRASSIM-
merhin eine konvergente Teilfolge.

In R, aber nicht inQ, hat jede nichtleere nach oben begatkte Men-
ge eine kleinste obere Schranke, ihr Supremum, und jede unaten
beschankte hat eine @f3te untere Schranke, ihr Infimum. Diese Ei-
genschaft bezeichnet man als df@istandigkeitder reellen Zahlen; sie
fuhrte uns auf das (zur Volesndigkeitaquivalente) GucHysche Kon-
vergenzkriterium: Wenn es zu jedem> 0 einn, € N gibt, so dafl
|z, — x,,| <efurallen,m > ny, konvergiert die Folge.

Fur Funktionen ist der Begriff detetigkeifundamental; eine Funktion
f: D — R heil3t stetig im Punk& € D, wenn es zu jedem > 0 ein
4 > 0gibt, sodalf(x) — f(y)| < efuralley € D mit|z — y| < 4. Oft-
mals einfacher nachweisbar ist eine andere Art der Charisikteing:
Fur jede gegen konvergierende Folgex(,),, . von Punkten au®) ist

limf(,) = f().

Wir haben gesehen, dal} Polynomfunktionen, Exponentiktifumen,
Logarithmen und Wurzelfunktionen stetig sind; auch sinan8wen,
Produkte und Hintereinanderaiisfungen stetiger Funktionen stetig.
Funktionen, die stckweise durch stetige Funktionen definiert sind, sind
genau dann stetig, wenn an débergangsstellen die Funktionswerte der
linken und der rechten Funktion miteinander und mit dem fonkwert
Ubereinstimmen.

Als letztes betrachteten wiReihen;dabei handelt es sich um spezielle
Folgen, die durch Summen definiert sind. Eines der wichaigBeispie-
le ist die geometrische ReihEg 2, ¢"; sie konvergiert, weniy| < 1
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ist und hat dann die Summe' (@ — ¢). Auch fir Reihen gibt es eine
haufig ritzliche Version des &cHysches Konvergenzkriterium; eben-
falls nitzlich ist oft das Majorantenkriterium. Die Verwendungei
geometrischen Reihe als konvergente Majoraiitetfauf das Wurzel-
und das Quotientenkriterium.

§10: Summary

This chapter dealt with two fundamental objects of analy&éxjuences,
where we have a value,, for each natural numbet, andfunctions,
where we have a value for each number from some sub&bofC.

The most important concept for sequences is thatarivergenceA

sequencea,),,cy converges to a limit, if for every e > 0 there
exists somei, € N such thajz — z,,| < ¢ for all n > ngy. Of course,
a sequenceeed notconverge. We considered a couple of conditions
that insure convergence: For instance, any monotonicatlyeasing
sequence bounded from above has a limit, similarly any nrically

decreasing sequence bounded from below.

In R, but not inQ, every nonempty set which is bounded from above has
a smallest upper bound, issipremumand every nonempty set which
is bounded from below has a biggest lower boundjrifsnum.This
property of the reals is calledompletenesdt lead us to GUCHY's
criterion for convergence: If, for eveey> 0, there exists some, € N
such that|z,, — z,,,| < ¢ for all n,m > n,, the sequencez(,),, -y
converges.

For functions, the concept afontinuity is fundamental: A function
f:D — Riscontinuousinc € D, if, for everye > 0, there exists some
§ > 0 such that f(z) — f(y)| < € wheneveljz —y| < § fory € D.
Often it is easier to check another characterisation oficaity: For
any convergent sequence, ),y With limit « andz,, € D we have

im fz,) = /().

Among the functions we know, polynomials, exponentialgalithms
and roots are continuous. Also sums, products and compoasitf
continuous functions are continuous. Functions definedepiese by
continous functions are continuous if and only if at all berrdoints the



