
Kapitel 2
Folgen und Funktionen
Im ersten Kapitel haben wir, ausgehend von den natürlichen Zah-
len, den Zahlbegriff so erweitert, daß wir möglichst viele Rechen-
und Vergleichsoperationen durchführen k̈onnen; Ziel war vor allem
die Konstruktion der reellen und der komplexen Zahlen. Wesentlicher
Gegenstand der Analysis sind allerdings nicht Zahlen, sondern deren
Veränderung: Wir interessieren uns für die zeitliche Entwicklung einer
Größe und f̈ur die Abḧangigkeiten zwischen verschiedenen Größen, um
so Entwicklungen und Zusammenhänge zu beschreiben und eventuell
sogar vorhersagen zu können.

Dabei m̈ussen wir zwei Arten von Zusammenhängen unterscheiden:
Manche Gr̈oßenändern sich nur zu festgesetzten Zeiten, beispielsweise
wird bei festverzinslichenWertpapieren jeweils am Ende eines bestimm-
ten Zeitraums der Zins daraufgeschlagen; dazwischen passiert nichts.
Andere Gr̈oßen variieren kontinuierlich, etwa die Lufttemperatur oder
Strompreise auf dem Spotmarkt. Zur mathematischen Modellierung von
Pḧanomenen der ersten Art verwenden wir Folgen, für den Rest Funk-
tionen mit reellen Argumenten.

§1: Die Betragsfunktion
Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, gibt esüberabz̈ahlbar viele
reelle Zahlen; wir k̈onnen daher nur einen verschwindend kleinen Teil
aller reellen Zahlen explizit angeben. Dasselbe gilt natürlich erst recht
für Folgen und Funktionen: Die M̈achtigkeit sowohl der Menge aller
Folgen reeller Zahlen als auch die der Menge aller Funktionen vonR

nachR ist sogar noch gr̈oßer als die vonR. Daher k̈onnen wir nicht
erwarten, daß wir viel̈uber

”
allgemeine“ Folgen und Funktionen aus-
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sagen k̈onnen, und beschränken uns in der Analysis nur auf solche mit
speziellen Eigenschaften. Beispielsweise interessierenuns Folgen, die
sich einem festen Wert annähern, oder Funktionen, deren Wert sich
bei einer kleinen̈Anderung des Arguments nicht zu dramatischändert.
Um solche Eigenschaften exakt definieren zu können, m̈ussen wir die
Absẗande zwischen reellen Zahlen genauer betrachten; da der Abstand
zwischen zwei Zahlenx, y ∈ R der Betrag ihrer Differenz ist, m̈ussen
wir also die Betragsfunktion

|x| =







R → R

x 7→
{

x falls x ≥ 0
−x falls x < 0

genauer verstehen. Sie verträgt sich sehr gut mit der Multiplikation:
Offensichtlich ist |xy| = |x| · |y|. Entsprechend ist auch für y 6= 0
der Betrag eines Quotienten gleich dem Quotienten der Beträge. F̈ur
Addition und Subtraktion gilt dies zumindest nicht immer; hier haben
nur die folgende Abscḧatzung:

Lemma: Für zwei reelle Zahlenx, y ∈ R ist
∣
∣|x| − |y|

∣
∣ ≤ |x ± y| ≤ |x| + |y| .

Im Falle von|x + y| gilt rechts genau dann das Gleichheitszeichen, falls
x und y das gleiche Vorzeichen haben; andernfalls gilt es links. Bei
|x − y| verḧalt es sich umgekehrt.

Beweis:Da |x − y| = |x + (−y)| ist, gen̈ugt es, die Ungleichung für das
Pluszeichen zu beweisen. Da sich dann bei Vertauschung vonx mit y
nichtsändert, k̈onnen wir zus̈atzlich noch annehmen, daß|x| ≥ |y| ist.

Falls x, y ≥ 0 sind, ist auchx + y ≥ 0 und, nach unserer Annahme,
x − y ≥ 0; somit k̈onnen wir alle Betragsstriche weglassen, und die
Behauptung reduziert sich zux − y ≤ x + y, was f̈ur y ≥ 0 naẗurlich
stimmt.

Entsprechend ist im Fallex, y ≤ 0
∣
∣|x| − |y|

∣
∣ = y − x ≤ −x ≤ −x − y = |x + y| = |x| + |y| .

Für x > 0 undy < 0 ist
∣
∣|x| − |y|

∣
∣ = |x + y| < |x| + |y| ,
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und für x < 0 undy > 0 ist
∣
∣|x| − |y|

∣
∣ = |−x − y| = |x + y| < |x| + |y| .

Damit ist die Ungleichung in allen F̈allen bewiesen.

Mit nur wenig mehr Aufwand l̈aßt sich die Ungleichung auch für kom-
plexe Zahlen beweisen:

Lemma: Für zwei komplexe Zahlenz = x + iy undw = u + iv ist
∣
∣|z| − |w|

∣
∣ ≤ |z ± w| ≤ |z| + |w| .

Beweis:Da der Betrag einer komplexen Zahl eine nichtnegative reelle
Zahl ist, gilt die Ungleichung genau dann, wenn sie auch für die Quadrate
der jeweiligen Terme gilt, wenn also

∣
∣|z| − |w|

∣
∣
2 ≤ |z + w|2 ≤

(
|z| + |w|

)2

ist. Durch Real- und Imagin̈arteil ausgedr̈uckt heißt das, daß
(√

x2 + y2−
√

u2 + v2
)2

≤ (x+u)2+(y+v)2 ≤
(√

x2 + y2+
√

u2 + v2
)2

gelten muß, was durch Ausmultiplizieren zu

x2 + y2 + u2 + v2 − 2
√

(x2 + y2)(u2 + v2)

≤ x2 + y2 + u2 + v2 + 2(xu + yv)

≤ x2 + y2 + u2 + v2 + 2
√

(x2 + y2)(u2 + v2)

wird. Durch Streichen der auf allen drei Seiten gemeinsamenTerme
wird dies zu

−
√

(x2 + y2)(u2 + v2) ≤ (xu + yv) ≤
√

(x2 + y2)(u2 + v2) ,

was wiederum̈aquivalent ist zu der einen Ungleichung

(xu + yv)2 ≤ (x2 + y2)(u2 + v2) .

Die Differenz (x2 + y2)(u2 + v2) − (xu + yv)2 der beiden Seiten ist

x2u2 + y2v2 + x2v2 + y2u2 − (x2u2 + y2v2 + 2xyuv)

= x2v2 + y2u2 − 2xyuv = (xv − yu)2 ≥ 0 ,

womit die Behauptung bewiesen wäre.
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Sowohl im Reellen als auch im komplexen werden wir diese Unglei-
chung oft in Form der sogenanntenDreiecksungleichungverwenden: In
einem Dreieck ist die Summe der Längen zweier Kanten stetsmindestens
genauso lang wie die dritte Kante, und ihre Differenz isthöchstensso
lang wie die dritte. Wenn wir ein Dreieck in der komplexen Zahlenebene
betrachten mit Eckena, b, c ∈ C, sind die Kantenl̈angen die Absẗande
zwischen den Ecken, also|a − b|, |b − c| und |a − c|. Die Behauptung
über die Kantenl̈angen folgt also rechnerisch aus der folgendenAussage:

Verschärfte Dreiecksungleichung: Für drei reelle oder komplexeZah-
lena, b, c gilt stets stets

∣
∣|a − b| − |b − c|

∣
∣ ≤ |a − c| ≤ |a − b| + |b − c| .

Zum Beweissetzen wir einfachz = a − b undw = b − c in die gerade
bewiesene Formel ein; daz+w = a−c ist, entsteht genau die behauptete
Ungleichung.

§2: Folgen reeller und komplexer Zahlen
Nach der Definition aus dem ersten Kapitel heißt eine Folge (xn)n∈N

reeller Zahlen Nullfolge, wenn es zu jedemε > 0 einn0 ∈ N gibt, so
daß|xn| < ε für alle n ≥ n0. Genauso k̈onnen wir auch Nullfolgen
komplexer Zahlen definieren; stattdessen definieren gleichallgemeiner

Definition: Die Folge (xn)n∈N reeller oder komplexer Zahlenkonver-
giert gegen die (reelle oder komplexe) Zahlx, wenn es zu jedemε > 0
ein n0 ∈ N gibt, so daß|x − xn| < ε für allen ≥ n0. Die Folge heißt
konvergent,wenn es einx gibt, gegen das sie konvergiert.

Konvergenz gegen eine Zahlx bedeutet also einfach, daß die Abstände
zwischen denxn und x für hinreichend große Indizesn unter jeder
vorgebbaren (positiven) Schranke liegen.

Konvergenten Folgen sind für uns wichtig, da da wir reelle Zahlen
meist nur n̈aherungsweise in den Griff bekommen: Wir können die
Lösung eines Problems oft nur angeben durch eine gegen diese Lösung
konvergente Folge. Sinnvoll ist das natürlich nur, wenn diese Folge nur
gegeneineZahl konvergiert. Dies ist in der Tat stets der Fall:
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Lemma: Eine konvergente Folge (xn)n∈N
von reellen oder komplexen

Zahlen konvergiert gegengenau eineZahlx.

Beweis:Wir nehmen an, die Folge konvergiere sowohl gegenx als auch
gegeny. Zu jedemε > 0 gibt es dann einn1 ∈ N, so daß|x − xn| < 1

2ε

für allen ≥ n1 und einn2 ∈ N, so daß|y − xn| < 1
2ε für allen ≥ n2.

Für alle n ab dem Maximumn0 = max(n1, n2) der beiden Zahlen ist
dann nach der Dreiecksungleichung

|x − y| ≤ |x − xn| + |xn − y| = |x − xn| + |y − xn| <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Somit ist |x − y| < ε für jedesε > 0, was nur m̈oglich ist, wenn
|x − y| = 0 ist und damitx = y.

Definition: Falls die Folge (xn)n∈N gegenx konvergiert, bezeichnen
wir x als denGrenzwertoderLimesder Folge und schreiben

x = lim
n→∞

xn .

Natürlich gibt es f̈ur eine beliebige Folge keinerlei Grund, warum sie
konvergierensollte; um einen ersten Eindruck davon zu bekommen, was
alles passieren kann, wollen wir einige Folgen reeller Zahlen betrachten.

Fangen wir an mit der Folge (xn)n∈N mit xn = 1 + 3
n . Wenn unsere

Definition sinnvoll ist, sollte diese Folge gegen die Eins konvergieren,
und in der Tat ist

|xn − 1| =

∣
∣
∣
∣

3
n

∣
∣
∣
∣
< ε

für allen > 3/ε; wählen wir f̈urn0 eine solche Zahl, ist die definierende
Eigenschaft somit erfüllt.

Als nächstes betrachten wir die Folge der Zahlen (xn)n∈N
mit xn = n2.

Für jede reelle oder komplexe Zahlx wird
∣
∣x − n2

∣
∣ für hinreichend

große Indizes immer größer; es kann also keinx geben, gegen das die
Folge konvergiert.

Da die Folgenglieder in diesem Beispiel immer größer werden, k̈onnte
man allerdings zumindest naiv sagen, daß diese Folge gegen

”
unendlich“

konvergiere. Formal betrachtet ist das natürlich Unsinn, denn wir k̈onnen
ganz sicher keinn finden, f̈ur das der Betrag von

”
unendlich“ minusn2
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beispielsweise kleiner als eins ist. Trotzdem führen wir f̈ur solches F̈alle
ein neues Symbol∞ für

”
unendlich“ ein und definieren

Definition: Eine Folge (xn)n∈N
reeller Zahlen heißtbestimmt divergent

gegen∞, wenn es f̈ur jede SchrankeM ∈ R ein n0 ∈ N gibt, so daß
xn > M für alle n ≥ n0. Sie heißt bestimmt divergent gegen−∞,
wenn es f̈ur jede SchrankeM ∈ R einn0 ∈ N gibt, so daßxn < M für
allen ≥ n0. Sie heißtunbestimmt divergent,wenn sie weder konvergiert
noch bestimmt divergiert gegen∞ oder−∞. Sie heißtdivergent,wenn
sie bestimmt oder unbestimmt divergiert.

Damit ist also die Folge (xn)n∈N mit xn = n bestimmt divergent
gegen∞, die mitxn = −n gegen−∞.

Als nächstes wollen wir noch einige Beispiele von Folgen betrachten,
die weder konvergent noch bestimmt divergent sind:

Die Vorschriftxn = (−1)n definiert keine konvergente Folge, denn wenn
diexn gegen einx konvergieren ẅurden, g̈abe es insbesondere fürε = 1

2
einn0 ∈ N, so daß|x − xn| < 1

2 wäre f̈ur allen ≥ n0. Für ein gerades
n ≥ n0 wäre somit nach der Dreiecksungleichung

|xn − xn+1| ≤ |x − xn| + |x − xn+1| <
1
2

+
1
2

= 1 ;

tats̈achlich ist aber|xn − xn+1| = |1− (−1)n| = 2. Diese Folge, die
immer abwechselnd die Werte 1 und−1 annimmt, ist also (erwartungs-
gem̈aß) nicht konvergent, und dies gilt auch für jede andere Folge, die
permanent zwischen zwei verschiedenen Zahlen hin- und herwechselt.

Wir können auch Folgen betrachten, die zwischen mehr als zwei Werten
periodisch hin- und hergehen: Für zwei naẗurliche Zahlena, b ∈ N

kennen wir aus der Schule die Division mit Rest: Es gibt zua undb stets
zwei eindeutig bestimmte Zahlenq, r ∈ N0, so daßa = qb + r ist mit
0 ≤ r < b. Man schreibt dann

a : b = q Restr ,

und wir bezeichnen den Divisionsrestr alsa modb, gesprochena mo-
dulo b. Mit dieser Bezeichnung definieren wir für eine feste natürliche
Zahlm eine Folge (xn)n∈N durch die Vorschrift

xn =
def

n modm .
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Für m = 1 erhalten wir die konstante Folge, deren sämtliche Glieder
gleich Null sind; schließlich ist jede natürliche Zahl ohne Rest durch die
Eins teilbar. Diese Folge ist natürlich konvergent mit Grenzwert Null.

Für m = 2 ist xn = 0 für geraden undxn = 1 für ungerade; die Folge
wechselt also ständig zwischen 0 und 1 und genau wie im obigen Beispiel
der Folge der Zahlen (−1)n folgt leicht, daß sie nicht konvergent sein
kann.

Für m = 3 haben wir eine Folge, die ihre drei möglichen Werte 0, 1, 2
zyklisch reproduziert;̈ahnlich ist es f̈ur m > 3, wo die m Zahlen
zwischen 0 undm − 1 immer wieder aufeinander folgen. In so einem
Fall sagen wir, die Folge seizyklischmit Periodem; genauer:

Definition: Eine Folge (xn)n∈N heißtzyklisch,wenn es eine natürliche
Zahl r gibt, so daßxn+r = xn ist für alle n ∈ N. Die kleinste solche
Zahlr heißtPeriodeder zyklischen Folge.

Eine zyklische Folge mit einer Perioder von mindestens zwei kann
nicht konvergieren:Da die Periode größer als Eins ist, gibt es mindestens
zwei verschiedene Wertexp undxq ; wir setzenε = 1

2

∣
∣xp − xq

∣
∣. Falls

die Folge gegen einen Grenzwertx konvergieren ẅurde, g̈abe es ein
x0 ∈ N, so daß|x − xn| < ε wäre f̈ur alle n ≥ n0. Für hinreichend
große Werte vonm liegen aber auchp + mr undq + mr übern0, und
wegen der Periodizität ist xp+mr = xp und xq+mr = xq. Somit ẅare
∣
∣x − xp

∣
∣ < ε und

∣
∣x − xq

∣
∣ < ε, also

∣
∣xp − xq

∣
∣ ≤

∣
∣x − xp

∣
∣ +
∣
∣x − xq

∣
∣ < ε + ε =

∣
∣xp − xq

∣
∣ ,

was absurd ist.

Als letztes Beispiel betrachten wir eine etwas komplizierter definierte

Folge: Wir starten mit einem Wertx0 ∈ [0, 1], etwa mitx0 =
√

1
2, und

definieren die Folgengliederxn für n ∈ N durch

xn = 4xn−1(1− xn−1) .

Da diese Folge,̈ahnlich wie die zum HERON-Verfahren, rekursiv definiert
ist, fällt es schwer, einen geschlossenen Ausdruck für die Folgenglieder
anzugeben; f̈ur einen ersten̈Uberblick lassen wir einfach einen Com-
puter die ersten hundert Glieder berechnen und die hundert Punkte
(1, x1), . . . , (100, x100) durch einen Streckenzug verbinden:
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

Das Bild sieht eher nicht so aus, als sei die Folge konvergentoder
zyklisch. Imübrigen ist es auch falsch: Diexn wurden mit zehnstelligen
Gleitkommazahlen berechnet, und wie das nächste, mit zwanzigstelliger
Genauigkeit berechnete Bild zeigt, reicht das nicht aus:

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

Die betrachtete Folge ist also offensichtlich recht kompliziert, und wir
haben mit unseren bisherigen Mitteln keine Chancen, sie zu verstehen.
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Eine Folge ist sicherlich dann nicht bestimmt divergent gegen∞, wenn
es eine Schranke gibt, unter der alle Folgenglieder liegen;entsprechend
kann sie nicht gegen−∞ divergieren, wenn es eine untere Schranke
gibt. Wir definieren

Definition: a) Eine Folge (xn)n∈N
reeller Zahl heißtnach oben be-

schr̈ankt, wenn es eine reelle ZahlM gibt, so daßxn ≤ M für alle
n ∈ N. Sie heißtnach unten beschränkt,wenn es eine reelle ZahlN
gibt, so daßxn ≥ N für allen ∈ N. Die ZahlenM undN bezeichnen
wir als oberebzw.untere Schranken.
b) Eine Folge (xn)n∈N

reeller oder komplexer Zahlen heißtbeschr̈ankt,
wenn es eine reelle ZahlM gibt, so daß|xn| ≤ M für allen ∈ N.

Im reellen Fall ist die Folge natürlich genau dann beschränkt, wenn
sie sowohl nach oben als auch nach unten beschränkt ist: Falls die
UngleichungN ≤ xn ≤ M gilt, ist |xn| ≤ max(|N | , |M |), und ist
|xn| ≤ M , so ist−M ≤ xn ≤ M .

Die Folgen (n modm)n∈N
sind Beispiele beschränkter, aber nicht kon-

vergenter Folgen.

Da fast alle Ḧorer dieser Vorlesung etwas studieren, dasWirtschaftim
Namen hat, wollen wir als n̈achstes das einfachste Beispiel einer Kapital-
anlage betrachten: Wir nehmen an, es gäbe heute noch irgendeine Bank,
die anbietet, ein angelegtes Kapitel für alle Zeiten zu einem festen, im
Voraus vereinbarten Satz zu verzinsen. Wir legen also ein festes Kapital
x0 = a > 0 an, und jedes Jahr gibt uns die Bank daraufp% Zinsen,
multipliziert das bis dahin vorhandene Kapital also mit einen Faktor
q = 1 + r, wobei r als Abk̈urzung f̈ur p/100 stehen soll. Bezeichnen
wir das nachn Jahren vorhandene Kapital mitxn, so ist demnach
xn = xn−1q = xn−1(1 +r), woraus wir sofort induktiv folgern, k̈onnen,
daßxn = x0q

n = aqn ist. Sinn der Kapitalanlage ist natürlich, daß unser
Kapital wächst und ẅachst und ẅachst; in der Mathematik sagen wir,
daß esstreng monotonwachsen soll:

Definition: Eine Folge (xn)n∈N von reellen Zahlen heißtmonoton
wachsend,wenn f̈ur allen ∈ N gilt: xn+1 ≥ xn. Falls sogarxn+1 > xn,
reden wir von einerstreng monoton wachsendenFolge. Entsprechend
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heißt die Folgemonoton fallend,wennxn+1 ≤ xn für allen ∈ N und
streng monoton fallend,wenn sogarxn+1 < xn ist für allen ∈ N.

So versprechen uns beispielsweise viele Politiker, daß dieStaatsver-
schuldung der n̈achsten Jahre eine streng monoton fallende Folge bilden
werden, sind aber leider durch widrige Umstände gezwungen, daraus
eine sehr streng monoton wachsende Folge zu machen.

Bei unserer Kapitalanlage haben wir mit der Bank natürlich einen
Zinssatzp > 0 vereinbart; damit ist auchr = p/100 positiv, und nach
der Ungleichung von BERNOULLI ist

qn = (1 +r)n > 1 +nr für allen ≥ 2 .

In diesem Zusammenhang sagt uns die BERNOULLIsche Ungleichung
also einfach, daß Zinseszins mehr einbringt als bloßer Zins.

Sie sagt uns allerdings auch, daß unser Kapital im Laufe der Zeit beliebig
groß wird:aqn > a(1 + nr), und offensichtlich k̈onnen wir auch noch
zu einer beliebig großen ZahlM ein n0 finden, so daßa(1 + nr) > M
ist für allen ≥ n0. (Die BERNOULLIsche Ungleichung kann uns freilich
nicht garantieren, daß wir inn0 Jahren noch leben.)

Dieses Ergebnis wollen wir gleich etwas allgemeiner festhalten:

Lemma: Für eine komplexe Zahlq ist die Folge (qn)n∈N
eine Nullfolge,

falls |q| < 1; sie divergiert und ẅachst unbeschränkt, falls|q| > 1. Für
q = 1 ist die Folge konstant gleich eins, für |q| = 1, aberq 6= 1 divergiert
sie.

Beweis:Sei zun̈achst|q| > 1. Dann istr = |q| − 1 > 0 und f̈ur n ≥ 2
ist nach der Ungleichung von BERNOULLI

|qn| = |q|n = (1 +r)n > 1 + rn > rn .

Für eine vorgegebene SchrankeM ∈ R finden wir daher eine natürliche
Zahln0, z.B. jedesn0 ≥ M/r, so daß|q|n > M ist für allen ≥ n0.

Ist |q| < 1, so m̈ussen wir zeigen, daß (qn)n∈N eine Nullfolge ist. Sei also
ε > 0 vorgegeben. Da|1/q| > 1 ist, können wir das gerade bewiesene
Resultat anwenden, wonach es einn0 ∈ N gibt, so daß|1/qn| > 1/ε
ist für allen ≥ n0. Für diesen ist dann aber auch|qn| < ε, womit die
Nullfolgeneigenschaft bewiesen ist.
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Für q = 1 schließlich ist die Behauptung trivial; istq 6= 1, aber|q| = 1,
so ist naẗurlich auch|qn| = 1 für allen, aber die Folge derqn divergiert:
Andernfalls m̈ußte sie gegen einen Grenzwertx konvergieren, es g̈abe
also zu jedemε > 0 einn0, so daß|x − qn| < ε für allen ≥ n0. Ist
n ≥ n0; so ist auchn + 1 ≥ n0; nach der Dreiecksungleichung wäre
daher

∣
∣qn − qn+1

∣
∣ ≤ |x − qn| +

∣
∣x − qn+1

∣
∣ < 2ε .

Nun ist aber
∣
∣qn − qn+1

∣
∣ = |qn| · |1− q| = |1− q| unabḧangig vonn,

und für ε ≤ 1
2 |1− q| kann dies unm̈oglich echt kleiner 2ε sein. Somit

divergiert die Folge.

Bislang haben wir vor allem Aussagenüber Konvergenz, Divergenz und
Grenzwerte bewiesen, die eigentlich auch so klar waren; um auch nicht
offensichtliche Grenzwerte ausrechnen zu können, ben̈otigen wir als
erstes Beziehungen zwischen den Grenzwerten verschiedener Folgen.
Dazu diesen die folgenden

Rechenregeln für Grenzwerte: Sind (xn)n∈N und (yn)n∈N konver-
gente Folgen reeller oder komplexer Zahlen mit Grenzwertenx undy,
so gilt:

a) Die Folge (xn ± yn)n∈N
konvergiert gegenx ± y.

b) Die Folge (xnyn)n∈N
konvergiert gegenxy.

c) Ist y 6= 0, so gibt es eine natürliche Zahln1 derart, daßyn 6= 0 für
alle n ≥ n1. Betrachtet man nur Folgenglieder mit Indexn ≥ n1,
so konvergiert die Folge (xn/yn)n≥n1

gegenx/y.

d) Die Folge (|xn|)n∈N konvergiert gegen|x|.
e) Für reelle Folgen gilt: Istxn ≤ yn für allen, so ist auchx ≤ y.

Beweis: a)Wir müssen zeigen, daß es zu jedemε > 0 einn0 ∈ N gibt,
so daß f̈ur allen ≥ n0 gilt

|(x ± y) − (xn ± yn)| ≤ ε .

Nach der Dreiecksungleichung ist

|(x ± y) − (xn ± yn)| = |(x − xn) ± (y − yn)| ≤ |x − xn| + |y − yn| .
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Da die Folge (xn)n∈N
gegenx konvergiert, gibt es einn1 ∈ N, so daß

|x − xn| < 1
2ε ist für allen ≥ n1; genauso gibt wegen der Konvergenz

deryn gegeny ein n2 ∈ N, so daß|y − yn| < 1
2ε für allen ≥ n2. Für

n ≥ n0 = max(n1, n2) gelten beide Ungleichungen, also auch die zu
beweisende.

b) Wir müssen zu vorgegebenemε > 0 ein n0 ∈ N finden, so daß
|xy − xnyn| < ε ist. Dazu schreiben wir

|xy − xnyn| = |x(y − yn) + yn(x − xn)|
≤ |x| · |y − yn| + |yn| · |x − xn| .

|x| ist eine Konstante,|yn| jedoch nicht. Um trotzdem eine Aussage
über|yn| zu bekommen, beweisen wir zunächst die folgende

Zwischenbehauptung: Ist (yn)n∈N keine Nullfolge, so gibt es einen
Indexn1 ∈ N, so daß

|y|
2

< |yn| <
3 |y|

2
für allen ≥ n1 .

Zum Beweismüssen wir einfach in der Definition einer konvergenten
Folgeε = 1

2 |y| setzen; dann erhalten wir einn1, so daß f̈ur allen ≥ n1

gilt |yn − y| ≤ 1
2 |y|. Nach der verscḧarften Dreiecksungleichung ist

dann auch
∣
∣|yn| − |y|

∣
∣ ≤ 1

2 |y| und

|y| − |y|
2

< |yn| < |y| +
|y|
2

für allen ≥ n1 .

Das ist genau die behauptete Ungleichung.

Falls (yn)n∈N keine Nullfolge ist, haben wir demnach die Abschätzung

|xy − xnyn| ≤ |x| · |y − yn| +
3
2
|y| · |x − xn| für allen ≥ n1 .

Um die rechte Seite unter eine vorgegebene Schrankeε zu dr̈ucken,
betrachten wir einn2 ∈ N, so daß f̈ur allen ≥ n2 gilt |x − xn| < ε/3 |y|
und, fallsx 6= 0, einn3 ∈ N, so daß|y − yn| < ε/2 |x| ist. Im Falle
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x 6= 0 haben wir dann die Abschätzung

|xy − xnyn| ≤ |x| · |y − yn| +
3
2
|y| · |x − xn|

≤ |x| · ε

2 |x| +
3
2
|y| · ε

3 |y| =
ε

2
+

ε

2
= ε

für allen ≥ n0 = max(n1, n2, n3). Für x = 0 ist

|xy − xnyn| ≤ |x| · |y − yn| +
3
2
|y| · |x − xn|

=
3
2
|y| · |x − xn| ≤

3
2
|y| · ε

3 |y| =
ε

2
< ε

für allen ≥ n0 = max(n1, n2).

Bleibt noch der Fall, daß (yn)n∈N
eine Nullfolge ist. In diesem Fall

wählen wir unsern1 so, daß|yn| < 1 ist für alle n ≥ n1, undn2 so,
daß|x − xn| < 1

2ε für allen ≥ n2. Damit ist auch hier der Summand
3
2 |y| · |x − xn| kleiner als1

2ε für n ≥ max(n1, n2). Im Fall x = 0 reicht
das; f̈ur x 6= 0 scḧatzen wir den Summanden|x| · |y − yn| wie oben ab
und haben f̈ur n ≥ max(n1, n2, n3) die gleiche Ungleichung wie dort.

c) Da (yn)n∈N
keine Nullfolge ist, gibt es nach der inb) bewiesenen

Zwischenbehauptung einn1 ∈ N, so daß

|y|
2

< |yn| <
3 |y|

2
für allen ≥ n1 .

Insbesondere ist alsoyn 6= 0 für allen ≥ n1.

Wegenb) gen̈ugt es, wenn wir zeigen, daß die Folge (1/yn)n≥n1
gegen

1/y konvergiert.
∣
∣
∣
∣

1
y
− 1

yn

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

yn − y

yyn

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣
∣
∣

yn − y
1
2y2

∣
∣
∣
∣
∣

=
2

|y|2
|y − yn| .

Zu jedemε > 0 gibt es wegen der Konververgenz der Folge (yn)n∈N

einn2 ∈ N, so daß|y − yn| < 1
2 |y|

2
ε ist. Für n ≥ n0 = max(n1, n2) ist

dann nach der gerade bewiesenen Abschätzung auch|1/y − 1/yn| < ε,
die Folge der Kehrwerte konvergiert also gegen 1/y.

d) Wir müssen zeigen, daß es zu jedemε > 0 einn0 ∈ N gilt, so daß
∣
∣|x| − |xn|

∣
∣ < ε für allen ≥ n0 .
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Wir wissen, daß es einn0 gibt, so daß

|x − xn| < ε für allen ≥ n0 ,

und wenn wir in der verscḧarften Dreiecksungleichung
∣
∣|x − y| − |y − z|

∣
∣ ≤ |x − z| ≤ |x − y| + |y − z|

y = 0 undz = xn setzen, erhalten wir die gewünschte Ungleichung
∣
∣|x| − |xn|

∣
∣ ≤ |x − xn| < ε für allen ≥ n0 .

e)Wärex > y, so g̈abe es f̈ur ε = 1
2(x−y) naẗurliche Zahlenn1 undn2,

so daß|x − xn| < ε wäre f̈ur alle n ≥ n1 und |y − yn| < ε für alle
n ≥ n2. Für n ≥ max(n1, n2) wäre dann

xn > x − ε =
x + y

2
= y + ε > yn ,

im Widerspruch zur Voraussetzungxn ≤ yn. Also istx ≤ y.

Damit haben wir erste Instrumente in der Hand, um mit Grenzwerten
zu rechnen; wir k̈onnen diese Rechenregeln auch so formulieren, daß
die Berechnung von Grenzwerten konvergenter Folgen vertauschbar ist
mit den Grundrechenarten, der Betragsfunktion und, im reellen Fall, der
Ordnungsrelation≤:

lim
n→∞

(xn ± yn) = lim
n→∞

xn ± lim
n→∞

yn ,

lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn ,

lim
n→∞

xn

yn

=
limn→∞ xn

limn→∞ yn

falls (yn)n∈N keine Nullfolge ist ,

lim
n→∞

|xn| =
∣
∣
∣ lim
n→∞

xn

∣
∣
∣ ,

lim
n→∞

xn ≤ lim
n→∞

yn für reelle Folgen mitxn ≤ yn für allen .

Man beachte, daß die letzte Zeile falsch wird, wenn wir≤ durch<
ersetzen: Istxn = 1/2n undyn = 1/n so istxn < yn für allen, aber
die Grenzwerte sind beide gleich Null.

Bei der Aussagëuber die Quotientenfolge darf mann naẗurlich erst ab
einem Wert laufen lassen, jenseits dessen keinyn mehr verschwinden
kann.
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§3: Die Vollständigkeit der reellen Zahlen
Bisher haben wir die Konvergenz einer Folge immerüber die Definition
bewiesen, d.h. wir haben bewiesen, daß sie gegen eine uns bekannte,
konkrete Zahl konvergiert. Eine der Hauptanwendungen von Folgen be-
steht aber darin, daß wir damitunbekannteZahlen berechnen wollen.
Wir brauchen daher unbedingt Kriterien, mit denen wir die Existenz ei-
nes Grenzwerts beweisen können, ohne diesen bereits zu kennen. Damit
soll sich dieser Paragraph beschäftigen. Um die Unterschiede zwischen
den reellen und den rationalen Zahlen klarer zu machen, definiere ich
die ben̈otigten Grundbegriffe f̈ur beliebige angeordnete Körper, so daß
die Definitionen sowohl aufQ als auch aufR anwendbar sind.

Beginnen wir mit einem vertrauten Begriff:

Definition: k sei ein angeordneter K̈orper undA eine Teilmenge vonk.

Ein ElementM ∈ A heißt
{

größtes
kleinstes

}

Element oder
{

Maximum
Minimum

}

von

A, wenn
{

x ≤ M
x ≥ M

}

für allex ∈ A.

In einer nichtleeren endlichen Teilmenge vonk gibt es immer ein gr̈oßtes
und auch ein kleinstes Element; in einer unendlichen Menge kann es
diese Elemente geben, muß aber nicht:

So hat beispielsweise das abgeschlossene Intervall [0, 1] ⊂ R die Null
als kleinstes und die Eins als größtes Element. Im offenen Intervall
(0, 1) gibt es aber weder ein größtes noch ein kleinstes Element, denn
wäre etwaM ∈ (0, 1) ein kleinstes Element, so müßteM wie alle
Elemente von (0, 1) positiv sein, undM/2 wäre ein Element von (0, 1),
das kleiner ist alsM . Das widerspricht aber der Annahme, daßM das
kleinstes Element von (0, 1) ist.

Die TeilmengeN ⊂ R schließlich hat zwar die Eins als kleinstes Ele-
ment, jedoch gibt es kein größtes Element, da es zu jedemM ∈ R eine
naẗurliche Zahln gibt, die gr̈oßer alsM ist.

Im Beispiel des offenen Intervalls (0, 1) haben wir zwar weder ein
kleinstes noch ein größtes Element, aber wir könnten doch sagen, daß
die Null und die Eins in gewisser Weise die optimalen Schranken sind.
Dies macht die folgende Definition präzise:

Kap. 2: Folgen und Funktionen 

Definition: k sei ein angeordneter K̈orper undA eine Teilmenge vonk.

Eine ZahlM ∈ k heißt
{

obere
untere

}

Schrankevon A, wenn
{

x ≤ M
x ≥ M

}

für allex ∈ A. Sie heißt
{

Supremum
Infimum

}

vonA, wenn sie eine
{

obere
untere

}

Schranke vonA ist und wenn f̈ur jede andere
{

obere
untere

}

SchrankeN

vonA gilt:
{

M ≤ N
M ≥ N

}

. Die MengeA heißt nach
{

oben
unten

}

beschr̈ankt,

wenn sie eine
{

obere
untere

}

Schranke hat. Wenn es sowohl eine obere als

auch eine untere Schranke gibt, bezeichnen wirA alsbeschr̈ankt.

Wenn eine Menge größtes Element hat, ist dieses offensichtlich gleich-
zeitig Supremum, genau wie auch ein kleinstes Element ein Infimum ist.
Die Umkehrung gilt allerdings nicht, denn manüberlegt sich leicht, daß
0 und 1 Infimum und Supremum von (0, 1) sind, aber da sich nicht im
Intervall liegen, k̈onnen sie nicht kleinstes oder größtes Element sein.

Das Supremum einer TeilmengeA ⊆ k, falls es existiert, ist diekleinste
obere Schranke. Sie muß nicht existieren: Für k = Q beispielsweise hat
die TeilmengeA =

{
x ∈ Q

∣
∣ x2 < 2

}
zwar viele obere Schranken, aber

keine kleinste: Ist n̈amlichM irgendeine obere Schranke, so gilt inR

die UngleichungM >
√

2, denn daM eine rationale Zahl sein muß,
ist M 6=

√
2. Damit istx = M −

√
2 eine positive reelle Zahl, und wir

können eine rationale Zahlε > 0 finden, die kleiner ist, z.B. eine untere
Grenze eines Intervalls aus einer Intervallschachtelung die x definiert.
Dann ist aber auchM − ε eine obere Schranke vonM .

Wennallerdings ein Supremum existiert, dann ist es eindeutig bestimmt:
Sind n̈amlich M und N zwei Suprema, so sind beide insbesondere
obere Schranken; daM Supremum ist, muß daherM ≤ N sein, und da
N Supremum ist auchN ≤ M . Somit istM = N .

Ein wesentlicher Unterschied zwischen reellen und rationalen Zahlen
besteht darin, daß jede nichtleere beschränkte Teilmenge vonR ein
Infimum und ein Supremum hat:

Satz: Jede nichtleere nach oben beschränkte TeilmengeA ⊆ R hat ein
Supremum.

Beweis:Wir konstruieren das Supremum̈uber eine Intervallschachte-
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lung mit rationalen Grenzen. Dazu gehen wir aus von einer oberen
SchrankeM sowie einem Elementx ∈ A. Beides sind reelle Zahlen;
für unser erstes Intervall [a1, b1] wählen wir eine rationale Zahla1 ≤ x
und eine rationale Zahlb1 ≥ M . Die obere Intervallgrenze ist somit
eine obere Schranke vonA, und das Intervall entḧalt (mindestens) ein
Elementx ∈ A. Diese beiden Eigenschaften werden auch die rekur-
siv konstruierten weiteren Intervalle haben: Wenn wir die Intervalle
bis [an, bn] konstruiert haben, betrachten wir den Intervallmittelpunkt
cn = 1

2(an + bn). Falls cn eine obere Schranke vonA ist, setzen wir
an+1 = an undbn+1 = cn. Alle x ∈ A, die in [an, bn] liegen, sind auch
im neuen Intervall, undbn+1 = cn ist eine obere Schranke vonA.

Falls cn keine obere Schranke ist, gibt es einx ∈ A mit cn ≤ y. Wir
setzenan+1 = cn undbn+1 = bn. Wieder istbn+1 obere Schranke und das
Intervall [an+1, bn+1] entḧalt mindestens einx ∈ A.

Das neue Intervall [an+1, bn+1] ist die linke oder die rechte Ḧalfte seines
Vorgängers [an, bn] und ist somit auch nur halb so lang; damit haben
wir eine Intervallschachtelung, und die definiert eine reelle ZahlS. Wir
wollen unsüberlegen, daßS das Supremum vonA ist.

Zunächst istS eine obere Schranke vonA, denn sonst g̈abe es ein
Elementy ∈ A mit y > S. Damit g̈abe es nach Definition der Größer-
beziehung aufR auch einn, so daßy > bn wäre, aber das ist nicht
möglich, denn allebn sind obere Schranken vonA.

Nun seiN irgendeine obere Schranke vonA; wir müssen zeigen, daß
S ≤ N ist. Angenommen,S wäre gr̈oßer alsN . Dann g̈abe es einn mit
an > N . Nach Konstruktion der Intervalle gibt es aber mindestens ein
Elementy ∈ A mit y ≥ an, also ẅare auchy ≥ N , im Widerspruch
zur Schrankeneigenschaft. Somit istS ≤ N , d.h.S ist das Supremum
vonA.

Definition: Ein angeordneter K̈orper k heißt vollständig, wenn jede
nach oben beschränkte TeilmengeA ⊆ k ein Supremum hat.

Somit ist also der K̈orper der reellen Zahlen vollständig, nicht aber der
der rationalen Zahlen.

Aus dem gerade bewiesenen Satzüber die Existenz von Suprema können
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wir als Folgerung sofort eine Aussageüber die Existenz von Infima
ableiten:

Korollar: Jede nach unten beschränkte nichtleere TeilmengeA ⊆ R

hat ein Infimum.

Beweis:Ist M untere Schranke vonA, so ist−M obere Schranke der
MengeB = {x ∈ k | −x ∈ A}. Also hatB ein SupremumS, und
offensichtlich ist−S das Infimum vonA.

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun endlich eine Aussageüber
die Existenz von Grenzwerten beweisen:

Satz: Jede monoton wachsende und nach oben beschränkte Folge
(xn)n∈N

reeller Zahlen konvergiert.

Beweis:A = {xn | n ∈ N} sei die Menge aller Folgenglieder. Nach
Voraussetzung hat sie eine obere Schranke, also hat sie auchein Supre-
mumx. Wir wollen unsüberlegen, daß die Folge gegenx konvergiert.
Wir betrachten also ein vorgegebenesε > 0. Dann kannx − ε keine
obere Schranke vonA sein, denn jede obere Schranke ist größer oder
gleichx. Deshalb gibt es einn0 ∈ N, so daßxn0

> x− ε ist. Wegen der
Monotonie der Folge istxn0

≤ xn für allen ≥ n0, und dax insbeson-
dere eine obere Schranke ist, mußxn ≤ x sein f̈ur allen. Für n ≥ n0
ist somit

x − ε < xn0
≤ xn ≤ x .

Damit muß|x − xn| < ε sein, die Folge konvergiert also gegenx.

Korollar: Jede monoton fallende und nach unten beschränkte Folge
(xn)n∈N

reeller Zahlen konvergiert.

Beweis: (−xn)n∈N ist eine monoton wachsende und nach oben be-
schr̈ankte Folge, hat also nach dem Satz einen Grenzwerty, gegen den
sie konvergiert. Damit konvergiert die Folge derxn gegenx = −y.

Lemma: Ist ([an, bn])n∈N eine Intervallschachtelung mit rationalen
oder reellen Intervallgrenzen, so konvergieren die Folgen(an)n∈N

und
(bn)n∈N

beide gegen dieselbe reelle Zahlx.
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Beweis:Bei einer Intervallschachtelung gelten für allen ∈ N die Un-
gleichungena1 ≤ an ≤ bn ≤ b1; somit ist b1 eine obere Schranke
für (an)n∈N

unda1 eine untere Schranke für (bn)n∈N
. Da [an+1, bn+1]

stets in [an, bn] liegen muß, ist die Folge der unteren Grenzen monoton
wachsend, konvergiert also nach dem gerade bewiesenen Satzgegen eine
reelle Zahlx. Genauso folgt aus dem Korollar, daß die oberen Grenzen
gegen eine reelle Zahly konvergieren. F̈ur jedesn istan ≤ x ≤ y ≤ bn;
da die Differenzen (bn − an)n∈N

eine Nullfolge bilden, mußx = y sein.

Im Falle einer Intervallschachtelung mit rationalen Grenzen istx gerade
die durch die Intervallschachtelung definierte reelle Zahl; für Intervall-
schachtelungen mit reellen Grenzen zeigt uns das Lemma, daßwir die
reellen Zahlen nicht wie die rationalen Zahlen via Intervallschachtelun-
gen erweitern k̈onnen zu irgendwelchen hyperreellen Zahlen; auch aus
diesem Grund reden wir von einemvollständigenKörper. Wir wollen se-
hen, daß wir dort nicht nur bei monotonen, sondern auch bei beliebigen
reellen Folgen n̈utzliche Konvergenzkriterien haben.

Ausgangspunkt dafür ist die Beobachtung, daß eine beliebige Folge
reeller Zahlen mindestens eine monotone Teilfolge hat. Bevor wir das
zeigen k̈onnen, m̈ussen wir zun̈achst definieren, was eine Teilfolge sein
soll; anschaulich entsteht sie aus einer Folge dadurch, daßgewisse Fol-
genglieder gestrichen werden und wir das, wasübrig bleibt, als neue
Folge nehmen.

Definition: Eine Folge (yn)n∈N heißtTeilfolgeder Folge (xn)n∈N, wenn
es eine streng monoton wachsende Folge (νn)n∈N

von naẗurlichen Zah-
len gibt, so daßyn = xνn

für allen ∈ N.

So ist beispielsweise die Folge (yn)n∈N
mit yn = 1/(2n + 1) eine Teil-

folge der Folge (xn)n∈N
mit xn = 1/n, denn setzen wirνn = 2n + 1, so

definiert dies eine streng monoton wachsende Folge natürlicher Zahlen,
undyn = xνn

für allen ∈ N. Genauso ist auch die Folge (zn)n∈N
mit

zn = 1/n2 eine Teilfolge von (xn)n∈N; hier istzn = xµn
mit µn = n2,

was ebenfalls eine streng monoton wachsende Folge definiert. Dagegen
ist die Folge (wn)n∈N

mit wn = 1/(1 +
∣
∣n2 − 11

∣
∣) keineTeilfolge, denn

zwar k̈onnen wir auch hier schreibenwn = xλn
mit λn = 1 +

∣
∣n2 − 11

∣
∣,
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aber die Folge (λn)n∈N
ist nicht streng monoton wachsend: Ihre ersten

Folgenglieder sind 11, 8, 3, 6, 15.

Lemma: Jede reelle Zahlenfolge (xn)n∈N hat eine monotone Teilfolge.

Beweis:Als erstes m̈ussen wir entscheiden, ob wir nach einer mono-
ton wachsenden oder einer monoton fallenden Teilfolge suchen wollen.
Dazu betrachten wir die MengeJ ⊆ N aller Indizesn, für die gilt:
xm ≤ xn für alle m ≥ n. Für ein n ∈ J sind die Folgenglieder, die
hinter xn stehen also allesamt kleiner oder gleichxn. Im Falle einer
monoton fallenden Folge (xn)n∈N

wäre offensichtlichJ = N, bei einer
streng monoton wachsenden Folge wäreJ = ∅ die leere Menge. Wir
haben es mit einer beliebigen Folge zu tun; hier ist für J grunds̈atzlich
alles m̈oglich.

WennJ eine unendliche Teilmenge der natürlichen Zahlen ist, ordnen
wir ihre Elemente der Größe nach und bezeichnen dasn-te mitνn. Dann
ist (νn)n∈N

eine streng monoton wachsende Folge natürlicher Zahlen,
und die Folge (yn)n∈N mit yn = xνn

ist offensichtlich monoton fallend:
Da νn+1 größer ist alsνn, muß nach Definition vonJ insbesondere
yn+1 = xνn+1

≤ xνn
= yn sein f̈ur allen ∈ N.

FallsJ endlich ist, k̈onnen wir eine natürliche Zahlν1 finden, die gr̈oßer
ist als alle Elemente vonJ : Im FalleJ = ∅ setzen wir einfachν1 = 1,
ansonsten nehmen wir beispielsweise das um eins vergrößerte Maximum
vonJ .

Beginnend mitν1 konstruieren wir rekursiv eine streng monoton wach-
sende Folge (νn)n∈N von naẗurlichen Zahlen: Angenommen, wir haben
die Folge bis zumn-ten Folgengliedνn konstruiert. Dann ist sicher
νn /∈ J , denn bereitsν1 ist größer als alle Elemente vonJ , und die fol-
gendenνn werden immer gr̈oßer. Daher gibt es nach Definition vonJ
mindestens einen Indexm > νn, so daßxm > xνn

; andernfalls ẅare
νn ∈ J . Wir wählen einen solchen Indexm aus und definierenνn+1 = m.
Dann istνn+1 > νn undxνn+1

> xνn
.

Setzen wir nun nochyn = xνn
, so haben wir offenbar eine sogar streng

monoton wachsende Teilfolge von (xn)n∈N
gefunden.

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir den



 Analysis I HWS2014

Satz von Bolzano-Weierstraß:Jede beschränkte Folge reeller Zahlen
hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis:Wir wir gerade gesehen haben, hatjedeFolge (xn)n∈N
reeller

Zahlen eine monotone Teilfolge; falls (xn)n∈N eine beschr̈ankte Folge
ist, gilt das erst recht für die Teilfolge, und damit konvergiert diese.
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lässigte, mußte er nach acht Semestern die Univer-
sität ohne Abschluß verlassen und ließ sich in Münster
zum Gymnasiallehrer ausbilden. Auch während dieser
Ausbildung und sp̈ater an der Schule setzte er seine

mathematischen Forschungen fort. Mit einer 1854 erschienenen Arbeit über Abelsche
Funktionen wurde er erstmals einer breiteren mathematischen Öffentlichkeit bekannt,
bekam die Ehrendoktorẅurde der Universiẗat Königsberg und verschiedene Rufe auf
Lehrsẗuhle. Im Oktober 1856 entschied er sich für eine Professur an der Universität
Berlin, wo er Studenten aus aller Welt anzog. In einigen seiner Vorlesungen beschäftigte
er sich mit der pr̈azisen Grundlegung der Analysis und entwickelte das Schema, dem im
wesentlich auch heute noch alle Anfängervorlesungen̈uber Analysis folgen. Auch viele
Resultate der komplexen Analysis (Funktionentheorie) gehen auf ihn zur̈uck.
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Die bloße Tatsache, daß eineTeilfolgekonvergiert, mag nicht sonderlich
aufregend erscheinen; sie kann aber helfen, unter geeigneten Zusatzbe-
dingungen die Konvergenz der gesamten Folge zu zeigen, und das auch
in sehr allgemeinen Zusammenhängen, die erst in späteren Semestern
auftauchen werden.

Wenn eine Folge (xn)n∈N
gegen eine Zahlx konvergiert, k̈onnen wir f̈ur

jedesε > 0 eine naẗurliche Zahln0 finden, so daß|x − xn| < ε/2 für
alle n ≥ n0. Für zwei beliebige natürliche Zahlenn, m ≥ n0 ist somit
nach der Dreiecksungleichung

|xn − xm| ≤ |x − xn| + |x − xm| <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Definition: Eine Folge (xn)n∈N
reeller oder komplexer Zahlen heißt

CAUCHY-Folge, wenn es zu jedemε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so daß
|xn − xm| < ε ist für allen, m ≥ n0.

Wie wir gerade gesehen haben, ist jede konvergenteFolge eine CAUCHY-
Folge. Die Umkehrung ist allerdings nicht so klar: Wenn wir uns etwa
auf rationale Zahlen beschränken, konvergiert eine inR gegen

√
2 kon-

vergente Folge rationaler Zahlen nicht gegen eine rationale Zahl, ist also
in Q nicht konvergent.Trotzdem ist sie nach obigem Argument natürlich
eine CAUCHY-Folge.

Bei reellen und komplexen Zahlen kann uns so etwas nicht passieren;
hier gilt

Cauchysches Konvergenzkriterium: Jede CAUCHY-Folge (xn)n∈N

von reellen oder komplexen Zahlen konvergiert.

Zum Beweisbetrachten wir zun̈achst nur reelle Folgen. Hierüberlegen
wir uns als erstes, daß jede CAUCHY-Folge (xn)n∈N beschr̈ankt ist:
Setzen wir in der Definition einer CAUCHY-Folgeε = 1, so erhalten wir
eine naẗurliche Zahln0 mit der Eigenschaft, daß|xn − xm| < 1 ist für
allen, m ≥ n0. Insbesondere ist für allen ≥ n0

|xn| =
∣
∣xn0

+ (xn − xn0
)
∣
∣ ≤

∣
∣xn0

∣
∣ +
∣
∣xn − xn0

∣
∣ ≤

∣
∣xn0

∣
∣ + 1 .

BezeichnetM das Maximum dern0 Zahlen |x1| , . . . ,
∣
∣xn0−1

∣
∣ und

∣
∣xn0

∣
∣ + 1, ist daher|xn| ≤ M für allen ∈ N.
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Damit können wir den Satz von BOLZANO-WEIERSTRASSanwenden, der
uns die Existenz einer konvergenten Teilfolge garantiert.Der Grenzwert
dieser Teilfolge seix; wir wollen unsüberlegen, daß auch die Gesamt-
folge gegenx konvergiert.

Sei alsoε > 0 vorgegeben. Da (xn)n∈N
eine CAUCHY-Folge ist, gibt

es einn1 ∈ N, so daß|xn − xm| < 1
2ε ist für allen, m ≥ n1. Da wir

eine gegenx konvergente Teilfolge haben, finden wir auch einn2 ∈ N,
so daß|x − xn| < 1

2ε ist für alle jenen ≥ n2, für die xn zur Teilfolge
geḧort. Wie üblich setzen wirn0 = max(n1, n2); außerdem ẅahlen wir
uns einm ≥ n0, für dasxm zur Teilfolge geḧort. Für n ≥ n0 ist dann

|x − xn| = |(x − xm) + (xm − xn)| ≤ |x − xm| + |xm − xn|

<
ε

2
+

ε

2
= ε ;

die Folge (xn)n∈N
konvergiert also gegenx.

Damit ist der reelle Fall erledigt; wir m̈ussen noch zeigen, daß die
Aussage auch im Komplexen gilt. Dazu sei (zn)n∈N

eine CAUCHY-
Folge von komplexen Zahlen. Wir schreibenzn = xn + iyn mit reellen
Zahlenxn, yn und wollen uns zun̈achstüberlegen, daß auch (xn)n∈N

und (yn)n∈N
CAUCHY-Folgen sind: Zu jedemε > 0 gibt es einn0 ∈ N,

so daß
|zn − zm| = |(xn − xm) + i(yn − ym)|

=
√

(xn − xm)2 + (yn − ym)2 < ε

ist für allen, m ≥ n0. Da (xn −xm)2 und (yn − ym)2 beide gr̈oßer oder
gleich Null sind, ist dann auch

|xn − xm| =
√

(xn − xm)2 ≤
√

(xn − xm)2 + (yn − ym)2 < ε

und
∣
∣yn − xy

∣
∣ =
√

(yn − ym)2 ≤
√

(xn − xm)2 + (yn − ym)2 < ε

für allen, m ≥ n0.

Damit wissen wir, daß die Folgen (xn)n∈N
und (yn)n∈N

konvergieren;
ihre Grenzwerte seienx und y. Naẗurlich erwarten wir, daß die Folge
(zn)n∈N

gegenz = x + iy konvergiert, und das läßt sich auch leicht
nachrechnen: Zu vorgegebenemε > 0 gibt es naẗurliche Zahlenn1, n2,

Kap. 2: Folgen und Funktionen 

so daß|x − xn| < 1
2ε für alle n ≥ n1 und |y − yn| < 1

2ε für alle
n ≥ n2. Für n ≥ n0 = max(n1, n2) ist daher

|z − zn| = |(x − xn) + i(y − yn)| =
√

(x − xn)2 + (y − yn)2

<

√
(ε

2

)2
+
(ε

2

)2
=

√

ε2

2
< ε ,

womit auch der komplexe Fall erledigt wäre.

Der Beweis, daß inR wie auch inC jede CAUCHY-Folge konvergiert, ver-
wendet nur die Vollsẗandigkeit vonR; tats̈achlich gilt das CAUCHYsche
Konvergenzkriterium also in jedem vollständigen K̈orper.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht; wie wir gerade gesehen haben,
gilt das CAUCHYsche Konvergenzkriterium auch inC, aber daC kein
angeordneter K̈orper ist und wir Vollsẗandigkeit nur f̈ur angeordnete
Körper definiert haben, istC nicht vollsẗandig im Sinne unserer Defini-
tion.

Da die Konvergenz von CAUCHY-Folgen in vielen Teilen der Analy-
sis wichtig ist, weitet man daher die Definition der Vollständigkeit aus
und fordert statt der Existenz eines Supremums für jede nach oben
beschr̈ankte Menge die G̈ultigkeit des CAUCHYschen Konvergenzkri-
terium. Vorerst brauchen wir das noch nicht, aber in der Analysis II
werden wir hierauf zur̈uckkommen.

§4: Axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen
Wir haben im bisherigen Verlauf des Semesters eine ganze Reihe von
Eigenschaften der reellen Zahlen kennengelernt: Sie bilden einen K̈or-
per, dieser K̈orper ist angeordnetund außerdemauch noch archimedisch,
und schließlich haben wir gerade gelernt, daß er auch vollständig ist.
Von den Zahlbereichen, die wir kennen, haben nur die reellenZahlen
alle diese Eigenschaften, denn weder die natürlichen noch die ganzen
Zahlen bilden einen K̈orper, die rationalen Zahlen sind nicht vollständig,
und die komplexen Zahlen sind kein angeordneter Körper.

Tats̈achlich gibt es außer den reellen Zahlen kein weiteres Beispiel eines
vollständigen und archimedischen angeordneten Körpers: Man kann die
reellen Zahlen zwar auf verschiedene Arten einführen, beispielsweise
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über CAUCHY-Folgen rationaler Zahlen stattüber Intervallschachtelun-
gen, aber das Ergebnis ist

”
im wesentlichen“ immer dasselbe:

Satz: Jeder vollsẗandige und archimedische angeordnete KörperK kann
mit dem KörperR der reellen Zahlen identifiziert werden, d.h. es gibt
eine bijektive Abbildungϕ: R → K, für die gilt:

1.) ϕ(0) = 0 undϕ(1) = 1

2.) Für je zwei Elementex, y ∈ R ist

ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) und ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y)

3.) Für je zwei Elementex, y ∈ R gilt:

x < y genau dann, wennϕ(x) < ϕ(y) .

Beweis:Wir konstruierenϕ schrittweise f̈ur immer gr̈oßere Teilmengen
vonR.

Beginnen wir mit der Menge{0, 1} ⊂ R. DaK linear geordnet ist und
in jedem K̈orper 0 6= 1 sein muß, ist inK entweder 0< 1 oder 1< 0.
Wäre 1< 0, so ẅare nach den Axiomen eines angeordneten Körpers
12 > 0, was wegen 12 = 1 ein Widerspruch ist. Also ist 0< 1; wenn
wir ϕ(0) = 0 undϕ(1) = 1 setzen, gelten daher1.) bis3.) zumindest f̈ur
allex, y ∈ {0, 1}.

Als nächstes erweitern wirϕ zu einer Abbildung vonZ nachK, indem
wir f ür jede naẗurliche Zahln > 1 rekursiv definierenϕ(n) = 1+ϕ(n−1)
und für jedesn < 0 ausZ setzenϕ(n) = −ϕ(−n). Da auch inK die
Eins gr̈oßer ist als die Null, istϕ(n) > ϕ(n − 1) für alle n ∈ N und
tats̈achlich sogar f̈ur allen ∈ Z, denn ausϕ(n) > ϕ(n − 1) folgt, daß
−ϕ(n) < −ϕ(n−1), alsoϕ(−n) < ϕ

(
−(n−1)

)
für allen ∈ N. Daraus

folgt) dann leicht induktiv, daß für n < m stetsϕ(n) < ϕ(m) sein muß,
so daß3.) für allex, y ∈ Z erfüllt ist. Damit folgt insbesondere, daßϕ
aufZ injektiv ist, denn f̈ur zwei verschiedene Zahlenn, m ∈ Z können
wir o.B.d.A. annehmen, daßn < m ist, und dann ist auchϕ(n) < ϕ(m),
die Bilder k̈onnen also nicht gleich sein.

Auch 2.) läßt sich induktiv ausdehnen auf allex, y ∈ Z, denn nach
Konstruktion vonϕ ist ϕ(x+ 1) = ϕ(x) + 1 für allex ∈ Z, und f̈ury > 0
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verwenden wir f̈ur den Induktionsschritt, daß

ϕ(x + y) = ϕ
((

x + (y − 1)
)

+ 1
)

ist. Isty < 0, so ist−y > 0 und die Gleichungϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)
ist äquivalent zu

ϕ(x) = ϕ(x + y) − ϕ(y) = ϕ(x + y) + ϕ(−y) .

Diese Gleichung gilt, da−y ∈ N und daher nach dem schon bewiesenen

ϕ(x) = ϕ
(
(x + y) + (−y)

)
= ϕ(x + y) + ϕ(−y)

ist. Somit gilt2.) zumindest f̈ur die Addition.

Daß es auch für die Multiplikation gilt, folgtähnlich, wenn wir beachten,
daß f̈ur x ∈ Z undy ∈ N gilt

x · y = x · (y − 1) +x .

Als nächstes wirdϕ ausgedehnt aufQ. Jedesx ∈ Q läßt sich schreiben
alsx = p

q mit p ∈ Z undq ∈ N. Hier bietet sich naẗurlich die Definition

ϕ

(
p

q

)

=
ϕ(p)
ϕ(q)

an, und wir m̈ussen zeigen, daß die wohldefiniert ist. Wie wir bereits
wissen, istϕ(q) 6= 0 für alle q ∈ N, die rechte Seite kann also inK
gebildet werden. Bleibt noch das Problem, daß die Darstellung vonx
als Quotientpq nicht eindeutig ist:

p

q
=

p′

q′
genau dann, wennpq′ = p′q .

Dann ist aber auch
ϕ(p)
ϕ(q)

=
ϕ(p′)
ϕ(q′)

denn ϕ(p)ϕ(q′) = ϕ(pq′) = ϕ(p′q) = ϕ(p′)ϕ(q) .

Das gleiche Argument zeigt auch die Injektivität vonϕ aufQ, denn ist

ϕ

(
p

q

)

= ϕ

(
p′

q′

)

, so ist
ϕ(p)
ϕ(q)

=
ϕ(p′)
ϕ(q′)

,

also ist

ϕ(p)ϕ(q′) = ϕ(p′)ϕ(q) und damit ϕ(pq′) = ϕ(p′q) ;
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wegen der Injektiviẗat vonϕ aufZ ist daher auchpq′ = p′q, d.h. p
q = p′

q′
.

Da sich sowohl die Addition und Multiplikation als auch die Größerre-
lation in Q auf die inZ zurückführen lassen, zeigt man leicht, daß2.)
und3.) auch f̈ur allex, y ∈ Q gelten.

Die letzte Ausdehnung vonϕ ist die auf ganzR. Sei alsox ∈ R. Wir
betrachten die Menge

Mx =
{
q ∈ Q

∣
∣ q < x

}
,

deren Supremum offensichtlichx ist. Das Bildϕ(Mx) ist nach oben
beschr̈ankt, denn istx < N für ein N ∈ Q, so ist ϕ(q) < ϕ(N )
für alleq ∈ Mx. Wegen der Vollsẗandigkeit vonK hatϕ(Mx) daher ein
Supremum, das wir alsϕ(x) definieren. (F̈urx ∈ Q ist das offensichtlich
gleich dem altenϕ(x).)

Damit haben wir eine injektive Abbildungϕ: R → K konstruiert. F̈ur
zwei reelle Zahlenx, y bestehtMx+y aus allen Summenp+q mit p ∈ Mx

und q ∈ My, woraus leicht folgt, daßϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y) ist;
entsprechend folgt auchϕ(xy) = ϕ(x) = ϕ(y). Ist x < y, so l̈aßt
sich y − x = u2 als Quadrat einer reellen Zahlu 6= 0 schreiben und
ϕ(y) = ϕ(x) + ϕ(u)2, wobeiϕ(u)2 als Quadrat einer Zahl ungleich null
positiv sein muß; also istϕ(x) < ϕ(y).

Zum Beweis des Satzes fehlt nur noch die Surjektivität von ϕ. Wir
müssen also zeigen, daß es zu jedemy ∈ K einx ∈ R gibt mitϕ(x) = y.

Dazu zeigen wir zun̈achst, daß es zu jedemy ∈ K einn ∈ Z gibt, so daß
ϕ(n) ≤ y < ϕ(n+1). Wegen der Archimedizität vonK gibt es auf jeden
Fall einn1 ∈ N, so daßx < ϕ(n1) ist; außerdem gibt es einn2 ∈ N,
so daß−x < ϕ(n2) und damitϕ(−n2) < x ist. Sein∗

1 die gr̈oßte ganze
Zahl, für dieϕ(n∗

1) ≤ x ist undn∗
2 die kleinste, f̈ur diex < ϕ(n∗

2) ist.
Wären∗

2 − n∗
1 > 1, so ẅare entwederϕ(n∗

1 + 1) = ϕ(n∗
1) + 1 ≤ x oder

ϕ(n∗
2 − 1) = ϕ(n∗

2) − 1 > x, was beides nach Definition vonn∗
1 undn∗

2
nicht geht. Also ist entwedern∗

1 = n∗
2 undϕ(n∗

1) = ϕ(n∗
2) = x liegt sogar

in ϕ(Z), odern∗
2 ≥ n∗

1 + 1. In beiden F̈allen k̈onnen wirn = n∗
1 setzen.

Wir definieren:

Definition: Für jedesx ∈ K sein =
def

[x] diejenige ganze Zahl, für die

ϕ(n) ≤ x < ϕ(n) + 1 ist.
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Zur Konstruktion eines Urbilds vonx in R betrachten wir folgende
Intervallschachtelung: Wir setzena0 = n und b0 = n + 1; dann ist
ϕ(a0) ≤ x ≤ ϕ(b0). Angenommen, wir haben bereits Intervalle bis
[ai, bi] konstruiert f̈ur irgendeini ∈ N0, so daßx ∈ [ϕ(ai), ϕ(bi)].
Dann betrachten wir die Intervallmitteci = 1

2(ai + bi) und vergleichen
ϕ(ci) mit x. Da K ein angeordneter K̈orper ist, gilt genau einer der
folgenden drei F̈alle:
1. ϕ(ci) = x: In diesem Fall sind wir fertig, denn wir haben ein Urbild

vonx gefunden.
2. ϕ(ci) > x: Dann istϕ(ai) ≤ x ≤ ϕ(ci); wir setzenai+1 = ai und

bi+1 = ci.
3. ϕ(ci) < x: Dann istϕ(ci) ≤ x ≤ ϕ(bi); nun setzen wirai+1 = ci

undbi+1 = bi.

Falls das Verfahren in keinem Schritt abbricht mitϕ(ci) = x, liefert
es offensichtlich eine Intervallschachtelung, denn in jedem Schritt ist
[ai+1, bi+1] ⊂ [ai, bi], und das neue Intervall ist genau halb so lang
wie sein Vorg̈anger, so daß diebi − ai eine Nullfolge bilden. Diese
Intervallschachtelung definiert eine Zahlx∗ ∈ R. Aus dem gleichen
Grund ist auch die Folge der Intervalle [ϕ(ai), ϕ(bi)] eine Intervall-
schachtelung inK; diese definiert nach Konstruktion das Element
x ∈ K. Da die Abbildungϕ die Ordnungsrelation erhält, ist außer-
demϕ(ai) ≤ ϕ(x∗) ≤ ϕ(bi), d.h. auchϕ(x∗) liegt in jedem der Inter-
valle [ϕ(ai), ϕ(bi)]. Da sich jede Intervallschachtelung auf genau ein
Element zusammenzieht, muß daherϕ(x∗) = x sein, womit die Surjek-
tivit ät vonϕ bewiesen ist.

Damit haben wir eine bijektive Abbildungϕ: R → K konstruiert, die
sowohl mit allen Rechenoperationen als auch mit der Ordnungsrelation
kompatibel ist;̈uber diese Abbildung k̈onnen wirR undK identifizieren
und haben somit gezeigt, daßR im wesentlichender einzige vollsẗandige
archimedische angeordnete Körper ist.

§5: Häufungspunkte
Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASShat jede beschränkte Folge
mindestens eine konvergente Teilfolge. Der Wert, gegen dendiese Teil-
folge konvergiert, ist im Falle einer nicht konvergenten Folge naẗurlich
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kein Grenzwert der Ausgangsfolge; er ist aber trotzdem in gewisser
Weise ein ausgezeichneter Punkt. Punkte dieser Art bezeichnet man als
Häufungspunkte:

Definition: Ein Punkty ∈ R heißt Häufungspunktder reellen oder
komplexen Folge (xn)n∈N, wenn es eine Teilfolge (yn)n∈N gibt mit
lim

n→∞
yn = y.

Eine Folge muß keinen Ḧaufungspunkt haben; ein Beispiel dafür ist
die Folge der natürlichen Zahlen. Andererseits kann sie auch mehrere
Häufungspunkte haben: Die Folge mitan = (−1)n hat 1 und−1 als
Häufungspunkte,denn die Teilfolge mit den geraden Indizes konvergiert
gegen 1, die mit den ungeraden gegen−1.

Im Extremfall kann eine Folge sogarjedereelle Zahl als Ḧaufungspunkt
haben. Bevor wir ein Beispiel dazu betrachten, empfiehlt es aber,
zun̈achst eine einfache hinreichende Bedingung für Häufungspunkte
zu betrachten:

Lemma: (xn)n∈N sei eine (reelle oder komplexe) Folge. Dann ist ein
Punkty ∈ R oderC Häufungspunkt, falls es zu jedemε > 0 einn ∈ N

gibt, so daß 0< |y − xn| < ε ist.

Beweis:Um eine gegeny konvergierende Teilfolge zu konstruieren,
wenden wir die Voraussetzung an auf die speziellen Werteε = 1/i für
i ∈ N. Zu jedemi ∈ N gibt es danach einen Indexni, so daß

0 <
∣
∣y − xni

∣
∣ <

1
i

ist. Die Folge derni ist insbesondere eine Folge reeller Zahlen, hat also
nach§3 eine monotone Teilfolge. Da alleni naẗurliche Zahlen sind, ist
diese nach unten beschränkt; falls sie monoton fällt, muß sie also kon-
vergieren. Das geht aber bei einer Folge natürlicher Zahlen nur dann,
wenn ab einem gewissen Index alle Folgenglieder gleich sind, und das
ist hier nicht m̈oglich, da es zu jedemm ∈ N ein i ∈ N gibt, für das
|y − xm| > 1/i ist: Da 0< |y − xi| ist, kann schließlich keinxni

= y
sein. Also gibt es eine monoton wachsende Teilfolge. Diese muß, da
die Absẗande derxni

zuy immer kleiner werden m̈ussen, bestimmt di-
vergieren gegen +∞ und hat daher eine strikt monoton wachsende Teil-
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folge (νn)n∈N
. Mit yn = xνn

haben wir unsere gegeny konvergierende
Teilfolge konstruiert.

Wie wir im ersten Kapitel gesehen haben, sind die rationalenZahlen
abz̈ahlbar; es gibt also eine bijektive Abbildungf : N → Q. Wir defi-
nieren eine Folge (xn)n∈N durchxn = f (n). Da es zu jedemy ∈ R und
jedemε > 0 eine rationale Zahlq gibt mit 0 < |y − q| < ε und diesesq
unter denxn vorkommt, folgt aus dem gerade bewiesenen Lemma, daß
jede reelle Zahl Ḧaufungspunkt der Folge (xn)n∈N

ist.

Mit derartigen Folgen werden wir es in der Analysis nur selten zu tun
haben; bei den meisten unserer Folgen wird es, wennüberhaupt, nur
wenige Ḧaufungspunkte geben.

Definition: Falls die Menge aller Ḧaufungspunkte der reellen Folge
(xn)n∈N ein kleinstes Elementx hat, bezeichnen wir

x = lim
n→∞

xn = lim inf
n→∞

xn

als denLimes inferiorder Folge. Falls es ein größtes Elementy gibt,
bezeichnen wir

y = lim
n→∞

xn = lim sup
n→∞

xn

als denLimes superiorder Folge.

§6: Die Exponentialfunktion
Kehren wir zur̈uck zum Beispiel einer Kapitalanlage mit konstantem
Zinssatz vonp %. Falls es ẅahrend eines gesamten Jahres weder Ein-
noch Auszahlungen gibt, wird das am Jahresanfang vorhandene Kapital
zum Jahresende mit 1 +p/100 multipliziert.

Nun wird aber erstens kaum ein Kapital am ersten Januar einbezahlt
(da sind die Banken schließlich geschlossen), und in vielenFällen gibt
es auch Kontobewegungen während des Jahres. Damit sind die Banken
naẗurlich wohlvertraut, und sie haben auch Rechenregeln entwickelt,
um damit umzugehen. Aus der Zeit, als noch alle Berechnungenvon
Hand oder mit einfachen mechanischen Rechenmaschinen durchgef̈uhrt
werden mußten, stammt die Regel, daß banktechnisch gesehenjeder
Monat 30 Tage und das Jahr damit 360 Tage hat. Inzwischen werden
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Zinsen naẗurlich schon l̈angst per Computer berechnet; da zumindest der
traditionelle Bankenbereich nicht sehr veränderungsfreudig ist, sind die
heutigen Regeln, auch die auf den Euro-Kapitalmärkten angewendeten,
immer noch eine Mischung aus Jahren mit 360 Tagen und tatsächlicher
Zeitrechnung. So kann eine Anlage vonn Tagen je nach Anfangsdatum
bei gleichem Zinssatz verschieden hohe Zinsen abwerfen.

Wir wollen uns hier nicht mit solchen banktechnischen Feinheiten be-
fassen; wir nehmen einfach an, daß eine Einlageüberx Jahre f̈ur jede
reelle Zahlx ≤ 1 bei einem Zinssatz vonp % mit 1 +px/100 multi-
pliziert wird. Das ist zwar eine Idealisierung, liefert aber Ergebnisse,
die nicht sehr von den nach tatsächlich praktizierten Bankregeln berech-
neten abweichen.

Angenommen,wir legen unser Kapital zu Jahresbeginnbei einer Bank A
an und lassen es dort ein Jahr lang stehen. Bei einem Zinssatzvonp %
wird es dann mit 1 +p/100 multipliziert. Wenn wir es allerdings zur
Jahresmitte wieder abziehen, wird es nur mit 1 +p/200 multipliziert.
Legen wir es anschließend wieder bei einer BankB an, wird es zum
Jahresende ebenfalls nur mit 1 +p/200 multipliziert, insgesamt also mit

(

1 +
p

200

)2
= 1 +

p

100
+

p2

40 000
,

was mehr ist, als wir innerhalb eines Jahres bei Bank A erzielt hätten.

In einer Zeit, in der an den großen Börsen Computerprogramme Kauf-
und Verkaufsentscheidungen im Sekundenrhythmus treffen und in der
Transaktionsgeb̈uhren zumindest für große Kapitalbetr̈age f̈ur alle prak-
tischen Zwecke vernachlässigt werden k̈onnen, zwingt uns natürlich
niemand, unser Geld gleich sechs Monate lang bei einer festen Bank zu
lassen; wir k̈onnen auch schon nach drei Monaten wechseln. Bei dieser
Strategie brauchen wir vier Banken pro Jahr, dafür hat sich unser Kapital
im ersten Halbjahr schon mit

(

1 +
p

400

)2
= 1 +

p

200
+

p2

160 000
multipliziert, was mehr ist, als wenn wir es ein halbes Jahr lang bei einer
Bank gelassen ḧatten. Insgesamt wird das Kapital am Ende des Jahres
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multipliziert mit
(

1 +
p

400

)4
= 1 +

p

100
+

3p2

80 000
+

p3

16 000 000
+

p4

25 600 000 000
.

Zur weiteren Optimierung des Kapitalzuwachs können wir auch je-
den Monat wechseln, oder jede Woche, jeden Tag, und – sofern uns
nicht die Banken ausgehen – jede Stunde, jede Minute, jede Sekunde
und so weiter. Wenn wir von einem (derzeit sicherlichübertriebenen)
markẗublichen Zinssatz von 5% ausgehen, ergibt dies folgende effektive
Verzinsung pro Jahr:

Anlageperiode effektiver Zinssatz

1 Jahr 5 %
1
2 Jahr 5,0625 %
1
4 Jahr 5,0945337 %
1 Monat = 1

12 Jahr 5,1161898 %
1 Woche = 1

52 Jahr 5,1245842 %
1 Tag = 1

365 Jahr 5,1267450 %
1 Stunde 5,1270946 %
1 Minute 5,1271094 %
1 Sekunde 5,1271096 %

(Ab der sẗundlichen Verzinsung habe ich mit einem Kalenderjahr aus
365,2422 Tagen gerechnet.)

Aus Sicht der Bank ist es, zumindest wenn wir ein wirklich großes
Kapital anzulegen haben, nicht attraktiv, uns nur einen Monat, eine
Woche, einen Tag, eine Stunde, eine Minute oder gar nur eine Sekunde
als Kunden zu haben. Sie könnte uns natürlich länger halten, wenn sie
uns beispielsweise das Doppelte des marktüblichen Zinssatzes anböte;
es ist aber fraglich, ob sie mit einem solchen Angebot langeüberleben
könnte.

Die Bank muß somit eine Strategie entwickeln, die es zwar für uns
unattraktiv macht, ständig die Bank zu wechseln, die es aber auch der
Bank erm̈oglicht, im Rahmen des marktüblichen Zinssatzes zu bleiben.

Sie muß uns daher für die Vermehrung unseres Kapitals einen Multi-
plikator anbieten, den wir nicht durch Unterteilung verbessern k̈onnen.
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Ist f (x) der Multiplikator, den sie uns für eine Anlage vonx Jahren
anbietet, wobeix eine beliebige positive reelle Zahl ist, muß also gelten

f (x + y) ≥ f (x)f (y) .

Aus Sicht der Bank ẅare hier ein echtes Größerzeichen ein̈uberfl̈ussiger
und deshalb kostentreibender Luxus, denn um uns vom Wechseln
abzuhalten, reicht es, daß wir dabei nichts gewinnen können; ein
Größerzeichen ẅurde bedeuten, daß wir bei Unterteilung sogar ver-
lieren.

Ist p % der markẗubliche Zinssatz undr = p/100, so muß sie auch
konkurrieren mit Banken, die selbst für beliebig kurze Zeitr̈aumex > 0
eine Multiplikation mit 1 +rx anbieten. Daher muß gelten

f (x) ≥ 1 + rx für allex ≥ 0 .

Beide Bedingungen sind leicht erfüllbar mit einem Zinssatz, der hin-
reichend deutlicḧuberp% liegt, aber auch das liegt natürlich nicht im
Interesse der Bank.

Um f (x) nach oben zu begrenzen, könnte die Bank folgendermaßen ar-
gumentieren: Bei Geldanlagen zu einem festen Zinssatzp % können wir
deshalb durch Wechseln mehr Zins realisieren, weil der Zinsnach jeder
Neuanlage auf das bis dahin akkumulierte Kapital bezahlt wird statt nur
auf das Ausgangskapital. Wir können also auf keinen Fall mehr bekom-
men alsrx mal das Endkapital. Die Zinsen, die wir bekommen, sind
f (x)−1 mal das Startkapital; ẅurde das Endkapital mitrx multipliziert,
hätten wir dasrx ·f (x)-fache des Startkapitals als Zinsen. Mehr braucht
uns die Bank nicht zu bieten; also kann sie auch die Ungleichung

f (x) − 1 ≤ rx · f (x) oder f (x) · (1− rx) ≤ 1

fordern. Insgesamt sucht also die Bank eine Funktionf mit den Eigen-
schaften

f (x + y) = f (x) · f (y) für allex, y ≥ 0 ,

f (x) ≥ 1 + rx und f (x) · (1− rx) ≤ 1 für allex ≥ 0 .

Diese Funktion interessiert zunächst nur f̈ur Wertex ≥ 0, es k̈onnte
aber trotzdem sinnvoll sein, sie auch für negative Werte zu definieren:
Um aus dem gegenẅartigen Kontostanda den Kontostand zu einem
künftigen Zeitpunkt inx Jahren zu berechnen, müssen wir – falls es
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keine Einzahlungen oder Abhebungen gibt – einfach mitf (x) multi-
plizieren. Entsprechend sollte der Kontostandvor x Jahren – falls das
Konto damals schon bestand und es seither weder Einzahlungen noch
Abhebungen gab – einfach alsa · f (−x) berechnet werden können. Der
damalige Kontostand wurde mitf (x) multipliziert, um seinen jetzigen
Wertx zu erreichen, d.h.a ·f (−x) ·f (x) = a; die einzig sinnvolle Weise,
eine derartige Funktionf ins Negative fortzusetzen, besteht also darin,
sie für x < 0 alsf (x) = 1/f (−x) zu definieren. Schwierigkeiten mit
einer Division durch Null gibt es dabei nicht, dennf (x) ≥ 1 + rx für
alle positivenx, undr ist sogar gr̈oßer als eins.

Wennf die obigen Forderungen erfüllt, ist für die so fortgesetzte Funk-
tionf (x+y) = f (x) ·f (y) fürallex, y ∈ R, und auch die Ungleichungen
in der zweiten Zeile sind erfüllt: Für x < 0 ist

f (x) =
1

f (−x)
≤ 1

1− rx
. also f (x)(1− rx) ≤ 1 und

f (−x)(1 + rx) =
1 + rx

f (x)
≤ 1 , also f (x) ≥ 1 + rx .

Wir suchen also zu einem Parameterr > 0 eine Funktionf : R → R,
die folgenden Bedingungen genügt:

1.) f (x + y) = f (x) · f (y) für allex, y ∈ R

2.) f (x) ≥ 1 + rx für allex ∈ R

3.) f (x)(1− rx) ≤ 1 für allex ∈ R.

Wie die gerade durchgeführte Rechnung zeigt, ist die zweite Bedingung
für positivex äquivalent dazu, daß die dritte für negativer gilt und
umgekehrt. Es gen̈ugt daher, eine der beiden Bedingungen nachzuwei-
sen; die andere folgt automatisch.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daß wir uns aucḧuber den
Parameterr keine großen Gedanken machen müssen:

Behauptung:Erfüllt die Funktionf die obigen Bedingungen mitr = 1,
so erf̈ullt f ür irgendein vorgegebenesr ∈ R die Funktiong(x) = f (rx)
dieselben Bedingungen mit diesemr.

Beweis:Wie wir gerade gesehen haben, reicht es, wenn wir die ersten
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beiden Bedingungen nachrechnen. Für x, y ∈ R ist

g(x + y) = f
(
r(x + y)

)
= f (rx + ry) = f (rx) · f (ry) = g(x) · g(y)

und g(x) = f (rx) ≥ 1 + rx ,

wie geẅunscht.

Damit gibt uns der folgende Satz eine allgemeineÜbersichtüber die
Existenz und Eindeutigkeit der gerade betrachteten Funktionen:

Satz: Es gibt genau eine Funktionf : R → R mit den Eigenschaften
1.) f (x + y) = f (x) · f (y) für allex, y ∈ R

2.) f (x) ≥ 1 + x für allex ∈ R

Beweis:Wir beginnen damit, aus den drei Forderungen weitere Kon-
sequenzen zu ziehen, um so hoffentlich auf eine mögliche Definition
eines Kandidaten für f zu kommen. Wie wir bereits wissen, erfüllt f
automatisch auch die Bedingung
3.) f (x)(1− x) ≤ 1 für allex ∈ R.

Offensichtlich istf (0) = 1 für jede Funktionf , die diese drei Bedin-
gungen erf̈ullt: Nach der zweiten Bedingung istf (0) ≥ 1, und nach der
ersten istf (0) = f (0 + 0) =f (0) · f (0). Außerdem haben wir uns bereits
überlegt, daß stetsf (−x) = 1/f (x) sein muß.

Die erste Bedingung läßt sich leicht verallgemeinern auf beliebig viele
Summanden:

f (x1 + · · · + xn) = f (x1) · · · · · f (xn) für allex1, . . . , xn ∈ R .

(Wir haben inzwischen schon so viel Erfahrung mit Beweisen,daß je-
dem klar sein sollte, wie er das nötigenfalls formal durch vollständige
Induktion beweisen kann.)

Wenden wir dies an auf den Fall, daß allexi = x/n sind, erhalten wir
die Formel

f (x) = f
(

n · x

n

)

= f
(x

n

)n

für allex ∈ R undn ∈ N .

Damit können wir die Bedingungen 2.) und 3.) verschärfen: F̈ur x < 1
können wir bei 3.) durch 1−x dividieren und erhalten die Ungleichung

f (x) ≤ 1
1− x

für allex < 1 .
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Für eine beliebige vorgegebene reelle Zahlx wählen wir einn ∈ N mit
n > |x| und haben dann die Ungleichung

1 +
x

n
≤ f

(x

n

)

≤ 1

1− x

n

=
(

1− x

n

)−1
.

Hier stehen̈uberall positive Zahlen; da wir Ungleichungen mit positiven
Zahlen multiplizieren d̈urfen, bleibt dies also richtig, wenn wir bei allen
drei Termen zurn-ten Potenz̈ubergehen:

(

1 +
x

n

)n

≤ f
(x

n

)n

= f (x) ≤ 1
(

1− x

n

)n

für allen > |x|.
Die gerade bewiesene Ungleichung erinnert sehr an Intervallschachte-
lungen; wenn wir zeigen k̈onnen, daß wir hier tatsächlich eine Intervall-
schachtelung haben, definiert sie eine reelle Zahly, und wenn es eine
Funktionf mit den behaupteten Eigenschaften gibt, mußf (x) = y sein.

Wir versuchen also nachzuweisen, daß die Folge der Intervalle
[(

1 +
x

n

)n

,
(

1− x

n

)−n
]

mit n > |x|

eine Intervallschachtelung bilden.

Als erstes m̈ussen wir zeigen, daß wir es tatsächlich mit Intervallen zu
tun haben, daß also die untere Intervallgrenze stets kleiner oder gleich
der oberen ist. Angesichts der gerade bewiesenen Ungleichungen f̈ur
f (x) mag das auf den ersten Blick̈uberfl̈ussig erscheinen, aber wir
dürfen nicht vergessen, daßf (x) bislang erst ein fiktiver Wert ist; wir
wissen noch nicht, ob es eine reelle Zahl mit diesen Eigenschaften gibt.

Da wir nur Indizesn > |x| betrachten, sind (1+x/n)n und (1−x/n)−n

positive Zahlen; daher ist die Ungleichung (1 +x/n)n ≤ (1− x/n)−n

äquivalent zur Ungleichung
(

1 +
x

n

)n (

1− x

n

)n

=

(

1− x2

n2

)n

≤ 1 .

Diese Ungleichung ist offensichtlich richtig, dax2/n2 wegenn > |x|
zwischen null und eins liegt.
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Nachdem wir Intervalle haben, m̈ussen wir zeigen, daß jedes davon in
seinem Vorg̈anger enthalten ist. F̈ur die unteren Grenzen bedeutet dies,
daß f̈ur allen ∈ N gelten muß

(

1 +
x

n

)n

≤
(

1 +
x

n + 1

)n+1
.

Das Problem dabei ist, daß selbstverständlich

1 +
x

n
≥ 1 +

x

n + 1
ist; für x 6= 0 gilt sogar das echte Größerzeichen. Der um eins größere
Exponent auf der rechten Seite muß also zu einer Umkehr der Relation
führen.

Um das zu beweisen, könnten wir versuchen, die Differenz der beiden
Zahlen zu berechnen. Da wir dazu alles ausmultiplizieren müßten, ẅare
das allerdings sehr aufwendig, und das bei eher ungewissen Erfolgsaus-
sichten. Wir wollen stattdessen versuchen, den Quotienten

(

1 +
x

n + 1

)n+1

(

1 +
x

n

)n

mit Hilfe der BERNOULLIschen Ungleichung

(1 +x)n > 1 +nx für n ≥ 2 undx ≥ −1 aberx 6= 0

abzuscḧatzen. Da diese nur eine Abschätzung in einer Richtung liefert,
können wir sie nicht sowohl auf den Zähler als auch auf den Nenner
anwenden, sondern höchstens auf dien-te Potenz des Quotienten von
1 +x/(n + 1) und 1 +x/n. Dazu m̈ussen wir diesen Quotienten umfor-
men zu einem Ausdruck der Form 1 +z, was am einfachsten dadurch
geschieht, daß wir – wie schon so oft beiÜbungsaufgaben zur Konver-
genz – den Z̈ahler schreiben als Nenner plus weiteren Term, konkret
also

1 +
x

n + 1
= 1 +

x

n
+
( x

n + 1
− x

n

)

= 1 +
x

n
− x

n(n + 1)
;

Dann erhalten wir den Quotienten als

1 +
x

n + 1
1 +

x

n

=
1 +

x

n
− x

n(n + 1)

1 +
x

n

= 1−

x

n(n + 1)

1 +
x

n

= 1−
x

n + 1
n + x
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= 1− x

(n + 1)(n + x)
.

Da wir davon ausgehen, daßn > |x| ist, können wir f̈ur x 6= 0 die
Ungleichung von BERNOULLI anwenden mit dem Ergebnis, daß dien-te
Potenz des Quotienten größer ist als

1− nx

(n + 1)(n + x)
.

Für x = 0 ist beides gleich eins; also haben wir für n ≥ |x| die Ab-
scḧatzung

(

1 +
x

n + 1

)n+1

(

1 +
x

n

)n ≥
(

1− n

n + x

x

n + 1

)(

1 +
x

n + 1

)

= 1 +
x

n + 1
− n

n + x

x

n + 1
− n

n + x

( x

n + 1

)2

= 1 +
(

1− n

n + x

) x

n + 1
− n

n + x

( x

n + 1

)2

= 1 +
x

n + x

x

n + 1
− n

n + x

( x

n + 1

)2

= 1 +
(n + 1)x2 − nx2

(n + x)(n + 1)2
= 1 +

x2

(n + x)(n + 1)2
.

Für n > |x| ist dies offensichtlich gr̈oßer oder gleich eins, d.h.

(

1 +
x

n + 1

)n+1
≥
(

1 +
x

n

)n

.

Zumindest f̈ur die unteren Schranken ist die Inklusionsbedingung also
erfüllt.

Für die oberen Schranken müssen wir nachweisen, daß
(

1− x

n + 1

)−(n+1)
≤
(

1− x

n

)−n

gilt f ür allen > |x|. DurchÜbergang zu den Kehrwerten wird dies zur
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äquivalenten Ungleichung
(

1− x

n + 1

)n+1
≥
(

1− x

n

)n

oder

(

1 +
(−x)
n + 1

)n+1

≥
(

1 +
(−x)

n

)n

,

die wir gerade bewiesen haben: Wir hatten schließlich keineAnnahmen
über das Vorzeichen vonx gemacht.

Damit ist die erste Bedingung an eine Intervallschachtelung nachge-
wiesen; die zweite Bedingung war, daß die Intervallängen, also die
Differenzen

(

1− x

n

)−n

−
(

1 +
x

n

)n

,

eine Nullfolge bilden. Nach der dritten binomischen Formelkönnen wir
diese umformen zu

(

1− x

n

)−n
(

1−
(

1− x2

n2

)n
)

.

Von den linken Faktoren haben wir gerade bewiesen, daß sie eine mono-
ton fallende Folge bilden; sie sind also nach oben beschränkt. Da wir
bereits gezeigt haben, daß die behauptete Intervallschachtelungwirklich
aus Intervallen besteht, sind sie auch nach unten beschränkt, zum Bei-
spiel durch jedes beliebige untere Ende eines Intervalls. Um zu zeigen,
daß wir insgesamt eine Nullfolge haben, reicht es deshalb, wenn wir
nachweisen, daß die zweiten Faktoren eine Nullfolge bilden. Nach den
Rechenregeln für Grenzwerte aus dem vorigen Paragraphen reicht dazu
wiederum, daß

lim
n→∞

(

1− x2

n2

)n

= 1

ist. Da (x2/n)n∈N
offensichtlich eine Nullfolge ist, folgt dies (und damit

die Intervallschachtelungseigenschaft) aus der folgenden etwas allge-
meineren

Restbehauptung: Ist (yn)n∈N
eine Nullfolge, so ist

lim
n→∞

(

1 +
yn

n

)n

= 1 .
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Beweis:Mit der Ungleichung von BERNOULLI können wir die Fol-
genglieder nach unten abschätzen:

(

1 +
yn

n

)n

> 1 +n · yn

n
= 1 +yn ,

falls 1+yn/n > 0 undyn 6= 0. Da dieyn eine Nullfolge bilden, gibt es ein
n1 ∈ N, so daß|yn| < 1 für allen ≥ n1; erst recht ist dann 1 +yn > 0.
Für etwaige Folgengliederyn = 0 müssen wir in der Ungleichung noch
das Gleichheitszeichen zulassen; für n ≥ n1 ist also

(

1 +
yn

n

)n

≥ 1 +yn .

Um auch eine Abscḧatzung nach oben zu bekommen, drehen wir die
Ungleichung einfach um: Wenn wir für eine reelle Zahlu die Gleichung
1 + u = 1/(1 − v) nach v auflösen wollen, sehen wir, daß das für
u = −1 nicht funktionieren kann; ansonsten aber erhalten wir sofort die
Gleichungv = u/(1 + u). Da wir Indizesn ≥ n1 betrachten, f̈ur die
|yn| < 1 ist, können wir sicher sein, daßyn/n nicht−1 ist; für n ≥ n1
gibt es daher reelle Zahlenzn mit

1 +
yn

n
=

1
1− zn

,

nämlichzn = (yn/n)
/

(1 + yn/n). Da (yn)n∈N eine Nullfolge ist, kon-
vergiert nach den Rechenregeln für Grenzwerte auch die Folge derzn

gegen Null, es gibt also einn2 ∈ N, so daßzn < 1 für alle n ≥ n2.
Fürn ≥ n0 = max(n1, n2) gilt daher nach der BERNOULLIschen Unglei-
chung

(

1 +
yn

n

)n

=

(
1

1− zn

)n

≤ 1
1− nzn

.

Für n ≥ n0 ist somit

1 +yn ≤
(

1 +
yn

n

)n

≤ 1
1− nzn

,

und nach den Rechenregeln für Grenzwerte folgt

1 = lim
n→∞

(1 +yn) ≤ lim
n→∞

(

1 +
yn

n

)n

≤ lim
n→∞

1
1− nzn

= 1 .

Dies kann nur gelten, wenn auch der mittlere Grenzwert gleich eins ist.
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Damit sind alle Forderungen an eine Intervallschachtelungnachgewie-
sen;falls es eine Funktionf mit den behaupteten Eigenschaften gibt, ist
der Funktionswertf (x) an der Stellex also durch die Intervallschach-
telung

[(

1 +
x

n

)n

,
(

1− x

n

)−n
]

mit n > |x|

definiert. Insbesondere ist er dann, wie wir im vorigen Paragraphen
gesehen haben, Limes der Folge der unteren Intervallgrenzen, d.h.

f (x) = lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n

.

Dies k̈onnen wir nun alsDefinition einer Funktionf betrachten und
müssen beweisen, daß sie die beiden im Satz geforderten Eigenschaften
hat. Bei der zweiten folgt das sofort aus der Ungleichung vonBERNOUL-
LI , denn danach ist für jedesn > |x|

(

1 +
x

n

)n

≥ 1 +n · x

n
= 1 +x ,

also gilt dies auch f̈ur den Limes.

Für die Gleichungf (x + y) = f (x) · f (y) berechnen wir zun̈achst f̈ur
n > |x| + |y| den Quotienten
(

1 +
x

n

)(

1 +
y

n

)

(

1 +
x + y

n

) =
1 +

x + y

n
+

yx

n2
(

1 +
x + y

n

) = 1 +

xy

n2

1 +
x + y

n

= 1 +
zn

n

mit zn =
xy

n + x + y
. Die Folge derzn mit n > |x|+ |y| ist offensichtlich

eine Nullfolge; nach der obigenRestbehauptungist also

lim
n→∞

(

1 +
x

n

)n (

1 +
y

n

)n

(

1 +
x + y

n

)n = lim
n→∞

(

1 +
zn

n

)n

= 1 .

Andererseits ist der linksstehende Limes nach den Rechenregeln für
Grenzwerte gleich

f (x)f (y)
f (x + y)

,
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also ist dieser Quotient gleich eins und damitf (x+y) = f (x)f (y), womit
auch diese Gleichung bewiesen wäre.

Damit haben wir also gezeigt, daß es genau eine Funktionf : R → R

gibt, für die gilt

f (x + y) = f (x) · f (y) und f (x) ≥ 1 +x

für allex, y ∈ R. Die erste Gleichung erinnert an eines der Rechenge-
setze f̈ur Potenzen: F̈ur jede reelle Zahla und alle naẗurlichen Zahlen
m, n gilt: am+n = am · an.

Bezeichnen wir die reelle Zahlf (1) mit dem Buchstabene (wie EULER;
man redet auch von der EULERschen Zahl), so istf (2) = f (1 + 1) = e2

und allgemeinf (n + 1) = f (n) · e; also folgt induktiv, daßf (n) = en

für alle n ∈ N. Für naẗurliche Zahlen stimmt unsere Funktionf also
überein mit den Potenzen der festen reellen Zahl

e = f (1) = lim
n→∞

(

1 +
1
n

)n

≈ 2,71828 18284 59045 23536. . . .

Für eine beliebige reelle Zahlx sind Potenzen mit Exponentx nicht
definiert; wir k̈onnen sie zumindest für die Basise definierenüber die
gerade konstruierte Funktionf :

Definition: Für eine reelle Zahlx schreiben wirex oder exp(x) für den
Funktionswert an der Stellex der einzigen Funktionf : R → R, die den
Bedingungen

f (x + y) = f (x) · f (y) und f (x) ≥ 1 +x

für allex, y ∈ R gen̈ugt. Die Funktionf bezeichnen wir als Exponen-
tialfunktion.

(Die Schreibweise exp(x) wird vor allem dann verwendet, wenn das
Funktionsargument relativ kompliziert ist:

exp

(

5

√

x2 + x + 1
x2 − x + 1

)

ist besser lesbar alse
5

√
x2+x+1
x2

−x+1 .
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LEONHARDEULER(1707–1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universität. Dort legte er zwei Jahre später
die Magisterpr̈ufung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung von JOHANN

BERNOULLI mit Mathematik bescḧaftigt. 1726 beendete
er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung FRIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preußische Akademie der Wissen-
schaften; nachdem sich das Verhältnis zwischen den

beiden dramatisch verschlechtert hatte, kehrte er 1766 nach St. Petersburg zurück. Im glei-
chen Jahr erblindete er vollständig; trotzdem schrieb er rund die Hälfte seiner zahlreichen
Arbeiten (73 B̈ande) danach. Sie enthalten bedeutende Beiträge zu vielen Gebieten der
Mathematik, Physik, Astronomie und Kartographie.

Da f (−x) = 1/f (x) ist, gibt es hier keine Konflikte mit der̈ublichen
Konventiona−n = 1/an; auch Schreibweisen wiea1/n statt n

√
a für

die n-te Wurzel ausa sind mit dieser Definition verträglich, denn
f (1/n)n = f (n · 1/n) = f (1) = e.

Die Lösung unseres ursprünglichen Problems läßt sich nun mit diesen
Bezeichnungen so zusammenfassen:

Satz: Zu jeder reellen Zahlr gibt genau es eine Funktionfr: R → R

mit den Eigenschaften

fr(x + y) = fr(x) · fr(y) und fr(x) ≥ 1 + rx

für allex, y ∈ R, nämlich die Funktionfr(x) = erx.

Eine Bank, die uns bei einem marktüblichen Zinssatz vonp % davon ab-
halten will, sẗandig Banken zu wechseln, bietet uns also an, das Kapital
bei einer Anlage vonx ∈ R Jahren mit dem Faktorerx zu multipli-
zieren, wobeir = p/100 ist. Bei einem Zinssatz von 5% wäre dies
für ein Jahr der Faktore0,05 ≈ 1,051271096, wir bek̈amen also statt
fünf Prozent 5,1271096%, was sich bei der angegebenen Genauigkeit
nicht vom Wert bei sek̈undlicher Verzinsung unterscheidet. Wenn man
mit drei Nachkommastellen mehr rechnet, sieht man, daß es dann bei
sek̈undlicher Verzinsung mit 336 weitergeht, bei der Exponentialfunk-
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tion aber mit 376; bezogen auf eine Anlagesumme von einer Milliarde
Euro entspricht dies einem Zinsgewinn von vier Cent.

Im Bankenalltag spielt diese sogenanntekontinuierliche Verzinsungkei-
ne große praktische Rolle, sie ist allerdings beliebt bei finanzmathemati-
schen Modellrechnungen, da man mit der Exponentialfunktion einfacher
und besser rechnen kann als mit tatsächlichen Zinsformeln.

Auch die Funktionerx verḧalt sich wie eine Potenzfunktion: Für eine
naẗurliche Zahln ist ern =

(
er
)n

. Dies legt es nahe,̈uber die Exponen-
tialfunktion Potenzenax mit beliebigenreellen Basena und Exponen-
tenx zu definieren: Ista = er, so sollax = erx sein.

Fürbeliebigereelle Basena ist das allerdings nicht m̈oglich: Schließlich
ist ex ≥ 1 + x für x ≥ 0 insbesondere positiv, und dae−x = 1/ex ist,
mußex sogar f̈ur allex ∈ R positiv sein. Wir m̈ussen uns also zumindest
auf positive Basena beschr̈anken.

Unser n̈achstes Ziel ist es, zu zeigen, daß es für jedes positivea ∈ R

in der Tatgenaueine reelle Zahlx gibt mit ex = a. Dazu sammeln wir
zun̈achst einige Eigenschaften der Exponentialfunktion:

Lemma: a) ex > 0 für allex ∈ R

b) ex+y = ex · ey für allex, y ∈ R unde0 = 1
c) ex−y = ex/ey für allex, y ∈ R.
d) Für x > y ist auchex > ey.

Beweis: a)haben wir uns bereits̈uberlegt, und die erste Gleichung ausb)
ist einfach eine der beiden Forderungen an die Exponentialfunktion.
Nach dieser Gleichung ist insbesonderee0 = e0+0 = e0 · e0, was wegen
der Positiviẗat vone0 nur für e0 = 1 möglich ist. Weiter ist

ex−y · ey = e(x−y)+y = ex ,

also ex−y = ex/ey, wie in c) behauptet.d) ist wegen der Positivität
aller Funktionswerte gleichbedeutend mit der Ungleichungex/ey > 1.
Nachc) ist ex/ey = ex−y, und das ist wegen der zweiten Forderung an
die Exponentialfunktion gr̈oßer oder gleich 1 + (x− y), also echt gr̈oßer
als eins. Damit ist alles bewiesen.

Satz: Zu jeder positiven Zahlx ∈ R gibt es genau eine reelle Zahly,
für dieey = x ist.
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Beweis:Da nach der zweiten Forderung an die Exponentialfunktion
stetsey ≥ 1 + y ist, gibt es zun̈achst eine reelle Zahlb1 mit eb1 ≥ x.
Entsprechend gibt es auch einc ∈ R mit ec ≥ 1/x; da beide Seiten
positiv sind, folgte−c ≤ x. Mit a1 = −c ist dahere−a1 ≤ x ≤ e−b1.

Ausgehend vom Intervall [a1, b1] konstruieren wir wie beim Beweis der
Vollständigkeit vonR eine Intervallschachtelung für die gesuchte Zahly:
Wenn wir ein Intervall [an, bn] konstruiert haben, f̈ur dasean ≤ x ≤ ebn

ist, betrachten wir die Intervallmittecn = 1
2(an + bn). Fallsecn ≥ x ist,

nehmen wir als n̈achstes Intervall die linke Ḧalfte von [an, bn], setzen
also an+1 = an und bn+1 = cn; andernfalls nehmen wir die rechte
Hälfte, setzen alsoan+1 = cn undbn+1 = bn. Die Bedingungen an eine
Intervallschachtelung sind offensichtlich erfüllt, also definiert dies eine
reelle Zahly. Für jeden Indexn ist ean ≤ ey ≤ ebn ; wir müssen
unsüberlegen, daß mit den Differenzenbn − an auch die Differenzen
ebn − ean beliebig klein werden. F̈ur jedesn ist

ebn − ean = aan

(
ebn−an − 1

)

Nach der Eigenschaft 3) aus dem Beweis des Satzesüber die Existenz
der Exponentialfunktion gilt f̈ur jedesx ∈ R die Ungleichung

ex(1− x) ≤ 1 oder ex − 1 ≤ xex .

Somit ist
ebn − ean = ean

(
ebn−an − 1

)
≤ ean

(
(bn − an)ebn−an

)

= ebn (bn − an) ≤ eb1(bn − an) ,

dennbn ≤ b1 für allen. Die Zahleb1 ist eine Konstante; da (bn−an)n∈N

eine Nullfolge ist, gilt somit dasselbe auch für die Folge der Differenzen
ebn − ean . Da die Folge

(
ean

)

n∈N
monoton wachsend und durchx

nach oben beschränkt ist,
(
ebn

)

n∈N
monoton fallend und durchx nach

unten beschr̈ankt, konvergieren beide; da die Differenzen eine Nullfolge
bilden, haben auch beide denselben Grenzwert, der sowohl größer oder
gleich als auch kleiner oder gleichx sein muß, also gleichx ist. Somit
ist ey = x, es gibt also eine reelle Zahly mit ex = y. Diese ist eindeutig
bestimmt, denn jedesz 6= y ist entweder echt größer oder echt kleiner
als y, und damit muß nach obigem Lemma auchez echt gr̈oßer oder
echt kleiner alsey = x sein.
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Definition: Ist x > 0 eine positive reelle Zahl, so bezeichnen wir die
eindeutig bestimmte reelle Zahly mit ey = x als dennatürlichen Lo-
garithmusy = logx vonx. Einige Autoren schreiben auchy = lnx um
speziell darauf hinzuweisen, daß dernatürliche Logarithmus gemeint
ist und nicht einer der weiter unten definierten anderen.

Bis zum Aufkommen erschwinglicher Taschenrechner spielten Loga-
rithmen eine wichtige Rolle für praktische Rechnungen. Der Grund
dafür liegt im folgenden

Lemma: Für zwei positive reelle Zahlenx, y ist log(xy) = logx+logy.

Beweis:Nach der ersten definierenden Eigenschaft der Exponential-
funktion istelogx+logy = elogx · elogy = x · y. Somit ist logx + logy die
eindeutig bestimmte reelle Zahl, die von der Exponentialfunktionaufxy
abgebildet wird. Das ist aber nach Definition des Logarithmus gerade
log(xy).

Für jemanden, der seine Rechnungen nur mit Bleistift und Papier
durchf̈uhren muß, sind Additionen erheblich weniger aufwendig als
Multiplikationen. Daher gab es früher dickeLogarithmentafeln,in de-
nen die Logarithmusfunktion tabelliert war, daneben auch beispielswei-
se die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Zur Multipli-
kation zweier Zahlen konnte man deren Logarithmen aus den Tafeln
ablesen, diese addieren und dann nachschauen, welche Zahl (ungef̈ahr)
diese Summe als Logarithmus hat.

Für uns ist die Logarithmusfunktion beispielsweise interessant zur De-
finition allgemeiner Potenzen: Für eine positive reelle Zahla und eine
beliebige reelle Zahlx definieren wir

ax =
def

ex·loga .

Für eine naẗurliche Zahln ist en loga =
(
eloga

)n
= an, die Definition

führt also f̈ur naẗurliche Exponenten zum gewohnten Ergebnis.

Lemma: Zu zwei reellen Zahlena > 1 undx > 0 gibt es stets genau
eine reelle Zahly, so daßay = x ist.
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Beweis:Die Gleichungay = ey·loga = x ist gleichbedeutend damit, daß
y · loga = logx ist. Da a > 1 vorausgesetzt war, ist loga > 0, wir

können also durch loga dividieren und erhalteny =
logx

loga
.

Definition: Diese eindeutig bestimmte Zahly wird als Logarithmus
vonx zur Basisa bezeichnet:y = loga x.

Gebr̈auchlich sind vor allem der früher zum Rechnen mit Logarith-
mentafeln benutztedekadischeLogarithmus lgx = log10 x, der nach
seinem

”
Erfinder“ gelegentlich auch als BRIGGscher Logarithmus be-

zeichnet wird, sowie derbinäreLogarithmus lbx = log2 x. Logarithmen
zu einer Basis 0< a < 1 könnte man zwar problemlos definieren, sie
spielen aber weder in der Mathematik noch in deren Anwendungen eine
nennenswerte Rolle.

Logarithmen sind auch heute noch nützlich unter anderem zur graphi-
schen Darstellung schnell wachsender Größen: Tr̈agt man diese auf einer
logarithmischen statt einer linearen Skala auf, erhält man im allgemeinen
aussagekr̈aftigere Darstellungen.

§7: Stetige Funktionen
Wir können die meisten reellen Zahlen, mit denen wir es in Theo-
rie oder Anwendungen zu tun haben, nur näherungsweise angeben.
Trotzdem wollen wir diese N̈aherungswerte in Funktionen einsetzen
in der Hoffnung, daß sich der so berechnete Funktionswert nicht we-
sentlich von dem unterscheidet, der beim Einsetzen des exakten Werts
entstanden ẅare, daß kleinëAnderungen des Arguments also auch nur
kleineÄnderungen des Funktionswerts bewirken.

Das muß nicht immer so sein: Definieren wir eine Funktionf : R → R

durch die Vorschrift

f (x) =
{

1 fallsx ≥ e
0 sonst

,

so istf (e) = 1. Verwenden wir aber den bei einer Genauigkeit von fünf
Nachkommastellen korrekten Näherungswerte ≈ x = 2,71828, so ist
f (x) = 0, denn mit zehn Nachkommastellen iste ≈ 2,7182818285,
d.h.x < e. Schlimmer noch: Wir k̈onnene mit beliebiger Genauigkeit
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ann̈ahern durch die Zahlen
(
1+ 1

n

)n
. Da die Folge dieser Zahlen monoton

wächst und gegene konvergiert, sind alle Folgenglieder echt kleiner
alse, werden vonf also auf die Null abgebildet. Trotzdem istf (e) = 1.

Setzen wirx dagegen ein in die Funktiong(x) = x2, erhalten wir
g(x) = 7,389046158 was sich nur geringfügig vom auf 15 Nachkom-
mastellen korrekten N̈aherungswertg(e) = e2 ≈ 7,389056098930650
unterscheidet. Funktionen wieg werden wir in diesem Paragraphen als
stetigbezeichnen, ẅahrend die gerade betrachtete Funktionf zumindest
beie unstetigist.

Funktionen m̈ussen nicht auf ganzR definiert sein: So ist beispielsweise
die Funktionf (x) = 1/(x2−1) nur für Argumentex 6= ±1 definiert, der
Logarithmus aus dem vorigen Paragraphen nur für x > 0. Wir sollten
den Stetigkeitsbegriff daher so formulieren, daß er auch auf Funktionen
anwendbar ist, die nur auf einer Teilmenge vonR definiert sind.

Definition: a) Eine Abbildungf : D → R von einer TeilmengeD ⊆ R

nachR heißt stetig im Punktx ∈ D, wenn es zu jedemε > 0 ein
δ > 0 gibt, so daß gilt: Erf̈ullt ein Elementy ∈ D die Ungleichung
|y − x| < δ, so ist |f (y) − f (x)| < ε. Die Abbildungf heißtstetig
(aufD), wenn sie in jedem Punktx ∈ D stetig ist.
b) Eine Abbildungf : D → C von einer TeilmengeD ⊆ C nachC heißt
stetig im Punktx ∈ D, wenn es zu jedemε > 0 ein δ > 0 gibt, so
daß gilt: Erf̈ullt ein Elementy ∈ D die Ungleichung|y − x| < δ, so ist
|f (y) − f (x)| < ε. Die Abbildungf heißtstetig (auf D), wenn sie in
jedem Punktx ∈ D stetig ist.
c) D wird jeweils als derDefinitionsbereichvonf bezeichnet.

Da jede Teilmenge vonR, insbesondere auchR selbst, eine Teilmenge
von C ist, wäre Teil a) der Definition eigentlichüberfl̈ussig: Er ist
einfach ein Spezialfall vonb). Da wir es in diesem Semester aber fast
ausschließlich mit reellwertigen Funktionen mit reellen Argumenten zu
tun haben, brauchen wir vor allem diesen Spezialfall, so daßer auch
explizit formuliert werden sollte.

Beginnen wir mit zwei trivialen Beispielen stetiger Funktionen aufR:

Die konstante Abbildungf : R → R, die jedemx ∈ R denselben Wert
f (x) = a ∈ R zuordnet, ist stetig in jedem Punktx ∈ R und damit auf
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ganzR, denn f̈ur jedesy ∈ R und jedesε > 0 ist

|f (x) − f (y)| = |a − a| = 0 < ε ;

hier kannδ also v̈ollig beliebig geẅahlt werden.

Auch die identische Abbildungf : R → R mit f (x) = x für allex ∈ R

ist stetig in jedem Punktx ∈ R und damit auf ganzR, denn ẅahlen wir
zu vorgegebenemx ∈ R undε > 0 einfachδ = ε, so ist

|f (x) − f (y)| = |x − y| < ε ,

wenn|x − y| < δ = ε ist.

So uninteressant diese beiden Beispiele erscheinen mögen, sind sie doch
die beiden Bausteine, mit denen wir zeigen können, daß alle Polynom-
funktionen stetig sind.

Bevor wir das beweisen, wollen wir aber zunächst noch zwei Beispiele
unstetiger Funktionen betrachten. Das erste ist genauso konstruiert wie
das Eingangsbeispiel dieses Paragraphen: Wir setzen

f (x) =
{

1 falls x > 0
0 sonst

.

Diese Funktion ist an der Stellex = 0 unstetig, denn nehmen wir etwa
ε = 1

2, so kann es keinδ > 0 geben, f̈ur das|f (y) − f (0)| = |f (y)| < ε
ist wann immer|y − 0| = |y| < δ ist: Nehmen wir etway = δ/2. so ist
f (y) = 1 > ε.

Fürx 6= 0 ist die Funktionf in einer gewissen Umgebung vonx konstant
und damit stetig inx; die Sprungstelle beix = 0 ist also die einzige Un-
stetigkeitsstelle vonf . Allgemein sind Sprungstellen stets ein Indiz für
Unstetigkeit; der Graph einer stetigen Funktion läßt sich ohne Absetzen
des Bleistifts in einem Zug zeichnen.

Die DIRICHLETsche Sprungfunktion

f (x) =
{

1 fallsx ∈ Q

0 sonst
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ist offenbar inkeinemPunktx ∈ R stetig, denn f̈ur jedesδ > 0 gibt es
sowohl rationale als auch irrationale Zahleny mit |x − y| < δ.

JOHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805 –
1859) wurde in der damals zu Frankreich gehörenden
Stadt D̈uren geboren; er lehrte an den Universitäten
Breslau, Berlin und G̈ottingen. 1828 gab er den er-
sten strengen Beweis für die Konvergenz von FOURI-
ERreihen und untersuchte die Darstellbarkeit beliebiger
Funktionen durch solche Reihen. Auch unser heutiger
Funktionsbegriff geht auf DIRICHLET zurück. Sein wohl
bekanntester Satz besagt, daß eine arithmetische Pro-
gression, deren Glieder keinen gemeinsamen Teiler
haben, unendlich viele Primzahlen enthält.

Um möglichst schnell m̈oglichst viele Beispiele stetiger Funktionen zu
bekommen, wollen wir uns̈uberlegen, daß auch Summen, Produkte und
Quotienten stetiger Funktionen wieder stetig sind.Ähnliche Aussagen
hatten wir bereits̈uber die Konvergenz von Folgen bewiesen; um dies
anwenden zu k̈onnen, wollen wir Stetigkeit via Folgen charakterisieren:

Lemma: a) Eine Abbildungf : D → R von D ⊆ R nachR ist genau
dann stetig im Punktx ∈ D, wenn f̈ur jede Folge (xn)n∈N

von Elementen
ausD mit Grenzwertx gilt:

lim
n→∞

f (xn) = f (x) .

b) Eine Abbildungf : D → C vonD ⊆ C nachC ist genau dann stetig
im Punktx ∈ D, wenn f̈ur jede Folge (xn)n∈N von Elementen ausD
mit Grenzwertx gilt:

lim
n→∞

f (xn) = f (x) .

Die Beweisefür a) und für b) sind identisch, und natürlich ist auch
hier wiedera) ein Spezialfall vonb). Wir nehmen zun̈achst an, die
Funktionf sei stetig inx und die Folge (xn)n∈N

konvergiere gegenx.
Zu jedemε > 0 gibt es dann einδ > 0, so daß|f (y) − f (x)| < ε ist,
falls |y − x| < δ. Wegen der Konvergenz der Folge gegenx gibt es zu
diesemδ einn0 ∈ N, so daß|x − xn| < δ für allen ≥ n0. Für diesen
ist dann auch|f (x) − f (xn)| < ε, die Folge derf (xn) konvergiert also
gegenf (x).



 Analysis I HWS2014

Umgekehrt konvergiere für jede gegenx konvergente Folge (xn)n∈N

von Elementen ausD die Folge derf (xn) gegenf (x); wir müssen
zeigen, daßf stetig ist inx. Wäre dies nicht der Fall, g̈abe es einε > 0,
so daß es zu jedemδ > 0 ein y ∈ D gäbe mit |y − x| < δ, aber
|f (y) − f (x)| ≥ ε. Insbesondere g̈abe es f̈ur jede naẗurliche Zahln
ein xn ∈ D, so daß|x − xn| < 1/n wäre, aber|f (x) − f (xn)| > ε.
Natürlich konvergiertdie Folge derxn gegenx, aber die Folge derf (xn)
kann nicht gegenf (x) konvergieren, da alle Abstände derf (xn) zuf (x)
mindestensε sind. Dies widerspricht der Voraussetzung; also istf stetig
in x.

Damit können wir nun ziemlich leicht aus bekannten stetigen Funktionen
neue konstruieren:

Lemma: K sei einer der beiden K̈orperR oderC. Sind die Funktionen
f, g: D → K auf der TeilmengeD ⊆ K stetig im Punktz ∈ D, so sind
auch die Funktionen

f ± g:

{

D → K

x 7→ f (x) ± g(x)
und f · g:

{

D → K

x 7→ f (x) · g(x)

stetig inz. Ist g(x) 6= 0 für allex ∈ D, so ist auch

f

g
:







D → K

x 7→ f (x)
g(x)

stetig inz.

Beweis:Wir benutzen das gerade bewiesene Lemma: Wegen der vor-
ausgesetzten Stetigkeit der Funktionenf undg in z ist für jede gegenz
konvergente Folge (zn)n∈N

von Elementen ausD

lim
n→∞

f (zn) = f (z) und lim
n→∞

g(zn) = g(z) .

Das Lemma folgt damit sofort aus den im vorigen Paragraphen bewiese-
nen Rechenregeln für Grenzwerte.

Daraus folgt nun fast sofort, daß alle (reellen oder komplexen) Poly-
nomfunktionen stetig sind: Wenden wir dieses Lemma nämlich an auf
das Produkt der Funktionf (x) = x mit sich selbst, folgt, daß auch die
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Funktiong mit g(x) = x2 stetig ist auf ihrem gesamten Definitionsbe-
reich, und induktiv folgt weiter, daß auch für jedesn ∈ N die Funktion,
die x auf xn abbildet, stetig ist. Multiplizieren wir noch mit einer kon-
stanten Funktion,folgt als nächstes, daß auch alle Funktionen der Form
f (x) = axn mit konstantema und n ∈ N stetig sind, und indem wir
mehrere solcher Funktionen und gegebenenfalls noch eine konstante
Funktion aufaddieren, folgt dann

Lemma: K sei einer der beiden K̈orperR oderC. Für allen ∈ N und
a0, . . . , an ∈ K ist die Funktion

f :

{

K → K

x 7→ anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

stetig auf ganzK.

Bei Quotienten von Polynomen m̈ussen wir etwas vorsichtiger sein, da
deren Nenner nirgends verschwinden darf. Deshalb gilt hiernur

Lemma: f (x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 und g(x) =

bmxm + bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0 seien zwei Polynomfunktionen,

undD sei eine Teilmenge vonR oderC, so daßg(x) 6= 0 für allex ∈ D.
Dann ist der Quotientf (x)/g(x) eine auf ganzD stetige Funktion.

Außer durch Grundrechenarten können wir Funktionen auch durch Hin-
tereinanderausführen miteinander verknüpfen. Hier gilt:

Lemma: K sei einer der beiden K̈orperR oderC. Sind f : D → K
und g: D′ → K stetige Funktionen derart, daßf (x) ∈ D′ für alle
x ∈ D, so ist auch die Hintereinanderausführungg ◦ f : D → K mit
(g ◦ f )(x) =

def
g
(
f (x)

)
stetig.

Beweis:Zu jedemx ∈ D undε > 0 gibt es zun̈achst wegen der Stetigkeit
von g im Punktf (x) ein δ > 0, so daß

∣
∣g
(
f (x)

)
− g(y)

∣
∣ < ε ist wann

immer|f (x) − y| < δ ist. Wegen der Stetigkeit vonf im Punktx gibt es
zu diesemδ wiederum einη, so daß|f (x) − f (y)| < δ ist für allex ∈ D
mit |x − y| < η. Für diesey ist daher auch

∣
∣g
(
f (x)

)
− g
(
f (y)

)∣
∣ < ε.

Damit ist die Stetigkeit vong ◦ f in x gezeigt.
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Funktionen mit reellen Argumenten können wir schließlich auch noch
verknüpfen, indem wir je nach Größe des Arguments eine andere der
Funktionen anwenden. Hier gilt

Lemma: fi: Di → R seien f̈ur i = 0, . . . , r stetige Funktionen auf den
TeilmengenDi ⊆ R, undD sei die Vereinigung allerDi. Weiter seien
a1 < · · · < ar reelle Zahlen derart, daß

{
x ∈ D

∣
∣ ai ≤ x ≤ ai+1

}
⊆ Di für i = 1, . . . , r − 1 ,

{
x ∈ D

∣
∣ x ≤ a1

}
⊆ D0 und

{
x ∈ D

∣
∣ x ≥ ar

}
⊆ Dr ,

und b1, . . . , br seien beliebige reelle Zahlen. Dann ist die Funktion
f : D → R mit

f (x) =







f0(x) für x < a1
fi(x) für ai < x < ai+1 mit 0 < i < r
fr(x) für ar < x
bi für x = ai

stetig aufD \ {a1, . . . , ar}. Sie ist genau dann stetig im Punktai, wenn
fi−1(ai) = bi = fi(ai) ist.

Beweis:Ist x 6= ai für alle i, so ist entwederx < a1 undf (x) = f0(x),
oderx > ar undf (x) = fr(x) oderai < x < ai+1 undf (x) = fi(x)
für eini ∈ {1, . . . , r − 1}. In jedem Fall gibt es einη > 0, so daß auch
jedesy ∈ R mit |x − y| < η dieselbe(n) Ungleichung(en) erfüllt. Ist
alsof (x) = fi(x), so ist auch f̈ur jedes solchey, das inD liegt, y ∈ Di

und damitf (y) = fi(y).

Sei nunε > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit vonfi gibt es ein
δ′ > 0, so daß|fi(y) − fi(x)| < ε für alley ∈ Di mit |y − x| < δ′. Wir
setzenδ = min(δ′, η); falls y ∈ D und|y − x| < δ, ist danny ∈ Di und
damit

|f (y) − f (x)| = |fi(y) − fi(x)| < ε .

Dies zeigt die Stetigkeit vonf im Punktx.

Nun seix = ai. Für eine Folge von Zahlenxn ∈ Di−1 mit Grenzwertai

ist dann

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

fi−1(xn) = fi−1(ai)
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wegen der Stetigkeit vonfi−1, und f̈ur eine Folge (yn)n∈N
mit yn ∈ Di

ist

lim
n→∞

f (yn) = lim
n→∞

fi(yn) = fi(ai)

wegen der Stetigkeit vonfi. Da f (ai) = bi ist, kann die Funktion also
nur stetig sein, wennfi−1(ai) = bi = fi(ai) ist.

Sei nun umgekehrt diese Bedingung erfüllt, und (xn)n∈N sei irgendeine
Folge von Zahlen ausD, die gegenai konvergiert. Wie oben gibt es eine
Schrankeη, so daß alley ∈ D mit ai − η < y ≤ ai in Di−1 liegen und
auf fi−1(y) abgebildet werden, ẅahrend alley mit ai ≤ y < ai + η in
Di liegen und auffi(y) abgebildet werden. Zu diesemη gibt es wegen
der Konvergenz der Folge einn1 ∈ N, so daß|ai − xn| < η für alle
n ≥ n1.

Dafi−1 stetig ist, konvergiert die Teilfolge jenerxn, die inDi−1 liegen,
gegenfi−1(ai) = bi; es gibt also f̈ur jedesε > 0 einn2 ∈ N, so daß

|f (xn) − bi| =
∣
∣fi−1(xn) − bi

∣
∣ < ε

für alle n ≥ n2, die in Di−1 liegen. Entsprechend gibt es auch ein
n3 ∈ N, so daß

|f (xn) − bi| = |fi(xn) − bi| < ε

für allen ≥ n3, die inDi liegen. Außerdem wissen wir, daßxn für jedes
n ≥ n1 in Di−1 oderDi liegen muß. F̈ur n ≥ n0 = max(n1, n2, n3) ist
daher|f (xn) − bi| < ε, womit wir gezeigt haben, daß die Folge derxn

gegenf (ai) = bi konvergiert. Da die Folge beliebig war, zeigt dies die
Stetigkeit vonf im Punktai.

In vielen Anwendungen werden alleDi = R sein; in diesem Fall haben
wir also auf ganzR stetige Funktionenfi: R → R für i = 0, . . . , r. In
diesem Fall ist auchD = R, undf ist stetig aufD \ {a1, . . . , ar}. Im
Punktai ist es genau dann stetig, wennfi−1(ai) = bi = fi(ai) ist.

Als einfaches Beispiel k̈onnen wir die Betragsfunktion betrachten:

f (x) =

{
x falls x > 0
0 fallsx = 0

−x falls x < 0
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Daf0(x) = x undf1(x) = −x auf ganzR stetig sind und natürlich auch
f0(0) = 0 = f1(0) gilt, ist die Betragsfunktion erwartungsgemäß stetig
auf ganzR.

Außer Polynomfunktionenund dem Betrag gehört die Exponentialfunk-
tion zu den wenigen uns bereits bekannten Funktionen; dahersollten wir
auch ihre Stetigkeit untersuchen:

Lemma: Die Exponentialfunktion ist stetig auf ganzR.

Beweis:Für jedesu ∈ R ist nach Eigenschaft 3) der Exponentialfunktion
eu(1 − u) ≤ 1, alsoeu − 1 ≤ ueu. Damit ist f̈ur zwei reelle Zahlen
u < v

ev − eu = eu(ev−u − 1) ≤ eu · (v − u)ev−u = (v − u)ev .

Ist w > v, so gilt wegen der Monotonie der Exponentialfunktion erst
recht die Ungleichung

ev − eu ≤ (v − u)ew für alleu < v < w .

Daraus folgt nun sofort die Stetigkeit der Exponentialfunktion in einem
vorgegebenen Punktx: Zu gegebenemε > 0 wählen wir eine Zahlw
derart, daßew > ex + ε. Mit δ = e−wε ist dann f̈ur y mit |x − y| < δ

|ex − ey| ≤ ew · |y − x| < ewδ = ε .

Dies zeigt die Stetigkeit der Exponentialfunktion.

Korollar: Für jedesa > 0 ist die Funktionf (x) = ax stetig auf ganzR.

Beweis:Wir schreibenax = ex·loga. Die lineare Funktionx 7→ x · loga
ist stetig und nach dem gerade bewiesenen Lemma auch die Exponential-
funktion. Somit ist auchf als Hintereinanderausführung dieser beiden
Funktionen stetig.

Man beachte, daß wir hier nicht den Logarithmus als Funktion, sondern
nur den Wert loga als Konstante verwendet haben. Trotzdem möchten
wir natürlich wissen, ob die Logarithmusfunktion stetig ist. Diese Frage
soll aber erst einmal zurückgestellt werden, denn die nun folgenden
allgemeinen Aussagen̈uber Stetigkeit werden uns Ergebnisse liefern,
mit denen sich insbesondere auch dies einfach entscheiden läßt.
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Wir untersuchen dazu den Wertebereich einer Funktion. Betrachten wir
etwa die Funktionf (x) = xauf dem IntervallI = [0, 1]. Dessen Infimum
ist die Null, Supremum ist die Eins, und beides liegt im Intervall. Das
Bild ist einfach wieder das Intervall [0, 1], besteht also insbesondere
genau aus den Zahlen, die zwischen dem Infimum und dem Supremum
der Funktionswerte liegen.

Ein abgeschlossenes Intervall allein genügt allerdings noch nicht, um
dies sicherzustellen: Die Funktion

f :







[0, 1] → R

x 7→







x falls x < 1
2

0 fallsx = 1
2

x − 1 fallsx > 1
2

1
2

− 1
2

1
2 1

hat in ihrem Wertebereich alle Zahlen zwischen− 1
2 und 1

2, nicht aber
diese beiden Zahlen selbst. Sie ist allerdings beix = 1

2 nicht stetig.

Wenn wir sowohl Stetigkeit fordern als auch von einem abgeschlossenen
Intervall ausgehen, kann so etwas nicht passieren:

Lemma: f : D → R sei eine stetige Funktion, und das abgeschlossene
Intervall [a, b] liege ganz im DefinitionsbereichD. Dann gilt:

a) f ist beschr̈ankt auf [a, b]

b) Ist m = inf
{
f (x)

∣
∣ x ∈ [a, b]

}
die gr̈oßte untere Schranke für die

Funktionswerte auf [a, b] undM = sup
{
f (x)

∣
∣ x ∈ [a, b]

}
die kleinste

obere Schranke, so gibt es Zahlenxm, xM ∈ [a, b], f ür dief (xm) = m
undf (xM ) = M ist.

Beweis: a)Angenommen, der Betrag vonf (x) wäre nicht beschränkt
auf [a, b]. Dann g̈abe es insbesondere zu jedemn ∈ N einxn ∈ [a, b],
so daß|f (xn)| > n wäre. Da alle Glieder der Folge (xn)n∈N im Intervall
[a, b] liegen, ẅare die Folge beschränkt; nach dem Satz von BOLZANO-
WEIERSTRASSgäbe es daher eine konvergente Teilfolge (yn)n∈N

mit
yn = xνn

, wobeiνn eine streng monoton ansteigende Folge natürlicher
Zahlen ist. Der Grenzwerty der Folge (yn)n∈N

müßte die Ungleichung
a ≤ y ≤ b erfüllen, da diese von allen Folgengliedernyn erfüllt wird.
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Nun betrachten wir die Folge der Zahlenf (yn)/νn. Die Folge der 1/νn

ist eine Nullfolge, die derf (yn) konvergiert wegen der Stetigkeit vonf
gegenf (y); nach den Rechenregeln für Grenzwerte ẅare daher auch
die Produktfolge eine Nullfolge. Andererseits hat aberf (yn) = f (xνn

)
einen Betrag gr̈oßerνn, so daß|f (yn)/νn| > 1 ist für allen, so daß die
Folge unm̈oglich gegen Null konvergieren kann. Dieser Widerspruch
zeigt die Beschr̈anktheit vonf auf [a, b].

b) Auch hier argumentieren wir indirekt: Angenommen, es gäbe kein
xm ∈ [a, b], so daßf (xm) = m wäre. Dam als Infimum insbesondere
eine untere Schranke ist, wäre dannf (x) > m für allex ∈ [a, b], also
wäre die Funktion

g(x) =
1

f (x) − m

stetig und positiv in allen Punkten aus [a, b]. Nacha) gäbe es daher eine
obere SchrankeN für diese Funktion. Die Ungleichungg(x) ≤ N ist
aber gleichbedeutend mit

f (x) − m ≥ 1
N

oder f (x) ≥ m +
1
N

für allex ∈ [a, b]. Dies widerspricht der Definition vonm als gr̈oßter
unterer Schranke. Dieser Widerspruch zeigt, daß die Annahme, es g̈abe
keinxm ∈ [a, b] mit f (xm) = m, falsch war.

Für die kleinste obere SchrankeM können wir entweder genauso argu-
mentieren, oder aber wir nutzen aus, daß−M die gr̈oßte untere Schranke
von−f ist. Wie gerade gezeigt, gibt es daher einxM ∈ [a, b], so daß
−f (xM ) = −M , alsof (xM ) = M ist.

Als nächstes wollen wir zeigen, daß unter den Voraussetzungen dieses
Lemmas auch alle Wertezwischenm und M angenommen werden.
Dazu beginnen wir mit einem Spezialfall, den zumindest einige wohl
schon von Kurvendiskussionen aus der Schule kennen:

Lemma: f : [a, b] → R sei eine stetige Funktion undf (a)f (b) < 0,
d.h. f (a) und f (b) haben verschiedene Vorzeichen. Dann gibt es ein
x ∈ (a, b), so daßf (x) = 0 ist.

Beweis: Wir konstruieren einen solchen Punktx durch eine Inter-
vallschachtelung aus Intervallen [an, bn] mit der Eigenschaft, daß
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f (an)f (bn) ≤ 0 für alle n ∈ N. Als erstes solches Intervall können
wir einfach [a1, b1] = [a, b] nehmen.

Wenn wir das Intervall [an, bn] konstruiert haben, betrachten wir dessen
Mittelpunktcn = 1

2(an+bn). Wäref (an)f (cn) > 0 undf (bn)f (cn) > 0,
so wären entweder alle drei Zahlenan, bn, cn positiv oder alle drei ne-
gativ, so daß auchf (an)f (bn) > 0 wäre, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Also ist mindestens eine der beiden Zahlen kleineroder gleich
Null. Fallsf (an)f (cn) ≤ 0 ist, nehmen wir die linke Ḧalfte [an, cn] des
Intervalls als neues Intervall [an+1, bn+1], andernfalls die rechte Ḧalfte
[cn, bn].

Es ist klar, daß dadurch eine Intervallschachtelung definiert wird, denn
jedes Intervall ist als linke oder rechte Hälfte seines Vorg̈angers insbe-
sondere in diesem enthalten, und da jedes Intervall nur nochhalb so
lang ist wie sein Vorg̈anger, bilden die Intervallängen eine Nullfolge.
Also definiert diese Konstruktion eine reelle Zahlx ∈ [a, b]. Wegen der
Stetigkeit vonf ist

f (x) = f
(

lim
n→∞

an

)

= lim
n→∞

f (an) und

f (x) = f
(

lim
n→∞

bn

)

= lim
n→∞

f (bn) , also

f (x)2 = lim
n→∞

f (an) · lim
n→∞

f (bn) = lim
n→∞

(
f (an)f (bn)

)
.

Außerdem ist nach Konstruktionf (an)f (bn) < 0 für allen ∈ N; somit
muß der Grenzwertf (x)2 kleiner oder gleich null sein. Als Quadrat
einer reellen Zahl kann er nicht negativ sein, also istf (x) = f (x)2 = 0,
und wir haben eine Nullstelle gefunden.

Die Verallgemeinerung dieses Satzes auf andere Werte als null ist nun
nur noch eine reine Formalität; wir erhalten den

Zwischenwertsatz: f : [a, b] → R sei eine stetige Funktion auf dem
abgeschlossenen Intervall [a, b]. Weiter seim = inf

{
f (x)

∣
∣ x ∈ [a, b]

}

die gr̈oßte untere Schranke für die Funktionswerte auf [a, b] und ent-
sprechendM = sup

{
f (x)

∣
∣ x ∈ [a, b]

}
die kleinste obere Schranke.

Dann gibt es zu jeder reellen Zahlc mit m ≤ c ≤ M einx ∈ [a, b], so
daßf (x) = c ist.
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Beweis:Für c = m und für c = M haben wir das bereits bewiesen; wir
können also zwei Wertexm, xM ∈ [a, b] finden, so daßf (xm) = m
undf (xM ) = M ist. Wir wollen unsüberlegen, daß es für m < c < M
sogar zwischenxm undxM ein x gibt mit f (x) = c. Dazu wenden wir
das vorige Lemma an auf die Funktiong(x) = f (x) − c auf diesem
Intervall [a∗, b∗], d.h. für a∗ = min(xm, xM ) undb∗ = max(xm, xM ).
Die Voraussetzungen sind erfüllt, denn

g(a)g(b) = g(xm)g(xM ) =
(
f (xm) − c

)(
f (xM ) − c

)

= (m − c)(M − c) < 0 ,

dam < c undM > c ist. Somit gibt es im Intervall [a∗, b∗] ⊆ [a, b]
einx mit g(x) = f (x) − c = 0, alsof (x) = c, wie behauptet.

Damit haben wir alle n̈otigen Vorbereitungen, um uns mit der Existenz
und Stetigkeit von Umkehrfunktionen zu beschäftigen.

Definition: Eine Funktiong: f (D) → D heißt Umkehrfunktionder
Funktionf : D → R aufD ⊆ R, wenn

g
(
f (x)

)
= x für allex ∈ D und f

(
g(y)

)
= y für alley ∈ f (D) .

Wenn die Funktionf : D → R eine Umkehrfunktiong hat, muß
sie notwendigerweise injektiv sein, denn istf (x) = f (y), so ist
x = g

(
f (x)

)
= g
(
f (y)

)
= y. Insbesondere ist die Umkehrfunktion,

so sie existiert, eindeutig bestimmt, denng(y) ist das Urbild von y
unterf . Wegen dieser Eindeutigkeit schreibt man oftg = f−1.

Bei stetigen Funktionen hängt die Injektiviẗat eng zusammen mit der
Monotonie:

Definition: a) Eine Funktionf : D → R auf einer TeilmengeD ⊆ R

heißtmonoton

{
wachsend

fallend

}

, wenn f̈ur alle x, y ∈ D mit x ≤ y gilt:

f (x)

{≤
≥

}

f (y).

b) Die Funktionf heißtstrikt oderstreng monoton

{
wachsend

fallend

}

, wenn

für allex, y ∈ D mit x < y gilt: f (x)
{<

>

}

f (y).
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Wenn wir eine Folge auffassen als eine Funktion, die jeder natürlichen
Zahl n das Folgengliedan zuordnet, wird diese Definition gerade zur
Definition einer (strikt) monotonen Folge; die beiden Monotoniebegriffe
sind also kompatibel.

Lemma: Eine stetige Funktionf : [a, b] → R ist genau dann injektiv,
wenn sie streng monoton ist.

Beweis:Falls f auf [a, b] streng monoton ist, k̈onnen zwei verschie-
dene Wertex, y ∈ [a, b] nicht auf denselben Funktionswert abgebildet
werden, denn wegen der strengen Monotonie muß eine der beiden Un-
gleichungenf (x) < f (y) oderf (x) > f (y) gelten.

Ist umgekehrtf injektiv auf [a, b], so müssen wir uns zun̈achst
überlegen,welcheMonotonie wir beweisen wollen. Dazu betrachten
wir die Funktionswerte an den Intervallenden; fallsf (a) < f (b), ist f
auf [a, b] sicherlich nicht monoton fallend; wir m̈ussen also zeigen, daß
f dann auf ganz [a, b] monoton ẅachst.

Wir überlegen uns zunächst, daßf (a) < f (x) < f (b) ist für allex aus
dem offenen Intervall (a, b). Wäre n̈amlich f (x) < f (a), so m̈ußtef
nach dem Zwischenwertsatz im Intervall [x, b] den Wertf (a) annehmen,
im Widerspruch zur Injektiviẗat auf [a, b]. Entsprechend m̈ußtef im
Intervall [a, x] den Wertf (b) annehmen, fallsf (x) > f (b) wäre.

Gäbe es nun im Intervall (a, b) zwei Punktex < y mit f (x) > f (y), so
gäbe es wegen der Ungleichungf (a) < f (y) < f (x) nach dem Zwi-
schenwertsatz einz ∈ [a, x] mit f (z) = f (y), wieder im Widerspruch
zur Injektivität. Somit istf monoton wachsend auf [a, b].

Falls f (a) > f (b) ist, ist −f (a) < −f (b), wir können also das gera-
de bewiesene auf die Funktion−f anwenden. Da diese somit streng
monoton ẅachst, mußf selbst streng monoton fallen.

Satz: f : [a, b] → R sei eine streng monoton wachsende stetige Funk-
tion. Dann gilt:

a) f bildet das Intervall [a, b] ab auf das Intervall [m, M ] mit m = f (a)
undM = f (b).
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b) f hat eine streng monoton wachsende Umkehrfunktion, d.h. eine
Funktiong: [m, M ] → [a, b], f ür dief ◦ g die Identiẗat auf [m, M ]
ist undg ◦ f die Identiẗat auf [a, b].

c) g ist stetig auf [m, M ].

Beweis: a)Wegen der vorausgesetzten Monotonie ist natürlich f (a) das
Minimum undf (b) das Maximum der Funktionswerte auf dem Intervall
[a, b]. Nach dem Zwischenwertsatz wird auch jede Zahl zwischen diesen
beiden Werten angenommen.

b) Als streng monoton wachsende Funktion istf insbesondere injektiv;
daher gibt es zu jedemy ∈ [m, M ] genau einx ∈ [a, b], so daßf (x) = y
ist. Naẗurlich setzen wirg(y) = x; damit ist schon nach Konstruktion
f ◦ g(y) = f

(
g(y)

)
= f (x) = y. Entsprechend istg ◦ f (x) = g

(
f (x)

)

das einzige Element des Intervalls [a, b], das auff (x) abgebildet wird,
alsox. Auch die strenge Monotonie vong ist klar: Wäre n̈amlich für
y1 < y2 nicht g(y1) < g(y2), so ẅareg(y2) ≤ g(y1) und damit wegen
der Monotonie vonf auchy2 = f

(
g(y2)

)
≤ f

(
g(y1)

)
= y1.

c) Auch die Stetigkeit vong folgt leicht aus der Monotonie vonf .
Wir betrachten zun̈achst nur Punkte im offenen Intervall (m, M ). Sind
y = f (x0) ∈ (m, M ) undε > 0 vorgegeben, so können wirε naẗurlich
problemlos verkleinern; wir nehmen an, daß sowohly− ε als auchy +ε
in (m, M ) liegen. Dann gibt es Elementex1 undx2 aus [a, b], so daß
f (x1) = y − ε undf (x2) = y + ε ist. Wir definierenδ als das Minimum
der beiden Zahlenx0 − x1 undx2 − x0. Ist dann|x − x0| < δ, so ist
insbesonderex1 < x < x2, alsoy − ε < f (x) < y + ε und damit
|f (x) − y| < ε.

Zu zeigen bleibt noch die Stetigkeit in den Intervallgrenzen. Dazu
können wir fast genauso vorgehen wie gerade eben, müssen aber beach-
ten, daß es links vonm und rechts vonM keine Werte mehr gibt, die wir
in g einsetzen k̈onnen. Daher verlangen wir im Falle vony = m = f (a)
nur, daßy + ε < M ist, und setzenδ = x2 − x0; falls |x − x0| < δ, ist
danna ≤ x < x2, alsom ≤ f (x) ≤ m + ε und damit|f (x) − y| < ε.
Analog folgt die Behauptung für die obere Grenze.

Ein entsprechender Satz gilt natürlich auch f̈ur streng monoton fallende
Funktionen; hier m̈ussen wir einfach die Rollen vona undb vertauschen:
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Satz: f : [a, b] → R sei eine streng monoton fallende stetige Funktion.
Dann gilt:

a) f bildet das Intervall [a, b] ab auf das Intervall [m, M ] mit M = f (a)
undm = f (b).

b) f hat eine streng monoton fallende Umkehrfunktion, d.h. eineFunk-
tion g: [m, M ] → [a, b], f ür dief ◦ g die Identiẗat auf [m, M ] ist
undg ◦ f die Identiẗat auf [a, b].

c) g ist stetig auf [m, M ].

Beweis:Wie wenden einfach den obigen Satz auf−f an.

Wir interessieren uns vor allem für die Anwendung der obigen Sätze
auf die Exponentialfunktion und auf Potenzfunktionen, damit wir so die
Stetigkeit von Logarithmus und Wurzelfunktionen untersuchen k̈onnen.
Da der maximale Definitionsbereich dieser Funktionen in keinem Fall
ein abgeschlossenes Intervall ist, können wir den obigen Satz nicht direkt
anwenden, sondern brauchen zunächst noch ein

Lemma: f : D → R sei eine Funktion aufD ⊆ R, und zux ∈ D seien
a, b so geẅahlt, daßa < x < b ist. Wenn die Funktion

g:

{

D ∩ (a, b) → R

x 7→ f (x)

im Punktx stetig ist, ist auchf stetig inx.

Beweis:(xn)n∈N sei eine Folge von Punkten ausD, die gegenx kon-
vergiere. Wir ẅahlenη > 0 so, daßa ≤ x − η undx + η ≤ b ist, d.h.
jede reelle Zahly mit |x − y| < η liegt in (a, b). Dazu gibt es wegen
der Konvergenz der Folge einn1 ∈ N, so daß|x − xn| < η für alle
n ≥ n1. Für n ≥ n1 ist somitxn ∈ (a, b) und damitf (xn) = g(xn).
Wegen der Stetigkeit vong konvergiert die Teilfolge derf (xn) mit
n ≥ n0 daher gegeng(x) = f (x), und da es bei Konvergenzfragen
auf die Anfangsglieder nicht ankommt, konvergiert auch dieFolge aller
f (xn) gegenf (x).

Damit folgt nun leicht
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Satz: a) Der Logarithmus zu jeder Basisa > 1 ist stetig auf der Menge
aller positiver reeller Zahlen.
b) Ist n eine ungerade natürliche Zahl, so ist die Funktionx 7→ n

√
x

stetig auf ganzR.
c) Ist n eine gerade natürliche Zahl, so ist die Funktionx 7→ n

√
x stetig

auf der Menge aller nichtnegativer reeller Zahlen.

Beweis: a)y sei eine positive reelle Zahl, undc, d seien zwei weitere Zah-
len, so daß 0< c < y < d ist. Wegen der Monotonie des Logarithmus
ist dann auch loga c < loga y < loga d, und die stetige streng mono-
ton wachsende Funktionx 7→ ax bildet das Intervall [loga c, loga d] ab
auf [c, d]. Nach obigem Satz hat sie daher eine stetige Umkehrfunktion
[c, d] → [loga c, loga d], die auf [c, d] mit dem Logarithmus̈ubere-
instimmt. Daher ist der Logarithmus nach obigem Lemma stetig im
Punkty.

b) Nun seiy ∈ R beliebig undc, d ∈ R so, daßc < y < d ist. Die
Funktionx 7→ xn ist für ungeraden auf ganzR streng monoton wach-

send und bildet das Intervall
[

n
√

c, n
√

d
]

ab auf [c, d]. Daher gibt es eine

stetige Umkehrfunktion, die dort mit dern-ten Wurzelübereinstimmt.
Somit ist die Wurzelfunktion stetig im Punkty.

c) y sei eine nichtnegative Zahl undc > y. Da n gerade ist, ist die
Funktionx 7→ xn streng monoton wachsend auf der Menge aller nicht-
negativer Zahlen, insbesondere also auf dem Intervall

[
0, n

√
c
]
. Also

gibt es eine stetige Umkehrfunktion [0, c] →
[
0, n

√
c
]
, die dort mit

der Wurzelfunktionübereinstimmt, womit auch hier die Stetigkeit im
Punkty gezeigt ist.

§8: Summen und Reihen
Wenn wir per Computer einen Funktionswert näherungsweise berech-
nen lassen, k̈onnen je nach Funktion im Hintergrund sehr verschiedene
Formeln ausgewertet werden. In vielen Fällen aber werden Polynome
und ähnliche Summen ausgewertet. Im nächsten Kapitel werden wir
sehen, wie man die meisten interessanten Funktionen als Grenzwerte
einer Folge von Polynomen darstellen kann; hier soll es zunächst nur
um einige erste Grundlagen gehen.
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Reihen sind spezielle Folgen, deren Glieder nicht direkt definiert werden,
sondern̈uber die Differenz zu ihrem Vorg̈anger. Ist alsox1 = a1 das erste
Folgenglied undxn = xn−1 + an, so ist

xn =
n∑

k=1

ak

die Summe der Zahlen vona1 bis an. Falls diese Folge gegen einen
Grenzwertx konvergiert, schreiben wir

x = lim
n→∞

n∑

k=1

ak =
∞∑

k=1

ak .

Die Zahlenak und damit auchxn können dabei wahlweise reelle oder
komplexe Zahlen sein.

Als Beispiel einer Reihe betrachten wir wieder ein Geldanlage mit einem
festen Zinssatz vonp %, gehen aber jetzt davon aus, daß jedes Jahr am
ersten Januar eine feste Summea einbezahlt wird. Wir interessieren uns
für den Kontostand am ersten Januarn Jahre nach Kontoeröffnung.

Bei der Kontoer̈offnung wurde erstmalig der jährliche Anlagebetraga
einbezahlt: diese Summe standn Jahre lang auf dem Konto, wurde als
n mal mitq = 1 +p/100 multipliziert und wuchs damit aufaqn.

Am ersten Januar des Folgejahres wurde wieder die gleiche Summea
einbezahlt; da sie nurn− 1 Jahre auf dem Konto stand, wird sie nur mit
qn−1 multipliziert. Der zẅolf Monate sp̈ater einbezahlte Betrag wird
entsprechend nur mitqn−2 multipliziert, und so weiter bis zum ersten
Januarn Jahre sp̈ater, wenn der Betraga gerade erst einbezahlt wird
und damit naẗurlich noch keine Zinsen abwirft.

Der Betrag, der nachn Jahren zur Verf̈ugung steht, ist somit

xn = aqn + aqn−1 + · · · + aq + a =
n∑

k=0

aqk .

Diesen Ausdruck ḧatten wir gerne in einer einfacheren Form. Dazu
verhilft ein einfacher Trick: Wir multiplizieren ihn mitq:

qxn = aqn+1 + aqn + · · · + aq2 + aq =
n+1∑

k=1

aqk .
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Vergleichen wir dies mit der Darstellung vonxn, so kommen fast alle
Terme in beiden Summen vor; lediglich am Anfang und am Ende gibt
es Diskrepanzen. Daher können wir mit einer deutlichen Vereinfachung
rechnen, wenn wir die beiden Summen voneinander subtrahieren:

(q − 1)xn = qxn − xn = aqn+1 − a , also ist xn = a
qn+1 − 1
q − 1

,

wobei letztere Formel natürlich nur für q 6= 1 gilt. (Die Formel f̈ur q = 1
kann sich hoffentlich jeder Leser selbstüberlegen.) Auch ohne diese
Formel ist klar, daß die Folgexn im bei einer Geldanlage angestrebten
Fall q > 1 unbeschr̈ankt wächst.

Was passiert, wennq < 1 ist? Unter dem Gesichtspunkt einer Geldan-
lage mag dieser Fall unrealistisch erscheinen, wenn wir aber bedenken,
daß gerade bei einer langfristigen Geldanlage auch die Inflation ber̈uck-
sichtigt werden muß und nicht zu allen Zeiten jede Anlage einen über
der Inflationsrate liegenden Zinssatz erzielt, kann auch erzumindest
nicht ausgeschlossen werden. Die Annahme einerüber lange Zeit kon-
stanten Inflationsrate ist zwar natürlich noch unrealistischer als die ei-
nes über lange Zeit konstanten Zinssatzes, aber bei der Anwendung
mathematischer Methoden tastet man sich meist langsam vor von ex-
trem idealisierten (sprich: v̈ollig unrealistischen) Modellen zu immer
realiẗatsn̈aheren und im Idealfall schließlich auch praktisch nützlichen.

Gehen wir also aus von einer abstrakt mathematischen Situation: Wir
haben zwei reelle oder komplexe Zahlena und q 6= 1, und wir inter-
essieren uns für das Verhalten von

xn =
n∑

k=0

aqk = a
qn+1 − 1
q − 1

.

Aus §4 wissen wir, daß die Folge (qn)n∈N
für |q| > 1 betragsm̈aßig

unbeschr̈ankt wächst, f̈ur |q| = 1 aberq 6= 1 unbestimmt divergiert und
für |q| < 1 gegen null konvergiert. Damit ist nach den Rechenregeln für
Grenzwerte klar, daß im letzteren Fall die Folge der

xn =
n∑

k=0

aqk = a
qn+1 − 1
q − 1

= a
1− qn+1

1− q
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gegena/(1− q) konvergiert. F̈ur |q| < 1 ist somit
∞∑

k=0

aqk =
a

1− q
.

Damit haben wir zumindest eine unendliche Reihe ausgerechnet, die
sogenanntegeometrische Reihe.Wie sich bald zeigen wird, ist dieses
zun̈achst sehr speziell erscheinende Resultat der Ausgangspunkt für
deutlich allgemeinere, interessante und nützliche Ergebnisse.

Wenn eine Summe aus unendlich vielen Termen einen endlichenWert
haben soll, m̈ussen die einzelnen Summanden zumindest langfristig
klein werden. Als erste konkrete Bedingung erhalten wir

Lemma: Falls die Summe mit Summanden (ak)k∈N konvergiert, muß
(ak)k∈N eine Nullfolge sein.

Beweis:Wenn die Folge der Teilsummenxn =
∑n

k=1 ak konvergiert, ist
sie insbesondere eine CAUCHY-Folge, es gibt also zu jedemε > 0 ein
n0 ∈ N, so daß|xn − xm| < ε für allem, n ≥ n0. Dies gilt insbesondere
für m = n + 1; für n ≥ n0 ist daher|xn+1 − xn| = |an+1| < ε. Somit ist
(ak)k∈N

eine Nullfolge.

Um zu sehen, ob auch die Umkehrung dieser Aussage gilt, betrachten
wir die Summe der Zahlen 1/k, setzen also

xn =
n∑

k=1

1
k

.

Um einen ersten Eindruck̈uber die Konvergenz dieser Reihe zu bekom-
men, berechnen wir einige Glieder näherungsweise:

x10 ≈ 2,92896825396825 x100000≈ 12,0901461298634
x100 ≈ 5,18737751763962 x1000000≈ 14,3927267228657

x1000 ≈ 7,48547086055034 x10000000≈ 16,6953113658598
x10000≈ 9,78760603604438 x100000000≈ 18,9978964138539

Die Teilsummen steigen nur recht langsam an, allerdings istdie Dif-
ferenz zwischenx10n+1 undx10n bei den hier betrachteten Werten stets
ungef̈ahr gleich; wenn man nachrechnet kommt man auf etwa 2,302585.
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Das spricht nicht dafür, daß die Summe gegen einen endlichen Grenz-
wert konvergiert,und in der Tat divergiert diese sogenannteharmonische
Reihe.Das k̈onnen wir am einfachsten dadurch sehen, daß wir die Dif-
ferenzen zwischen den Teilsummen zu aufeinanderfolgendenZweier-
potenzen abschätzen: Da die Folge der Zahlen 1/k monoton f̈allt, ist

2n+1
∑

k=2n+1

1
k
≥

2n+1
∑

k=2n+1

1
2n+1

=
2n

2n+1
=

1
2

.

Damit ist
2n+1
∑

k=1

1
k

= 1 +
n∑

m=0

2m+1
∑

k=2m+1

1
k
≥ 1 +

n∑

m=0

1
2

= 1 +
n + 1

2
,

und das ẅachst unbegrenzt mit wachsendemn. Die harmonische Reihe
divergiert also (bestimmt) gegen unendlich.

Sie schrammt allerdings nur haarscharf an der Konvergenz vorbei: Im
Kapitel über Integralrechnung werden wir sehen, daß die Summe der
Zahlen 1/nr für jedesreeller > 1 konvergiert. F̈urr = 2 etwa kann man
(mit Methoden jenseits der Analysis I wie beispielsweise der Theorie
der FOURIER-Reihen) zeigen, daß die Reihe gegenπ2/6 konvergiert;
entsprechend ergeben sich auch für andere gerade natürliche Zahlenr
Summen der Formπr mal rationale Zahl. Die Grenzwerte für ungerader
sind erheblich schlechter verstanden.

Wenn wir bei Summen und Reihen sind, sollten wir auch endlicheine
Summenformel beweisen, die zwar nichts mit unendlichen Summen zu
tun hat und eigentlich auch nichts mit Analysis, die aber doch auch in
der Analysis immer wieder gebraucht wird. Es geht darum, dien-te
Potenz einer Summe (a + b) durch Terme der Formakbℓ auszudr̈ucken.

Der Ansatz ist einfach: Wir schreiben

(a + b)n = (a + b)(a + b) · · · (a + b)
︸ ︷︷ ︸

n Faktoren

und multiplizieren dies aus nach dem Distributivgesetz. Danach erhalten
wir die Summe aller Produkte ausn Faktoren, wobei deri-te jeweils ei-
ner der beiden Summanden aus deri-te Klammer ist. Insgesamt erhalten
wir also 2n Summanden; wegen der Kommutativität der Multiplikation
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haben diese jedoch allesamt einen dern + 1 Werteakbn−k mit ei-
nemk zwischen 0 undn. Wir müssen z̈ahlen, wie oft jeder dieser Terme
vorkommt.

Dazu überlegen wir uns, auf wie viele Arten wir ausn Faktoren
k ausẅahlen k̈onnen (aus denen wir dann jeweils den Summandena
nehmen). Wenn wir einfach der Reihe nach Faktoren hernehmen, haben
wir f ür den ersten noch die volle Auswahl vonn Faktoren, beim zweiten
haben wir nur nochn− 1 Alternativen, n̈amlich alle, außer dem bereits
ausgeẅahlten, f̈ur den drittenn− 2, und so weiter. Insgesamt haben wir
also

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

Möglichkeiten.

Für die Berechnung von (a+b)n ist es allerdings ohne Bedeutung, ob wir
deni-ten Faktor als ersten oder als letzten berücksichtigt haben bei der
Auswahl vonk Faktoren, aus denen wir dasa nehmen wollen; f̈ur jede
Wahl vonk-Faktoren m̈ussen wir also noch dividieren durch die Anzahl
der m̈oglichen Anordnungen einer Menge vonk Elementen. Daf̈ur gibt
esk! =

def
1 · 2 · · · · · (k − 1) · k Möglichkeiten, n̈amlichk für das erste

Element,k − 1 für das zweite, und so weiter. Der Termakbn−k tritt
daher (

n

k

)

=
def

n(n − 1) · · · (n − k + 1)
k!

=
n!

k! (n − k)!

mal auf. F̈ur k = 0 undk = n kommt hier auch 0! vor; dafür verwenden
wir die übliche Konvention, daß ein leeres Produkt gleich eins seinsoll,
d.h. 0! = 1. Somit ist

(
n

0

)

=
n!

0! n!
= 1 und

(
n

n

)

=
n!

n! 0!
= 1 ,

wie es auch sein soll: Eine Menge vonn Elementen hat genau eine
Teilmenge mit null Elementen, nämlich die leere Menge, und genau
eine Teilmenge mitn Elementen, n̈amlich sich selbst.

Das Symbolk! wird ausgesprochen alsk Fakultät, und
(
n
k

)
bezeichnen

wir als denBinomialkoeffizienten
(
n
k

)
, gesprochenn überk. (Im Englis-

chen sagt mank factorial undn choosek; hier steckt der Begriff der
Auswahl also schon in der Sprechweise.) Damit folgt
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Binomischer Lehrsatz: Für zwei Elementea, b eines K̈orpersk ist

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)

akbn−k mit

(
n

k

)

=
n!

k! (n− k)!

Die kompakte Schreibweise
n!

k! (n− k)!
ist naẗurlich nicht zum wirk-

lichen Rechnen gedacht; da ist der längere Ausdruck
(

n

k

)

=
n(n− 1) · · · (n − k + 1)

k!

erheblich g̈unstiger.

Die obige Herleitung dieses Satzes war wahrscheinlich sehrgut ver-
sẗandlich f̈ur die Leser, die aus der Schule mit elementarer Kombinatorik
und Wahrscheinlichkeitstheorie vertraut sind; für den Rest sieht das
Ganze vielleicht noch etwas dubios aus. Deshalb möchte ich den Satz
noch einmal ohne Kombinatorik beweisen, und zwar durch vollsẗandige
Induktion:

Für n = 1 ist

(
1
0

)

=

(
1
1

)

= 1, der Satz wird also zur trivialen Aussage

a + b = a + b .

Wenn wir den Satz f̈ur ein festesn bewiesen haben, können wir (a+b)n+1

berechnen als
(a + b)n+1 = (a + b)n · (a + b) =

(
n∑

k=0

(
n

k

)

akbn−k

)

(a + b)

=
n∑

k=0

(
n

k

)

ak+1bn−k +
n∑

k=0

(
n

k

)

akbn−k+1

=
n+1∑

k=1

(
n

k − 1

)

akbn+1−k +
n∑

k=0

(
n

k

)

akbn+1−k

= bn+1
︸︷︷︸

k=0

+
n∑

k=1

Ckakbn+1−k + an+1
︸︷︷︸

k=n+1

mit Ck =

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

, denn wie wir bereits gesehen haben, ist
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(
n

0

)

=

(
n

n

)

= 1 .

Für den Induktionsschluß m̈ussen wirCk noch weiter umformen:

Ck =

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

=
n!

(k − 1)! (n + 1− k)!
+

n!
k! (n− k)!

=
n! k + n! (n + 1− k)

k! (n + 1− k)!
=

(n + 1)!
k! (n + 1− k)!

=
n! (n + 1)

k! (n + 1− k)!
=

(
n + 1

k

)

.

Damit gilt die Behauptung des binomischen Lehrsatzes, wennsie für
n gilt, auch f̈ur n + 1, also gilt sie nach dem Prinzip der vollständigen
Induktion für alle naẗurlichen Zahlenn.

Der Namebinomischer Lehrsatzkommt daher, daß man eine Summe aus zwei Termen als
Binombezeichnet; er hat nichts mit irgendwelchen Mathematikernamen zu tun. Zu finden
ist der Satz erstmalig im BuchAl-Fakhri des arabischen Mathematikers ABU BEKR IBN

MUHAMMAD IBN AL -HUSAYN AL-KARAJI (953–ca.1029).

Die beiden im Beweis verwendeten Regeln
(

n

0

)

=

(
n

n

)

= 1 und

(
n

k − 1

)

+

(
n

k

)

=

(
n + 1

k

)

lassen sich auch dazu verwenden, für ein festes, nicht zu großesn die
sämtlichen Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
einfach zu berechnen: Im soge-

nannten PASCALschen Dreieck
(

1
0

) (
1
1

)

(
2
0

) (
2
1

) (
2
2

)

(
3
0

) (
3
1

) (
3
2

) (
3
3

)

(
4
0

) (
4
1

) (
4
2

) (
4
3

) (
4
4

)

(
5
0

) (
5
1

) (
5
2

) (
5
3

) (
5
4

) (
5
5

)

· · ·
stehen außen lauter Einsen, und innen ist jeder Eintrag die Summe der
beiden dar̈uberstehenden.
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BLAISE PASCAL (1623–1662) ging nie zur Schule, da
ihm sein Vater alles selbst beibringen wollte. Mathe-
matik war erst ab dem Alter 15 vorgesehen, jedoch
war er durch Andeutungen seines Vaters so neugierig
geworden, daß er die Geometrie im Alter von 12 Jahren
selbst erfand. Zwei Jahre später nahm er an mathemati-
schen Treffen in Paris teil; mit 16 präsentierte er seine
erste eigene Arbeit. Um seinem Vater, einem Steuer-
einnehmer, zu helfen, baute er eine der ersten mecha-
nischen Rechenmaschinen. Im späteren Leben befaßte
er sich haupts̈achlich mit Philosophie und Theologie,

kam aber immer wieder zur Mathematik zurück, wo er unter anderem die Wahrschein-
lichkeitstheorie begr̈undete.

Mit den beiden gerade erwähnten Regeln läßt sich zumindest der Anfang
des PASCALschen Dreiecks einfach und schnell berechnen; wir erhalten
für die ersten f̈unf Zeilen folgende Werte:

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
· · ·

Auch die offensichtliche Symmetrie des PASCALschen Dreiecks in
Bezug auf seine Mittelachse können wir leicht allgemein beweisen:

(
n

k

)

=
n!

k! (n− k)!
=

n!
(n − k) !k!

=

(
n

n − k

)

.

Nach diesem Einschub kehren wir wieder zurück zu unendlichen Sum-
men und betrachten als nächstes Beispiel die Summe

S =
∞∑

k=1

(−1)k+1 = 1− 1 + 1− 1 + 1− · · · .

Durch Zusammenfassen aufeinanderfolgender Terme können wir sie
leicht ausrechnen: Fassen wir jeweils die Terme mitk = 2ℓ − 1 und
k = 2ℓ zusammen, erhalten wir die Formel

S =
∞∑

ℓ=1

(
(−1)2ℓ + (−1)2ℓ+1

)
=

∞∑

ℓ=1

(1− 1) = (1− 1) + (1− 1) + · · · = 0 .
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Wir können freilich auch die Terme mitk = 2ℓ undk = 2ℓ + 1 zusam-
menfassen und erhalten dann

S = 1 +
∞∑

ℓ=1

(
(−1)2ℓ+1 + (−1)2ℓ+2

)
= 1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) +· · · = 1 .

Eine dritte M̈oglichkeit wäre, daß wir nur̈uber die ungeradenk sum-
mieren und den Term (−1)k+1 mit (−1)2k+1 kombinieren. Damit errei-
chen wir allerdings nur diejenigen geraden Zahlen, die das Doppelte
einer ungeraden Zahl sind. Was noch fehlt, sind die geraden Zahlen, die
das Doppelte einer geraden Zahl sind; das sind genau die durch vier
teilbaren Zahlen. Somit ist

S =
∞∑

k=1
k ungerade

(
(−1)k+1 + (−1)2k+1

)
+

∞∑

ℓ=1

(−1)4ℓ+1

=
∞∑

k=1
k ungerade

(1− 1) +
∞∑

ℓ=1

(−1) = 0−
∞∑

ℓ=1

1 ,

was gegen−∞ divergiert.

Von diesen drei Ergebnissen kann offensichtlich höchstens eines richtig
sein; welches?

Gehen wir zur̈uck zur Definition: Eine unendliche Summe konvergiert,
wenn die Summe ihrer Teilsummen konvergiert, und ihr Wert ist dann
der Grenzwert dieser Folge. In unserem Fall haben wir die Teilsummen

sn =
n∑

k=1

(−1)k+1 =

{
1 fallsn ungerade

−1 fallsn gerade
.

Somit ist keines der drei gerade
”
bewiesenen“ Ergebnisse richtig; die

Folge dersn und damit die Summe ist unbestimmt divergent.

Der Fehler in den obigen Rechnungen lag darin, daß wir zwar inendli-
chen Summen beliebig umordnen und klammern können; dazu m̈ussen
wir nur das Kommutativ- und das Assoziativgesetz hinreichend oft an-
wenden. Daß wir diese Gesetze beliebig oft anwenden können, folgt
aus dem Prinzip der vollständigen Induktion, aber damit können wir nur
beweisen, daß wir jedeendlicheAnzahl von Umordnungen vornehmen
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können, nicht aber unendlich viele. In unendlichen Summen dürfen wir
also nicht beliebig umordnen; wenn wir es trotzdem tun, erhalten wir
mit etwas Geschick die verschiedensten Reihen, die nicht nur gegen ver-
schiedene Grenzwerte konvergieren, sondern teilweise auch bestimmt
divergent sind.

Das Problem liegt offensichtlich hauptsächlich darin, daß sich Terme
gegenseitig wegheben können. Das funktioniert offensichtlich nur dann,
wenn es Summanden mit verschiedenen Vorzeichen gibt; wir sollten
also erwarten, daß wir weniger Probleme haben bei Reihen, deren Sum-
manden allesamt dasselbe Vorzeichen haben. Das ist insbesondere dann
der Fall, wenn wir die Summanden einer beliebigen Reihe durch ihre
Beträge ersetzen. Deshalb definieren wir

Definition: Die unendliche Reihe
∞∑

k=1

ak heißt absolut konvergent,

wenn die Reihe
∞∑

k=1

|ak| konvergiert.

Die beiden Summen
∞∑

k=1

ak und
∞∑

k=1

|ak| werden, selbst wenn beide

existieren, oft nicht das geringste miteinander zu tun haben: Betrachten
wir etwa für eine reelle Zahl−1 < q < 0 die geometrische Reihe

∞∑

k=0

qk =
1

1− q
.

Die Summe der Beträge ist hier
∞∑

k=0

|q|k =
1

1− |q| =
1

1 + q
.

Für q = − 1
2 etwa ist die erste Summe gleich2

3, die zweite aber zwei.

Trotzdem folgt aus der absoluten Konvergenz einer Reihe deren Kon-
vergenz. Um dies einzusehen, betrachten wir das CAUCHYsche Konver-
genzkriterium f̈ur die Folge der Teilsummen

sn =
∞∑

k=1

ak
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einer unendlichen Reihe. Nach CAUCHY konvergiert diese Folge genau
dann, wenn es zu jedemε > 0 einn1 ∈ N gibt, so daß|sm − sn| < ε
ist für allen, m ≥ n1. Hier ist für m ≥ n

|sm − sn| =

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=1

ak −
n∑

k=1

ak

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n+1

ak

∣
∣
∣
∣
∣

.

Setzen wirn0 = n1 + 1, so k̈onnen wir die Bedingung auch so for-
mulieren, daß es einn0 ∈ N gibt so daß

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n

ak

∣
∣
∣
∣
∣
< ε für allem ≥ n ≥ n0 .

Somit gilt:

Cauchysches Konvergenzkriterium für Reihen: Die unendliche Rei-

he
∞∑

k=1

ak mit reellen oder komplexen Summandenak konvergiert genau

dann, wenn es zu jedemε > 0 einn0 ∈ N gibt, so daß
∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n

ak

∣
∣
∣
∣
∣
< ε für allem ≥ n ≥ n0 .

Daraus folgt nun leicht

Satz: Ist eine unendliche Reihe
∞∑

k=1

ak mit reellen oder komplexen

Summandenak absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis:Da die Summe der Beträge konvergiert, gibt es nach CAUCHY

zu jedemε > 0 einn0 ∈ N, so daß
∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n

|ak|
∣
∣
∣
∣
∣

=
m∑

k=n

|ak| < ε für allem ≥ n ≥ n0 .

Nach der Dreiecksungleichung ist dann aber auch
∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n

ak

∣
∣
∣
∣
∣
≤

m∑

k=n

|ak| < ε für allem ≥ n ≥ n0 ,

so daß die gegebene Reihe nach CAUCHY konvergiert.
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Um zu sehen, ob auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, betrachten wir
die sogenanntealternierende harmonische Reihe

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− · · · .

Sie ist naẗurlich nicht absolut konvergent, denn wenn wir alle Summan-
den durch ihre Betr̈age ersetzen, erhalten wir die divergente harmonische
Reihe.

Um einen Eindruck von m̈oglicher Konvergenz oder Divergenz der al-
ternierenden harmonischen Reihe zu bekommen, können wir wieder

einige der Teilsummensn =
n∑

k=1

(−1)k+1

k berechnen (lassen):

s10 ≈ 0,6456349206

s100 ≈ 0,6881721793

s1000≈ 0,6926474306

s10000≈ 0,6930971831

Diese Werte legen den Verdacht nahe, daß die Folge gegen einen Wert
nahe 0,7 konvergieren sollte. Zumindest die Tatsache, daß sie konver-
giert, können wir auch leicht beweisen mit Hilfe eines Kriteriums von
LEIBNIZ:

Definition: Eine Reihe der Form
∞∑

k=1

(−1)k+1ak mit reellen Summanden

heißtalternierend,wenn entweder alleak ≥ 0 oder alleak ≤ 0 sind.

Die Summanden sind also abwechselnd größer oder gleich Null und
kleiner oder gleich Null. F̈ur solche Reihen haben wir das

Konvergenzkriterium von Leibniz: Eine alternierende Reihe
∞∑

k=1

(−1)k+1ak

konvergiert, falls die Folge
(
|ak|
)

k∈N
eine monoton fallende Nullfolge

ist.
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Beweis:Wenn wir alle Summanden mit−1 multiplizieren,ändert sich
nichts an der Konvergenz: Der Grenzwert, so er existiert, wird nach
unseren Rechenregeln für Grenzwerte einfach auch mit−1 multipliziert.
Daher k̈onnen wir uns beim Beweis auf den Fall beschränken, daß alle
ak ≥ 0 sind. Bei den Teilsummen

sn =
n∑

k=1

(−1)k+1ak

ist dann f̈ur geradesn stetssn ≤ sn+1, denn

sn+1 = sn + (−1)n+2an+1 = sn + an+1 .

Wir betrachten die Folge der Intervalle
(
[s2n, s2n+1]

)

n∈N
und wollen

unsüberlegen, daß sie eine Intervallschachtelung definieren.

Dazu m̈ussen wir als erstes zeigen, daß jedes Intervall in seinem
Vorgänger liegt, daß alsos2n ≤ s2n+2 unds2n+3 ≥ s2n+1 ist. Da (an)n∈N

eine monoton fallende Nullfolge ist, folgt das sofort durchBerechnung
der Differenzen:

s2n+2 − s2n =
(
(−1)2n+2a2n+1 + (−1)2n+3a2n+2

)

= a2n+1 − a2n+2 > 0

und

s2n+3 − s2n+1 =
(
(−1)2n+3a2n+2 + (−1)2n+4a2n+3

)

= a2n+3 − a2n+2 < 0 .

Schließlich muß noch gezeigt werden, daß die Intervallängen eine Null-
folge bilden; das ist aber klar, denn wie wir zu Beginn des Beweises
gesehen haben, hat dasn-te Intervall die L̈angea2n+1, und (an)n∈N

ist
nach Voraussetzung eine Nullfolge.
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BARON GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646–
1716) gilt als der letzte Universalgelehrte, der das
gesamte Wissen seiner Zeitüberblickte. In der Mathe-
matik ist er vor allem ber̈uhmt durch die Entwicklung
der Infinitesimalrechnung (bezüglich derer es einen lan-
gen Prioriẗatsstreit mit NEWTON gab); Bezeichnungen
wie dy

dx
und

∫
f (x) dx gehen auf ihn zur̈uck. Durch

seine Begr̈undung der symbolischen Logik legte er
auch einen wesentlichen Grundstein der späteren Infor-
matik. Weitere Arbeiten befassen sich mit den Natur-
wissenschaften und der Technik, der Philosophie, The-
ologie und der Geschichte.

Insbesondere konvergiert also die alternierende harmonische Reihe;
damit ist klar, daß es auch konvergente Reihen gibt, die nicht abso-
lut konvergent sind. Im n̈achsten Kapitel werden wir̈ubrigens sehen,
daß die alternierende harmonische Reihe gegen den natürlichen Loga-
rithmus von zwei konvergiert, d.h.

∞∑

k=1

(−1)k+1

k
= log 2≈ 0,6931471806 .

Wir werden Reihen im weiteren Verlauf der Vorlesung hauptsächlich
brauchen, um uns unbekannte Funktionswerte wie log 2, e3, sin 2 oder
auch Konstanten wieπ näherungsweise zu berechnen. Die Konvergenz
solcher Reihen k̈onnen wir naẗurlich nicht dadurch beweisen, daß wie
die Differenzen zum (uns unbekannten) Grenzwert betrachten; statt-
dessen brauchen wir als erstes Kriterien, die uns die Konvergenz einer
Reihe garantieren; danach erst können wir uns in einem zweiten Schritt
Gedanken̈uber die Berechnung des Grenzwerts machen.

Ein solches Kriterium, das von LEIBNIZ, haben gerade kennengelernt;
die meisten anderen hängen in irgendeiner Weise zusammen mit geo-
metrischen Reihen, mit denen wir eine gegebene Reihe vergleichen. Die
Vergleiche beruhen meist auf dem folgenden

Majorantenkriterium: Zur unendlichen Reihe
∞∑

k=1

ak mit reellen oder

komplexen Summandenak gebe es eine konvergente Reihe
∞∑

k=1

bk mit
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reellen Summandenbk ≥ 0 derart, daß|ak| ≤ bk für alle k. Dann

konvergiert
∞∑

k=1

ak absolut.

Zum Beweiskönnen wir genauso vorgehen wie beim Beweis, daß je-
de absolut konvergente Reihe konvergiert: Wegen der Konvergenz von
∞∑

k=1

bk gibt es nach CAUCHY zu jedemε > 0 einn0 ∈ N, so daß

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n

bk

∣
∣
∣
∣
∣

=
m∑

k=n

bk < ε für allem ≥ n ≥ n0 .

Nach der Dreiecksungleichung ist dann auch
∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=n

ak

∣
∣
∣
∣
∣
≤

m∑

k=n

|ak| ≤
m∑

k=n

bk < ε für allem ≥ n ≥ n0 ,

so daß die gegebene Reihe nach CAUCHY konvergiert.

Die Reihe
∞∑

k=1

bk bezeichnet man in diesem Zusammenhang als eine

konvergente Majorante.

Als erste Anwendung wollen wir uns̈uberlegen, daß die Reihe
∞∑

k=1

1
k2

konvergiert: F̈ur k > 1 ist
1
k2 <

1
k(k − 1)

=
1

k − 1
− 1

k
und

n∑

k=2

1
k(k − 1)

=
n∑

k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)

=
n−1∑

k=1

1
k
−

n∑

k=2

1
k

= 1− 1
n

konvergiert gegen eins. Somit ist die Summe 1 +
∞∑

k=2

1
k(k − 1)

eine

konvergente Majorante, die betrachtete Summe konvergiertalso absolut
und ist damit insbesondere konvergent.

Als weitere Anwendung erhalten wir sofort, daß für jede reelle Zahl
s ≥ 2 die Reihe

ζ(s) =
∞∑

k=1

1
ks
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konvergiert, denn 1/ks ≤ 1/k2 für allek ∈ N. Die so definierte Funktion
heißt RIEMANNscheζ-Funktion. (ζ ist der griechische Buchstabezeta.)

Tats̈achlich konvergiert die Reihe sogar für alles > 1, aber das werden
wir erst im Kapitelüber Integralrechnung beweisen können. Mehr noch:
In der Funktionentheorie,der Analysis mit komplexen Zahlen, zeigt
man, daß die so definierte Funktion fortgesetzt werden kann zu einer
Funktion mit beliebigen komplexen Argumentens 6= 1. Eine ber̈uhmte
Vermutung von RIEMANN besagt, daß alle ihre nichtreellen Nullstellen
den Imagin̈arteil 1

2 haben. Dies ḧatte wichtige Konsequenzen beispiels-
weise f̈ur S̈atzeüber die Verteilung der Primzahlen.

Nicht zuletzt deshalb ẅahlte die CLAY Foundation dieses Problem
im Jahre 2000 als eines ihrer sieben Millennium-Probleme, für de-
ren Lösung sie jeweils eine Million Dollar ausgesetzt hat. Bislang
ist erst eines dieser Probleme, die POINCARÉ-Vermutung, gel̈ost (von
GRISHA PERELMAN aus St. Petersburg, der den Preis ablehnte); um
die restlichen sechs, darunter die RIEMANN-Vermutung, k̈onnen sich
die Hörer dieser Vorlesung noch bemühen. F̈ur Einzelheiten siehe
http://www.claymath.org/millennium/.

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1846 auf Anraten seines Vaters an der Universität
Göttingen f̈ur das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Fakultät, um dort
unter anderem bei GAUSS Mathematikvorlesungen zu
hören. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seines frühen
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie und̈uber abelsche Funktionen. Seine Vermutung
über die Nullstellen der (heute als RIEMANNsch bezeich-
neten)ζ-Funktion ist die ber̈uhmteste offene Vermutung
der heutigen Mathematik.

Analog zum Majorantenkriterium für Konvergenz k̈onnen wir auch ein
Minorantenkriterium f̈ur Divergenz formulieren:

Minorantenkriterium: Zur unendlichen Reihe
∞∑

k=1

ak mit reellen Sum-
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mandenak ≥ 0 gebe es eine bestimmt gegen∞ divergente Reihe
∞∑

k=1

bk

mit reellen Summandenbk ≥ 0 derart, daßbk ≤ ak für alle k. Dann

divergiert auch
∞∑

k=1

ak bestimmt gegen∞.

Beweis:Wegen der bestimmten Divergenz der Summe derbk gibt es zu
jeder SchrankeM ∈ R einn0 ∈ N; so daß gilt

M ≤
n∑

k=1

bk ≤
n∑

k=1

ak für allen ≥ n0 ;

also ist mit der Summe derbk auch die derak bestimmt divergent.

Wie bereits erẅahnt, werden wir das Majorantenkriteriumhauptsächlich
verwenden, um vorgegebene Reihen mit geometrischen Reihenzu
vergleichen; schließlich sind das die einzigen, bei denen wir einen
vollständigenÜberblick sowohl̈uber ihr Konvergenzverhalten als auch
ihren Grenzwert haben. Als erstes solches Vergleichskriterium betrach-
ten wir das

Wurzelkriterium:
∞∑

k=1

ak sei eine Reihe mit reellen oder komplexen

Summanden. Falls es eine reelle Zahlq < 1 gibt und eink0 ∈ N, so daß
k

√

|ak| ≤ q ist für allek ≥ k0, ist die Reihe absolut konvergent.

Beweis:Für k ≥ k0 ist |ak| ≤ qk; somit ist f̈ur die Reihe
∞∑

k=1

bk mit bk =

{ |ak| falls k < k0

qk falls k ≥ k0

stets|ak| ≤ bk. Diese Reihe ist konvergent mit Grenzwert
∞∑

k=1

bk =
k0−1∑

k=1

|ak| +
∞∑

k=k0

qk =
k0−1∑

k=1

|ak| + qk0

∞∑

k=0

qk =
k0−1∑

k=1

|ak| +
qk0

1− q
.

Damit haben wir eine konvergente Majorante gefunden; die gegebene
Reihe konvergiert also nach dem Majorantenkriterium absolut.

In der Literatur wird das Wurzelkriterium meist etwas spezieller, daf̈ur
aber kompakter formuliert:
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Wurzelkriterium, 2. Fassung:
∞∑

k=1

ak sei eine Reihe mit reellen oder

komplexen Summanden. Falls lim
k→∞

k

√

|ak| existiert und echt kleiner als

eins ist, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Sei lim
k→∞

k

√

|ak| = q1 < 1. Dann istε = 1
2(1 − q1) > 0, und

nach Definition eines Grenzwerts gibt es eink0 ∈ N, so daß
∣
∣
∣

k

√

|ak| − q1

∣
∣
∣ < ε =

1− q1

2
für allek ≥ k0 .

Für diesek ≥ k0 ist dann insbesondere

k

√

|ak| < q1 + ε = q1 +
1− q1

2
=

q1 + 1
2

=
def

q .

Als Mittelwert vonq1 < 1 und der Eins ist auchq < 1, also k̈onnen wir
das Wurzelkriterium in seiner ersten Form anwenden mit dieser Zahlq
undk0.

Eine zweite M̈oglichkeit zum Vergleich mit einer geometrischen Reihe
besteht darin, daß wir Quotienten zweier aufeinanderfolgender Sum-
manden betrachten. Da dabei eine Division durch Null auftreten k̈onnte,
formulieren wir es zun̈achst quotientenfrei:

Quotientenkriterium:
∞∑

k=1

ak sei eine Reihe mit reellen oder komple-

xen Summanden. Falls es eine reelle Zahlq < 1 gibt und eink0 ∈ N, so
daß|ak+1| ≤ q |ak| für allek ≥ k0, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Wir setzena = ak0
. Durch vollsẗandige Induktion folgt sofort,

daß|ak| ≤ qk−k0a ist für alle k ≥ k0. Damit können wir wieder im
wesentlichen genauso verfahrenwie beim Beweis des Wurzelkriteriums:
Für die Reihe

∞∑

k=1

bk mit bk =

{
|ak| falls k < k0

aqk−k0 falls k ≥ k0

ist stets|ak| ≤ bk, und diese Reihe ist konvergiert gegen den Grenzwert
∞∑

k=1

bk =
k0−1∑

k=1

|ak|+
∞∑

k=k0

aqk−k0 =
k0−1∑

k=1

|ak|+a

∞∑

ℓ=0

qℓ =
k0−1∑

k=1

|ak|+
a

1− q
.
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Somit haben wir eine konvergente Majorante gefunden; die gegebene
Reihe konvergiert daher nach dem Majorantenkriterium absolut.

Auch dieses Kriterium k̈onnen wir etwas spezieller mit einem Grenzwert
formulieren:

Quotientenkriterium, 2. Fassung:
∞∑

k=1

ak sei eine Reihe mit reellen

oder komplexen Summanden. Falls lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

existiert und echt klei-

ner als eins ist, konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:Wir können diese zweite Fassung im wesentlichen auf die glei-
che Weise aus der ersten Fassung folgern wie beim Wurzelkriterium: Sei

lim
k→∞

|ak+1|
|ak|

= q1 < 1. Dann istε = 1
2(1− q1) > 0, und nach Definition

eines Grenzwerts gibt es eink0 ∈ N, so daß
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣ak1

∣
∣

|ak|
− q1

∣
∣
∣
∣
∣
< ε =

1− q1

2
für allek ≥ k0 .

Für diesek ≥ k0 ist dann insbesondere
∣
∣ak1

∣
∣

|ak|
< q1 + ε = q1 +

1− q1

2
=

q1 + 1
2

=
def

q < 1 .

Damit können wir das Quotientenkriterium in seiner obigen Form an-
wenden.

Man beachte, daß die jeweils zweite Fassung dieser Kriterien schẅacher
ist als die erste, denn letztere ist auch anwendbar, wenn derin der zweiten
Fassung betrachtete Grenzwert nicht existiert.

Für Anwendungen dieser Kriterien sei auf dieÜbungen verwiesen und
vor allem auf die Behandlung der Potenzreihen im nächsten Kapitel.

§9: Zusammenfassung
In diesem Kapitel ging es um zwei wesentliche Objekte der Analysis,
um Folgen,die jeder naẗurlichen Zahln einen Wertxn zuordnen, und
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umFunktionen,die Zahlen aus einer gewissen Teilmenge vonR oderC
einen Wert zuordnen.

Für Folgen ist der Begriff derKonvergenzwichtig: Eine Folge (xn)n∈N

konvergiert gegen den Grenzwertx, wenn es zu jedemε > 0 einn0 ∈ N

gibt, so daß|x − xn| < ε für allen ≥ n0. Selbstversẗandlichmußeine
Folge nicht konvergieren. Wir untersuchten eine Reihe von Bedingun-
gen, die die Existenz eines Grenzwerts garantieren: Beispielsweise hat
jede monotonwachsende nach oben beschränkteFolge einen Grenzwert,
genauso jede monoton fallende nach unten beschränkte. Eine beliebige
beschr̈ankte Folge hat nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASSim-
merhin eine konvergente Teilfolge.

In R, aber nicht inQ, hat jede nichtleere nach oben beschränkte Men-
ge eine kleinste obere Schranke, ihr Supremum, und jede nachunten
beschr̈ankte hat eine größte untere Schranke, ihr Infimum. Diese Ei-
genschaft bezeichnet man als dieVollständigkeitder reellen Zahlen; sie
führte uns auf das (zur Vollständigkeitäquivalente) CAUCHYsche Kon-
vergenzkriterium: Wenn es zu jedemε > 0 ein n0 ∈ N gibt, so daß
|xn − xm| < ε für allen, m ≥ n0, konvergiert die Folge.

Für Funktionen ist der Begriff derStetigkeitfundamental; eine Funktion
f : D → R heißt stetig im Punktx ∈ D, wenn es zu jedemε > 0 ein
δ > 0 gibt, so daß|f (x) − f (y)| < ε für alley ∈ D mit |x − y| < δ. Oft-
mals einfacher nachweisbar ist eine andere Art der Charakterisierung:
Für jede gegenx konvergierende Folge (xn)n∈N

von Punkten ausD ist
lim

n→∞
f (xn) = f (x).

Wir haben gesehen, daß Polynomfunktionen, Exponentialfunktionen,
Logarithmen und Wurzelfunktionen stetig sind; auch sind Summen,
Produkte und Hintereinanderausführungen stetiger Funktionen stetig.
Funktionen, die sẗuckweise durch stetige Funktionen definiert sind, sind
genau dann stetig, wenn an denÜbergangsstellendie Funktionswerteder
linken und der rechten Funktion miteinanderund mit dem Funktionswert
übereinstimmen.

Als letztes betrachteten wirReihen;dabei handelt es sich um spezielle
Folgen, die durch Summen definiert sind. Eines der wichtigsten Beispie-
le ist die geometrische Reihe

∑∞

n=0 qn; sie konvergiert, wenn|q| < 1
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ist und hat dann die Summe 1/(1 − q). Auch für Reihen gibt es eine
häufig n̈utzliche Version des CAUCHYsches Konvergenzkriterium; eben-
falls nützlich ist oft das Majorantenkriterium. Die Verwendung einer
geometrischen Reihe als konvergente Majorante führt auf das Wurzel-
und das Quotientenkriterium.

§10: Summary
This chapter dealt with two fundamental objects of analysis: Sequences,
where we have a valuexn for each natural numbern, and functions,
where we have a value for each number from some subset ofR or C.

The most important concept for sequences is that ofconvergence:A
sequence (xn)n∈N converges to a limitx, if for every ε > 0 there
exists somen0 ∈ N such that|x − xn| < ε for all n ≥ n0. Of course,
a sequenceneed notconverge. We considered a couple of conditions
that insure convergence: For instance, any monotonically increasing
sequence bounded from above has a limit, similarly any monotonically
decreasing sequence bounded from below.

In R, but not inQ, every nonempty set which is bounded from above has
a smallest upper bound, itssupremum,and every nonempty set which
is bounded from below has a biggest lower bound, itsinfimum.This
property of the reals is calledcompleteness.It lead us to CAUCHY’s
criterion for convergence: If, for everyε > 0, there exists somen0 ∈ N

such that|xn − xm| < ε for all n, m ≥ n0, the sequence (xn)n⊂N

converges.

For functions, the concept ofcontinuity is fundamental: A function
f : D → R is continuous inx ∈ D, if, for everyε > 0, there exists some
δ > 0 such that|f (x) − f (y)| < ε whenever|x − y| < δ for y ∈ D.
Often it is easier to check another characterisation of continuity: For
any convergent sequence (xn)n∈N with limit x andxn ∈ D we have
lim

n→∞
f (xn) = f (x).

Among the functions we know, polynomials, exponentials, logarithms
and roots are continuous. Also sums, products and compositions of
continuous functions are continuous. Functions defined piecewise by
continous functions are continuous if and only if at all border points the


