
Einleitung

Wer im Katalog der Mannheimer Universitätsbibliothek das Stichwort
Analysiseingibt, erḧalt mehrere Tausend Treffer, wird aber schnell fest-
stellen, daß nur ein Bruchteil der gefundenen Bücher etwas mit Ma-
thematik zu tun hat. Beim großen

”
Rest“ handelt es sich praktisch aus-

schließlich um B̈ucher in englischer Sprache. Dort heißtanalysisnicht
nur Analysis, sondern vor allem auch Analyse, und dieses Wort kommt
auch im Deutschen in praktisch jeder Wissenschaft vor, von der Text-
analyseüber die chemische Analyse und die Analyse politischer oder
sozialer Verḧaltnisse sowie der Arbeit von Analysten an der Börse bis
hin zur Psychoanalyse.

Analysis und Analyse sind beide abgeleitet vom griechischen Wort
α
,
ναλύειν = auflösen, zerlegen: Bei der chemischen Analyse soll be-

stimmt werden, welche Stoffe in einem Gemisch enthalten sind, es soll
also –zumindest gedanklich – in seine Bestandteile zerlegtwerden.Ähn-
lich soll bei der Analyse wirtschaftlicher und gesellschaftlicher Zusam-
menḧange ein (im Allgemeinen komplizierter) Sachverhalt aufgelöst
werden in einzelne Fakten, Hintergründe, Entscheidungen und so wei-
ter; bei der Psychoanalyse soll die Persönlichkeit der Patienten dadurch
verstanden werden, daß die Rolle entscheidender Ereignisse aus ihrem
Leben betrachtet wird.

Auch hier in der Analysis wird es um eine Art von Zerlegung gehen:
Wir betrachten Funktionen, mit denen wir z.B. den zeitlichen Verlauf
irgendeiner Gr̈oße beschreiben wollen. Bei interessanten Größen wie
Aktienkursen oder volkswirtschaftlichen Kenngrößen sind diese Funk-
tionen sehr kompliziert; beschränkt man sich jedoch auf ein sehr kurzes
Zeitintervall, ist zumindest bei manchen Funktionen mit einem deutlich
einfacheren Verhalten zu rechnen. Die Analysis versucht, aus dem Ver-
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halten in solchen kleinen Teilintervallen möglichst viele Informationen
über die Funktion selbst zu gewinnen. In der VorlesungAnalysis Isollen
die grundlegenden Werkzeuge für solche Untersuchungen vorgestellt
werden

Den Umgang mit einem Werkzeug lernt man nur durch dessen Ge-
brauch: Genauso wie niemand zum Schlosser wird, indem er Bilder von
Bohrmaschinen betrachtet und Abhandlungenüber das Drehmoment
liest, wird niemand, der einfach mathematische Formeln undSätze
auswendig lernt, damit erfolgreich Probleme aus Wirtschafts-, Natur-
oder Sozialwissenschaften lösen.

Probleme der wirklichen Welt beginnen nie mit Fragestellungen wie

”
f : R3 → R sei eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funk-

tion“; der Anwender muß sich stets zunächstüberlegen, ob sich sein
Problemüberhaupt mit Mathematik lösen l̈aßt, und wenn ja, mit wel-
cher.

Die Antwort darauf wird selten eindeutig sein: Gelegentlich wird
sich dasselbe Problem sowohl mit als auch ohne Mathematik model-
lieren lassen, und auch wenn man sich für eine mathematische Lösung
entscheidet, steht selten eindeutig fest, wie es weiter geht:

Realistische Probleme (im Gegensatz zuÜbungs- und Klausuraufgaben)
sind fast immer zu komplex für eine vollsẗandige formale Beschreibung.
Vor ihrerÜbersetzung in Mathematik m̈ussen sie daher vereinfacht wer-
den, wobei aber natürlich die für die jeweilige Problemstellung we-
sentlichen Aspekte erhalten bleiben müssen. Beispielsweise wird man
oft Größen, die ihrem Wesen nach ganzzahlig sind, mit reelle Zahlen
modellieren, da die Mathematik der reellen Zahlen erheblich einfacher
ist als die der ganzen Zahlen und auch deutlich mehr Methodenzur
Verfügung stellt. So sind beispielsweise Geldbeträge stets ganzzahlige
Vielfache der kleinsten Ẅahrungseinheit, aber wenn es um ein Brutto-
inlandsprodukt oder die Umsatzprognose eines Industriebetriebs geht,
wird man Ver̈anderungen um einen Cent doch eher als kontinuierlich
denn als Sprung empfinden.

Die mathematischen Werkzeuge zur Lösung eines Problems hängen we-
sentlich ab von solchen Modellierungsentscheidungen: Modellierung
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durch kontinuierliche Gr̈oßen verlangt typischerweise analytische Me-
thoden, oft Differentialgleichungen; beim Modellieren mit ganzen
Zahlen ist man in der diskreten Mathematik, wo eher algebraische und
zahlentheoretische Methoden im Vordergrund stehen – von denen zu-
mindest ein Teil̈ubrigens auch analytisch ist.

Selbst wenn diëUbersetzung eines Problem in Mathematik (oder besser
seine Ann̈aherung durch Mathematik) feststeht, gibt es im Allgemeinen
verschiedene mathematische Ansätze, die theoretisch allesamt zu kor-
rekten L̈osungen f̈uhren; in der Praxis kann sich aber der Rechenaufwand
zweier Verfahren so stark unterscheiden, daß nur eines der beiden wirk-
lich durchf̈uhrbar ist, oder aber so, daß zwar beide durchführbar sind,
das eine aber erheblich mehr kostet als das andere.

Für einen Anwender geht es somit nicht in erster Linie darum, ob die Vo-
raussetzungen für einen bestimmten mathematischen Satz erfüllt sind:
Diese Frage stellt sich erst viel später. Als erstes muß er klären, wel-
che mathematischen Modelle in Frage kommen und welche davonzu
Lösungen mit realistischem Aufwand führen. Wer hier erfolgreich sein
will, muß vor allem ein Gef̈uhl für die Tragweite und den Aufwand
mathematischer Methoden entwickeln.

Dieses Gef̈uhl kann man – wie auch die richtige Technik für den Umgang
mit einem Hammer oder einer Feile – nur durch praktische Erfahrung
erwerben. Ein wesentlicher Bestandteil dieser Vorlesung sind daher die
Übungen, die – im Rahmen dessen, was im ersten Semester möglich
ist – die notwendige Erfahrung dazu vermitteln sollen. Hauptziel der
Vorlesung ist also, daß Sie praktische Fähigkeiten entwickeln, und das
ist nur m̈oglich, indem Sie selbst praktische Erfahrung sammeln. Die
Übungen sind somit mindestens genauso wichtig wie die Vorlesung;
ohne regelm̈aßigesÜben ist ein erfolgreicher Besuch dieser Vorlesung
praktisch unm̈oglich.
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erḧaltlich. Wer die alle verstanden hat, verfügt über Analysiskenntnisse
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Kapitel 1
Zahlen
Im Anfang waren die natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . . . Man kann sie
addieren und multiplizieren, Subtraktion, Division und Wurzelziehen
dagegen sind nicht immer m̈oglich. Aus dem Bestreben, auch solche
Operationen m̈oglichst ohne Einschränkungen durchführen zu wollen,
entstanden im Laufe der Zeit weitere Zahlbereiche wie die ganzen,
rationalen, reellen und komplexen Zahlen. In diesem erstenKapitel
sollen diese kurz vorgestellt werden.

§1: Mengen
Ein Zahlbereich besteht aus vielen Zahlen; wir sagen, er seieineMenge
von Zahlen. Den Begriff

”
Menge“ verwenden wir dabei genau so, wie

ihn GEORGCANTOR1895 zu Beginn einer Arbeit in den Mathematischen
Annalen (Band46, S. 481) eingef̈uhrt hat:

Unter einer ‘Menge’ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder un-
seres Denkens (welche die ‘Elemente’ von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Wer diese Definition f̈ur eher vage ḧalt, hat sicherlich nicht unrecht; in
der Tat zeigte CANTOR selbst schon 1897, daß der unkritische Umgang
mit diesem Mengenbegriff zu Widersprüchen f̈uhren kann. Zu Beginn
des zwanzigsten Jahrhunderts entstand deshalb die sogenannte axio-
matische Mengenlehre,eine auf einem umfangreichen Axiomensystem
beruhende pr̈azise Theorie, die allerdings den Nachteil hat, recht formal
und unanschaulich zu sein. Da wir Mengen in dieser Vorlesungnur als
bequeme Sprechweise verwenden wollen, lohnt sich der mit dem axio-
matischen Zugang verbundene Aufwand nicht; hier soll das Wort Menge
nur im naiven Sinne der CANTORschen Definition verwendet werden.
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GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR (1845–
1918) wurde in Sankt Petersburg geboren als Sohn ei-
nes d̈anischen Kaufmanns und einer Russin. 1856 zog
die Familie nach Deutschland und CANTOR besuchte
zun̈achst die Realschule, dann die Höhere Gewerbe-
schule in Darmstadt. Ab 1860 studierte er zunächst In-
genieurwissenschaften an der ETH Zürich, 1862 wech-
selte er dann zum Mathematikstudium an die Univer-
sität Zürich und 1863 nach Berlin, wo er 1867 pro-
movierte. Danach unterrichtete er zunächst an einer
Berliner Mädchenschule; 1869 ging er an der Uni-
versiẗat Halle, wo er sich gleich darauf habilitierte.

Wie seine Dissertation beschäftigte sich auch seine Habilitationsschrift mit einem Thema
aus der Zahlentheorie; danach arbeitete er jedoch vor allemauf dem Gebiet der Ana-
lysis. 1872 wurde er außerplanmäßiger Professor in Halle, 1879 erhielt er dort einen
Lehrstuhl. Zwischen 1879 und 1884 veröffentlichte er eine Serie von sechs Arbeiten in
den Mathematischen Annalen, in denen er die Grundlagen der Mengenlehre darstellte.

Die Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, die wir zu
einem Ganzen zusammenfassen, werden hier meist Zahlen sein. Mit
CANTOR benutzen wir geschweifte Klammern, um die Elemente zu
einer Menge zusammenzufassen, also zum Beispiel

M = {2, 3, 5, 7}
für die Menge, die aus den Zahlen 2, 3, 5 und 7 besteht. Um auszu-
drücken, daß ein Objektm Element einer MengeM ist, verwenden wir
das einen griechischenε nachempfundene Zeichen

”
∈“ und schreiben

m ∈ M ; in Wortenm ElementM oder auch kurzm ausM . Fallsm
kein Element vonM ist, wollen wir dies kurz in der Formm /∈ M
ausdr̈ucken. Im Falle obiger MengeM ist also 5∈ M , aber 11/∈ M .

Eine Menge muß nicht notwendigerweise ein Element enthalten; die
Menge, diëuberhaupt kein Element enthält, bezeichnen wir als dieleere
Mengeund schreiben sie als∅ = { }.

Mengen m̈ussen auch nicht endlich sein; Beispiel einer unendlichen
Menge ist etwa die Mengealler naẗurlicher Zahlen. Diese wird̈ublicher-
weise mit dem SymbolN bezeichnet, d.h.

N = {1, 2, 3, 4, 5, . . . } .

Oft definieren wir Mengen auch durch Eigenschaften ihrer Elemente;
die Menge aller geraden Zahlen können wir beispielsweise schreiben
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als
G =

{

n ∈ N
∣

∣ n ist durch 2 teilbar
}

;

das allgemeine Schema ist

N =
{

n ∈ M
∣

∣ n hat EigenschaftE
}

für die Menge aller Elementen einer MengeM , die zus̈atzlich noch die
EigenschaftE haben. Auch endliche Mengen lassen sich so definieren;
beispielsweise ist

{2, 3, 5, 7} =
{

n ∈ N
∣

∣ n ist prim und kleiner als 10
}

.

Da Mengen als Zusammenfassungen ihrer Elemente definiert sind, be-
trachten wir zwei Mengen als gleich, wenn sie dieselben Elemente
haben. So ist beispielsweise

{2, 3, 5, 7} = {7, 5, 3, 2} = {3, 5, 7, 2} ;

auf die Reihenfolge, in der die Elemente aufgezählt werden, kommt es
also nicht an.

Falls jedes Element einer MengeN auch Element einer anderen Men-
geM ist, bezeichnen wirN als eineTeilmengevon M und schreiben
N ⊆ M . Falls umgekehrt nicht jedes Element vonM bereits inN
liegt, bezeichnen wirN als eineechteTeilmenge vonM und schreiben
N ⊂ M . So ist beispielsweise{2, 3, 5, 7} ⊂ N, denn 2, 3, 5 und 7 sind
naẗurliche Zahlen, und selbstverständlich gibt es außer diesen vieren
noch viele andere.

Aus zwei MengenM und N lassen sich verschiedene neue Mengen
konstruieren; am wichtigsten für uns sind
• Die VereinigungsmengeM ∪N : Ein Elementm liegt genau dann in

M ∪ N , wenn es inM oder inN (oder in beiden) liegt.
• DerDurchschnittM∩N : Ein Elementm liegt genau dann inM∩N ,

wenn es sowohl inM als auch inN liegt.
• Die DifferenzmengeM \ N : Ein Elementm liegt genau dann in

M \ N , wenn es inM , nicht aber inN liegt.

Bei mehr als zwei Mengen schreiben wir
r

⋃

i=1

Mi = M1 ∪ M2 ∪ · · · ∪ Mr
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für die Vereinigungsmenge, bestehend aus allen Elementen, die in min-
destens einerder MengenMi liegen, und

r
⋂

i=1

Mi = M1 ∩ M2 ∩ · · · ∩ Mr

für den Durchschnitt, bestehend aus allen Elementen, die injeder der
MengenMi liegen.

Noch allgemeiner k̈onnen wir ausgehen von irgendeiner, nicht notwen-
digerweise endlichen MengeI derart, daß wir f̈ur jedes Elementi ∈ I
eine MengeMi haben; auch dann soll

⋃

i∈I Mi aus genau den Elemen-
ten bestehen, die in mindestens einer MengeMi liegen, und

⋂

i∈I Mi

aus denen, die in jeder dieser Mengen liegen. Ein einfaches,wenn auch
nicht gerade interessantes Beispiel dafür ist

⋃

i∈N

{i} = N oder
⋂

i∈N

{n ∈ N | n ≥ i} = ∅ .

Für die MengenM = {2, 3, 5, 7} undN = {1, 3, 5, 7, 9} ist also

M ∪ N = {1, 2, 3, 5, 7, 9} ,

M ∩ N = {3, 5, 7} ,

M \ N = {2} und N \ M = {1, 9} .

In der folgenden Zeichnung istM die Menge aller Punkte im Innern
des roten Kreises,N die im gr̈unen. Vereinigung, Durchschnitt und die
beiden Differenzen sind jeweils in cyan eingefärbt:

M N

M ∪ N

M N

M ∩ N

Die VereinigungM ∪ N Der DurchschnittM ∩ N
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M N

M \ N

M N

N \ M

Die DifferenzM \ N Die DifferenzN \ M

§2: Der Körper der rationalen Zahlen
Wenn wir Zahlen nicht nur addieren, sondern auch subtrahieren wollen,
müssen wir negative Zahlen zulassen; wenn wir auch dividieren wollen,
brauchen wir Br̈uche. Ẅahrend Br̈uche bereits vor mindestens vier
Tausend Jahren den Babyloniern bekannt waren, sind negative Zahlen
historisch betrachtet noch ziemlich jung: Erst im sechzehnten Jahrhun-
dert setzte sich langsam durch, daß Zahlen auch negativ seinkonnten;
als gleichberechtigt mit den positiven Zahlen treten sie wohl erstmalig
1545 in CARDANOs BuchArs magnaauf.

GIROLAMO CARDANO (1501–1576) war ein italieni-
scher Mathematiker, Arzt und Naturforscher. Sein Vater
war Rechtsanwalt, war aber sehr an Mathematik inter-
essiert. Er diskutierte mit LEONARDO DA VINCI über
Geometrie und brachte auch seinem Sohn Mathema-
tik bei. Dieser arbeitete zunächst als Assistent seines
Vaters, begann dann aber an der Universität Pavia und
sp̈ater Padua ein Medizinstudium. Nach dem Tod seines
Vaters hatte er dessen Vermögen schnell durchgebracht
und hielt sich mit Gl̈ucksspielüber Wasser, wobei ihm
seine guten Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie
halfen. 1525 promovierte er in Medizin und eröffnete

eine nicht sonderlich erfolgreiche Praxis in einem kleinenDorf nahe Padua. 1532 zog
er nach Mailand, wo er bei der Piatti Stiftung eine Stelle alsMathematiklehrer bekam.
Mehrere seiner Schüler und Kollegen waren auch seine Patienten, und es gelang ihm relativ
schnell einen ausgezeichneten Ruf als Arzt aufzubauen. Mathematisch beschäftigte er sich
vor allem mit der L̈osung von Gleichungen dritten und vierten Grades; 1545 veröffentlichte
er sein BuchArs Magna,in dem er die auf TARTAGLIA und CARDANOs Diener FERRARI

zurückgehenden L̈osungsformeln präsentierte, 1552 erhielt er einen Lehrstuhl für Medizin
an der Universiẗat Pavia, bescḧaftigte sich aber weiterhin auch mit mathematischen und
naturwissenschaftlichen Fragen.
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Wir wollen hier nicht der historischen Entwicklung folgen,sondern
erweitern die naẗurlichen Zahlen zun̈achst um die Null zur Menge

N0 = {0} ∪ N = {0, 1, 2, 3, . . . }
und weiter um die negativen Zahlen zur Menge

Z = { −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . }
derganzenZahlen. AlsrationaleZahl bezeichnen wir einen Bruch der
Form

p

q
mit p ∈ Z und q ∈ N .

Dadurch, daß wir f̈ur den Nenner nur natürliche Zahlen zulassen, ist
insbesondere sichergestellt, daß kein Nenner Null auftreten kann.

Wie aus der Schule bekannt ist, können Br̈uche gek̈urzt und erweitert
werden; zwei Br̈uche p

q
und r

s
sind also nicht nur dann gleich, wenn

p = r und q = s ist, sondern bereits dann, wenn es natürliche Zahlen
n,m gibt mit np = mr undnq = ms, denn dann ist

p

q
=

np

nq
=

mr

ms
=

r

s
.

Die Menge aller Br̈uche (mit dieser Gleichheitsdefinition) bezeichnen
wir als die MengeQ der rationalen Zahlen.

In Q lassen sich (abgesehen von der Division durch Null) alle Grund-
rechenarten unbeschränkt ausf̈uhren; wie aus der Schule bekannt sein
sollte, ist

p

q
± r

s
=

ps ± qr

qs
,

p

q
· r

s
=

pr

qs
und

p

q
:

r

s
=

ps

qr
,

wobei man bei der letzten Formeln gegebenenfalls noch mit−1 er-
weitern muß, um eine natürliche Zahl im Nenner zu haben. Für diese
Rechenoperationen gelten die

”
üblichen“ Regeln, die ERNST STEINITZ

1910 durch den Begriff desKörpersformalisierte:

Definition: Ein Körper k ist eine Menge zusammen mit zwei Rechen-
operationen + und·, genanntAddition und Multiplikation, die je zwei
Elementena, b ∈ k ein weiteres Elementa + b bzw.a · b zuordnen, so
daß gilt:
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I.1 Das Assoziativgesetz der Addition

(a + b) + c = a + (b + c) für allea, b, c ∈ k

I.2 Es gibt ein Element 0∈ k, so daß gilt

a + 0 = 0 +a = a für allea ∈ k

I.3 Zu jedem Elementa ∈ k gibt es ein Elementa′ ∈ k, so daß gilt

a + a′ = a′ + a = 0 .

I.4 Das Kommutativgesetz der Addition

a + b = b + a für allea, b ∈ k

II.1 Das Assoziativgesetz der Multiplikation

(a · b) · c = a · (b · c) für allea, b, c ∈ k

II.2 Es gibt ein von 0verschiedenesElement 1∈ k, so daß gilt

a · 1 = 1 · a = a für allea ∈ k

II.3 Zu jedem von 0 verschiedenen Elementa ∈ k gibt es ein Element
a′′ ∈ k, so daß gilt

a · a′′ = a′′ · a = 1 .

II.4 Das Kommutativgesetz der Multiplikation

a · b = b · a für allea, b ∈ k

III. Das Distributivgesetz

a · (b + c) = a · b + a · c für allea, b, c ∈ k

Das Elementa′ aus I.3. wirdüblicherweise als−a bezeichnet unda′′

aus II.3 alsa−1 oder 1/a. Statta + (−b) schreibt man kurza − b, statt
a · b−1 entsprechenda/b. Der Malpunkt wird auch oft weggelassen.
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ERNST STEINITZ (1871–1928) wurde in Schlesien ge-
boren und studierte ab 1890 an den Universitäten Bres-
lau und Berlin. 1894 promovierte er in Breslau, ein
Jahr sp̈ater wurde er Privatdozent an der Technischen
Hochschule Berlin-Charlottenburg. 1910 wurde er Pro-
fessor in Breslau, 1920 in der Universität Kiel. In sei-
nem BuchAlgebraische Theorie der K̈orper gab er
1910 die erste Definition eines Körpers und bewies viele
Sätze, die noch heute zum Standardstoff jeder Algebra-
Vorlesung geḧoren. Auch die Konstruktion der ratio-
nalen Zahlen als̈Aquivalenzklassen von Paaren ganzer
Zahlen geht auf ihn zurück.

Somit ist die MengeQ der rationalen Zahlen ein K̈orper. Dagegen
bilden die naẗurlichen Zahlen keinen K̈orper: Beispielsweise gibt es
dort weder eine Null noch gibt es zu einer natürlichen Zahln eine
weitere Zahlm ∈ N, so daßn + m = 0 ist. Auch die ganzen Zahlen
bilden keinen K̈orper, denn beispielsweise gibt es für z = 5 keine ganze
Zahlw mit zw = 5w = 1.

Neben den Grundrechenarten haben wir im Körper der rationalen Zahlen
auch noch die Vergleichsoperatoren

”
>“ und

”
<“, die wir genau wie die

Grundrechenarten auf die entsprechenden Operationen für ganze Zahlen
zurückführen k̈onnen:

p

q
>

r

s
genau dann, wennps > qr und

p

q
<

r

s
genau dann, wennps < qr .

Um auch die Regeln für den Umgang mit diesen Operatoren zu forma-
lisieren, definieren wir

Definition: Ein Körperk mit Addition
”
+“ und Multiplikation

”
·“ heißt

angeordnet,wenn es eine Relation
”
>“ gibt, so daß gilt:

1. Für je zwei Elementea, b ∈ k gilt genau eine der drei folgenden
Beziehungen:a > b, b > a odera = b.

2. Transitiviẗat: Ista > b undb > c, so ist aucha > c.
3. Ista > b undc ∈ k, so ist aucha + c > b + c.
4. Ista > b undc > 0, so ist auchac > bc.

Für zwei Elementea, b ∈ k schreiben wir aucha < b, falls b > a ist.
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Außerdem schreiben wira ≥ b, falls a > b odera = b ist; entsprechend
a ≤ b, falls a < b odera = b.

Offensichtlich istQ mit der gerade eingeführten Gr̈oßerbeziehung ein
angeordneter K̈orper. Wie wir noch sehen werden, kann allerdings nicht
jeder Körper angeordnet werden.

§3: Beweismethoden
Wahrscheinlich haben sich einige Leser gefragt, warum wir die neuen
Begriffe Körper und angeordneter K̈orper eingef̈uhrt haben, nur um
einige l̈angst aus der Schule bekannten Rechenregeln zusammenzu-
fassen – und selbst von diesen nur einen kleinen Teil. Wenn wir uns
nur mit rationalen Zahlen beschäftigen ẅurden, ẅare dies in der Tat ein
übertriebener und deshalbüberfl̈ussiger Formalismus.

Tats̈achlich kennt die Mathematik K̈orper aller Art, die in den ver-
schiedensten Gebieten Anwendung finden. Für die Analysis ist vor allem
der Körper der reellen Zahlen wichtig, mit dem wir uns im nächsten Para-
graphen bescḧaftigen werden, und der auch gleichzeitig unser wichtig-
stes Beispiel f̈ur einen angeordneten Körper sein wird.

Daneben gibt es aber beispielsweise auch endliche Körper: Ein K̈orper
mit 256 Elementen spielt eine wesentliche Rolle bei der Fehlerkorrektur
von CDs und DVDs sowie auch beimAdvanced Encryption Standard
AES, mit den heute ein Großteil der Kommunikation bei (nach derzeiti-
gem Stand) wirklich sicheren Internetverbindungen verschlüsselt wird.
Zur Vereinbarung eines Schlüssels f̈ur diese Kommunikation wiederum
spielen oft endliche K̈orper eine Rolle, deren Elementanzahl in der
Gegend von 10600 liegt.

Die Positionsbestimmung per Satellit mit demGeneral Positioning Sys-
tem GPS beruht bekanntlich darauf, daß 24 verschiedene Satelliten
sẗandig die Uhrzeit und ihre Positionsdaten zur Erde funken; der Navi-
gationscomputer berechnet dann aus der Laufzeit der Signale der von
ihm empfangenen Satelliten seinen Standort. Alle Satelliten (und je
nach Weltgegend zur Erhöhung der Genauigkeit auch noch eine ganze
Reihe terrestrischer Sender) funken gleichzeitig und auf derselben Fre-
quenz; daß die Signale trotzdem voneinander getrennt werden können,
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hängt wesentlich zusammen mit einem endlichen Körper mit 1023 Ele-
menten. Es gibt auch K̈orper, deren Elemente Funktionen sind und mit
denen etwa Computeralgebrasysteme rechnen, um Integrale zu bestim-
men: es gibt Zahlk̈orper, die zum Beispiel für die derzeit schnellsten
Faktorisierungsverfahren (und damit Angriffe auf weit verbreitete Kryp-
toverfahren) eine wichtige Rolle spielen, und so weiter.

Wenn wir nun eine Aussage beweisen und dazu nichts als die Körper-
axiome voraussetzen, dann gilt diese Aussage in jedem beliebigen dieser
Körper, auch in solchen, die wir gar nicht kennen. Wenn wir dagegen im
Beweis alle uns bekannten Eigenschaften der rationalen Zahlen verwen-
den, dann k̈onnen wir nur sicher sein, daß die bewiesene Aussage für
rationale Zahlen gilt; wenn wir sie später auch f̈ur reelle oder komple-
xe oder sonstige Zahlen brauchen, müssen wir uns einen neuen Beweis
überlegen. Abstrakte Beweise können daher zumindest längerfristig viel
Arbeit ersparen: Die nur aus einigen wenigen Voraussetzungen wie den
Körperaxiomen gefolgerten Eigenschaften gelten auch in Situationen,
an die wir beim Beweis nocḧuberhaupt nicht denken.

Damit sind wir bei einem f̈ur die Mathematik extrem wichtigen Konzept
angekommen: dem Beweis.

a) Was ist ein Beweis?

Sowohl in den Naturwissenschaften als auch in den Wirtschafts- und
Sozialwissenschaften gewinnt man Erkenntnisse, indem manhinter
Einzelbeobachtungen Gesetzmäßigkeiten vermutet und diese gegebe-
nenfalls durch weitere Experimente oder Studien testet. DaMethoden
und Meßinstrumente ständig weiterentwickelt werden, kommt es im-
mer wieder vor, daß eine lange Zeit anerkannte Theorie aufgegeben und
durch eine neue ersetzt werden muß.

Aussagen der Mathematik dagegen sind meist von der Art: Unter der
VoraussetzungA gilt die AussageB. Der Zusammenhang zwischen den
beiden AussagenA undB hängt dabei nicht ab von den Eigenschaften
irgendwelcher spezieller Objekte, sondern ist logisch zwangsl̈aufig.

Betrachten wir als Beispiel die Aussage

Für jede naẗurliche Zahln ist n2 − n + 41eine Primzahl.
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Wir können diese Aussage testen, indem wir zunächst die ersten zehn
naẗurlichen Zahlen durchprobieren:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n2 − n + 41 41 43 47 53 61 71 83 97 113 131

Das sind in der Tat alles Primzahlen. Wir können zur Vorsicht noch
einige gr̈oßeren testen: F̈ur n = 32 etwa erhalten wir die Primzahl
1 033, f̈ur n = 100 die Primzahl 9 941, für n = 200 die Primzahl
39 841, f̈ur n = 5000 erhalten wir die Zahl 24 995 041, von der man
mit einiger Mühe ebenfalls zeigen kann, daß sie prim ist. Um als letz-
tes noch eine

”
krumme“ Zahl zu testen, nehmen wir die ersten zehn

Dezimalstellen vonπ, d.h. n = 3 141 592 654; hier erhalten wir die
Zahl 98 696 042 842 862 473 (98 Billiarden 696 Billionen 42 Milliar-
den 842 Millionen 862 Tausend und 473), von der uns nur noch ein
Computer bestätigen kann, daß auch sie prim ist.

Nach den Standards einer experimentellen Wissenschaft haben wir damit
recht überzeugende Argumente dafür zusammengetragen, daß obige
Behauptung richtig ist. Wir haben allerdings nicht gezeigt, daß alleine
schon die Annahme,n sei eine naẗurliche Zahl, ausreicht für die Be-
hauptung, daßn2 − n + 41 notwendigerweise eine Primzahl sein muß,
wir haben sie also nicht bewiesen.

In der Tatüberlegt man sich leicht, daß obige Behauptung falsch ist:
Für n = 41 sind die drei Summandenn2, n und 41 allesamt durch 41
teilbar, also auch die Summe. Entsprechendes gilt natürlich auch f̈ur
jedes durch 41 teilbaren.

Die naheliegende Vermutung, daß dies die einzigen Ausnahmen sein
könnten, wird gesẗutzt durch die (m̈uhsame)̈Uberpr̈ufung der Tatsache,
daßn2 − n + 41 für allen < 41 eine Primzahl ist, aber für n = 42 ist

n2 − n + 41 =n(n − 1) + 41 = 42· 41 + 41 = 43· 41

wieder durch 41 teilbar, so daß auch das falsch ist.

Selbst sehr viele Beispiele schützen also nicht davor, daß eine Aussage
falsch sein kann; gerade in der Zahlentheorie gibt es Fälle, bei denen
Milliarden von F̈allen überpr̈uft wurden und sich die Aussage dann
schließlich doch als falsch herausgestellt hat.
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Betrachten wir als n̈achstes die AussageJede Zehnerzahl ist gerade.Wir
könnten naẗurlich auch hier zun̈achst einmal einige Zehnerzahlen wie
20, 70 und 1250̈uberpr̈ufen, aber eigentlich ist jedem klar, daß wirnie
ein Gegenbeispiel finden werden. Um das auch zu beweisen, müssen
wir nur die verwendeten Begriffe exakt definieren:

Eine naẗurliche Zahln ist eine Zehnerzahl, wenn es eine natürliche
Zahlm gibt mit n = 10m; sie ist gerade, wenn es eine natürliche Zahlk
gibt mit n = 2k. Da 10 = 2· 5 ist, können wir jede Zehnerzahln = 10m
auch als

n = (2 · 5) · m = 2 · (5m) = 2 · k mit k = 5m

schreiben, also ist siezwangsl̈aufiggerade.

Das ist ein wesentlicher Unterschied zur Situation etwa in den Naturwis-
senschaften: Deren Gesetze sind Hypothesen, die anhand vonBeobach-
tungen und Experimenten aufgestellt werden; man kann nie ausschlie-
ßen, daß sp̈atere Wissenschaftler etwas finden, was diesen Gesetzen
widerspricht. In der Tat f̈uhrte beispielsweise in der Physik bislang noch
jeder wesentliche Fortschritt bei Meßmethoden und -genauigkeit zur
Modifikation existierender Gesetze. Selbst das NEWTONsche Gravita-
tionsgesetz, das oft als Inbegriff eines Naturgesetzes gilt, mußte inzwi-
schen durch das EINSTEINsche ersetzt werden,über dessen endgültige
Gestalt sich die Experten auch heute noch nicht einig sind.

Verglichen damit sind wir in der Mathematik in einer beneidenswerten
Situation: Was die Pythagoräer vor zweieinhalb Tausend Jahren be-
wiesen haben, ist auch heute noch richtig.

Im Gegenzug muß man freilich zugeben, daß die AussageJede Zehner-
zahl ist geradedeutlich weniger interessant ist als das NEWTONsche oder
gar EINSTEINsche Gravitationsgesetz. In der Tat sagte ALBERT EINSTEIN

einmal
Insofern sich die Sätze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen,
sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht
auf die Wirklichkeit.

Auch HANSGRAUERT(1930–2011), von 1959 bis zu seiner Emeritierung
1988 Professor in G̈ottingen und einer der bedeutendsten Analytiker des
zwanzigsten Jahrhunderts, drückte sicḧahnlich aus:
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Die Realität ist endlich und deshalb immer unmathematisch. Will man die
Mathematik zur Erkenntnis der Realität benutzen, muß man die Realität
nach der Mathematik idealisieren.

Trotzdem formulierte EINSTEIN naẗurlich alle seiner Theorien in der
Sprache der Mathematik, und den Mathematiker GRAUERT schreckten
diese Aussagen erst recht nicht. Was uns (nicht nur) diese beiden Zitate
zeigen, ist vielmehr, daß jede Anwendung mathematischer Methoden
aus zwei wesentlich verschiedenen Schritten besteht: Als erstes muß
die Wirklichkeit auf ein mathematisches Modell abgebildetwerden. Da
auch kleine Ausschnitte der Wirklichkeit erheblich komplexer sind als
mathematische Theorien, muß es dabei zwangsläufig zu Vereinfachun-
gen kommen, und auch Fehler beispielsweise auf Grund unvollsẗandiger
Information lassen sich nie ausschließen.

Im zweiten Schritt, beim mathematischen Modell, liegen klare und
präzise Voraussetzungen vor, die zwar vielleicht nicht unbedingt der
Realiẗat entsprechen, die aber trotzdem alleiniger Ausgangspunkt des
weiteren Vorgehens sind: Ab hier sind alle weiteren Folgerungen
zwangsl̈aufig richtig – wenn man einmal davon absieht, daß selbst
ber̈uhmte Wissenschaftler schon gelegentlich falsche mathematische
Beweise ver̈offentlicht haben und so etwas sicherlich auch in Zukunft
immer wieder vorkommen wird. Es gibt eigentlich keinen vernünfti-
gen Grund daf̈ur, daß das Ergebnis für die Anwendungen n̈utzlich sein
muß; daß dies trotzdem fast immer der Fall ist, veranlaßte imFalle
der Naturwissenschaften den Physik-Nobelpreisträger EUGENE WIG-
NER dazu, eine Arbeit mit dem TitelThe Unreasonbable Effectiveness
of Mathematics in the Natural Scienceszu ver̈offentlichen (Communi-
cations in Mathematical Physics13 (1960), S. 1–14; auch mehrfach im
Internet zu finden).

Eines der Ziele dieser Vorlesung besteht darin, Ihnen zu zeigen, wie
ein mathematischer Beweis so geführt wird, daß keine M̈oglichkeit für
einen Irrtum bleibt; die ersten Grundlagen dazu sollen im Rest dieses
Paragraphen zusammengestellt werden.

b) Direkte Beweise

Kehren wir zur̈uck zu einem der zu Beginn dieses Paragraphen erwähn-
ten Probleme: In der Definition eines Körpers ist nur ein Teil der aus der
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Schule bekannten Rechenregeln für den Umgang mit Zahlen formali-
siert. Wenn wir wissen wollen, welche weiteren Regeln wir künftig bei-
spielsweise auch für die (bislang noch gar nicht eingeführten) reellen und
komplexen Zahlen sowie auch für endliche K̈orper verwenden k̈onnen,
müssen wir versuchen, diese Regeln aus den Axiomen abzuleiten, die
wir der Definition eines K̈orpers zu Grunde gelegt haben.

In einfachen F̈allen gelingt dies, indem wir bekannte Rechenregeln auf
eine Seite der zu beweisenden Formeln anwenden, bis wir sie zur zwei-
ten Seite transformiert haben. Entsprechend können wir auch aus einer
Aussage auf eine andere schließen.

Als erstes Beispiel dafür wollen wir beweisen, daß in jedem Körper die
Multiplikation mit Null stets auf das Ergebnis Null führt, d.h.a·0 = 0 für
allea ∈ k: Nach dem Distributivgesetz und dem Axiom I.2 ist nämlich

a · 0 = a · (0 + 0) =a · 0 +a · 0 .

Addieren wir nun auf beiden Seiten das Element−(a · 0), erhalten wir
die Gleichung 0 =a · 0 – wobei wir auch noch das Assoziativgesetz I.1
angewandt haben.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daß das Elementa′ aus I.3
eindeutig bestimmt ist: Sinda′ unda∗ zwei Elemente eines K̈orpersk
und gelten f̈ur a ∈ k die beiden Gleichungen

a + a′ = a′ + a = 0 und a + a∗ = a∗ + a = 0 ,

so ista′ = a∗. Zum Beweis brauchen wir außer den beiden Gleichungen
und dem Axiom I.2 nur das Assoziativgesetz der Addition:

a′ = a′ + 0 = a′ + (a + a∗) = (a′ + a) + a∗ = 0 +a∗ = a∗

Damit folgt nun schnell, daß das Element−a in jedem K̈orper auch als
(−1) · a berechnet werden kann: Nach dem Distributivgesetz III, dem
Axiom II.2 und dem Kommutativgesetz II.4 ist einerseits

a ·
(

1 + (−1)
)

= a · 1 +a · (−1) = a + (−1) · a ,

andererseits ist

a ·
(

1 + (−1)
)

= a · 0 = 0 .

Also ista + (−1) · a = (−1) · a + a = 0 und somit (−1) · a = −a.



 Analysis I HWS2014

Mit zu den bekanntesten Rechenregeln aus der Schule zählen die drei
binomischen Formeln

(a+b)2 = a2+2ab+b2, (a−b)2 = a2−2ab+b2 und (a+b)(a−b) = a2−b2 .

In der Schule werden sie bewiesen via Ausmultiplizieren, d.h. über die
Formel

(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd ;

betrachten wir also zunächst diese.

Nach dem Distributivgesetz III. aus der Definition eines Körpers gilt f̈ur
beliebige drei Elementea, b, c eines K̈orpers die Formela(b+c) = ab+ac.

Wir haben vier Elementea, b, c, d; betrachten wir an Stelle vona undb
nur ihre Summea + b, haben wir drei Elementea + b, c undd; nach dem
Distributivgesetz ist also

(a + b)(c + d) = (a + b)c + (a + b)d .

Für den Anf̈anger erscheint diese Transformation möglicherweise pro-
blematisch, weil die Buchstabena, b, c im Distributivgesetz und in
obiger Formel verschiedene Bedeutung haben; man muß sich klar
machen, daß in beiden Formeln die Buchstaben einfach Platzhalter für
beliebigeKörperelemente sind.

Ein Leser, dem diese Umformung große Schwierigkeiten macht, kann
sie in zwei Schritte zerlegen: Wir betrachten vier neue Variablens, t, u, v
und setzen im Distributivgesetza = s + t, b = u undc = v. Dies f̈uhrt
auf die Formel

(s + t)(u + v) = (s + t)u + (s + t)v für alles, t, u, v ∈ k .

Da die Buchstabens, t, u, v nur Platzhalter f̈ur Elemente vonk sind,
hängt die Richtigkeit einer solchen Formel nicht von der Benennung
dieser Platzhalter ab; daher ist diese Aussage gleichbedeutend mit

(a + b)(c + d) = (a + b)c + (a + b)d für allea, b, c, d ∈ k .

Da wir noch zu interessanten Ergebnissen kommen wollen, werden wir
das nur selten so ausführlich hinschreiben; aber die gleiche Idee steckt
hinter jeder Umformung, bei der wir eine bekannte Formel anwenden auf
Ausdr̈ucke, in denen teilweise dieselben Variablen in anderer Bedeutung
vorkommen.
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Um die beiden Summanden (a + b)c und (a + b)d weiter auszurechnen,
brauchen wir ein Distributivgesetz, bei dem der Klammerausdruck auf
der linken Seite des Produkts steht; so etwas gibt es nicht unter unseren
Körperaxiomen. Wir haben dort aber unter II.4 das Kommutativgesetz
der Multiplikation; danach ist

(a + b)c = c(a + b) und (a + b)d = d(a + b) .

Die rechten Seiten k̈onnen wir nach dem vorhandenen Distributivgesetz
ausrechnen und erhalten

(a + b)c = c(a + b) = ca + cb und (a + b)d = d(a + b) = da + db .

Somit ist (a + b)(c + d) = ca + cb + da + db .

Wenden wir nun noch auf jeden der vier Summanden auf der rechten
Seite das Kommutativgesetz II.4 der Multiplikation an und dann das
Kommutativgesetz I.4 der Addition auf die beiden mittlerenSummanden
(und strenggenommen auch noch einige Assoziativgesetze),haben wir
die geẅunschte Formel

(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd .

Daraus folgen nun leicht die drei binomischen Formeln: Setzen wirc = a
undd = b, erhalten wir

(a + b)2 = a2 + ab + ba + b2 = a2 + 2ab + b2 ,

wobei wir das Kommutativgesetz der Multiplikation angewandt haben
sowie die Formelab + ab = 2ab, die aus dem Axiom II.2 sowie dem
Distributivgesetz und dem Kommutativgesetz folgt:

ab + ab = ab · 1 +ab · 1 = ab · (1 + 1) =ab · 2 = 2 · ab ;

die dabei verwendete Gleichung 1 + 1 = 2 ist streng genommen die
Definition der Zwei.

Es ist klar, daß wir in dieser Vorlesung nie zu interessantenErgebnissen
kommen, wenn wir das ganze Semesterüber in dieser Ausf̈uhrlichkeit
argumentieren; wer praktische Probleme mit mathematischen Methoden
behandeln m̈ochte, muß daher m̈oglichst schnell lernen, seine Beweise
so abzuk̈urzen, daß zwar jeder Grundlagen vertraute Leser zumindest
im Prinzip in der Lage ist, seine Argumente auf die ganz ausführliche
und exakte Form bringen könnte, daß aber seine Präsentation trotzdem
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so kurz ist, daß nur die wesentlichen Punkte erwähnt werden. Was die

”
wesentlichen“ Punkte sind, hängt naẗurlich stark vom Umfeld ab: In

einer VorlesungAnalysis I werden Dinge ausführlich behandelt, die
in einer Vorlesung f̈ur Fünftsemester stillschweigend als bekannt vor-
ausgesetzt werden; in einer Bachelor-Arbeit wird man vielleicht noch
gelegentlich kurz sagenWie aus der Analysis bekannt,. . . ; sp̈atestens
in einer Masterarbeit wird man Sätze aus derAnalysis Ianwenden, ohne
sie zu erẅahnen.

Wie im wirklichen Leben muß man also auch bei der Anwendung
mathematischer Methoden einen Entwicklungsprozess durchlaufen:
Anfänglich sind nur ganz ausführliche Beweise verständlich, im Ver-
lauf des mathematischen Erwachsenwerdens bekommen dann aber auch
heute sehr kryptisch erscheinende Argumente einen klar erkennbaren
Sinn.

In dieser Vorlesung werden extrem ausführliche Beweise wie der obige
nur in der ersten Vorlesungswoche und nur auf dem erstenÜbungs-
blatt vorkommen; danach werden die Argumente immer kürzer, wobei
freilich immer die wesentlichen Ideen erkennbar bleiben müssen.

Der Beweis der zweiten und dritten binomischen Formel soll zur Il-
lustration des Gesagten auf dem Niveau der zweiten Vorlesungswoche
durchgef̈uhrt werden: Wir setzen in der Formel für das Ausmultiplizieren
c durcha undd durch−b dann ist

(a + b)(a − b) = a2 − ab + ba − b2 = a2 − b2 ,

die dritte binomische Formel. Für die zweite m̈ussen wirb durch−b
ersetzen undc = a, d = −b setzen; dann ist

(a − b)2 = (a − b)(a − b) = a2 − ab − ba + b2 = a2 − 2ab + b2 .

c) Beweis durch Fallunterscheidung

Gelegentlich kommt man bei einem Beweis nicht weiter, weil zum Bei-
spiel irgendeine Eigenschaft einer Zahl nicht bekannt ist.Wenn es daf̈ur
nur endlich viele M̈oglichkeiten gibt, die allesamt bekannt sind, kann
man den Beweis für jeden dieser F̈alle einzeln f̈uhren.

Wir werden in denÜbungen bald sehen, daß die Summe der ersten
n Quadratzahlen gleich16n(n + 1)(2n + 1) ist; da diese Summe eine
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naẗurliche Zahl ist, mußn(n + 1)(2n + 1) also f̈ur jede naẗurliche Zahln
durch sechs teilbar sein. Als Beispiel eines Beweises mit Fallunterschei-
dungen wollen wir das ohne Bezug auf die bislang noch nicht bewiesene
Summenformel zeigen.

Ein bei Beweisen aller Art oft n̈utzliche Strategie besteht darin, das
Problem in einfachere Teilprobleme zu zerlegen. Da eine natürliche Zahl
genau dann durch sechs teilbar ist, wenn sie sowohl durch zwei als auch
durch drei teilbar ist, bietet sich hier an, nacheinander die Teilbarkeit
durch zwei und die durch drei zu untersuchen.

Wennn gerade ist, ist auchn(n + 1)(2n + 1) gerade, denn jedes Produkt,
in dem mindestens ein Faktor gerade ist, ist gerade. Bleibt noch der
Fall, daßn ungerade ist. In diesem Fall istn + 1 gerade, womit wir
wieder einen geraden Faktor gefunden haben und damit wissen, daß das
Produkt gerade ist. Sowohl für gerade als auch für ungeraden, also f̈ur
allen ∈ N ist somitn(n + 1)(2n + 1) gerade.

Für die Teilbarkeit durch drei m̈ussen wir mehr F̈alle betrachten: Falls
bereits n eine Dreierzahl ist, gilt dasselbe natürlich erst recht f̈ur
n(n + 1)(2n + 1), aber wennn nicht durch drei teilbar ist, wissen wir
immer noch nicht, obn + 1 und/oder 2n + 1 durch drei teilbar sind. Wir
unterscheiden daher weiter nach dem Rest, den wir bei der Division von
n durch drei erhalten. Den Fall null haben wir bereits erledigt.

Ist der Divisionsrest gleich eins, so gibt ein eink ∈ N0, so daßn = 3k+1
ist. Dann istn + 1 = 3k + 2 auch nicht durch drei teilbar, aber

2n + 1 = 2· (3k + 1) + 1 = 6k + 2 + 1 = 6k + 3 = 3· (2k + 1)

ist eine Dreierzahl. Somit ist auch das Produktn(n + 1)(2n + 1) durch
drei teilbar.

Im Falle eines Divisionsrests zwei schreiben wir entsprechendn = 3k+2;
jetzt ist n + 1 = 3k + 3 = 3(k + 1) durch drei teilbar und damit auch
n(n + 1)(2n + 1).

In allen drei F̈allen ist also das Produkt durch drei teilbar, und da jede
naẗurliche Zahl zu einen dieser drei Fälle geḧort, haben wir gezeigt, daß
n(n + 1)(2n + 1) für jedesn ∈ N durch drei teilbar ist. Da wir uns oben
überlegt haben, daß die Zahl auch durch zwei teilbar ist, haben wir damit
für allen ∈ N die Teilbarkeit durch sechs gezeigt.
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Fallunterscheidungen sind meist eher nicht so elegant und können bei
einer großen Anzahl von Fällen zu recht langen und oft auch langweili-
gen Beweisen f̈uhren; es lohnt sich daher, die Anzahl der Fälle so weit
wie möglich zu reduzieren. Im vorliegenden Beispiel hätten wir auch
direkt sechs F̈alle betrachten k̈onnen je nach Rest bei der Division durch
sechs; dadurch ẅare der Beweis sowohl länger als auch unübersichtli-
cher geworden.

d) Beweis durch Widerspruch

Manchmal l̈aßt sich eine Aussage nur schwer direkt beweisen, ihr Gegen-
teil aber leicht widerlegen. Als einfaches Beispiel betrachten wir die
Aussage

k sei ein angeordneter K̈orper unda ∈ k. Ist a > 0, so ist
−a < 0, und f̈ur a < 0 ist−a > 0.

Wir nehmen an, diese Aussage sei falsch, es gebe also z.B. eina ∈ k mit
a > 0, für das−a nicht kleiner als null ist. Da−a 6= 0, muß dann nach
der ersten Eigenschaft aus der Definition eines angeordneten Körpers
−a > 0 sein, und nach der zweiten dieser Eigenschaften ist

0 = a + (−a) > 0 + 0 = 0, also 0> 0 .

Das ist naẗurlich Unsinn, also f̈uhrt die Annahme,−a seinicht kleiner
als Null zu einem Widerspruch. Damit muß−a < 0 sein. Genauso folgt
auch, daß f̈ur a < 0 gelten muß−a > 0.

Damit können wir nun beispielsweise beweisen, daß in jedem angeord-
neten K̈orper das Quadrat eines Elementsa 6= 0 größer als Null sein
muß: Ista 6= 0, so ist entwedera > 0 odera < 0. Im ersten Fall k̈onnen
wir einfach die Ungleichunga > 0 nach der dritten Regel aus der Defi-
nition eines angeordneten Körpers mita multiplizieren und erhalten die
gewünschte Ungleichung

a2 = a · a > 0 · a = 0 .

Ist a < 0, so ist−a > 0 und, wie wir oben gesehen haben, ist in jedem
Körper (−a) = (−1) · a. Somit ist

(−a)2 =
(

(−1) · a
)

·
(

(−1) · a
)

= (−1) · (−1) · a · a = a2 .

Da wir bereits wissen, daß das Quadrat der positiven Zahl−a positiv
ist, folgt damit die geẅunschte Aussagea2 > 0.
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Wir sind bislang von den natürlichen zu den rationalen Zahlen fort-
geschritten, weil wir alle Grundrechenarten ausführen wollten; wenn wir
quadratische Gleichungen lösen wollen, m̈ussen wir aber auch Wurzeln
ziehen k̈onnen. Das ist aber im K̈orper der rationalen Zahlen leider nicht
immer m̈oglich: Als n̈achstes Beispiel eines Beweises durch Wider-
spruch (den bereits vor rund zweieinhalb Jahrtausenden diePythagor̈aer
kannten), wollen wir uns̈uberlegen, daß es keine rationale Zahl gibt,
deren Quadrat gleich zwei ist:

Angenommen, es gäbe einen Bruch mit Quadrat zwei. Dann gäbe es auch
einen entsprechenden gekürzten Bruchp/q. Dessen Z̈ahler und Nenner
würden die Gleichungp2 = 2q2 erfüllen, also ẅarep2 eine gerade Zahl.
Dann ẅare aber auchp gerade, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl
ist ungerade. Wennp eine gerade Zahl ẅare, m̈ußte aberp2 durch vier
teilbar sein, so daß auchq2 = p2/2 eine gerade Zahl ẅare, also m̈ußte
auchq eine gerade Zahl sein. Das widerspricht der Tatsache, daßp/q als
gek̈urzter Bruch vorausgesetzt war. Also kann es keinen Bruch geben,
dessen Quadrat gleich zwei ist, die Gleichungx2 = 2 hat also keine
rationale L̈osung.

Ein Beweis durch Widerspruch zeigt, daß das Gegenteil der zube-
weisenden Aussage nicht richtig sein kann; er zeigt aber leider nicht,
warumdie Aussage inhaltlich betrachtet richtig sein muß. Da wir die
Aussagen, die wir beweisen, auch verstehen wollen, ist ein inhaltlicher
Beweis sicherlich vorzuziehen; oft gibt es aber – wie im vorliegenden
Beispiel – keine Alternative.

e) Vollständige Induktion

UnterInduktionversteht man in der Wissenschaftstheorie die Methode,
auf Grund von Einzelbeobachtungen zu einer allgemeinen Aussage zu
kommen. Wie wir bereits gesehen haben, ist das in der Mathematik
nicht immer ein erfolgversprechender Ansatz, auch wenn heute immer
mehr mathematische Aussagen durch systematisches Probieren – meist
mit Computern – gefunden werden: Will man sicher sein, daß eine so
erhaltene Aussage richtig ist, muß man sie zunächst beweisen.

Das Prinzip dervollständigenInduktion ist anwendbar auf Sätze, die sich
auf irgendeine Weise auffassen lassen als Aussagenüber eine naẗurliche
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Zahl, also z.B. die Aussage

Für jede naẗurliche Zahln ist die Summe der erstenn natürlichen
Zahlen gleich1

2n(n + 1).

Klassische Induktion ẅurde bedeuten, daß wir diese Aussage für ver-
schiedene Werte vonn überpr̈ufen:

1 = 1 =
1 · 2

2
, 1 + 2 = 3 =

2 · 3
2

, 1 + 2 + 3 = 6 =
3 · 4

2
, · · ·

Bei dervollständigenInduktion zeigen wir die Aussage zunächst f̈ur
n = 1. Danach betrachten wir sie für n = 2 unter der Voraussetzung,
daß wir sie f̈ur n = 1 bereits kennen:

1 + 2 =
1 · 2

2
+ 2 =

2 + 4
2

=
6
2

=
2 · 3

2
.

Danach betrachten wir sie für n = 3 unter der Voraussetzung, daß wir
sie für n = 2 bereits kennen:

1 + 2 + 3 =
2 · 3

2
+ 3 =

6 + 6
2

=
12
2

=
3 · 4

2
,

und so weiter.

In dieser Form erscheint dies deutlich umständlicher und un̈ubersicht-
licher als der naive und direkte Zugang. Vorteilhaft wird dieser Ansatz
erst, wenn man die Schlüsse von 1 auf 2, von 2 auf 3, von 3 auf 4usw.
zusammenfaßt zu einem einzigen Schluß der Form: Wenn die Aussage
für eine naẗurliche Zahln gilt, dann gilt sie auch f̈ur n + 1.

Im vorliegenden Fall ist dies m̈oglich. Um die Argumente kurz und
übersichtlich zu halten, führen wir dazu erst eine Abkürzung f̈ur Sum-
men ein: Istai irgendein Ausdruck, der von einer natürlichen Zahli
abḧangt und der f̈ur allei zwischen den beiden Zahlenn undm definiert
ist, so schreiben wir

m
∑

i=n

ai =
def

an + an+1 + an+2 + · · · + am−1 + am ,

also zum Beispiel
n

∑

i=1

i = 1+2+· · ·+(n−1)+n und
n

∑

i=1

i2 = 12+22+· · ·+(n−1)2+n2 .
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In dieser Schreibweise wird die zu beweisende Formel zu
n

∑

i=1

i =
n(n + 1)

2
.

Wir nehmen an, diese Formel gelte für eine feste Zahln, und wir wollen
zeigen, daß sie dann auch für n + 1 gilt. Dazu schreiben wir

n+1
∑

i=1

i =
n

∑

i=1

i + (n + 1) =
n(n + 1)

2
+ (n + 1) =

n(n + 1) + 2(n + 1)
2

=
(n + 2)(n + 1)

2
=

(n + 1)(n + 2)
2

,

und das ist genau die gewünschte Formel f̈ur n + 1.

Damit haben wir ein Verfahren gefunden, um aus der Richtigkeit der
Formel f̈ur eine Zahln auf deren Richtigkeit f̈ur n + 1 zu schließen. Da
wir außerdem wissen, daß die Formel für n = 1 gilt, können wir sie so
nacheinander für n = 2,n = 3,n = 4 und so weiter beweisen, insgesamt
also f̈ur jedenaẗurliche Zahln. Diese Vorgehensweise bezeichnet man
als das

Prinzip der vollständigen Induktion: Falls eine AussageA(n) über
eine naẗurliche Zahln für n = 1 gilt und falls f̈ur jede naẗurliche Zahln
aus der Richtigkeit vonA(n) die vonA(n+1) folgt, dann gilt die Aussage
für jede naẗurliche Zahln.

Den Beweis der AussageA(1) bezeichnet man als denInduktionsanfang;
den Beweis vonA(n + 1) unter der Voraussetzung oderInduktionsan-
nahme,daßA(n) gilt, als denInduktionsschritt.

Das Prinzip der vollsẗandigen Induktion ist sehr universell anwendbar,
liefert allerdings nicht immer den bestmöglichen Beweis: Die Summe
Sn der erstenn Zahlen ḧatten wir auch direkt berechnen können, indem
wir sie einmal vorẅarts und einmal r̈uckwärts aufsummieren:

Sn = 1 + 2 + · · · + (n − 1) + n
Sn = n + (n − 1) + · · · + 2 + 1

Deri-te Summand rechts ist in der ersten Zeilei, in der zweitenn+1−i.
Addieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir rechtsdaher eine
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Summe vonn Summanden, die allesamt gleichn + 1 sind. Somit ist

2Sn = n(n + 1) und Sn =
n(n + 1)

2
.

Bei diesem direkten Beweis wird sofort klar,warum die Summe der
erstenn naẗurlichen Zahlen gleich1

2n(n + 1) ist; beim Beweis via
vollständige Induktion wird nur klar,daß diese Formel gilt. Daf̈ur
geht freilich der Beweis via vollständige Induktion stur nach Schema F,
während man f̈ur den direkten Beweis erst auf die Idee kommen muß,
die Summe einmal vorẅarts und einmal r̈uckwärts hinzuschreiben.

In leicht modifizierter Form kann das Prinzip der vollständigen Induktion
auch verwendet werden, um AussagenA(n) zu beweisen, die erst ab
einer gewissen natürlichen Zahla gelten: Dazu m̈ussen wir die Aussage
beim Induktionsanfang statt für eins f̈ur die Zahla beweisen, und beim
Induktionsschritt m̈ussen wir nur beweisen, daß für jedesn ≥ a gilt:
Aus der Richtigkeit vonA(n) folgt die vonA(n + 1).

Als Beispiel dazu betrachten wir die BERNOULLIsche Ungleichung: In
einem angeordneten Körper gilt

(1 +x)n > 1 +nx für allen ≥ 2 und allex > −1 außerx = 0 .

Fürn = 1 hätten wir hier die offensichtlich falsche Aussage 1+x > 1+x,
die Ungleichung kann also nicht für allen ∈ N gelten.

Für n = 2 ist nach der ersten binomischen Formel

(1 +x)2 = 1 + 2x + x2 ,

und das ist sogar für allex 6= 0 größer als 1 + 2x, denn wie wir bereits
wissen, ist das Quadrat einer jeden von Null verschiedenen Zahl echt
größer als Null. Dies nehmen wir als Induktionsanfang.

Für den Induktionsschritt nehmen wir an, die Gleichung sei für irgendein
n ≥ 2 erfüllt; wir müssen zeigen, daß sie dann auch für n + 1 gilt. Dazu
schreiben wir (1 +x)n+1 = (1 +x)n · (1 + x) und wissen, daß der erste
Faktor (1+x)n auf der rechten Seite nach der Induktionsannahme größer
ist als 1 +nx. Außerdem wissen wir, daßx > −1, also 1 +x > 0 ist.
Daher k̈onnen wir die Ungleichung (1 +x)n > 1 + nx mit (1 + x)
multiplizieren und erhalten die neue Ungleichung

(1 +x)n+1 > (1 +nx)(1 +x) = 1 + (n + 1)x + nx2 .
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Dies wiederum ist gr̈oßer als 1 + (n + 1)x, dennx2 und n sind beide
positiv, also auchnx2.

Nach dem Prinzip der vollständigen Induktion ist damit die Ungleichung
von JACOB BERNOULLI bewiesen.

JACOBBERNOULLI (1654–1705) war der erste Mathema-
tiker aus der weitverzweigten BERNOULLI-Familie. Auf
Druck seiner Eltern mußte er sich an der Universität
Basel zwar f̈ur Philosophie und Theologie einschreiben
und erhielt auch die entsprechenden Abschlüsse, aber
er verwendete einen Großteil seiner Zeit für das Studi-
um der Mathematik. Auf anschließenden Reisen nach
Frankreich, die Niederlande und England kam er mit
vielen führenden Mathematikern seiner Zeit in Kontakt.
1683 kehrte er nach Basel zurück und lehrte an der
dortigen Universiẗat Mechanik, theoretische Physik und
Mathematik.

f) Beweise und Herleitungen

Nicht jedes mathematische Problem besteht darin, eine Formel oder
Aussage zu beweisen. Gerade bei Anwendungen der Mathematikgeht
es oft darum, konkrete Zahlenwerte zu bestimmen. Die Formeln, die
dazu ben̈otigt werden, sind oft noch nicht bekannt und können daher
auch nicht bewiesen werden; sie müssen zun̈achst hergeleitet werden,
woraus sich manchmal, aber nicht immer, automatisch ein Beweis ergibt.

Als Beispiel dazu wollen wir die L̈osungsmenge einer quadratischen
Gleichung bestimmen. Wir gehen aus von irgendeinem Körperk, von
dem wir nur voraussetzen wollen, daß 2 = 1+1 von Null verschieden ist:
Nach unseren Erfahrungen mit quadratischen Gleichungen inder Schule
erwarten wir schließlich, daß wir gelegentlich durch zwei dividieren
müssen.

Wir gehen aus von zwei Elementenp, q ∈ k und wollen die L̈osungs-
menge

L =
{

x ∈ k
∣

∣ x2 + px + q = 0
}

der quadratischen Gleichung

x2 + px + q = 0

bestimmen.



 Analysis I HWS2014

Ein Elementx ∈ k liegt also genau dann inL, wenn x2 + px + q
verschwindet. Dies schreiben wir um nach einem uralten Trick, der
bereits vor vier Tausend Jahren den Babyloniern bekannt war: x2+px+q
verschwindet genau dann, wenn

(

x +
p

2

)2
= x2 + px +

p2

4
=

p2

4
− q =

p2 − 4q

4
ist. Damit ist klar, daß die Gleichung nur dann Lösungen ink haben

kann, wennp2

4 − q in k ein Quadrat ist: Wenn es eine Lösungx gibt,
ist dies schließlich das Quadrat vonx + p

2 . Da ein Element vonk genau
dann ein Quadrat ist, wenn sein Vierfaches ein Quadrat ist, können wir
stattdessen auch fordern, daß der Zählerp2 − 4q ein Quadrat ist.

(Vorsichtige Leser werden sich vielleicht fragen, ob wirüberhaupt durch
vier dividieren d̈urfen; wir haben schließlich nur angenommen, daß 26= 0
ist. Dann muß aber auch 2· 2 = 4 von Null verschieden sein, denn die
Zwei hat ein multiplikatives Inverses12, und ẅare 4 = 0, so ẅare auch
2 = 4 · 1

2 = 0.)

Nehmen wir umgekehrt an, es gebe ein Elementw ∈ k, dessen Quadrat
w2 = p2 − 4q ist. Dann erf̈ullt x = 1

2(−p + w) die Gleichung

x2+px+q =
(−p + w)2

4
+p·−p + w

2
+q =

p2 − 2pw + w2

4
+
−p2 + pw

2
+q

=
p2 − 2pw + w2 − 2p2 + 2pw + 4q

4
=

w2 − (p2 − 4q)
4

= 0 ,

ist also eine L̈osung.

Ist w ∈ k ein Element mit Quadratp2 − 4q, so ist offensichtlich auch
−w eines, denn (−w)2 = w2. Wir wollen uns noch kurz̈uberlegen, daß
es sonst keine L̈osung gibt: Aus der Schule ist bekannt, daß eine Zahlw
genau dann Nullstelle eines Polynomsf (X) ist, wenn dieses Polynom
ohne Rest durchX − w teilbar ist. Der Grad des Polynoms ist daher
eine Obergrenze für die Anzahl der Nullstellen; im Falle eines Polynoms
X2 − a sind das zwei Stück.

WennX2−a = 0 nur eine Nullstellew ∈ k hat, muß−w = w sein, also
2w = 0, und da wir 26= 0 vorausgesetzt haben, gilt dies genau dann,
wennw und damit aucha verschwindet.
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Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben wir bewiesen:

Für einen K̈orperk, in dem 1 +16= 0 ist, und f̈ur zwei Elementep, q ∈ k
ist L =

{

x ∈ k
∣

∣ x2 + px + q = 0} genau dann nicht leer, wenn es ein
Elementw ∈ k gibt mit w2 = p2 − 4q. Istp2 − 4q = 0, so gibt es nur die
eine L̈osungx = − 1

2p; andernfalls gibt es die beiden Lösungen

x1 =
−p + w

2
und x2 =

−p − w

2
.

§4: Von den rationalen zu den reellen Zahlen
Im Körper der rationalen Zahlen können wir zwar alle Grundrechenar-
ten unbeschr̈ankt ausf̈uhren (außer natürlich der Division durch Null);
wie wir gerade gesehen haben, können wir aber beispielsweise nicht
die Wurzel aus zwei ziehen und damit auch insbesondere nichtjede
quadratische Gleichung lösen. Unser n̈achstes Ziel ist die Erweiterung
der rationalen Zahlen zu einer Menge, in der wir eine Lösung der Glei-
chungx2 = 2 finden k̈onnen. Dabei wollen wir das bislang Erreichte
nicht aufgeben, auch die neue Menge soll also ein angeordneter Kör-
per sein, so daß insbesondere alle im letzten Paragraphen bewiesenen
Rechenregeln weiterhin gelten.

Fragen wir einen Taschenrechner, der mit zehn Ziffern rechnet, was
√

2
ist, erhalten wir die Antwortx = 1,414213562. Daß diese Antwort nicht
richtig sein kann, sehen wir, wenn wirx2 von Hand oder mit einem
Computer in voller Genauigkeit berechnen:

x2 = 1,999999998944727844 .

Das unterscheidet sich zwar nur wenig von der Zwei, ist aber definitiv
ungleich zwei – was im̈ubrigen auch schon ohne Rechnung klar war,
denn x ist schließlich eine rationale Zahl, und wir wissen, daß das
Quadrat einer rationalen Zahl nie zwei sein kann.

Nicht nur mit Taschenrechnern oder Computern können wir uns ratio-
nale Zahlen verschaffen, deren Quadrat sich nur wenig von der Zwei
unterscheidet; die babylonischen Mathematiker wußten schon vor rund
vier Tausend Jahren, wie sie beliebig genaue Näherungsl̈osungen kon-
struieren konnten. Heute wird ihr Verfahren benannt nach HERON von
Alexandria, der es etwa zwei Tausend Jahre später in einem Lehrbuch
präsentierte.
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Die Idee ist einfach: Istx2 = 2, so istx = 2/x. Ist aberx2 < 2 undx
positiv, so ist 2/x > x und (2/x)2 > 2; im Fallex2 > 2 ist entsprechend
2/x < x und (2/x)2 < 2. Da also eine der beiden Zahlenx und 2/x
ein zu kleines Quadrat hat, die andere ein zu großes, sollte das Quadrat
ihres Mittelwertsy näher bei der Zwei liegen als die Quadrate der beiden
Ausgangszahlen.

Mit dem Mittelwerty können wieder genauso verfahren: Eine der beiden
Zahleny2 und 4/y2 ist größer als 2, die andere kleiner; der Mittelwert
ausy und 2/y sollte also eine bessere Näherung sein alsy, und so weiter.

Da uns bei diesem Verfahren schnell die Buchstaben ausgehen, bezeich-
nen wir die so konstruierten Zahlen nicht mitx, y, z, . . . , sondern mit
x0, x1, x2, x3, . . . ; auf diese Weise k̈onnen wir das Verfahren beliebig
oft anwenden, ohne uns ständig neue Buchstabenüberlegen zu m̈ussen.

Wir gehen aus von einer positiven Zahl aus einem angeordneten Körp-
er k. Im Augenblick kennen wir erst einen solchen Körper, n̈amlich
den KörperQ der rationalen Zahlen, aber wie wir bald sehen werden,
funktioniert der Algorithmus auch für reelle Zahlen – die zumindest den
Babyloniern noch nicht bekannt waren.

Algorithmus von Heron

Gegeben ist eine Zahla > 0 aus dem angeordneten Körperk; konstruiert
werden N̈aherungsl̈osungenxi, i = 1, 2, 3, . . . der Gleichungx2 = a.

Wir gehen aus vonirgendeinerpositiven Zahlx0 ∈ k, z.B.x0 = 1, und
konstruieren daraus sukzessive neue Zahlen gemäß der Vorschrift

xi =
1
2

(

xi−1 +
a

xi−1

)

für i = 1, 2, 3, . . . .

Eine solche Vorgehensweise bezeichnet man in der Mathematik als
Rekursion:Wir haben keine geschlossene Formel fürxi, sondern k̈onnen
xi nur berechnen, wenn wirxi−1 kennen, zu dessen Berechnung wir
wiederumxi−2 brauchen, und so weiter. Da wirx0 kennen oder besser
gesagt willk̈urlich festlegen, k̈onnen wir auf diese Weise nacheinander
beliebig vielexi bestimmen.

Wenn wir dies beispielsweise aufa = 2 anwenden und mitx0 = 1
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anfangen, erhalten wir

x1 =
1
2

(

1 +
2
1

)

=
3
2

x2 =
1
2

(

3
2

+
2 · 2

3

)

=
17
12

x3 =
1
2

(

17
12

+
2 · 12

17

)

=
577
408

,

und so weiter. Um die Qualität der N̈aherungsl̈osung besser beurteilen zu
können, berechnen wir diex2

i in (näherungsweiser) Dezimaldarstellung;
dies f̈uhrt auf folgende Tabelle:

i xi x2
i

0 1 1

1
3
2

2,25

2
17
12

2,00694 44444. . .

3
577
408

2,00000 60073 04882. . .

4
665857
470832

2,00000 00000 04510. . .

5
886731088897
627013566048

2,00000 00000 00000 00000 00025. . .

Schonx2
3 unterscheidet sich also erst in der sechsten Nachkommastelle

von zwei, beix2
4 haben wir bereits elf Nullen nach dem Komma und

bei x2
5 sogar 23. L̈aßt man einen Computer weiterrechnen, stellt sich

heraus, daß sichx2
10 erst ab der 784. Stelle von der Zwei unterscheidet.

Zumindest in diesem Fall funktioniert der Algorithmus alsosehr gut.
Wir wollen sehen, was wir allgemein darüber sagen k̈onnen.

Für x0 können wir eine beliebige positive Zahl wählen; je nachdem,
wie groß diese ist, kannx2

0 kleiner oder gr̈oßer alsa sein. Falls es ein
Elementx ∈ k gibt mit x2 = a und wir mit einem positiven solchen
Element starten, ist sogarx2

0 = a.
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Wir wollen unsüberlegen, daß danach aber, d.h. für i ≥ 1, allex2
i ≥ a

sind. Dazu schreiben wirxi = 1
2(xi−1 + a/xi−1) und berechnen nach

den binomischen Formeln

x2
i − a =

1
4

(

xi−1 +
a

xi−1

)2

− a =
1
4

(

x2
i−1 + 2a +

a2

x2
i−1

)

− a

=
1
4

(

x2
i−1 − 2a +

a2

x2
i−1

)

=
1
4

(

xi−1 −
a

xi−1

)2

.

Da Quadrate stets größer oder gleich Null sind, ist damitx2
i ≥ a für alle

i ≥ 1.

Als Näherungsausdrücke f̈ur die Quadratwurzel vona sind diexi abx1

also stets zu groß – es sei denn, wir hätten einxi mit x2
i = a, was

zumindest in interessanten Fällen nur selten vorkommen wird. Somit ist
xj genau dann eine bessere Näherung alsxi, wennxj < xi ist.

Wenn uns das Verfahren immer bessere Näherungsausdrücke liefert,
sollte also f̈ur allei ≥ 1 gelten:xi+1 < xi. Auch das k̈onnen wir leicht
direkt nachrechnen:

xi − xi+1 = xi −
1
2

(

xi +
a

xi

)

=
1
2

(

xi −
a

xi

)

≥ 0 ,

denn wegenx2
i > a ist xi > a/xi: Um dies zu sehen, multiplizieren wir

einfach die erste Ungleichung mit der positiven Zahl 1/xi.

Ausxi+1 < xi folgt, daßa/xi+1 > a/xi ist, denn ẅarea/xi+1 ≤ a/xi,
so ẅare, daxi+1 > 0 unda/xi > 0

a =
a

xi

· xi ≤
a

xi+1
· xi <

a

xi+1
· xi+1 = a ,

was nicht sein kann. Daher haben für i ≥ 1 die Ungleichungskette
a

xi

<
a

xi+1
< xi+1 < xi .

Wenn es ein Elementx gibt mit x2 = a, dann ist auch
a

xi

<
a

xi+1
< x < xi+1 < xi ;

wir könnenx also sowohl von oben als auch von unten immer enger
eingrenzen und erhalten somit immer bessere Näherungsl̈osungen. Das
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besagt aber noch nicht, daß diese Näherungsl̈osungen auch beliebig gut
werden m̈ussen, denn es könnte ja sein, daß der Abstand zwischena/xi

undxi eine gewisse Schranke nie unterschreiten kann.

Um diese Frage zu untersuchen, vergleichen wir die Differenz zwischen
xi unda/xi mit der zwischenxi+1 unda/xi+1:

xi −
a

xi

=
x2

i − a

xi

und

xi+1 −
a

xi+1
=

1
2

(

xi +
a

xi

)

− 2a

xi + a/xi

=
x2

i + a

2xi

− 2axi

x2
i + a

=
(x2

i + a)2 − 4ax2
i

2xi(x
2
i + a)

=
(x4

i + 2ax2
i + a2) − 4ax2

i

2xi(x
2
i + a)

=
(x4

i − 2ax2
i + a2)

2xi(x
2
i + a)

=
(x2

i − a)2

2xi(x
2
i + a)

=
x2

i − a

xi

· x2
i − a

2(x2
i + a)

<
(x2

i − a)
xi

· 1
2

=
1
2

(

xi −
a

xi

)

,

denn dax2
i größer ist alsa, sindx2

i − a undx2
i + a beide positiv, und da

x2
i + a die gr̈oßere der beiden Zahlen ist, folgt

0 <
x2

i − a

2(x2
i + a)

<
1
2

.

Die Differenz zwischenxi+1 unda/xi+1 ist also ḧochstens halb so groß
wie die zwischenxi unda/xi. Tats̈achlich verringert sie sich nicht nur
im obigen Beispiel sogar noch sehr viel dramatischer, aber solche Details
sind im Augenblick noch zweitrangig; wichtig ist zunächst vor allem
die prinzipielle Vorgehensweise.

Wenn wir diese Abscḧatzung iterieren, erhalten wir die Ungleichungs-
kette

xi+1 −
a

xi+1
<

1
2

(

xi −
a

xi

)

<
1
4

(

xi−1 −
a

xi−1

)

<
1
8

(

xi−2 −
a

xi−2

)

< · · · <
1
2i

(

x1 −
a

x1

)

.

In der Klammer ganz rechts steht eine feste Zahl, die nicht von i abḧangt.
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Diese Zahl wird durch 2i dividiert, und nach den uns bekannten Rechen-
regeln wissen wir, daß wir eine rationale Zahl durch fortgesetztes Hal-
bieren beliebig klein machen können.

Wenn wir allerdingsnur die Axiome eines angeordneten Körpers vor-
aussetzen, dann finden wir dort nichts, womit wir eine derartige Aussage
beweisen k̈onnten. In der Tat gibt es angeordnete Körper mit Elemen-
ten, die gr̈oßer sind als jede Zweierpotenz und auch größer als jede
ganze Zahl. Solche K̈orper spielen hier in der Vorlesung keine Rolle;
wir wollen sie daher durch ein weiteres Axiom ausschließen:

Definition: Ein angeordneter K̈orperk heißtarchimedisch,wenn es zu
jedema ∈ k eine naẗurliche Zahln gibt mit a < n.

Dabei wird die naẗurliche Zahln mit dem Element des K̈orpersk identi-
fiziert, daß durchn-malige Addition des Eins ausk entsteht:n =

∑n

k=1 1.
Archimedische K̈orper sind benannt nach ARCHIMEDES VON SYRAKUS (287–212),über
dessen Leben wir nur weniges wissen. Er verbrachte wohl die meiste Zeit seines Lebens in
Syrakus auf Sizilien und leistete wesentliche Beiträge nicht nur zur Mathematik, sondern
auch zur Physik, insbesondere zur Mechanik. Mit seinen Kriegsmaschinen konnte er
Syrakus lange gegen römische Angriffe verteidigen; als die Römer im zweiten punischen
Krieg die Stadt schließlich doch einnehmen konnten, wurde er von einem ihrer Offiziere
ermordet. Am bekanntesten unter seinen vielfältigen mathematischen Leistungen ist seine
Methode, Fl̈achen und Volumina auch krummlinig begrenzter Körper zu bestimmen; sie
nimmt weitgehend die später in dieser Vorlesung behandelte Integralrechnung vorweg.

In einem archimedischen angeordneten Körper k̈onnen wir jede Zahl
a > 0 durch halbieren beliebig klein machen: Ist nämlich S > 0 ir-
gendeine Schranke, so gibt es sowohl eine natürliche Zahln derart, daß
a < n ist, als auch eine natürliche Zahlm derart, daß 1/S < m und
1/m < S ist. Für i > nm ist dann

a

2i
≤ a

i
<

a

nm
<

n

nm
=

1
m

< S ,

wobei wir die Ungleichung 2i ≥ i für alle i ∈ N beispielsweise aus
der Ungleichung von BERNOULI folgern k̈onnen. Da wir somita/2i

unter jede vorgegebene positive Schranke drücken k̈onnen, werden die
Längen der Intervalle in der Tat beliebig klein.

Wenn wir in einem archimedischen Körper rechnen, kommen sich also
die obere und untere Annäherung an die L̈osung vonx2 = a beim
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HERON-Verfahren beliebig nahe.Q ist offensichtlich ein archimedischer
Körper: F̈ur negative Zahlen k̈onnen wir die Eins als obere Schranke
nehmen, f̈ur positive Zahlenp/q ist beispielsweisep/q < p + 1.

Wir wissen nun also, daß beispielsweise die Gleichungx2 = 2 zwar
keine L̈osung im K̈orperQ der rationalen Zahlen hat, wir wissen aber
auch, daß wir rationale Zahlen finden können, der Quadrat der Zwei
beliebig nahe kommt. Wir wollen die rationalen Zahlen erweitern zu
einem gr̈oßeren K̈orper, in dem wir eine L̈osung dieser Gleichung (und
hoffentlich auch vieler anderer inQ unlösbarer Gleichungen) haben.

Für eine solche Erweiterung m̈ussen wir festlegen, was die
”
neuen“

Zahlen sein sollen. Die natürliche Zahlen sind uns wohlbekannt; wenn
wir sie aber definieren m̈ußten, bliebe uns kaum etwas anderesübrig, als
so vorzugehen, wie der Zahlbegriff wohl auch historisch entstand: Die
Zahlen kommen vom Abz̈ahlen, zwei ist also einfach eine Abkürzung
für 1 + 1, drei f̈ur 1 + 1 + 1 und so weiter. Rationale Zahlen sind Brüche,

und auch das sind eigentlich Rechenvorschriften: Der Bruch
1595703
9042317

bezeichnet das Ergebnis der Division von 159570 durch 9042317, und
wenn wir das mit gen̈ugender Sorgfalt ausrechnen, kommen wir zum

Ergebnis, daß wir diese Zahl auch besser als
3
17

schreiben k̈onnen.

Bei den nun einzuf̈uhrenden reellen Zahlen geht es – wie wir im Laufe
der Vorlesung immer wieder sehen werden – um deutlich komplizier-
tere Objekte, aber wie bei allen Zahlen wollen wir auch damitrechnen
und wir wollen Ergebnisse, die wir je nach Anwendung in Euro und
Cent oder in Metern und Zentimetern ausdrücken k̈onnen. Daf̈ur sind
Eingrenzungen, wie sie uns das Verfahren von HERON liefert, durch-
aus geeignet; das einzige Problem ist, daß wir wie bei den Brüchen
dieselbe Zahl auf verschiedene Weise darstellen können: HERON liefert
uns schließlich f̈ur jedenpositiven Startwert Ann̈aherungen an

√
a, aber

naẗurlich hängen die konkreten Zahlen ab vom Startwert.

Wir formalisieren zun̈achst die Ann̈aherung durch obere und untere
Schranken:

Definition: k sei ein angeordneter K̈orper unda, b seien zwei Elemente
vonk.
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a) Das abgeschlossene Intervall [a, b] ist die Menge allerx ∈ k mit
a ≤ x ≤ b.

b) Das offene Intervall (a, b) ist die Menge allerx ∈ k mit a < x < b.
c) Die halboffenen Intervalle sind definiert als

[a, b) =
{

x ∈ k
∣

∣ a ≤ x < b
}

und (a, b] =
{

x ∈ k
∣

∣ a < x ≤ b
}

.

Mit dem Verfahren von HERON finden wir somit immer kleinere Inter-
valle [a/xi, xi]. Um eine solche Formulierung präzise zu fassen, m̈ussen
wir noch erkl̈aren, was

”
immer kleiner“ bedeuten soll.

Anschaulich ist das zwar völlig klar, aber bei komplizierten mathema-
tischen Sachverhalten kann uns aber unsere Anschauung gelegentlich
auch in die Irre f̈uhren. Dies m̈ußten beispielsweise die Mathematiker
des sp̈aten siebzehnten sowie des achtzehnten Jahrhunderts schmerzlich
erfahren: Gemeinsam mit den Physikern (zu denen ein Großteil von ih-
nen selbst geḧorte) war es ihnen gerade erst gelungen war, mit der neu
geschaffenen Differential- und Integralrechnung die Natur in einem bis
dahin nicht bekannten Maße zu erklären und̈uberpr̈ufbare Vorhersagen
zu machen, von denen ihre Vorgänger nicht einmal zu träumen gewagt
hatten. Genau wie mancher heutige Wirtschaftsguru glaubten sie, die
Welt vollsẗandig im Griff zu haben und ihren Ablauf wie den eines
Uhrwerks erkl̈aren zu k̈onnen. F̈ur spekulierende Philosophen und in
Dogmen verhaftete Theologen hatten sie nur Verachtungübrig.

Deren Rache kam postwendend. Teilweise waren ihre Entgegnungen die
üblichen, damals unter Gelehrten aller Art sehr beliebten Polemiken,
teilweise sogar in literarischer Form. Noch heute oft gelesen (und auch
in deutscherÜbersetzung erḧaltlich) sind einige Romane des irischen
Schriftstellers und Geistlichen JONATHAN SWIFT (1667-1745; seit 1713
Dekan der Dubliner St.-Patricks-Kathedrale). So ist etwa der dritte Band
von Gulliver’s Travelseine stellenweise sehr boshafte Satire, die sich
zwar grunds̈atzlich gegen alles Moderne richtet, in einigen Teilen aber
auch speziell die Mathematiker (Reise nach Lapute) oder diemathe-
matisch arbeitenden Naturwissenschaftler und Ingenieure(Reise nach
Balnibarbi) aufs Korn nimmt.

Viel schmerzhafter waren allerdings einige rein wissenschaftliche Streit-
schriften, die ber̈uhmteste darunterThe Analyst; or, a Discourse Ad-
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dressed to an Infidel Mathematician. Wherein it is examined whether
the Object, Principles, and Inferences of the modern Analysis are more
distinctly conceived, or more evidently deduced, then Religious Myster-
ies and Points of Faith,die GEORGE BERKELEY 1734 ver̈offentlichte.
Daß sie auch heute noch gelesen wird, sieht man unter anderemdaran,
daß sie mehrfach als Volltext im Internet zu finden ist.

GEORGE BERKELEY (1685–1753) wurde im irischen
Kilkenny geboren und besuchte (wie JONATHAN SWIFT)
zun̈achst das dortige Kilkenny College, die wohl be-
rühmteste Privatschule Irlands. Im Alter von nur 15 Jah-
ren begann er mit der Studium von Mathematik, Logik,
Latein, Griechisch, Hebräisch, Franz̈osisch, Philoso-
phie und schließlich auch Theologie am Trinity Col-
lege der Universiẗat Dublin, wo er 1704 seinen B.A.
erwarb. Gleich darauf veröffentlichte er ein elemen-
tares Lehrbuch der Arithmetik, unterrichtete aber ab
1707 Theologie. Philosophisch war er ein Vertreter des
Empirismus, wonach nur unsere Wahrnehmungen re-
al sind; eine davon unabhängige Realiẗat gibt es nicht.

Auch als Theologe war er sehr streitbar und war deshalb bald mit vielen seiner Kollegen
am Trinity College verfeindet; 1713 verzichtete er auf seinen dortigen Theologielehrstuhl
und arbeitete unter anderem in England, Frankreich, Italien und den Vereinigten Staaten.
Als er 1734 nach Irland zurückkehrte wurde er zum Bischof von CLOYNE in der weit
von Dublin entfernten irischen Grafschaft Cork ernannt. Indieser Funktion k̈ampfte er
vor allem f̈ur bessere Lebensbedingungen des armen Teils der dortigen Bevölkerung. San
Franciscos Nachbarstadt Berkeley, in der sich der bedeutendste Campus der University of
California befindet, ist nach ihm benannt.

BERKELEY verwendete f̈ur seine mathematischen Beispielen imAna-
lyst und in anderen Schriften genau die Art von Schlußfolgerungen,
mit denen die Analytiker damals arbeiteten und in denen oft von be-
liebig kleinen oder gar unendlich kleinen Größen die Rede war; was
er damit bewies waren aber entweder offensichtlich unsinnige S̈atze
oder er berechnete denselben Flächeninhalt mit verschiedenen Metho-
den, die sich allesamt nicht von den damalsüblichen mathematischen
Vorgehensweisen unterscheiden ließen, die aber trotzdem zu lauter ver-
schiedenen Ergebnissen für genau dieselbe Fläche f̈uhrten. Auch wenn
zumindest in den heute noch bekannten Werken von Mathematikern
dieser Zeit kaum falsche Behauptungen zu finden sind, war damit doch
gezeigt, daß ihre Beweise nicht exakt waren, sondern nur dank guter
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Intuition zu richtigen Ergebnissen führten.

Gegen Intuition in der Mathematik ist selbstverständlich nichts einzu-
wenden; kein wirklich interessantes mathematisches Ergebnis wurde je
ohne Intuition bewiesen, und zumindest soweit ich weiß haben Erb-
senz̈ahler, die immer nur eine Rechenvorschrift an die andere reihen,
noch nie einen auch nur moderat nichttrivialen Satz bewiesen.

Die Mathematik als exakte Wissenschaft hat freilich den Anspruch, daß
alle ihre Aussagen zumindest im Prinzip auf einige wenige vorher fest-
gelegte Annahmen, die Axiome zurückführbar sind. Das Ideal jeglicher
Mathematik waren selbst noch im siebzehnten und achtzehnten Jahrhun-
dert dieElementevon EUKLID , die auch von Philosophen und Theologen
als Urbeispiel jeglicher exakter Wissenschaft betrachtetwurden. (Erst
Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts entdeckten Mathematiker, daß
EUKLID auch noch einige (wenige) Annahmen benutzte, die er nirgends
explizit voraussetze, und stellten umfangreichere Axiomensysteme aus,
aus denen die gesamte EUKLID ische Geometrie exakt ableitbar ist.)

Somit dr̈angte sich die Frage auf, wie auch Aussagen der für die
Naturwissenschaften so wichtigen Analysis mit der gleichen Strenge
bewiesen werden konnten wie die der EUKLID ischen Geometrie. Wie
BERKELEY gezeigt hatte, waren die Methoden der damaligen Ana-
lytiker nicht mit denen der griechischen Geometer vergleichbar; die
Argumentation mit beliebig oder unendlich kleinen Größen kann zu
willk ürlichen Schlußfolgerungen führen, und BERKELEY fragt bez̈uglich
dieser Gr̈oßen polemisch:May we not call them the Ghosts of departed
Quantities?

Erst um 1800 fand CAUCHY einen m̈ogliche Ausweg aus dem Dilemma:
Er führte die Grundlagen der Analysis zurück auf die Theorie alge-
braischer Ungleichungen und konnte damit die analytischenBegriffe
in einer Weise definieren, die klare Beweise im Stile der griechischen
Geometrie erlaubte. Einziger Nachteil seiner Methode ist,daß er damit
etwas in die Mathematik einführte, was noch heute der Schrecken viel-
er Anfänger ist: Die ber̈uhmten griechischen Buchstabenε (epsilon)
undδ (delta). Wir brauchen hier zunächst nur dasε und definierenbe-
liebig kleinso, daß f̈ur jede vorgegebene Schrankeε die Folgenglieder
schließlich kleiner alsε werden. In diesem Satz ist noch nicht ganz klar,
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was
”
schließlich“ bedeuten soll; die einzig sinnvolle exakte Interpreta-

tion ist aber wohl die, daß es eine Zahln0 geben muß (die natürlich
von ε abḧangt), so daß der Betrag aller Folgengliederan für n ≥ n0
kleiner alsε sein soll. Den Betrag definieren wir dabei auf dieübliche
Art:

Definition: Der Betrag eines Elementsx ∈ k eines angeordneten Kör-
persk ist

|x| =
{

x falls x ≥ 0
−x falls x < 0

.

Damit haben wir alles zusammen, was wir zur präzisen Definition des
anschaulichen Konzepts

”
wird beliebig klein“ brauchen:

Definition: Eine Folge (an)n∈N von Elementenan eines angeordneten
Körpersk heißtNullfolge, wenn es zu jedemε > 0 ausk ein n0 ∈ N

gibt, so daß|an| < ε für allen ≥ n0.

Typisches Beispiel einer Nullfolge inQ ist die Folge mitan = 1/n: Hier
ist |an| = |1/n| = 1/n genau dann kleiner alsε, wennn > 1/ε ist; als
n0 können wir also jede natürliche Zahl nehmen, die größer ist als 1/ε.

Baron AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789–1857) stellte
als erster durch die exakte Definition von Begriffen wie
KonvergenzundStetigkeitdie Analysis auf ein sicheres
Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten beschäftigte er
sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variationsrech-
nung, Differentialgleichungen, FOURIER-Analysis, Per-
mutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matrizen
und der theoretischen Mechanik. Alsüberzeugter Roya-
list hatte er ḧaufig Schwierigkeiten mit den damaligen
Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil in
Turin und sp̈ater in Prag, wo er (mit sehr m̈aßigem Er-
folg) den franz̈osischen Thronfolger unterrichtete.

Mit diesem Begriff ist nun auch klar, wie die Forderung, daß Intervalle
[an, bn] beliebig klein werden, pr̈azise formuliert werden kann:

Definition: Eine Intervallschachtelung̈uber einem angeordneten Kör-
per k ist eine Folge von Intervallen ([an, bn])n∈N mit den folgenden
beiden Eigenschaften:
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1. [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] f ür allen ∈ N

2. Die Folge der (bn − an)n∈N
ist eine Nullfolge.

[

[

[ ]
]

]

an−1 an an+1bn+1 bn bn−1

· · · ⊆ [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] ⊆ [an−1, bn−1] ⊆ · · ·
Als Beispiel betrachten wir das Verfahren von HERON: Wir gehen aus von
einem archimedischen angeordneten Körperk, einem Elementa > 0
und einem Startwertx0 > 0. Dann berechnen wir nacheinander die
Elemente

xi =
1
2

(

xi−1 +
a

xi−1

)

und setzen f̈ur i ≥ 1

ai =
a

xi

und bi = xi .

Die obigen Rechnungen zeigen, daß die Folge ([an, bn])n∈N
von Inter-

vallen in der Tat eine Intervallschachtelung ist.

Genau wie wir die rationalen Zahlen durch Quotienten ganzerZahlen
(mit positivem Nenner) definiert haben, können wir nun reelle Zahlen
definieren durch IntervallschachtelungenüberQ. Genau wie eine ratio-
nale Zahl in vielf̈altiger Weise als Quotient ganzer Zahlen darstellbar
ist, läßt sich auch eine reelle Zahl durch die verschiedensten Intervall-
schachtelungen definieren: Für die Quadratwurzel haben wir ja gesehen,
daß uns das HERON-Verfahren f̈ur jedenStartwertx0 > 0 eine Intervall-
schachtelung liefert, von der wir intuitiv sagen würden, daß sie sich
auf die Quadratwurzel zusammenzieht. Wir müssen nun nur noch for-
mal definieren, wann zwei Intervallschachtelungen dieselbe reelle Zahl
definieren sollen. Da die Intervalle immer kleiner werden, sollten wir er-
warten, daß es bei zwei Intervallschachtelungen zur selbenreellen Zahl
auch die Intervallenden immer mehr aufeinander zugehen, und genau so
wollen wir die reellen Zahlen auch definieren:

Definition: Reelle Zahlen sind gegeben durch Intervallschachtelungen
über dem K̈orperQ der rationalen Zahlen. Dabei sollen zwei Intervall-
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schachtelungen ([an, bn])n∈N und ([cn, dn])n∈N genau dann dieselbe
reelle Zahl definieren, wenn die Folgen (cn −an)n∈N

und (dn − bn)n∈N

Nullfolgen sind. Die Menge aller reeller Zahlen bezeichnenwir mit R.

Damit sind reelle Zahlen definiert, wenn auch die Definition etwas selt-
sam erscheint. Wir werden aber im Verlauf der Vorlesung immer wieder
sehen, daß wir die reellen Zahlen nicht wirklich in den Griffbekommen
können; sie sind eine Idealisierung der Wirklichkeit, und eine Rechen-
vorschrift, mit der wir sie sukzessive immer besser annähern k̈onnen
ist leider das Beste, was wir an Konkretisierung erwarten können. Bei
praktischen Problemen werden wir nieüber ein meist relativ kleinesn
hinauskommen, und trotzdem zeigt jahrtausendelange Erfahrung der
Natur- und Ingenieurwissenschaften und auch mehr als hundert Jahre
Erfahrung der Wirtschaftswissenschaften, daß die reellenZahlen ein bes-
seres Beschreibungsmodell der Wirklichkeit liefern als beispielsweise
die rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlen k̈onnen wir leicht als Teilmenge der reellen Zahlen
interpretieren: F̈ur eine rationale Zahlq ∈ Q nehmen wir einfach die
Intervallschachtelung, deren sämtliche Intervalle [an, bn] gleich dem
Intervall [q, q] sind.

Unabdingbare Voraussetzung für die Nützlichkeit der reellen Zahlen ist
naẗurlich, daß wir damit rechnen können. Da wir sie durch Intervall-
schachtelungen definiert haben, liegt es nahe, daß wir zunächst ver-
suchen, mir Intervallen rationaler Zahlen zu rechnen. Tatsächlich sind
auch Intervalle reeller Zahlen nützlich für manche Anwendungen; daher
wollen wir gleich mit Intervallen in beliebigen angeordneten Körpern
rechnen, wobei wir hoffen, daß sich die reellen Zahlen als Beispiel eines
solchen angeordneten Körpers herausstellen werden.

Reelle Zahlen sind durch Intervallschachtelungen gegeben; daher liegt
es nahe, zun̈achst Rechenoperationen für Intervalle zu definieren. Dies
hat durchaus auch eine praktische Bedeutung, denn viele Daten aus der
realen Welt lassen sich oft nicht mit beliebiger Genauigkeit ermitteln;
verläßliche obere und untere Schranken lassen sich aber trotzdem oft
finden. In diesem Fall wissen wir nur, daß der gesuchte Wert zwischen
diesen beiden Schranken liegt, d.h. wir kennen ein Intervall, in dem er
mit Sicherheit liegt.
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Meist wird man in so einer Situation einen Schätzwert nehmen, z.B. den
Mittelwert zwischen oberer und unterer Schranke, und damitrechnen in
der Hoffnung, daß dieselbe Rechnung mit einem anderen Wert aus dem
Intervall auf einähnliches Ergebnis geführt ḧatte. Je umfangreicher und
komplizierter die Rechnung ist, desto fragwürdiger wird diese Annahme.

Will man zu sicheren Aussagenüber das Ergebnis kommen, muß man
von vorn herein mit Intervallen rechnen; das Ergebnis ist dann zwar auch
nur ein Intervall, und wenn man Pech hat sogar ein recht großes, aber
man hat immerhin die Sicherheit, daß der gesuchte Wert auf jeden Fall
dort liegt.

Deshalb entstanden schon vor rund fünfzig Jahren Programmierspra-
chen, wie Triplex ALGOL oder Pascal XSC, die auch mit Intervallen
rechnen k̈onnen; heute gibt es sowohl für C als auch f̈ur Computeralge-
brasysteme entsprechende Klassenbibliotheken. Seit 2008arbeitet eine
IEEEworking groupan einem (bislang noch nicht verabschiedeten) in-
ternationalen Standard IEEE P1788 für Intervallarithmetik. Ein großes
Problem bei allen diesen Ansätzen besteht darin, daß Computer, wie wir
in §7 sehen werden, nicht mit reellen Zahlen rechnen können, sondern
bei den meisten Rechenoperationen runden müssen. Wenn wir sicher-
stellen wollen, daß ein Ergebnis im berechneten Intervall liegt, müssen
wir daher an der unteren Intervallgrenze stets abrunden, ander oberen
aber aufrunden.

Da unsere Definition der rellen Rechenoperationen nicht vonComputern
abḧangen soll, k̈onnen wir dieses Problem ignorieren und iversuchen,
exakt mit Intervallen̈uber irgendeinem angeordneten Körperk zu rech-
nen.

Ist ∗ irgendeine Rechenoperation und sind [a, b], [c, d] zwei Intervalle,
so soll das Intervall [a, b] ∗ [c, d] das kleinstm̈ogliche Intervall sein,
das f̈ur jedesx ∈ [a, b] und jedesy ∈ [c, d] das Rechenergebnisx ∗ y
entḧalt.

Im Falle der Addition bedeutet dies, daß wir Schranken suchen für alle
möglichen Summenx + y mit a ≤ x ≤ b und c ≤ y ≤ d. Nach den
Rechenregeln für angeordnete K̈orper k̈onnen wir die beiden Unglei-
chungena ≤ x undc ≤ y addieren zua + c ≤ x + y und entsprechend
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auch an der oberen Grenze; hier drängt sich die Definition

[a, b] + [c, d] =
def

[a + c, b + d]

also f̈ormlich auf.

Auch bei der Subtraktion gibt es keine Probleme: Istc ≤ y ≤ d, so ist
−d ≤ −y ≤ −c; deshalb setzen wir

[a, b] − [c, d] =
def

[a − d, b − c] .

Bei der Multiplikation lassen sich zumindest für positive Zahlena, c, x, y
wieder die beiden Ungleichungena ≤ x und c ≤ y kombinieren zu
ac ≤ xy; sobald aber negative Zahlen ins Spiel kommen, gilt es eine
ganze Reihe von F̈allen zu unterscheiden. Da es uns nur ums Prinzip geht,
nicht um eine m̈oglichst effiziente praktische Implementierung, können
wir uns aus der Aff̈are ziehen, indem wir einfach alle vier möglichen
Produkte einer Schranke des ersten Intervalls mit einer Schranke des
zweiten Intervalls berechnen und dann den kleinsten der vier Werte als
untere, den gr̈oßten als obere Schranke des Intervalls nehmen:

[a, b] · [c, d] =
def

[min(ac, ad, bc, bd), max(ac, ad, bc, bd)] ,

wobei allgemein min(a1, a2, . . . , an) die kleinste der Zahlena1, . . . , an

bezeichnen soll, dasMinimumalso, und max(a1, a2, . . . , an) die gr̈oßte,
dasMaximum.

Bleibt noch das Problem der Division. Da Division durch Nullin einem
Körper nicht sinnvoll erkl̈art werden kann, darf bei der Division von
Intervallen offensichtlich der Divisor nicht die Null enthalten. Somit
können wir nur durch Intervalle dividieren, bei denen entweder beide
Schranken positiv oder beide negativ sind. Dann enthält das Intervall
[ 1
d
, 1

c
] alle Inversen der Zahlen aus [c, d]; daher isẗahnlich zum Fall der

Multiplikation

[a, b]/[c, d] =

[

min

(

a

c
,
a

d
,
b

c
,
b

d

)

, max

(

a

c
,
a

d
,
b

c
,
b

d

)]

.

Damit wissen wir, wie man mit Intervallen rechnet; reelle Zahlen sind
aber durch Intervallschachtelungen definiert. Auch hier bietet sich eine
offensichtliche L̈osung an: Wollen wir zwei reelle Zahlen, die durch
Intervallschachtelungen ([an, bn])n∈N

und ([cn, dn])n∈N
definiert sind,
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miteinander verkn̈upfen, so verkn̈upfen wir einfach f̈ur jedesn die Inter-
valle [an, bn] und [cn, dn] miteinander. Dabei gibt es einige Probleme.
Am offensichtlichsten ist das mit der Division: Selbstverständlich kann
eine von Null verschiedene reelle Zahl auch durch eine Intervallschach-
telung definiert werden, bei der zumindest einige der Intervalle eine
negative untere und eine positive obere Grenze haben.

Wir wollen unsüberlegen, daß dies höchstens f̈ur endlich viele Intervalle
am Anfang gelten kann, genauer:

Für jede Intervallschachtelung([an, bn]), die sich nicht auf die Null
zusammenzieht, gibt es einen Indexn0, so daß entwederan und bn

beide positiv sind f̈ur alle n ≥ n0 oder aberan und bn beide negativ
sind f̈ur alle n ≥ n0.

Offensichtlich reicht es, wenn wir einen einzigen Indexn0 finden, f̈ur
denan0

undbn0
beide negativ oder beide positiv sind: Da alle folgenden

Intervalle in [an0
, bn0

] liegen, gelten dann dieselben Ungleichungen
auch f̈ur allen ≥ n0.

Wir beweisen dies durch Widerspruch: Falls es keinen solchen Indexn0
gibt, istan ≤ 0 ≤ bn für allen ∈ N.

Nach Definition einer Intervallschachtelung ist die Folge der bn − an

eine Nullfolge, d.h. f̈ur jedesε > 0 gibt es einn0, so daßbn − an ≤ ε
ist für allen ≥ n0. Nach unseren Annahmen ist dann also

bn − an = |bn| + |an| < ε für allen ≥ n0 .

Dann ist aber auch|bn| < ε und |an| < ε für alle n ≥ n0, denn die
Summe zweier Beträge ist gr̈oßer oder gleich jedem einzelnen. Damit
sind (an)n∈N und (bn)n∈N Nullfolgen, die Intervallschachtelung zieht
sich also auf die Null zusammen, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Somit muß es einen Indexn0 geben, ab dem entweder alle Intervall-
grenzen positiv oder alle negativ sind, womit die Behauptung bewiesen
wäre.

Die Intervalle [an, bn] mit n ≥ n0 bilden naẗurlich auch eine Inter-
vallschachtelung und definieren dieselbe reelle Zahl; bei der Division
können (und m̈ussen) wir daher einfach den Divisor beschreiben durch
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eine Intervallschachtelungen aus Intervallen, von denen keines die Null
entḧalt.

Ein zweites Problem besteht darin zu zeigen, daß die so definierten
Folgen von Intervallen̈uberhaupt Intervallschachtelungen sind.

Sind also beispielsweise ([an, bn])n∈N
und ([cn, dn])n∈N

zwei Inter-
vallschachtelungen, ist dann auch ([an +cn, bn +dn])n∈N

eine Intervall-
schachtelung?

Wir müssen zwei Bedingungen̈uberpr̈ufen: Als erstes muß für alle
n ∈ N gelten:

[an+1 + cn+1, bn+1 + dn+1] ⊆ [an + cn, bn + dn] .

Da wir von zwei Intervallschachtelungen ausgegangen sind,wissen wir,
daß auf jeden Fall

[an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] und [cn+1, dn+1] ⊆ [cn, dn]

ist, wir haben also die Ungleichungen

an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn und cn ≤ cn+1 ≤ dn+1 ≤ dn

für allen ∈ N. In einem angeordneten Körper k̈onnen wir Ungleichun-
gen addieren; daher ist auch

an + cn ≤ an+1 + cn+1 ≤ bn+1 + dn+1 ≤ bn + dn ,

und das ist gleichbedeutend mit der behaupteten Inklusion.

Als zweites m̈ussen wir zeigen, daß die Differenz der Intervallgrenzen
eine Nullfolge bildet. Diese Differenz ist beimn-ten Intervall

(bn + dn) − (an + cn) = (bn − an) + (dn − cn) .

Wir wissen, daß (bn−an)n∈N
und (dn−cn)n∈N

beides Nullfolgen sind,
und wir wollen wissen, ob dies auch für ihre gliedweise Summe gilt.
Diese Frage ist auch unabhängig vom aktuellen Beweis interessant; wir
formulieren die Antwort daher als einen eigenenHilfssatzoder – wie
man in der Mathematik meistens sagt – alsLemma:

Lemma: Sind (an)n∈N und (bn)n∈N beide Nullfolgen, so ist auch
(an + bn)n∈N

eine Nullfolge.
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Beweis:Wir müssen zeigen, daß es zu jedemε > 0 ein n0 ∈ N gibt,
so daß|an + bn| ≤ ε ist. Wir wissen, daß (an)n∈N

und (bn)n∈N
Null-

folgen sind; wenn wir aber die Definition direkt einsetzen, folgt nichts
brauchbares, da wir ja noch addieren müssen.

Stattdessen gehen wir aus vonε/2; auch dazu gibt es einn1 ∈ N, so daß
|an| < ε/2 für allen ≥ n1 und einn2 ∈ N, so daß|bn| < ε/2 für alle
n ≥ n2. Bezeichnetn0 = max(n1, n2) die gr̈oßere der beiden Zahlen, so
ist also f̈ur allen ≥ n0

|an| + |bn| <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Was uns interessiert ist nicht|an|+ |bn|, sondern der Betrag vonan +bn.
Wir werden bald allgemeine Regeln kennen lernen, wie man solche
Ausdr̈ucke miteinander in Verbindung bringt; hier soll ein kurzesad
hocArgument gen̈ugen: Istan ≥ 0 undbn ≥ 0, sind die beiden Zahlen
gleich, genauso wennan ≤ 0 undbb ≤ 0. Ist aberan > 0 undbn < 0,
so istbn < an + bn < an, also ist|an + bn| kleiner als das Maximum
von|an| und|bn|. Dieses wiederum ist kleiner als die Summe der beiden
Betr̈age. Entsprechend können wir argumentieren, wennan < 0 < bn

ist, so daß in allen F̈allen gilt |an + bn| ≤ |an| + |bn| ≤ ε. Damit haben
wir nachgewiesen, daß auch (an + bn)n∈N eine Nullfolge ist.

Wenden wir dieses Lemma speziell an auf die Differenzen zwischen den
Grenzen von Intervallschachtelungen, schließt dies den Nachweis ab,
daß f̈ur zwei Intervallschachtelungen ([an, bn])n∈N und ([cn, dn])n∈N

auch ([an, bn] + [cn, dn])n∈N
eine Intervallschachtelung ist.

Um zu zeigen, daß auch ([an, bn] − [cn, dn])n∈N
eine Intervall-

schachtelung ist, k̈onnen wir die obige Rechnung fast wörtlich wieder-
holen; alternativ k̈onnen wir auch zeigen, daß mit ([cn, dn])n∈N

auch
([−dn, −cn])n∈N

eine Intervallschachtelung ist, und die Folge dann
umschreiben als ([an, bn] + [−dn, −cn])n∈N. Einzelheiten seien den
interessierten Lesern als̈Ubungsaufgaben̈uberlassen.

Deutlich unangenehmer wird die Sache bei Produkten, denn falls Inter-
valle auftreten, deren Grenzen verschiedene Vorzeichen haben, sind hier
viele Fallunterscheidungen notwendig. Nun haben wir aber gesehen, daß
jede Intervallschachtelung, die sich nicht auf die Null zusammenzieht,
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ab einem gewissen Index nur noch Intervalle enthält, bei denen entwe-
der beide Intervallgrenzen positiv oder aber beide negativsind. Wenn
wir uns auf Intervallschachtelungen begrenzen, bei denen dies für alle
Intervalle gilt, wird die Situation einfacher; beispielhaft möchte ich den
Fall betrachten, daß ([an, bn])n∈N und ([cn, dn])n∈N Intervallschachte-
lungen sind, f̈ur die alle Intervallgrenzen positiv sind. Dann ist

[an, bn] · [cn, dn] = [ancn, bndn] .

Wir müssen als erstes zeigen, daß [an+1, bn+1] · [cn+1, dn+1] f ür allen
in diesem Intervall liegt, daß also gilt

ancn ≤ an+1cn+1 ≤ bn+1dn+1 ≤ bndn .

Dies folgt schnell aus der Tatsache, daß für positive Zahlena, b, c, d
gilt: Ist a < b undc < d, so ist auchac < bd, wir können Ungleichun-
gen also genauso miteinander multiplizieren, wie wir sie oben addiert
haben. Dann m̈ussen wir noch zeigen, daß die Folge der Intervallängen
(bndn−ancn)n∈N eine Nullfolge ist. Wir wissen, daß (bn−an)n∈N und
(dn − cn)n∈N

Nullfolgen sind, also sollten wir die irgendwie ins Spiel
bringen. Dazu schreiben wir

bndn − ancn = bn(dn − cn) + cn(bn − an) .

Nun sei irgendeinε > 0 vorgegeben, und wir wollen einn0 finden, so
daß der Betrag dieses Ausdrucks für allen ≥ n0 kleiner ist alsε.

Da alle hier stehenden Terme positiv sind, können wir auf Betragsstriche
verzichten und die rechte Seite der Gleichung so abschätzen, wie sie
dasteht. Dabn die obere Grenze eines Intervalls ist, das in [a1, b1] liegt,
ist bn ≤ b1. Genauso ist auchdn ≤ d1 und cn ≤ dn, alsocn ≤ d1.
Somit ist

bndn − ancn ≤ b1(dn − cn) + d1(bn − an)

mit positiven Zahlenb1 undd1.

Da (dn − cn)n∈N und (bn − an)n∈N Nullfolgen sind, k̈onnen wir
naẗurliche Zahlenn1 undn2 finden, so daß

dn − cn <
ε

2b1
für allen ≥ n1 undbn − an <

ε

2d1
für allen ≥ n2 .

Für n ≥ n0 = max(n1, n2) gilt dann

bndn−ancn ≤ b1(dn−cn)+d1(bn−an) < b1·
ε

2b1
+d1·

ε

2d1
=

ε

2
+

ε

2
= ε.
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Damit haben wir auch hier eine Nullfolge.

Die anderen F̈alle gehen̈ahnlich; da wir in dieser Vorlesung noch zu
wesentlich interessanteren Ergebnissen kommen wollen, sei auf Einzel-
heiten dazu wie auch zur Division verzichtet.

Auch auf ein weiteres technisches Problem möchte ich nur kurz einge-
hen: Eine reelle Zahl läßt sich durch viele verschiedene Intervallschach-
telungen darstellen. Angenommen, wir habenx dargestellt sowohl durch
die Intervallschachtelung ([an, bn])n∈N als auch durch ([cn, dn])n∈N.
Entsprechend sei eine reelle Zahly gegeben durch zwei Intervallschach-
telungen ([pn, qn])n∈N

und ([rn, sn])n∈N
. Dann k̈onnen wirx+y einmal

berechnen̈uber die Intervallschachtelung ([an, bn] + [pn, qn])n∈N, aber
auchüber ([cn, dn] + [rn, sn])n∈N

. Unsere Definition der Addition ist
nur sinnvoll, wenn beide Intervallschachtelungen dieselbe reelle Zahl
definieren.

Um dies nachzuweisen, m̈ussen wir zeigen, daß die Differenzen der
unteren wie auch der oberen Intervallgrenzen Nullfolgen sind, daß also

(

(an + pn) − (cn + rn)
)

n∈N
und

(

(bn + qn) − (dn + sn)
)

n∈N

Nullfolgen sind. Das ist aber einfach:

(an + pn) − (cn + rn) = (an − cn) + (pn − rn) und

(bn + qn) − (dn + sn) = (bn − dn) + (qn − sn) .

Da ([an, bn])n∈N
und ([cn, dn])n∈N

dieselbe reelle Zahl darstellen, sind
die Folgen (an − cn)n∈N und (bd − dn)n∈N Nullfolgen, entsprechend
auch (pn−rn)n∈N

und (qn−sn)n∈N
. Somit folgt die Behauptung einfach

aus dem obigen Lemma, wonach die Summe zweier Nullfolgen wieder
eine Nullfolge ist.Ähnlich zeigt man auch entsprechende Ergebnisse
für die anderen Grundrechenarten.

Damit haben wir den K̈orperQ der rationalen Zahlen erweitert zu einer
MengeR, auf der wir ebenfalls alle Rechenoperationen durchführen
können. Nun stellt sich natürlich die Frage, ob auchR ein Körper ist.
Dies ist in der Tat der Fall:

Satz: Die reellen Zahlen mit den oben definierten Rechenoperationen
bilden einen K̈orper.
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Beim Beweismöchte ich mich auf eine kurze Darstellung der wesentli-
chen Punkte beschränken. Bei den Assoziativ- und Kommutativgesetzen
sowie dem Distributivgesetz gibt es keine Probleme, denn die gelten so-
gar schon f̈ur das Rechnen mit Intervallen: Beispielsweise ist

[an, bn] + [cn, dn] = [an + cn, bn + dn]

= [cn + an, dn + bn] = [cn, dn] + [an, bn] ,

wir können die Aussage also zurückführen auf das entsprechende Gesetz
für rationale Zahlen. Genauso sieht es aus mit der Existenz von Null-
und Einselement: Wenn wir diese definieren durch Intervallschachte-
lungen, bei denen sämtliche Intervalle gleich [0, 0] beziehungsweise
[1, 1] sind, haben wir auch hier entsprechende Aussagen schon für
Intervalle. Bei der Existenz von Inversen geht das allerdings nicht:
Ist etwa die reelle Zahlx gegeben durch die Intervallschachtelung
([an, bn])n∈N, so k̈onnen wir−x definieren durch die Intervallschach-
telung ([−bn, −an])n∈N

. Die Summe

[an, bn] + [−bn, −an] = [an − bn, bn − an]

ist aber nur dann das Intervall [0, 0], wenn an = bn ist. Trotzdem
definiert die Intervallschachtelung ([an − bn, bn − an])n∈N die Null,
denn nach Definition einer Intervallschachtelung ist ja (bn − an)n∈N

eine Nullfolge, und daraus folgt sofort, daß auch (an − bn)n∈N eine ist.
Mit nur geringf̈ugig gr̈oßerem Aufwand beweist man auch die Existenz
von multiplikativen Inversen.

Was uns jetzt noch fehlt, ist die Ordnungsrelation: Wir wollen R zu
einem angeordneten Körper machen. Auch das geht leicht mit Hilfe von
Intervallschachtelungen:

Definition: Die reellen Zahlenx undy seien gegeben durch die Inter-
vallschachtelungen ([an, bn])n∈N

und ([cn, dn])n∈N
. Dann istx < y

genau dann, wenn es einen Indexn gibt, für denbn < cn ist.

[ ] [ ]

an bn
cn dn

Natürlich gilt diese Relation dann auch für alle aufn folgenden Indizes,
denn das (n + 1)-te Intervall liegt ja vollsẗandig imn-ten.
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Satz: Mit dieser Ordnungsrelation istR ein angeordneter K̈orper.

Beweis:Wir müssen als erstes zeigen, daß für zwei beliebige reelle
Zahlenx, y stets genau eine der drei Relationenx < y, x = y oder
y < x gilt:

x undy seien gegeben durch die Intervallschachtelungen ([an, bn])n∈N

und ([cn, dn])n∈N. Falls f̈ur irgendeinn gilt bn < cn, ist x < y, falls
dn < an ist y < x. Beides gleichzeitig kann nicht gelten, denn wenn
eine dieser Relationen für ein n gilt, gilt sie auch f̈ur alle folgenden;
gäbe es also für jede der beiden Relationen einen Index, so gäbe es auch
ein n, für das beides gilt, d.h.dn < an ≤ bn < cn ≤ dn. Damit wäre
die rationale Zahldn echt kleiner als sie selbst, was natürlich absurd ist.

Falls es keinn gibt, für das eine der beiden Relationen erfüllt ist, gelten
für allen die beiden Ungleichungenbn ≥ cn unddn ≥ an. Wir müssen
zeigen, daß dannx = y ist. Dazu bilden wir die Differenzx − y; sie ist
gegeben durch die Intervallschachtelung

([an, bn] − [cn, dn])n∈N
= ([an − dn, bn − cn])n∈N

.

Nach unserer Annahme istbn − cn ≥ 0 für alle n und an − dn ≤ 0
für alle n, die linke Intervallgrenze ist also stets kleiner oder gleich
Null, die rechte gr̈oßer oder gleich Null. Wie wir oben gesehen haben,
ist das nur m̈oglich, wenn sich die Intervallschachtelung auf die Null
zusammenzieht, d.h.x − y = 0 undx = y.

Zur Transitiviẗat haben wir drei Elementex, y, z, gegeben durch Inter-
vallschachtelungen ([an, bn])n∈N, ([cn, dn])n∈N und ([en, fn])n∈N.
Wir müssen zeigen: Istx < y undy < z, so ist auchx < z.

Dax < y, gibt es einn, so daßbn < cn ist; entsprechend gibt es wegen
y < z ein m, so daßdm < em ist. Wenn eine solche Ungleichung für
einen Index gilt, gilt sie auch für alle folgenden; f̈ur jede Zahlk größer
oder gleich dem Maximum vonn undm ist also sowohlbk < ck also
auchdk < ek. Dann ist aber auchbk < ck ≤ dk < ek, alsobk < ek.
Das wiederum bedeutet, daßx < z ist.

Als nächstes muß gezeigt werden: Istx < y, so gilt auch f̈ur jedesz ∈ R

die Ungleichungx + z < y + z.

x, y und z seien wieder gegeben durch die Intervallschachtelungen
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([an, bn])n∈N, ([cn, dn])n∈N und ([en, fn])n∈N. Wegenx < y gibt
es einn0 ∈ N, so daßbn < cn ist für allen ≥ n0.

Die Intervallschachtelungen zux + z undy + z sind

([an + en, bn + fn])n∈N
und ([cn + en, dn + fn])n∈N

.

Für n ≥ n0 ist bn + fn < cn + fn; wir brauchen aber einn, für das
bn+fn < cn+en ist. Falls es kein solchesn gäbe, ẅarebn+fn ≥ cn+en

für allen ∈ N, alsocn − bn ≤ fn − en für allen ∈ N.

Die Folge derfn − en ist aber nach Definition einer Intervallschachte-
lung eine Nullfolge; f̈ur jedesε > 0 gäbe es also eine Zahln, für die
insbesonderefn − en < ε wäre. F̈ur jedesn ≥ n0 ist abercn ≥ cn0

und
bn ≤ bn0

, alsocn − bn ≥ cn0
− bn0

, wir hätten also die Ungleichung

cn0
− bn0

≤ cn − bn ≤ fn − en < ε .

Da bn0
< cn0

ist, steht links eine feste positive Zahl, zu der wir leicht
ein ε > 0 finden k̈onnen, f̈ur das diese Ungleichung nicht gilt, z.B.
ε = 1

2(cn0
− bn0

). Somit ist unsere Annahme falsch; es gibt also einn,
für dasbn + fn < cn + en ist, d.h.x + z < y + z.

Ähnlich folgt auch das noch fehlende Axiom, wonach Ungleichungen
mit positiven Zahlen multipliziert werden können.

Zum Schluß wollen wir uns nocḧuberlegen, daß auchR ein archime-
discher K̈orper ist: Istx eine reelle Zahl, so betrachten wir irgendeines
der Intervalle [an, bn] aus einer der Intervallschachtelungen, diex defi-
nieren. Offensichtlich istx ≤ bn, und dabn eine rationale Zahl ist, gibt
es eine naẗurliche Zahlm, so daßbn < m ist. Somit ist auchx < m.

Damit können wir in den reellen Zahlen so rechnen, wie wir es gewohnt
sind und k̈onnen alle Rechenregeln, die in angeordneten Körpern gelten,
anwenden, ohne uns um Intervallschachtelungen kümmern zu m̈ussen.

Wir brauchen Intervallschachtelungen allerdings immer noch von Zeit
zu Zeit, wenn wir die Existenz von reelen Zahlen mit vorgegebenen
Eigenschaften beweisen wollen. Beispielsweise wissen wir, daß es inR
zu jeder positiven rationalen Zahla > 0 genau eine positive reelle Zahl
x > 0 gibt mitx2 = a; wir wissen aber noch nicht, daß es auch zu jeder
positivenreellenZahla ein solchesx gibt.
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Da R ein archimedischer angeordneter Körper ist, liefert uns das Ver-
fahren von HERON auf jeden Fall zu jeder reellen Zahla > 0 eine
Intervallschachtelung ([an, bn])n∈N, in der die Intervallgrenzenan, bn

nun aber im allgemeinen keine rationalen Zahlen mehr sind. Wir wollen
unsüberlegen, daß auch solche Intervallschachtelungen immerauf reelle
Zahlen f̈uhren: Die reelle Zahlan können wir definieren̈uber eine Inter-
vallschachtelung ([pnm, qnm])m∈N mit pnm, qnm ∈ Q, und bn ent-
sprechend durch ([rnm, snm])n∈N

mit rnm, snm ∈ Q. Symbole wie
pnm, qnm, rnm, snm sollen dabei bedeuten, daß wirzwei Indizes n
und m haben;nm ist also kein Produkt. Wenn wir dies hervorheben
wollen oder wenn Verwechselungsgefahr besteht schreiben wir auch
pn,m, aberüblicherweise verzichtet man auch das Komma, wenn es
nicht unbedingt notwendig ist. Wenn wirklich ein Produkt gemeint ist,
kann dies durch Klammern verdeutlicht werden:x(nm) ist dasjenigexi

mit i = nm.

Da an ≤ an+1 undbn ≥ bn+1 für allen ∈ N, können wir diepnm usw.
so ẅahlen, daß

pnm ≤ pn+1,m, qnm ≥ qn+1,m, rnm ≤ rn+1,m und snm ≥ sn+1,m

für allen,m ∈ N. Dann ist f̈ur jedesn ∈ N

pnn ≤ an ≤ bn ≤ snn

und

pnn ≤ pn+1,n ≤ pn+1,n+1 ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ sn+1,n ≤ snn ;

das Intervall [pnn, snn] entḧalt also sowohl das Intervall [an, bn] als
auch das Intervall [pn+1,n+1, sn+1,n+1]. Außerdem istsnn − pnn gleich

(snn − rnn) + (rnn − bn) + (bn − an) + (an − qnn) + (qnn − pnn) .

Wir wollen unsüberlegen, daß die Folge dersnn − pnn hier als Summe
von fünf Nullfolgen dargestellt ist und damit selbst eine Nullfolge ist. Bei
denbn − an ist das klar, weil ([an, bn])n∈N eine Intervallschachtelung
ist. Genauso ist f̈ur jedesn ∈ N die Folge dersnm−rnm eine Nullfolge,
es gibt also f̈ur jedesε > 0 ein N ∈ N, so daß f̈ur alle m ≥ N gilt:
snm−rnm < ε. Wir wählen so einm, das auch gr̈oßer alsn ist; dann ist
nach Voraussetzungsmm ≤ snm undrmm ≥ rnm undsmm−rnn ≥ 0;
somit istsmm − rmm ≤ ε für alle m ≥ N , d.h. auch die Folge der
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snn − rnn ist eine Nullfolge. Genauso folgt, daß auch dieqnn − pnn

eine Nullfolge bilden.

Um zu sehen, daß auch die Folge derrnn − bn eine Nullfolge ist,
beachten wir, daßbn im Intervall [rnn, snn] liegt. Damit ist insbesondere
0 ≤ bn − rnn ≤ rnn − snn ist. Da (rnn − snn)n∈N

eine Nullfolge ist,
gilt dasselbe daher auch für die Folge (bn − rnn)n∈N. Genauso folgt,
daß auch diean − qnn eine Nullfolge bilden.

Somit haben wir eine Intervallschachtelung rationaler Zahlen konstruiert
derenn-tes Intervall dasn-te Intervall der reellen Intervallschachtelung
([an, bn])n∈N

entḧalt; diese rationale Intervallschachtelung definiert
eine reelle Zahlx. Wir wollen unsüberlegen, daß dieses Elementx
in jedem der Intervalle [an, bn] liegt.

Fallsx /∈ [an, bn] ist entwederx < an oderx > bn. Im Fallex < an

gäbe es ein Intervall [pmm, smm] derart, daßsmm < an wäre. Ande-
rerseits ist aberan ≤ am, so daßsmm < am wäre, obwohl [am, bm] im
Intervall [pmm, smm] liegt, ein Widerspruch. Entsprechend gäbe es im
Fallex > bn ein Intervall [pmm, smm], so daßsmm > bn ≥ bm wäre,
was aus dem gleichen Grund nicht geht. Daher liegtx in allen Intervallen
[an, bn], und da die L̈ange dieser Intervalle gegen Null geht, enthält der
Durchschnitt aller dieser Intervalle genau die eine reelleZahlx.

Somit definiert auch jede Intervallschachtelung mit reellen Intervallen
eine reelle Zahl; insbesondere haben wir nach HERON Quadratwurzeln
beliebiger positiver reeller Zahlen. Wir bezeichnen natürlich die positive
Lösung der Gleichungx2 = a wie gewohnt mit

√
a. Mit dieser Zahl

können wir nun unter Ausnutzung aller Körperaxiome rechnen.

Als erstes Beispiel dafür wollen wir das Quadrat vonx =
√

3 +
√

5 aus-
rechnen: DaR ein Körper ist, gelten insbesondere auch die binomischen
Formeln, also ist

(
√

3 +
√

5)2 = 3 + 2
√

3
√

5 + 5 = 8 + 2
√

3
√

5 .

Das wollen wir naẗurlich weiter vereinfachen zu 8 + 2
√

15, und das ist
auch in der Tat m̈oglich, denn es gilt

Lemma: Für zwei positive reelle Zahlena, b ist
√

ab =
√

a
√

b.
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Beweis:Nach dem Kommutativ- und Assoziativgesetz der Multiplikati-
on ist

(√
a
√

b
)2

=
√

a
√

b
√

a
√

b =
√

a
√

a
√

b
√

b = ab .

√
a
√

b ist also eine L̈osung der Gleichungx2 = ab. Da
√

a und
√

b
positiv sind, ist es eine positive Lösung, und die einzige positive Lösung
vonx2 = ab ist x =

√
ab.

Auch komplizierte Ausdr̈ucke k̈onnen wir berechnen, z.B.

√
3 + 1√
3− 1

.

Hier ist das Hauptproblem zunächst einmal der Nenner, und den können
wir in Ausdrücken wie diesem vereinfachenüber die dritte binomische
Formel: (

√
3 + 1)(

√
3− 1) = 3− 1 = 2. Wenn wir den Bruch mit

√
3 + 1

erweitern, erhalten wir also
√

3 + 1√
3− 1

=
(
√

3 + 1)2

(
√

3− 1)(
√

3 + 1)
=

3 + 2
√

3 + 1
3− 1

=
4 + 2

√
3

2
= 2 +

√
3 ,

was sicherlich ein sehr viel angenehmerer Ausdruck ist.

§5: Komplexe Zahlen
Für eine negative reelle Zahla ∈ R kann es definitiv keinx ∈ R geben
mit x2 = a, denn wir wissen schließlich, daß in einem angeordneten
Körper alle Quadrate größer oder gleich Null sind. Wenn wir auch solche
Gleichungen l̈osen wollen, ist also eine weitere Zahlbereichserweiterung
fällig.

Wir brauchen im wesentlichen nur eine einzige neue Zahl: Dieimaginäre
Einheit i, deren Quadrat gleich minus eins sein soll. Wenn wir die
gewohnten Rechenregeln beibehalten können, l̈aßt sich dann auch für
jede negative reelle Zahl−a (mit a > 0) eine L̈osung der Gleichung

x2 = −a finden, denn
(

i
√

a
)2

=
(

i
√

a
)

·
(

i
√

a
)

= i2 ·
(√

a
)2

= −a .

Wir suchen somit nach einem Körper, der einerseits die reellen Zahlen
entḧalt, andererseits aber auch ein neues Elementi, die imagin̈are Ein-
heit, für die i2 = −1 ist. Da man in einem K̈orper beliebig addieren
und multiplizieren kann, muß dieser Körper f̈ur je zwei reelle Zahlen
a, b ∈ R auch das Elementa + bi enthalten. Wir wollen sehen, daß
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wir mit (zunächst noch formalen) Summen dieser Art auch tatsächlich
auskommen:

Definition: a) Die Menge der komplexen Zahlen ist

C =
{

a + bi
∣

∣ a, b ∈ R
}

.

b) Für c = a + ib ∈ C bezeichen wira als denRealteilvon c undb als
den Imagin̈arteil vonc; in Formeln:a = Re c undb = Im c.

Eine komplexe Zahl ist somit gegeben durchzweireelle Zahlena undb,
den Realteila und den Imagin̈arteilb. Eine Zahl der Forma + 0i identi-
fizieren wir mit der reellen Zahla; Zahlen der Form 0 +bi oder kurzbi
bezeichnen wir als (rein) imaginär, weil sie nach Auffassung der Ma-
thematiker des 18. Jahrhunderts

”
imagin̈ar“, d.h. nur in der Vorstellung

vorhanden waren. Der NamekomplexeZahl schließlich kommt daher,
daß eine solche Zahl aus einer reellen und einer imaginären Zahl zu-
sammengesetzt ist.

Genau wie man die reellen Zahlen oft durch eine
Gerade veranschaulicht, kann man also die Men-
ge der komplexen Zahlen veranschaulichen durch
eine Ebene, deren Punkt (a, b) bez̈uglich eines vor-
gegebenen kartesischen Koordinatensystems die
komplexe Zahla+ib darstellen soll. Man redet hier
von der GAUSSschen Zahlenebene, deren Idee auf
einer Briefmarke zum 200. Geburtstag von GAUSS

veranschaulicht ist.
CARL FRIEDRICH GAUSS (1777–1855) leistete wesent-
liche Beitr̈age zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differentialge-
ometrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und
Statistik, zur Astronomie und Geophysikusw.Als Di-
rektor der G̈ottinger Sternwarte baute er zusammen mit
dem Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete
die erste Vermessung und Kartierung des Königreichs
Hannover und zeitweise auch den Witwenfond der Uni-
versiẗat Göttingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung
nutzte er f̈ur erfolgreiche Spekulationen mit Aktien.
Sätze und Verfahren von GAUSS sind noch heute all-
gegenẅartig in der Mathematik, Physik und Statistik.
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Wenn wir die MengeC zu einem K̈orper machen wollen, m̈ussen wir
zun̈achst Rechenoperationen definieren. Durch die Körperaxiome und
die Tatsache, daßR ein Teilkörper vonC sein soll, ist dabei eigentlich
alles vorgegeben: Wenn ein Assoziativgesetz der Addition und ein Dis-
tributivgesetz gelten soll, muß

(a + bi) ± (c + di) = (a ± c) + (b ± d)i

sein, und Multiplizieren heißt einfach Ausmultiplizierennach dem
Distributiv- und Kommutativgesetz:

(a + bi)(c + di) = ac + a · di + bi · c + bd · i2 = (ac − bd) + (bc + ad)i .

Für die Division k̈onnen wir den gleichen Trick anwenden wie am Ende
des letzten Paragraphen bei der Division durch reelle Wurzelausdr̈ucke:
Nach der dritten binomischen Formel (oder der gerade hingeschriebenen
Definition des Produkts) ist

(c + di)(c − di) = c2 − d2 · i2 = c2 + d2 .

c2 +d2 ist für alle komplexen Zahlen mitc+di 6= 0 positiv, insbesondere
also ungleich Null; daher k̈onnen wir Br̈uche mit Nennerc + di 6= 0
berechnen als

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c − di)
(c + di)(c − di)

=
ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i .

Satz: Die MengeC mit den oben definierten Verknüpfungen ist ein
Körper.

Beweis:Eigentlich m̈ußten wir alle K̈orperaxiome einzeln̈uberpr̈ufen;
wie bei den reellen Zahlen ẅare das recht langweilig und uninstruktiv.
Um nicht gar zuviel Papier zu produzieren, möchte ich mich daher im
Sinne des Umweltschutzes auf die interessantesten beschränken.

Völlig uninteressant sind die Axiome, die sich mit der Addition in C

befassen: Da die Addition komponentenweise für Realteil und Imagi-
närteil definiert ist, folgen alle Axiome sofort aus den entsprechenden
Axiomen fürR. Das Neutralelement bezüglich der Addition ist naẗurlich
0 + 0i, und−(a + bi) = (−a) + (−b)i ist das Negative vona + ib.

Die Forderungen an die Multiplikation sind weniger offensichtlich.
Unmittelbar einsichtig ist das Kommutativgesetz; das Assoziativgesetz
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dagegen ist eine eher unangenehme sture Nachrechnerei:
(

(a + bi)(c + di)
)

(e + fi) =
(

(ac − bd) + (ad + bc)i
)

(e + fi)

=
(

(ac − bd)e − (ad + bc)f
)

+
(

(ac − bd)f + (ad + bc)e
)

i

= (ace − bde − adf − bcf ) + (acf − bdf + ade + bce)i

und

(a + bi)
(

(c + di)(e + fi)
)

= (a + bi)
(

ce − df ) + (cf + de)i
)

=
(

a(ce − df ) − b(cf + de)
)

+
(

a(cf + de) + b(ce − df )
)

i

= (ace − adf − bcf − bde) + (acf + ade + bce − bdf )i

Die Kommutativiẗat der Addition inR zeigt, daß beide Ausdrücke
denselben Realteil und denselben Imaginärteil haben, also gleich sind.

Neutralelement bez̈uglich der Multiplikation kann, wenn alles Sinn
haben soll, nur 1 + 0i sein, und in der Tat rechnet man ohne Schwierig-
keiten nach, daß jedes Elementa + bi sowohl bei Links- wie auch bei
Rechtsmultiplikation hiermit sich selbst liefert.

Bleibt die Existenz eines multiplikativen Inversen; so wiewir oben die
Division komplexer Zahlen definiert haben, ist schnell klar, daß 1/(a+bi)
invers zua + bi ist:

1
a + bi

· (a + bi) =

(

a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

)

· (a + bi)

=
a2 + b2

a2 + b2
+

ab − ba

a2 + b2
i = 1 .

Das noch verbleibende Distributivgesetz sind wieder Rechnerei bis zum
Abwinken, mit der ein interessierter Leser keinerlei Schwierigkeit haben
sollte.

Damit haben wir unser Ziel erreicht, einen Körper zu finden, der die
reellen Zahlen entḧalt und zus̈atzlich auch noch Quadratwurzeln aller
reeller Zahlen unabḧangig von deren Vorzeichen.

Wie sieht es aus mit QuadratwurzelnkomplexerZahlen? Hat die Glei-
chungz2 = c für jede komplexe Zahlc eine L̈osung?

Wir schreibenc = a+bi und machen einen Ansatzz = x+yi, wobei nun
a, b bekannte undx, y gesuchtereelleZahlen sind. Die Gleichungz2 = c
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oder (x + yi)2 = a + bi wird ausmultipliziert zu den beiden Gleichungen
x2 − y2 = a und 2xy = b für Real- und Imagin̈arteil. Daher ist

(x − yi)2 = (x2 − y2) − 2xy i = a − bi , also

(x + iy)2(x − iy)2 = (a + ib)(a − ib) = a2 + b2 .

Nun ist aber (x+iy)(x−iy) = x2+y2 ≥ 0, also ist (x2+y2)2 = a2+b2 und
x2 + y2 =

√
a2 + b2. Zusammen mit der obigen Gleichungx2 − y2 = a

haben wir somit das Gleichungssystem

x2 + y2 =
√

a2 + b2 und x2 − y2 = a .

Addition bzw.Subtraktion dieser beiden Gleichungen führt auf

2x2 =
√

a2 + b2 + a und 2y2 =
√

a2 + b2 − a ,

also ist

x = ±
√

2
2

√√
a2 + b2 + a und y = ±

√
2

2

√√
a2 + b2 − a ,

wobei die beiden Vorzeichen so gewählt werden m̈ussen, dasxy dasselbe
Vorzeichen wieb hat, denn schließlich ist 2xy = b.

Nachdem wir Quadratwurzeln aus komplexen Zahlen ziehen können,
ist klar, daß wir mit der̈ublichen Methode der quadratischen Ergänzung
oder nach der̈ublichen Formel auch quadratische Gleichungen mit kom-
plexen Koeffizienten l̈osen k̈onnen.

Gelegentlich k̈onnen wir sogar kompliziertere Gleichungen aufähnliche
Weise l̈osen: Wenn wir beispielsweise allez ∈ C suchen, f̈ur diez3 = 1
ist, schreiben wir wiederz = x + iy und berechnen

z3 = (x+iy)3 = x3+3x2·iy+3x·(iy)2+(iy)3 = x3−3xy2+(3x2y−y3)i .

Dieser Ausdruck ist genau dann gleich eins, wenn

x3 − 3xy2 = 1 und 3x2y − y3 = y(3x2 − y2) = 0

ist, und die zweite Gleichung ist genau dann erfüllt, wenny = 0 oder
y2 = 3x2 ist.

y = 0 in die erste Gleichung eingesetzt führt aufx3 = 1, also (dax eine
reelle Zahl ist)x = 1. Die Wurzelx + iy = 1 ist in diesem Fall also
einfach die wohlbekannte reelle Kubikwurzel.
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Setzen wiry2 = 3x3 in die erste Gleichung ein, erhalten wir die Glei-
chung−8x3 = 1 mit der L̈osungx = − 1

2. Wegeny2 = 3x2 gibt es f̈ur y

die beiden M̈oglichkeiten± 1
2

√
3, die dritten Wurzeln der Eins sind also

1, ρ = −1
2

+
1
2

√
3 i und ρ̄ = −1

2
− 1

2

√
3 i .

Damit ist klar, daßjedevon Null verschiedene reelle Zahla drei Kubik-
wurzeln hat: Die reelle Wurzel3

√
a sowie die beiden komplexen Wurzeln

ρ 3
√

a undρ̄ 3
√

a.

Für die Lösungen der Gleichungz4 = 1 müssen wir nicht so lange
rechnen: Wennz4 = 1 ist, mußz2 = ±1 sein.z2 = 1 hat die beiden
reellen L̈osungenz = 1 undz = −1; die Lösungen vonz2 = −1 sind
z = i undz = −i.

Auch die L̈osungen vonz4 = −1 lassen sich leicht berechnen: Aus
z4 = −1 folgt z2 = ±i, und die obigen Formeln für die Quadratwurzeln
einer komplexen Zahl zeigen, daß dann

z =

√
2

2

(

±1± i
)

sein muß, wobei alle vier Vorzeichenkombinationen möglich sind.

Damit können wir also eine ganze Reihe von Gleichungen lösen, f̈ur die
es im Reellen keine L̈osung gibt; tats̈achlich gilt sogar der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom

f (x) = xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · · + a2x
2 + a1x + a0

mit komplexen Koeffizientenai vom Gradn ≥ 1 hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Der Beweis dieses Satzes ist mit den Mitteln einer VorlesungAnaly-
sis I nicht möglich: Wir wissen zwar bereits, daß er für quadratische
Gleichungen gilt, und im Falle reeller Koeffizienten zeigt eine Kur-
vendiskussion, daß es für Gleichungen ungeraden Grades mindestens
eine Nullstelle geben muß. Für beliebige Polynome gibt es aber leider
keine so einfachen Argumente.

Mit Methoden aus der Algebra zeigte GAUSS 1815, daß eine geschick-
te Kombination der beiden gerade betrachteten Spezialfälle zu einem
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Beweis des allgemeinen Satzes führt; die dazu ben̈otigte Algebra steht
aber erst gegen Ende einerAlgebra I-Vorlesung zur Verf̈ugung. Meist
wird der Satz auch dort nicht bewiesen, denn es gibt inzwischen einen
einfacheren Beweis mit Mitteln derFunktionentheorie,d.h. der Analysis
komplexer Ver̈anderlicher. Eine dritter Beweis schließlich arbeitet mit
Methoden der algebraischen Topologie; auch hier folgt der Satz ziemlich
schnell aus Standardsätzen dieses Gebiets.

Wenn wir den Fundamentalsatz der Algebra glauben, können wir ihn
aber leicht verscḧarfen:

Satz: Zu jedem Polynom

f (x) = xn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · · + a2x
2 + a1x + a0

mit komplexen Koeffizientenai gibt esn (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) komplexe Zahlenc1, . . . , cn, so daß

f (x) = (x − c1)(x − c2) · · · (x − cn)

ist. Insbesondere istf (x) genau dann gleich Null, wennx eine dieser
Zahlenci ist.

Beweisdurch vollsẗandige Induktion: F̈ur n = 1 ist f (x) = x + a0,
also k̈onnen wir einfachc1 = −a0 setzen, und der Induktionsanfang ist
bewiesen.

Für den Induktionsschritt nehmen wir an, der Satz sei für einen festen
Gradn bewiesen, und betrachten ein Polynom

g(x) = xn+1 + bnxn + bn−1x
n−1 + · · · + b2x

2 + b1x + b0

mit komplexen Koeffizientenbi. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
gibt es mindestens eine komplexe Nullstelle. Wir wählen eine dieser
Nullstellen aus, nennen siecn+1 und dividieren das Polynomg(x) mit
Rest durch das Polynom (x − cn+1):

g(x) : (x − cn+1) = f (x) Restr(x) .

Da wir durch ein lineares Polynom dividiert haben, ist der Rest ein
konstantes Polynom, hängt also nicht vonx ab, und wir k̈onnen auch
einfachr(x) = r schreiben mit einer komplexen Zahlr. Somit ist

g(x) = (x − cn+1)f (x) + r .



Kap. 1: Zahlen 

Setzen wir hierx = cn+1, wird die Gleichung zu 0 = 0 +r, d.h.r = 0
undg(x) = (x − cn+1)f (x).

Da g(x) ein Polynom vom Gradn + 1 war, mußf (x) Gradn haben,
und wie Ausmultiplizieren zeigt, kann der Koeffizient vonxn nur eins
sein. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher komplexeZahlen
c1, . . . , cn, so daßf (x) = (x − c1) · · · (x − cn) ist. Somit ist

g(x) = (x − cn+1)f (x) = (x − c1) · · · (x − cn)(x − cn+1) ,

wie behauptet.

Damit haben wir einen K̈orper gefunden, in dem wir nicht nur alle
Grundrechenarten (außer Division durch Null) ausführen k̈onnen, son-
dern in dem wir sogar beliebige Polynomgleichungen lösen k̈onnen.
Trotzdem werden wir uns im Rest der Vorlesung fast immer auf die
reellen Zahlen beschränken.

Der Grund ist einfach: Bei unseren bisherigen Zahlbereichserweiterun-
gen ist es uns immer gelungen, alle wesentlichen Eigenschaften des
kleineren Bereichs auf den größeren züubertragen. Beim̈Ubergang von
den reellen zu den komplexen Zahlen konnten wir aber nur die Körper-
axiomeübertragen, nicht mehr die eines angeordneten Körpers:

WäreC bez̈uglich irgendeiner Ordnungsrelation ein angeordneter Kör-
per, so ẅare i2 = −1 > 0, da in einem angeordneten Körper jedes
Quadrat eines von Null verschiedenen Elements positiv ist.Somit ẅare
0 = (−1) + 1 = i2 + 12 > 0, was absurd ist. Es gibt also keine mit den
Rechenoperationen verträgliche Ordnungsrelation auf den komplexen
Zahlen, so daß viele Methoden der (reellen) Analysis nicht auf kom-
plexe Zahlen anwendbar sind. Trotzdem gibt es natürlich Beziehungen
zwischen der reellen und der komplexen Analysis; an einigenwenigen
Stellen werden die uns auch in dieser Vorlesung das Leben erleichtern.

Eine einzige Konstruktion für angeordnete K̈orper k̈onnen wir auch auf
komplexe Zahlen̈ubertragen: den Betrag. Wir können den Betrag einer
komplexen Zahlc naẗurlich nicht definieren alsc fürc ≥ 0 und−c sonst,
aber wir k̈onnen definieren

Definition: a) Der Betrag|c| der komplexen Zahla + bi ist

|c| =
√

a2 + b2 =
√

(a + bi)(a − bi) .
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b) c = a − bi heißt die zuc konjugiert komplexeZahl.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist also einereelle Zahl, denn unter
der Wurzel steht ja eine Summe zweier Quadrate reeller Zahlen. Er ist
stets gr̈oßer oder gleich Null und verschwindet wie im Reellen genau
dann, wenn bereitsc = 0 ist, denna2 + b2 kann f̈ur reelle Zahlena, b nur
verschwinden f̈ur a = b = 0.

Im nächsten Kapitel werden wir eine anschauliche, geometrische Inter-
pretation des Betrags einer komplexen Zahl kennenlernen.

§6: Die Mächtigkeit einer Menge
Wir haben im bisherigen Verlauf der Vorlesung unseren Zahlbereich
immer mehr erweitert, von den natürlichen zu den ganzen Zahlen, von
den ganzen zu den rationalen und den reellen, und schließlich im letz-
ten Paragraphen noch zu den komplexen Zahlen. Natürlich ist in der
Inklusionskette

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

jede Menge eine echte Teilmenge der folgenden. Wenn wir es mit end-
lichen Mengen zu tun ḧatten, ẅare somit klar, daß die Elementanzahl
von Z größer ẅare als die vonN, aber kleiner als die vonQ, und so
weiter.

Um zu sehen, warum wir bei unendlichen Mengen nicht so einfach
argumentieren k̈onnen, wollen wir die MengeG der geraden natürlichen
Zahlen vergleichen mit der MengeN aller naẗurlichen Zahlen. Naẗurlich
istG eine echte Teilmenge vonN; es gibt schließlich auch noch ungerade
Zahlen. Da auf jede ungerade Zahl eine gerade folgt und umgekehrt, liegt
die Aussage nahe, daß es genauso viele gerade wie ungerade Zahlen gibt
und daßN somit doppelt so viele Elemente enthält wieG.

Nun sindG undN aber unendliche Mengen; was ist das Doppelte von
unendlich?

Wie problematisch die Situation wirklich ist, sehen wir daran, daß wir
jede gerade Zahlg ∈ G schreiben k̈onnen alsg = 2n mit n ∈ N; bei
dieser Sicht der Dinge sollte es also genauso viele gerade wie naẗurliche
Zahlen geben, eben unendlich viele. Können wir dann nur unterscheiden
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zwischen endlichen und unendlichen Mengen und müssen sagen, daß
alle unendlichen Mengen gleich viele Elemente enthalten?

CANTOR fand einen Weg, um auch zwischen unendlichen Mengen noch
weiter zu differenzieren:

Definition: a) Eine Abbildungf : M → N zwischen zwei Mengen
M,N ist eine Vorschrift, die jedem Elementm ∈ M ein eindeutig be-
stimmtes Elementf (m) ∈ N zuordnet.
b) Eine Abbildungf : M → N heißt injektiv, wenn verschiedene Ele-
mente vonM auf verschiedene Elemente vonN abgebildet werden,
wenn alsof (m) = f (n) nur dann gilt, wenn auchm = n ist.
c) f heißtsurjektiv,wenn es zu jedemn ∈ N ein Urbilad m ∈ M gibt,
d.h. ein Element mitf (m) = n.
d) f heißtbijektiv,wennf sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
e) Zwei MengenM,N heißengleichm̈achtig, wenn es eine bijektive
Abbildungf : M → N gibt.
f) Eine MengeM heißtabz̈ahlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f : T → M einer TeilmengeT ⊆ N auf M gibt; andernfalls heißt sie
überabz̈ahlbar.

In diesem Sinne ist beispielsweise die Abbildungf : N → Z, die jede
naẗurliche Zahl auf sich selbst abbildet, injektiv, aber nichtsurjektiv, da
die Null und die negativen Zahlen keine Urbilder haben. Dagegen ist die
Abbildung

f :







Z → N0

z 7→ |z| =
{

z falls z ≥ 0
−z falls z < 0

surjektiv, aber nicht injektiv, da beispielsweise die Einssowohl +1 als
auch−1 als Urbild hat. Beispiele von abzählbaren Mengen sind zunächst
die endlichen Mengen, denn natürlich können wir zu einer MengeM
mit n Elementen eine bijektive Abbildung

{1, 2, 3, . . . , n} → M

finden, die die Elemente vonM zählt. Beispiel einer unendlichen
abz̈ahlbaren Menge sind etwa die geraden Zahlen; wir können sie
abz̈ahlen durch die Abbildungf : N → G mit f (n) = 2n. Somit sind
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also die MengenN und G gleichm̈achtig, obwohlG eine echte Teil-
menge vonN ist. Das erscheint auf den ersten Blick seltsam, vor allem
wenn wir daran denken, daß wir durch eine entsprechende Abbildung
mit f (n) = 2n − 1 auch zeigen k̈onnen, daß die ungeraden Zahlen gle-
ichmächtig zuN sind, so daß wirN darstellen k̈onnen als Vereinigung
zweier disjunkter echter Teilmengen, die beide gleichmächtig zuN sind.

Wir müssen uns daran gewöhnen, daß beim Umgang mit dem Unendli-
chen immer wieder Pḧanomene auftreten, die zumindest auf den ersten
Blick paradox erscheinen. Es ist eine charakteristische Eigenschaft un-
endlicher Mengen, daß sie echte Teilmengen haben, die gleichmächtig
zur Gesamtmenge sind.

Auch die MengeN0 ist abz̈ahlbar, zum Beispiel̈uber die Abbildung

f :

{

N → N0

n 7→ n − 1
,

und wir können sogar eine bijektive Abbildung vonN nachZ finden,
indem wir die ganzen Zahlen wie folgt anordnen

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . .

und der naẗurlichen Zahln dasn-te Element dieser Liste zuordnen. In
Formeln ausgedrückt haben wir dann die Abbildung

f :











N → Z

n 7→ f (n) =

{ n
2 falls n gerade
1−n

2 falls n ungerade

Somit ist auchZ abz̈ahlbar.

Betrachten wir als n̈achstes die rationalen Zahlen! Da zwei rationale
Zahlen beliebig nahe beieinander liegen können, f̈allt es schwer, sich
hier eine Abz̈ahlung vorzustellen. Wenn wir allerdings daran denken,
daß eine rationale Zahl gegeben ist durch ihren Zähler und ihren Nenner,
läßt sich doch leicht eine konstruieren. Sie geht auf CANTOR zurück und
wird heute als erstes CANTORsches Diagonalverfahren bezeichnen.

Er zeigt zun̈achst, daß die MengeQ+ aller positiver rationaler Zahlen
gleichm̈achtig ist zuN, indem er die positiven rationalen Zahlen in
einer zweidimensionalen Anordnung aufschreibt, wobei an der Position
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(i, j) der Bruchi/j steht. Dann geht er m̈aanderf̈ormig durch diese
Anordnung:

1
1 → 2

1
3
1 → 4

1
5
1 → 6

1 . . .
ւ ր ւ ր ւ

1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

6
2 . . .

↓ ր ւ ր ւ ր
1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

6
3 . . .

ւ ր ւ ր ւ
1
4

2
4

3
4

4
4

5
4

6
4 . . .

↓ ր ւ ր ւ ր
1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

6
5 . . .

ւ ր ւ ր ւ
1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

6
6 . . .

...
...

...
...

...
...

Dabei kommt naẗurlich jeder Bruch mehrfach vor: Beispielsweise ist
1
2 = 2

4 = 3
6 und so weiter. CANTOR streicht deshalb alle Brüche, die

schon einmal vorgekommen sind (in der obigen Abbildung sinddas
die rot eingezeichneten) und erhält so eine Folge, in der jede positive
rationale Zahl genau einmal vorkommt:

1
1
,

2
1
,

1
2
,

1
3
,

3
1
,

4
1
,

3
2
,

2
3
,

1
4
,

1
5
,

5
1
,

6
1
,

5
2
,

4
3
,

3
4
,

2
5
,

1
6
, . . .

Die Abbildung, die der natürlichen Zahln dasn-te Glied dieser Folge
zuordnet. ist offensichtlich eine Bijektiong von N auf die Menge aller
positiver rationaler Zahlen. Sie läßt sich zwar nicht durch eine kurzen
Formel ausdr̈ucken, aber f̈ur jede Zahln läßt sich eindeutig bestimmen,
auf welchen Bruch sie abgebildet wird.

Diese Bijektion l̈aßt sich, wenn man die negativen Brüche entsprechend
auflistet, fortsetzen zu einer BijektionZ → Q, die eine positive Zahlz
auf g(z) abbildet, die Null auf die Null, und eine negative Zahlz auf
−g(−z): Für negativesz ist −z positiv,g(−z) ein positiver Bruch und
−g(−z) dessen Negatives. Somit sindQ undZ gleichm̈achtig, also auch
Q undN.

Um zu sehen, daß nicht jede unendliche Menge gleichmächtig zuN ist,
betrachten wir die MengeP aller Teilmengen vonN. Wir wollen uns
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überlegen, daß es keine bijektive Abbildungf : N → P geben kann. Der
Beweis geht wieder auf CANTOR zurück; man spricht heute vom zweiten
CANTORschen Diagonalverfahren.

Da sich am Aufwand nichts̈andert, beweisen wir gleich allgemeiner:

Lemma: Ist P die Menge aller Teilmengen einer MengeM , so kann
es keine bijektive AbbildungM → P geben;M undP sind also nicht
gleichm̈achtig.

Zum Beweisbetrachten wir eine Abbildungf : M → P , z.B. die
Abbildung mit f (m) = {m} oder irgendeine andere. Für jedes Ele-
mentm ∈ M ist f (m) ein Element vonP , also eine Teilmenge vonM .
Wir können uns daher fragen, welche Elementem ∈ M in der Menge
f (m) liegen. Dazu betrachten wir die Menge

T =
{

m ∈ M
∣

∣ m /∈ f (m)
}

.

T ist auf jeden Fall eine Teilmenge vonM . Falls es ein Elementt ∈ M
gäbe mitf (t) = T , so k̈onntet nicht inT = f (t) liegen, dennT besteht ja
genau aus den Elementenm ∈ M , die nicht inf (m) liegen. Wenn aber
t nicht in f (t) liegt, dann liegtt nach Definition vonT = f (t) in dieser
Menge. Sowohl die Annahmet ∈ T als auch die Annahmet /∈ f (t)
führen also zu Widersprüchen. Somit kann es keint ∈ M geben mit
f (t) = T . Daher kannf nicht surjektiv und erst recht nicht bijektiv sein.

Wie sieht es aus mit den reellen Zahlen?

Da wir sie via Intervallschachtelung beliebig genau durch rationale
Zahlen approximieren k̈onnen, sollten wir nicht erwarten, daß es sehr
viel mehr reelle als rationale Zahlen gibt; wie CANTOR gezeigt hat, sind
aber die reellen Zahlennicht abz̈ahlbar. Zum Beweis geht er genau-
so vor wie bei der Menge aller Teilmengen vonN: Angenommen, die
reellen Zahlen ẅaren abz̈ahlbar, es g̈abe also eine bijektive Abbildung
f : N → R. Wir wollen durch eine Intervallschachtelung eine reelle
Zahlx konstruieren, die nicht im Bild vonf liegen kann und so zeigen,
daßf im Widerspruch zur Annahme doch nicht surjektiv ist.

Wir starten mit irgendeinem Intervall [a1, b1] mit rationalen Grenzen
a1, b1 ∈ Q, das die reelle Zahlf (1) nicht entḧalt. Darin k̈onnen wir ein
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Teilinterval [a2, b2] mit höchstens halber L̈ange finden, dasf (2) nicht
entḧalt: Fallsf (2) nicht gerade gleich der Intervallmitte12(a1 + b1) ist,
können wir einfach das Intervall halbieren und mindestens eines der
beiden Intervalle

[

a1,
a1 + b1

2

]

oder

[

a1 + b1

2
, b1

]

ausẅahlen, und f̈ur f (2) = 1
2(a1 +b1) können wir zum Beispiel das linke

Drittel
[

a1, a1 +
b1 − a1

3

]

nehmen. Entsprechend konstruieren wir rekursiv weitere Intervalle: In-
nerhalb eines jeden Intervalls [an, bn] wählen wir ein Teilintervall
[an+1, bn+1] von höchstens halber L̈ange, dasf (n + 1) nicht entḧalt.

Damit haben wir offensichtlich eine Intervallschachtelung: Die Bedin-
gung [an+1, bn+1] ⊆ [an, bn] ist nach Konstruktion erf̈ullt, und da die
Intervall̈ange f̈ur jedes neuen mindestens halbiert wird, ist auch klar,
daß (bn − an)n∈N eine Nullfolge ist. Somit definiert ([an, bn])n∈N eine
reelle Zahlx.

Nach unserer Annahme, es gäbe eine bijektive Abbildungf : N → R,
müßte es einn ∈ N geben mitx = f (n). Da unsere Intervalle so kon-
struiert sind, daßf (n) nicht im Intervall [an, bn] liegt, kann das aber
unmöglich der Fall sein: Schließlich liegt die durch eine Intervallschach-
telung definierte reelle Zahl injedemder Intervalle. Daher kann es keine
bijektive Abbildungf : N → R geben, die reellen Zahlen sind also im
Gegensatz zu den rationalen Zahlennicht abz̈ahlbar.

Somit kennen wir nun zweïuberahlbare Mengen, die Menge aller Teil-
mengen vonN und die Menge der reellen Zahlen. Da stellt sich natürlich
die Frage, ob diese beiden Mengen gleichmächtig sind. Es ist zwar etwas
umsẗandlich, aber nicht schwer, zu zeigen, daß dies in der Tat derFall
ist. Für diese Vorlesung ist das jedoch ohne größere Bedeutung, so daß
hier auf einen Beweis verzichtet sei.

Als nächstes k̈onnen wir mit CANTOR fragen, objede überabz̈ahlbare
Teilmenge vonR schon die gleiche M̈achtigkeit wieR hat, oder ob es
auch noch Zwischenstufen gibt.
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Nach unseren Erfahrungen mitN und den positiven geraden Zahlen
sollte ziemlich klar sein, daß beispielsweise die Intervalle [0, 1] und
[0, 2] gleichm̈achtig sind; die Abbildung

{

[0, 1] → [0, 2]

x 7→ 2x

ist offensichtlich bijektiv. Abgeschlossene Intervalle verschiedener (po-
sitiver) Länge sind also gleichm̈achtig. Da die Abbildung







{

x ∈ R
∣

∣ x ≥ 0
}

→ (0, 1]

x 7→ 1
1 +x2

offensichtlich auch bijektiv ist,̈andert sich auch durch eine unendliche
Länge nichts an der M̈achtigkeit, also spricht doch einiges dafür, daß
alle überabz̈ahlbaren Teilmengen vonR gleichm̈achtig mitR sind.

CANTOR stellte dies 1878 als eine Vermutung auf, die sogenannteKon-
tinuumshypothese.Er konnte sie aber nicht beweisen, und auch später
gelang es keinem Mathematiker, sie zu beweisen oder zu widerlegen.

1938 konnte KURT GÖDEL schließlich zeigen, daß sich die Kontinu-
umshypothese nicht widerlegen läßt, wenn man nur diëublichen Axi-
ome der Mengenlehre und der reellen Zahlen voraussetzt; es ist also
insbesondere nicht m̈oglich, ein explizites Gegenbeispiel zu konstru-
ieren. 1963 bewies dann allerdings PAUL COHEN, daß sie sich aus diesen
Axiomen auch nicht beweisen läßt: Die Kontinuuumshypothese ist we-
der wahr noch falsch, sondern unentscheidbar! Genauer ausgedr̈uckt:
Wenn die Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sind, dann bleiben
sie auch widerspruchsfrei, wenn wir die Kontinuumshypothese als neues
Axiom hinzufügen; sie bleiben aber auch dann widerspruchsfrei, wenn
wir das Gegenteil der Kontinuumshypothese dazu nehmen.

Wir haben somit die freie Auswahl, ob wir uns für eine Mathematik
mit oder ohne Kontinuumshypothese entscheiden wollen. Logiker un-
tersuchen beide Optionen, den meisten Mathematikern aber ist die Frage
schlicht gleichg̈ultig, da von den wirklich relevanten Sätzen der Analy-
sis keiner davon abhängt, ob man die Kontinuumshypothese voraussetzt
oder nicht.
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KURT GÖDEL (1906–1978) wurde im damaligen̈Oste-
reich-Ungarn in Br̈unn geboren; heute heißt der Ort
Brno und liegt in der Tschechischen Republik. In der
Schule interessierte er sich vor allem für Mathematik
und Sprachen; 1923, zum Ende seiner Schulzeit be-
herrschte er bereits den gesamten Standardstoff der Uni-
versiẗatsmathematik. An der Universität Wien studierte
er Mathematik und Theoretische Physik und speziali-
sierte sich schließlich auf Logik. 1931 bewies er seinen
Unvollsẗandigkeitssatz, wonach kein Axiomensystem
die Theorie der natürlichen Zahlen vollsẗandig beschrei-
ben kann. 1940 emigrierte er nach USA und lebte

bis zu seinem Tod in Princeton. Dort lernte er 1942 ALBERT EINSTEIN (1879–1955) kennen
und bewies unter anderem, daß es in dessen allgemeiner Relativit ätstheorie geschlossene
Weltlinien geben kann, entlang derer man theoretisch in dieVergangenheit gelangen kann.

PAUL JOSEPHCOHEN (1934–2007) wurde in New Jersey
geboren, studierte an der Universität von Chicago und
promovierte dortüber FOURIER-Reihen. Nach kurzen
Aufenthalten in Rochester, am Massachusetts Institute
of Technology und in Princeton kam er 1961 nach Stan-
ford, wo er bis zu seiner Emeritierung im Jahre 2004
(und dar̈uber hinaus) lehrte. 1966 erhielt er für seine
Arbeiten zur Logik die Fields Medal, den damals be-
deutendsten Preis der Mathematik. Außerüber Logik
und Mengenlehre arbeitete er auch auf dem Gebiet der
Analysis, insbesondere der Theorie partieller Differen-
tialgleichungen, sowie der Maßtheorie.

§7: Gleitkommazahlen
Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß die Menge der reellen
Zahlen nicht einmal abzählbar ist; trotzdem rechnen wir ständig mit
reellen Zahlen, und meistens benutzen wir dazu einen Taschenrechner
oder einen Computer. Auch für einen Leser, der nicht die geringste
Ahnung von der Funktionsweise eines Taschenrechners oder Computers
hat, sollte klar sein, daß dort nur endlich viele Zahlen dargestellt werden
können. Dasselbe gilt natürlich auch f̈ur unsere Gehirne.

Wir beschreiben also die Wirklichkeit schon seitüber zwei Jahrtau-
senden mit Hilfe einer̈uberabz̈ahlbaren Menge, k̈onnen damit auch er-
staunlich korrekte Vorhersagen machen, und trotzdem können wir weder
mit Papier und Bleistift noch mit Taschenrechner oder Computer mehr
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als endlich viele Zahlen verarbeiten.

Für diese Erfolge ist in erster Linie die Numerische Mathematik ver-
antwortlich; seit etwa f̈unfzig Jahren gibt es zumindest teilweise auch
noch die Computeralgebra als Alternative. Deren Verfahrenerfordern
zwar meist erheblich größeren Rechenaufwand, dafür aber k̈onnen sie
bei manchen Problemen sogar exakte Ergebnisse liefern.

Numerikund Computeralgebrasind Vorlesungen f̈ur höhere Semester
und damit kein Teil derAnalysis I.Da aber auch Studenten derAna-
lysis I routinem̈aßig Taschenrechner und Computer benutzen, möchte
ich schon hier zumindest kurz die Prinzipien des numerischen Rechnens
erläutern.

Das Rechnen mit reellen Zahlen per Computer folgt völlig anderen
Regeln als denen, die wir vom Körper der reellen Zahlen gewohnt sind.
Zunächst einmal m̈ussen wir uns notgedrungen auf eine endliche Teil-
menge vonR beschr̈anken; in der Numerik sind dies traditionellerweise
die sogenannten Gleitkommazahlen, die je nach Programmiersprache
als Datentypreal oderfloat bezeichnet werden; meist gibt es auch noch
einen Typdouble für das Rechnen mit doppelter Genauigkeit.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Formx = ±m · b±e, wobei
dieMantissem je nach Konvention zwischen 0 und 1 oder 1 und 10 liegt
und derExponente eine ganze Zahl aus einem gewissen vorgegebenen
Bereich ist. Die Basisb ist in heutigen Computern gleich zwei; in einigen
älteren Mainframe Computern sowie in vielen Taschenrechnern wird
auchb = 10 verwendet.

Praktisch alle heute gebräuchliche CPUs f̈ur Computer richten sich beim
Format f̈ur m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32 Bit ge-
speichert. Das erste dieser Bits steht für das Vorzeichen, null für positive,
eins f̈ur negative Zahlen. Danach folgen acht Bit für den Exponentene
und 23 Bit f̈ur die Mantissem.

Die acht Exponentenbit k̈onnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wennn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das gesamte Bitmuster interpretiertals die
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Gleitkommazahl (Mantisse im Zweiersystem, d.h.mi ∈ {0, 1})

±1,m1 . . .m23 × 2n−127 .

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werden können, liegen somit
zwischen 2−126 ≈ 1,175· 10−37 und (2− 2−23) · 2127 ≈ 3,403· 1038.
Das f̈uhrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenannte normali-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht erst abgespeichert.
Der Grund liegt naẗurlich darin, daß man ein führendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kann– es
sei denn, man hat bereits den niedrigstmöglichen Exponentenn = 0,
entsprechende = −127.

Für n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zahl inter-
pretiert als

±0,m1 . . .m23 × 2−126 ;

man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstrittenen) Unter-
laufbereichaus sogenanntensubnormalenZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Werte bis hinunter
zu 2−23 × 2−126 = 2−149 ≈ 1,401 · 10−44 dargestellt werden k̈onnen,
dazu naẗurlich die Null, bei der s̈amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwertn = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nach Vorzeichenbit
für ±∞, andernfalls f̈ur NAN (not a number),d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wie

√
−1 oder 0/0. Das Ergebnis von 1/0

dagegen ist nicht NAN, sondern +∞, und−1/0 = −∞.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechend dargestellt;
hier stehen insgesamt 64 Bit zur Verfügung, eines f̈ur das Vorzeichen,
elf für den Exponenten und 52 für die Mantisse. Durch die elf Expo-
nentenbit k̈onnen ganze Zahlenn zwischen null und 2047 dargestellt
werden; abgesehen von den beiden Extremfällen entspricht dies dem
Exponentene = n − 1023, der somit Werte zwischen−1022 und 1023
annehmen kann.

(Eine elementare Einführung in den Standard IEEE 754 und seine An-
wendung beim numerischen Rechnen bietet

MICHAEL L. OVERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic,SIAM,2001)
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Der Exponente sorgt daf̈ur, daß Zahlen aus einem relativ großen Bereich
dargestellt werden k̈onnen, er hat aber auch zur Folge, daß die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedenen Größenordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung der Null,
und mit steigendem Betrag werden die Abstände benachbarter Zahlen
immer gr̈oßer.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein IEEE-ähnliches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, einem für das Vorzeichen und je
drei für Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Verteilung
der darin darstellbaren Zahlen:

−∞ ∞
NAN

Um ein Gef̈uhl daf̈ur zu bekommen, was dies für das praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir ein analoges System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Zahlen (für die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwar nehmen wir
an, daß wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben und Exponenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedenen Basis kei-
ne Möglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse die erste Ziffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Form±0,m1m2m3 · 10e.

Zunächst einmal ist klar, daß die Summe zweier Gleitkommazahlen
aus diesem System nicht wieder als Gleitkommazahl in diesemSystem
darstellbar sein muß: Ein einfaches Gegenbeispiel wäre die Addition der
größten darstellbaren Zahl 0,999· 103 = 999 zu 5 = 0,5 · 101: Natürlich
ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. Der IEEE-
Standard sieht vor, daß in so einem Fall eineoverflow-Bedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleich +∞ wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardm̈aßig tun) dieoverflow-Bedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis +∞ weiterrechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnissen
führen: Beispielsweise ẅare die Rundung von 1/(999 + 5) auf die Null
für viele Anwendungen kein gar zu großer Fehler, auch wenn es dafür
in unserem System die sehr viel genauere Darstellung 0,996 · 10−3

gibt. Sp̈atestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999/(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
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katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle von 0,996 · 100.
Auch wenn wir anschließend 500 subtrahieren, sind die Konsequenzen
katastrophal:∞− 500 =∞, aber (999 + 5)− 500 = 504 ist eine Zahl,
die sich in unserem System sogar exakt darstellen ließe!

Selbst ohne Bereichsüberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist 123+0,0456 = 0,123·103 +0,456·10−1 = 123,0456 mit einer
nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstellbar. Hier sieht der Standard
vor, daß das Ergebnis zu einer darstellbaren Zahl gerundet wird, wobei
mehrere Rundungsvorschriften zur Auswahl stehen. Voreingestellt ist
üblicherweise eine Rundung zur nächsten Maschinenzahl; wer etwas
anderes m̈ochte, muß dies durch spezielle Bits in einem Prozessorsta-
tusregister spezifizieren. Im Beispiel würde man also 123+0,0456 = 123
oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei zwangsläufig einen
Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt das Assoziativge-
setz selbst dann nicht, wenn keine Bereichsüberschreitung auftritt: Bei
Rundung zur n̈achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456·100+0,3·10−3)+0,4·10−3 = 0,456·100+0,4·10−3 = 0,456·100 ,

aber

0,456·100+(0,3·10−3+0,4·10−3) = 0,456·100+0,7·10−3 = 0,457·100 .

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit unterVorausset-
zung der K̈orperaxiome bewiesen wurde, muß daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nur annähernd korrektes Ergebnis
mehr liefern – ein Problem, das keinesfalls nur theoretische Bedeu-
tung hat und schon oft zu als korrekt anerkannten unsinnigenLösungen
führte.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel: Wir starten mitx0 = 1
10 und

definieren f̈ur n ≥ 1 neue Wertexn rekursivüber die Vorschrift

xn = 4xn−1(1− xn−1 .

Was istx100 ?

Da wir keine geschlossene Formel für xn haben, m̈ussen wir dazu
nacheinander alle Wertex1, x2, . . . , x99 und daraus schließlichx100
berechnen; es ist klar, daß wir diese Aufgabe einem Computeroder
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einem programmierbaren Taschenrechnerübertragen. Ausgehend von
x0 = 0,1 liefert uns Maple den Wert0,7529163416. Können wir den
zumindest als eine sinnvolle Näherung f̈ur x100 betrachten?

Maple rechnet bei Dezimalzahlen mit Nachkommastellen standardm̈aßig
mit zehnstelliger Genauigkeit; man kann die Genauigkeit aber auch auf
eine andere Stellenzahl setzen. Rechnen wir nacheinander mit 10-, 11-,
12, . . . , 40-stelliger Genauigkeit, erhalten wir die folgenden aufzehn
Stellen gerundeten Werte:

Stellenzahl Ergebnis Stellenzahl Ergebnis

10 0,7529163416 26 0,0232274883

11 0,9970923646 27 0,7148759497

12 0,0059445456 28 0,3784820448

13 0,6341222686 29 0,3386222578

14 0,6180709268 30 0,9435829597

15 0,0227042594 31 0,9321755740

16 0,0250861852 32 0,9305804707

17 0,8865701564 33 0,9300985323

18 0,9833257276 34 0,9301105959

19 0,2353742437 35 0,9301085844

20 0,0533768778 36 0,9301089866

21 0,7426827475 37 0,9301089705

22 0,5732634219 38 0,9301089746

23 0,7242577221 39 0,9301089742

24 0,4037375681 40 0,9301089742

25 0,0001564890 41 0,9301089742

Wir können somit ziemlich sicher sein, daß das oben mit zehnstel-
liger Genauigkeit berechnete Ergebnis nichts zu tun hat mitdem wirk-
lichen Wert vonx100. Dax100 eine rationale Zahl ist, k̈onnten wir ver-
suchen, ihren Wert nach den Regeln der Bruchrechnung zu ermitteln.
Lassen wir Maple diesen Wert ermitteln (indem wir statt von 0,1 vom
Startwert 1

10 ausgehen), erhalten wir schon für x10 einen Bruch mit
715-stelligem Z̈ahler und 716-stelligem Nenner; beix15 hat der Z̈ahler
22 902 Stellen und der Nenner 22 904. Wer die Bruchrechnung noch
nicht ganz vergessen hat, kann sich leichtüberlegen, daß der Nenner
vonxn gleich 52n

ist, für n = 10 also 51024und für n = 15 gleich 532 768.
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Für n = 100 erhalten wir die 2100-te Potenz von f̈unf, eine Zahl mit et-
was mehr als 8,86·1029 Dezimalstellen, mit der kein heutiger Computer
rechnen kann.

Das obige Rechenergebnis legt nahe, daß der wahre Wert vonx100 bei
ungef̈ahr 0,9301 liegt; bewiesen haben wir das aber nicht. Solche und
ähnliche Probleme veranlassten den lange in Karlsruhe und Freiburg
lehrenden Numeriker KARL NICKEL (1924–2009) zum folgenden viel
zitierten Spruch, dessen Originalquelle ich leider nirgends finden konnte:

Der (naive) Anf̈angerglaubt an jede einzelne Ziffer
Der (erfahrene) Programmierervertraut auf die Ḧalfte der Stellen
Der (wissende) Pessimistmißtraut sogar dem Vorzeichen.

Natürlich kennt die numerischen Mathematik auch Methoden, beide-
nen mansichersein kann, daß sie ein im Rahmen einer vorgegebenen
Schranke korrekte Ergebnisse liefern; als Beispiel haben dafür haben wir
bereits die Intervallarithmetik kennengelernt. Bei naiven numerischen
Ansätzen ist aber oft genug der Mißerfolg vorprogrammiert.

Für weitere Einzeilheiten sei auf die Vorlesung Numerik verwiesen.

§8: Wie real sind die reellen Zahlen?
Wir haben die reellen Zahlen abstraktüber Intervallschachtelungen
definiert und sind dabei auf einëuberabz̈ahlbare Menge gekommen.
Diese benutzen wir zur L̈osung praktischer Probleme, wobei wir
im allgemeinen mit Computern oder Taschenrechnern arbeiten, deren
Zahlbereich nur eine endliche Teilmenge vonR ist und die selbst damit
nicht exakt rechnen k̈onnen.

Die Mathematik hat den Anspruch, sichere Ergebnisse zu liefern; die
kann uns das rundungsfehlerbehaftete Rechnen mit Gleitkommazahlen
höchstens dann garantieren, wenn wir uns auf Intervalle als Ergebnisse
beschr̈anken. In der Praxis werden diese dann allerdings oft so lang, daß
sie uns kaum noch nützliche Information liefern.

Manche Probleme sind sogar grundsätzlich unl̈osbar: Wie DANIEL

RICHARDSON 1969 zeigte, k̈onnen wir nicht einmal immer entschei-
den, ob eine durch einen relativ einfachen Ausdruck gegebene reelle
Zahl verschwindet oder nicht. Mit dem, was wir heute wissen,können
wir seinen Satz so formulieren:
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Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Ausdruck bestehend
aus rationalen Zahlen,π, einer Variablenx sowie den Funktionen +,·,
Sinus und Betrag gleich Null ist.
DANIEL RICHARDSON wurde 1941 in Chicago geboren. Er studierte Mathematik in New
York und in San Fransisco, wo er 1962 seinen Bachelor bekam. Danach ging er an
die Universiẗat von Bristol und promivierte dort 1965 in mathematischer Logik. Nach
verschiedenen ein- bis zweijährigen T̈atigkeiten an Universitäten und in der Industrie
wurde er 1988 zun̈achst Lecturer, sp̈ater Senior Lecturer, an der Universität von Bath.
http://people.bath.ac.uk/masdr/

Ein vollsẗandiger Beweis des Satzes von RICHARDSON wäre fast eine
eigene einsemestrige Vorlesung und würde uns weit vom eigentlichen
Stoff der Analysis I wegf̈uhren, da er wesentlich auf Argumenten aus der
Logik sowie der Zahlentheorie beruht. Interessenten findenalle Einzel-
heiten sowie verschiedene Anwendungen im Buch

YURI V. MATIYASEVICH : Hilbert’s Tenth Problem,MIT Press,1993

§9: Zusammenfassung
Ziel dieses Kapitels war, den Zahlbereich ausgehend von dennaẗurlichen
Zahlen so zu erweitern, daß immer mehr Gleichungen lösbar werden:
• Um Gleichungen der Forma + x = b stets l̈osen zu k̈onnen, erwei-

terten wir die naẗurlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen.
• Um auch die Gleichungax = b mit a 6= 0 lösen zu k̈onnen, er-

weiterten wir die ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen. Dort
können wir alle Grundrechenarten (außer der Division durch Null)
unbeschr̈ankt ausf̈uhren. Zahlbereiche mit dieser Eigenschaft defi-
nierten wir anhand einiger offensichtlicher, aus der Schule bekannten
Rechenregeln alsKörper.Zus̈atzlich haben wir f̈ur rationale Zahlen
eine Ordnungsrelation, die mit den Rechenoperationen kompatibel
ist; das f̈uhrte uns auf das Konzept des angeordneten Körpers. Beim
Nachweis von Eigenschaften, die für alle Körper gelten, lernten wir
Beweisprinzipien kennen wir den Beweis durch Widerspruch oder
durch vollsẗandige Induktion.

• In den rationalen Zahlen sind Gleichungen wiex2 = 2 nicht l̈osbar.
Mit dem bereits den Babyloniern vor vier Tausend Jahren bekannten
Algorithmus von HERONkonnten wir die Gleichung aber in beliebig
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guter N̈aherung l̈osen; dies f̈uhrte uns auf den Begriff der Intervall-
schachtelung̈uber den wir reelle Zahlen definierten, die ebenfalls
einen angeordneten Körper bilden.

• Selbst anschaulich klare Konzepte wie
”
beliebig klein“ m̈ussen auf

dem Umwegüber algebraische Ungleichungen definiert werden,
bevor man pr̈azise damit argumentieren kann. Anders läßt sich die
Gefahr von Fehlschlüssen nicht vermeiden.

• Die Gleichungx2 = a füra < 0 kann in einem angeordneten Körper
nicht gel̈ost werden, da dort das Quadrat eines jeden Elements größer
oder gleich Null ist. Indem wir die imaginäre Einheiti =

√
−1

einführten, konnten wir immerhin noch einen Körper definieren,
den der komplexen Zahlen, in dem alle Elemente Quadratwurzeln
haben und̈uber dem sogar jedes nichtkonstante Polynom Nullstellen
hat und in Linearfaktoren zerfällt.

• Die reellen wie auch die komplexen Zahlen bildenüberabz̈ahlbare
Mengen, in denen wir viele Gleichungen praktisch nur näherungsweise
lösen k̈onnen. Sie sind eine Idealisierung der Wirklichkeit, die sich
in der Vergangenheit als extrem nützlich erwiesen hat. Trotzdem gibt
es Probleme, die nicht entscheidbar sind.

• Numerisches Rechnen ist zwar dieübliche Weise, wie man in der
Praxis mit reellen Zahlen umgeht; bei naivem Umgang mit Rechen-
regeln k̈onnen dabei aber leicht unsinnige Ergebnisse produziert
werden. Die numerische Mathematik hat jedoch für die meisten
praktischen Probleme Algorithmen entwickelt, die zu sinnvollen
Ergebnissen f̈uhren.

§10: Summary
The goal of this chapter was to extend our number system, starting with
the natural numbers, in such a way that more and more equations can be
solved.

• In order to be able to solve all equations of the forma + x = b, we
extended the natural numbers to the set of all integers.

• In order to be able also to solve equationsax = b for a 6= 0, we
extended the integers to the rational numbers. Here, all basic arith-
metic operations (except division by zero) are possible. For number
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systems like this we introduced the concept of afield. In addition
to basic arithmetic we also have an ordering that is compatible with
arithmetic; this lead to the notion of an ordered field. Attempting to
prove statements which are valid for all fields, we got to knowproof
methods like proof by contradiction or proof by induction.

• The equationx2 = 2 has no rational solution. Nevertheless we could
find arbitrarily good approximate solutions using an algorithm of
HENON, which was already known to the Babylonians four thousand
years ago. This lead us to sequences of nested intervals, by which
we defined real numbers. The set of all real numbers is an ordered
field, too,

• Even intuitive concepts like "arbitrarily small" must be defined by
means of algebraic inequalities before we can use them precisely.
Otherwise we risk wrong conclusions.

• For a < 0, the equationx2 = a cannot be solved in any ordered
field, because the square of any element is greater or equal tozero.
Introducing the imaginary uniti =

√
−1 we could define a field, the

field of complex numbers, where all elements have square roots and
where even every non constant polynomial splits into linearfactors.

• The real and the complex numbers form uncountable sets, in which
we can practically solve many equations only approximately. These
numbers are an idealization of reality which turned out to beextreme-
ly useful in the past. Nevertheless, there are undecidable problems.

• Most practical problems involving real numbers are solved using
numerical methods, but the naive use of calculation rules can lead
to nonsensical results. Numerical analysts know many methods to
avoid such problems.
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