Einleitung

Wer im Katalog der Mannheimer Univeraisbibliothek das Stichwort
Analysiseingibt, ertalt mehrere Tausend Treffer, wird aber schnell fest-
stellen, dal3 nur ein Bruchteil der gefundenedicBer etwas mit Ma-
thematik zu tun hat. Beim grof3geRest’ handelt es sich praktisch aus-
schlie3lich um Bicher in englischer Sprache. Dort he#lBalysisnicht

nur Analysis, sondern vor allem auch Analyse, und dieses Kdonmt
auch im Deutschen in praktisch jeder Wissenschaft vor, \enTdxt-
analyseliber die chemische Analyse und die Analyse politischer oder
sozialer Verlltnisse sowie der Arbeit von Analysten an dér&e bis

hin zur Psychoanalyse.

Analysis und Analyse sind beide abgeleitet vom griechisctort
avoAlelv = aufldsen, zerlegen: Bei der chemischen Analyse soll be-
stimmt werden, welche Stoffe in einem Gemisch enthaltet, €8 soll
also —zumindest gedanklich —in seine Bestandteile zeslegten Ahn-

lich soll bei der Analyse wirtschaftlicher und gesells¢hetier Zusam-
mentange ein (im Allgemeinen komplizierter) Sachverhalt aliige
werden in einzelne Fakten, Hintetgre, Entscheidungen und so wei-
ter; bei der Psychoanalyse soll die Remechkeit der Patienten dadurch
verstanden werden, dal3 die Rolle entscheidender Ereggaissihrem
Leben betrachtet wird.

Auch hier in der Analysis wird es um eine Art von Zerlegung g&h
Wir betrachten Funktionen, mit denen wir z.B. den zeitliché&rlauf
irgendeiner Gol3e beschreiben wollen. Bei interessantedl$en wie
Aktienkursen oder volkswirtschaftlichen Kenii@en sind diese Funk-
tionen sehr kompliziert; bescmkt man sich jedoch auf ein sehr kurzes
Zeitintervall, ist zumindest bei manchen Funktionen miean deutlich
einfacheren Verhalten zu rechnen. Die Analysis versucistdem Ver-
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halten in solchen kleinen Teilintervallendglichst viele Informationen
uber die Funktion selbst zu gewinnen. In der VorlesAnglysis Isollen
die grundlegenden Werkzeugarfsolche Untersuchungen vorgestellt
werden

Den Umgang mit einem Werkzeug lernt man nur durch dessen Ge-
brauch: Genauso wie niemand zum Schlosser wird, indem @eiBibn
Bohrmaschinen betrachtet und Abhandlungeéer das Drehmoment
liest, wird niemand, der einfach mathematische Formeln Batte
auswendig lernt, damit erfolgreich Probleme aus WirtsishaNatur-
oder Sozialwissenschaftefsken.

Probleme der wirklichen Welt beginnen nie mit Fragestejem wie
.[:R?® — R sei eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion“; der Anwender mul3 sich stets Zchstuberlegen, ob sich sein
Problemiberhaupt mit Mathematiloken &f3t, und wenn ja, mit wel-
cher.

Die Antwort darauf wird selten eindeutig sein: Gelegentliwird
sich dasselbe Problem sowohl mit als auch ohne Mathematdemo
lieren lassen, und auch wenn man sighdine mathematischedsung
entscheidet, steht selten eindeutig fest, wie es weitdr geh

Realistische Probleme (im Gegensattihungs- und Klausuraufgaben)
sind fast immer zu komplexif eine vollséndige formale Beschreibung.
Vor ihrer Ubersetzung in Mathematikissen sie daher vereinfacht wer-
den, wobei aber nétlich die fur die jeweilige Problemstellung we-
sentlichen Aspekte erhalten bleiberuissen. Beispielsweise wird man
oft GrolRen, die ihrem Wesen nach ganzzahlig sind, mit reelle Aahle
modellieren, da die Mathematik der reellen Zahlen erhbldiafacher

ist als die der ganzen Zahlen und auch deutlich mehr Methaden
Verfligung stellt. So sind beispielsweise Geldag# stets ganzzahlige
Vielfache der kleinsten \Bhrungseinheit, aber wenn es um ein Brutto-
inlandsprodukt oder die Umsatzprognose eines Industriebs geht,
wird man Veanderungen um einen Cent doch eher als kontinuierlich
denn als Sprung empfinden.

Die mathematischen Werkzeuge zuw@dung eines Problem&hgen we-
sentlich ab von solchen Modellierungsentscheidungen: eMiedung
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durch kontinuierliche Gif3en verlangt typischerweise analytische Me-
thoden, oft Differentialgleichungen; beim Modellieren tnganzen
Zahlen ist man in der diskreten Mathematik, wo eher algebhes und
zahlentheoretische Methoden im Vordergrund stehen — vaerdeu-
mindest ein Teilibrigens auch analytisch ist.

Selbst wenn di&Jbersetzung eines Problem in Mathematik (oder besser
seine Anaherung durch Mathematik) feststeht, gibt es im Allgemeine
verschiedene mathematische Atee, die theoretisch allesamt zu kor-
rekten Losungeniihren; in der Praxis kann sich aber der Rechenaufwand
zweier Verfahren so stark unterscheiden, dafd nur eineseadgdwirk-

lich durchfuihrbar ist, oder aber so, dafd zwar beide durchHjar sind,
das eine aber erheblich mehr kostet als das andere.

Fur einen Anwender geht es somit nicht in erster Linie darundie Vo-
raussetzungeruf einen bestimmten mathematischen Satalkr$ind:
Diese Frage stellt sich erst viel&pr. Als erstes muld erdden, wel-
che mathematischen Modelle in Frage kommen und welche davon
Losungen mit realistischem AufwandHhren. Wer hier erfolgreich sein
will, muf3 vor allem ein Gdfhl fur die Tragweite und den Aufwand
mathematischer Methoden entwickeln.

Dieses Gdihl kann man —wie auch die richtige Technik en Umgang
mit einem Hammer oder einer Feile — nur durch praktischehtufag
erwerben. Ein wesentlicher Bestandteil dieser Vorlesumdydaher die
Ubungen, die — im Rahmen dessen, was im ersten Semestgichm

ist — die notwendige Erfahrung dazu vermitteln sollen. Haigp der
Vorlesung ist also, dald Sie praktisch@&htgkeiten entwickeln, und das
ist nur nbglich, indem Sie selbst praktische Erfahrung sammeln. Die
Ubungen sind somit mindestens genauso wichtig wie die Sorlg;
ohne regelraRigesUben ist ein erfolgreicher Besuch dieser Vorlesung
praktisch unroglich.
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Kapitel 1
Zahlen

Im Anfang waren die ndtlichen Zahlen 12,3,... . Man kann sie
addieren und multiplizieren, Subtraktion, Division und \&iziehen
dagegen sind nicht immer dglich. Aus dem Bestreben, auch solche
Operationen rianglichst ohne Einsclnkungen durclithren zu wollen,
entstanden im Laufe der Zeit weitere Zahlbereiche wie diezea,
rationalen, reellen und komplexen Zahlen. In diesem erkispitel
sollen diese kurz vorgestellt werden.

81: Mengen

Ein Zahlbereich besteht aus vielen Zahlen; wir sagen, esiseMenge
von Zahlen. Den BegriffMenge* verwenden wir dabei genau so, wie
Ihn GEORGCANTOR 1895 zu Beginn einer Arbeitin den Mathematischen
Annalen (Bandi6, S. 481) eingdihrt hat:

Unter einer ‘Menge’ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder un-
seres Denkens (welche die ‘Elemente’ von M genannt werden) zu einem
Ganzen.

Wer diese Definitionir eher vage @lt, hat sicherlich nicht unrecht; in
der Tat zeigte GNTOR selbst schon 1897, dal3 der unkritische Umgang
mit diesem Mengenbegriff zu Widerdmhen fihren kann. Zu Beginn
des zwanzigsten Jahrhunderts entstand deshalb die sodeaaro-
matische Mengenlehrejne auf einem umfangreichen Axiomensystem
beruhende f@zise Theorie, die allerdings den Nachteil hat, recht fbrma
und unanschaulich zu sein. Da wir Mengen in dieser Vorlesumgls
bequeme Sprechweise verwenden wollen, lohnt sich der nritadeo-
matischen Zugang verbundene Aufwand nicht; hier soll das Wenge

nur im naiven Sinne der ANTORschen Definition verwendet werden.
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GEORG FERDINAND LUDWIG PHILIPP CANTOR (1845—
1918) wurde in Sankt Petersburg geboren als Sohn ei-
nes @nischen Kaufmanns und einer Russin. 1856 zog
die Familie nach Deutschland undCror besuchte
zurachst die Realschule, dann diéliere Gewerbe-
schule in Darmstadt. Ab 1860 studierte er acinst In-
genieurwissenschaften an der ETHri¢h, 1862 wech-
selte er dann zum Mathematikstudium an die Univer-
sitat Zirich und 1863 nach Berlin, wo er 1867 pro-
movierte. Danach unterrichtete er Aashst an einer
Berliner Madchenschule; 1869 ging er an der Uni-
versitat Halle, wo er sich gleich darauf habilitierte.
Wie seine Dissertation besattigte sich auch seine Habilitationsschrift mit einem fitae
aus der Zahlentheorie; danach arbeitete er jedoch vor aléndem Gebiet der Ana-
lysis. 1872 wurde er aul3erplaafiiger Professor in Halle, 1879 erhielt er dort einen
Lehrstuhl. Zwischen 1879 und 1884 Wéfentlichte er eine Serie von sechs Arbeiten in
den Mathematischen Annalen, in denen er die Grundlagen dagkhlehre darstellte.

Die Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, dieuwi
einem Ganzen zusammenfassen, werden hier meist ZahlenMiein
CANTOR benutzen wir geschweifte Klammern, um die Elemente zu
einer Menge zusammenzufassen, also zum Beispiel

M ={2,3,57}

fur die Menge, die aus den Zahlen325 und 7 besteht. Um auszu-
dricken, dal3 ein Objekt Element einer Meng@/ ist, verwenden wir
das einen griechischennachempfundene Zeichgg” und schreiben
m € M; in Wortenm Element)M oder auch kurzn aus M. Fallsm
kein Element vonM ist, wollen wir dies kurz in der Fornm ¢ M
ausdiicken. Im Falle obiger Meng#/ ist also 5¢ M, aber 11¢ M.

Eine Menge muf3 nicht notwendigerweise ein Element entmatte
Menge, didiberhaupt kein Element erét, bezeichnen wir als dieere
Mengeund schreiben sie als= { }.

Mengen niissen auch nicht endlich sein; Beispiel einer unendlichen
Menge ist etwa die Mengaler natirlicher Zahlen. Diese wirdblicher-
weise mit dem SymbadN bezeichnet, d.h.

N={1,2345,...}.

Oft definieren wir Mengen auch durch Eigenschaften ihreni€lete;
die Menge aller geraden Zahleiwrknen wir beispielsweise schreiben
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als
G ={n € N | nistdurch 2 teilba} ;

das allgemeine Schema ist
N ={n € M | n hat Eigenschaff’ }

fur die Menge aller Elementeeiner MengeV/, die zustzlich noch die
Eigenschafiz haben. Auch endliche Mengen lassen sich so definieren;
beispielsweise ist

{2,3,5,7} = {n € N | nist prim und kleiner als 1p.

Da Mengen als Zusammenfassungen ihrer Elemente defimelt kse-
trachten wir zwei Mengen als gleich, wenn sie dieselben Eteam
haben. So ist beispielsweise

{2,3,5,7} ={7,5,3,2} ={3,5,7,2} ;

auf die Reihenfolge, in der die Elemente auf@az werden, kommt es
also nicht an.

Falls jedes Element einer Men@é auch Element einer anderen Men-
ge M ist, bezeichnen witV als eineTeilmengevon M und schreiben
N C M. Falls umgekehrt nicht jedes Element voéh bereits in N
liegt, bezeichnen witNV als eineechteTeilmenge von\/ und schreiben
N C M. So ist beispielsweisg2, 3,5, 7} C N, denn 2, 3, 5 und 7 sind
natirliche Zahlen, und selbstveasidlich gibt es aul3er diesen vieren
noch viele andere.

Aus zwei MengenM und N lassen sich verschiedene neue Mengen
konstruieren; am wichtigsterif uns sind

e Die Vereinigungsmengk/ U N: Ein Elementn liegt genau dannin
M U N, wenn es inM oder inN (oder in beiden) liegt.

e DerDurchschnitthd NN Ein Elementn liegt genau dannid/ NN,
wenn es sowohl id/ als auch inV liegt.

e Die Differenzmengél/ \ N: Ein Elementm liegt genau dann in
M\ N, wenn es inM, nicht aber inV liegt.

Bei mehr als zwei Mengen schreiben wir

UM, =mud,u--uM

r
=1



Kap. 1: Zahlen 8

fur die Vereinigungsmenge, bestehend aus allen Elemen&m, min-
destens eineder MengenV/; liegen, und

(M, =MynMyn--- N M,
=1
fur den Durchschnitt, bestehend aus allen Elementen, deder der
MengenlV, liegen.

Noch allgemeiner &nnen wir ausgehen von irgendeiner, nicht notwen-
digerweise endlichen Mengederart, dal3 wiriir jedes Element € 1
eine Mengel/; haben; auch dann sqll, _, M; aus genau den Elemen-
ten bestehen, die in mindestens einer Mengeliegen, und",_; M,
aus denen, die in jeder dieser Mengen liegen. Ein einfaghe®) auch
nicht gerade interessantes Beispieliotast

| J{i} =N oder (J{neN|n=>i}=0.
1€EN 1€N
Fur die MengenV/ = {2,3,5,7} und N ={1,3,5,7,9} ist also
MUN ={1,2,35,7,9},
M NN ={35,7},
M\N={2} und N\ M ={109}.

In der folgenden Zeichnung ist/ die Menge aller Punkte im Innern
des roten Kreisesy die im giiinen. Vereinigung, Durchschnitt und die
beiden Differenzen sind jeweils in cyan eingedt:

& (0

Die VereinigungM U N Der DurchschnitiV/ N N
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N M N
N\ M
Die DifferenzM \ N Die DifferenzN \ M

§2: Der Korper der rationalen Zahlen

Wenn wir Zahlen nicht nur addieren, sondern auch subtrahmollen,
mussen wir negative Zahlen zulassen; wenn wir auch dividierdlen,
brauchen wir Biiche. Wahrend Biiche bereits vor mindestens vier
Tausend Jahren den Babyloniern bekannt waren, sind nedadivien
historisch betrachtet noch ziemlich jung: Erst im sechsstdahrhun-
dert setzte sich langsam durch, dal3 Zahlen auch negatikseirien;
als gleichberechtigt mit den positiven Zahlen treten sidlveostmalig
1545 in ®RDANOS BuchArs magnaauf.

GIROLAMO CARDANO (1501-1576) war ein italieni-
scher Mathematiker, Arzt und Naturforscher. Sein Vater
war Rechtsanwalt, war aber sehr an Mathematik inter-
essiert. Er diskutierte mit BONARDO DA VINCI Uber
Geometrie und brachte auch seinem Sohn Mathema-
tik bei. Dieser arbeitete z@chst als Assistent seines
Vaters, begann dann aber an der Univéatdravia und
spater Padua ein Medizinstudium. Nach dem Tod seines
Vaters hatte er dessen Vabgen schnell durchgebracht
und hielt sich mit Glicksspieluber Wasser, wobei ihm
seine guten Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie
: : halfen. 1525 promovierte er in Medizin undoénete
eine nicht onderllch erfolgreiche Praxis in einem kleilmarf nahe Padua. 1532 zog
er nach Mailand, wo er bei der Piatti Stiftung eine StelleM&hematiklehrer bekam.
Mehrere seiner Scher und Kollegen waren auch seine Patienten, und es gélanggiativ
schnell einen ausgezeichneten Ruf als Arzt aufzubauemevtaitisch besétitigte er sich
vor allem mitder losung von Gleichungen dritten und vierten Grades; 154&fegtlichte
er sein BuchArs Magna,in dem er die auf ARTAGLIA und CARDANOS Diener [ERRARI
zurickgehendendsungsformeln @sentierte, 1552 erhielt er einen LehrstuhlMedizin
an der Universit Pavia, besdftigte sich aber weiterhin auch mit mathematischen und
naturwissenschaftlichen Fragen.
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Wir wollen hier nicht der historischen Entwicklung folgespndern
erweitern die naltrlichen Zahlen zuachst um die Null zur Menge

Ny={0}uUN=4{0,1,2,3,...}
und weiter um die negativen Zahlen zur Menge
7Z={-3,-2,-10,123,...}

derganzerZahlen. Alsrationale Zahl bezeichnen wir einen Bruch der

Form
P mit peZ und g € N.
q
Dadurch, dafl} wirdr den Nenner nur natliche Zahlen zulassen, ist

insbesondere sichergestellt, dal? kein Nenner Null aafireann.

Wie aus der Schule bekannt isyknen Biiche gekirzt und erweitert
werden; zwei Bit']cheg und = sind also nicht nur dann gleich, wenn
p = r undg = s ist, sondern bereits dann, wenn esimithe Zahlen
n, m gibt mit np = mr undng = ms, denn dann ist

p_np _mr _ T

Die Menge aller Biiche (mit dieser Gleichheitsdefinition) bezeichnen
wir als die Menge&Q der rationalen Zahlen.

In Q lassen sich (abgesehen von der Division durch Null) allenG+ru
rechenarten unbesdénkt ausiihren; wie aus der Schule bekannt sein
sollte, ist

+
]_)j:i:ps QT, Bi:zﬁ und B:i:zﬁ’
q S qs q s (s q s qr
wobei man bei der letzten Formeln gegebenenfalls noch-hiter-
weitern muf3, um eine natiche Zahl im Nenner zu habeniiFdiese
Rechenoperationen gelten digblichen” Regeln, die ENST STEINITZ

1910 durch den Begriff dasorpersformalisierte:

Definition: Ein Korper k ist eine Menge zusammen mit zwei Rechen-
operationen + und, genanntAddition und Multiplikation, die je zwei
Elementer, b € k ein weiteres Element + b bzw.a - b zuordnen, so
dafd gilt:
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Das Assoziativgesetz der Addition
(a+b)+c=a+(b+c) fur allea, b, c € k
Es gibt ein Element & k£, so dal? gilt
at0=0+a=a fur allea € k
Zu jedem Element € & gibt es ein Element’ € k, so daR gilt
a+a =a +a=0.
Das Kommutativgesetz der Addition
atb=b+a furallea,b € k
Das Assoziativgesetz der Multiplikation
(a-b)-c=a-(b-c) furallea,b,c € k
Es gibt ein von verschiedeneBlement 1€ k, so dal3 gilt
a-1=1-a=a furallea € k

Zu jedemvon O verschiedenen Elemert k gibt es ein Element
a” € k, so daR gilt

Das Kommutativgesetz der Multiplikation

a-b=b-a furallea,b € k

[ll. Das Distributivgesetz

a-(b+tc)=a-b+ta-c furallea,b,c € k

Das Element’’ aus 1.3. wirdublicherweise als-a bezeichnet und”
aus 11.3 alsa 1 oder 1/a. Statta + (—b) schreibt man kurz — b, statt

a-b 1

entsprechend/b. Der Malpunkt wird auch oft weggelassen.
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ERNST STEINITZ (1871-1928) wurde in Schlesien ge-
boren und studierte ab 1890 an den Univétsih Bres-
lau und Berlin. 1894 promovierte er in Breslau, ein
Jahr s@ter wurde er Privatdozent an der Technischen
Hochschule Berlin-Charlottenburg. 1910 wurde er Pro-
fessor in Breslau, 1920 in der UnivegitKiel. In sei-
nem BuchAlgebraische Theorie der dper gab er
1910 die erste Definition einesiKpers und bewies viele
Satze, die noch heute zum Standardstoff jeder Algebra-
Vorlesung gebiren. Auch die Konstruktion der ratio-
nalen Zahlen aléquivalenzklassen von Paaren ganzer
Zahlen geht auf ihn ziiick.

Somit ist die Menge(Q der rationalen Zahlen ein d¢per. Dagegen
bilden die nafrlichen Zahlen keinen #&per: Beispielsweise gibt es
dort weder eine Null noch gibt es zu einer imdithen Zahln eine
weitere Zahlm € N, so dali + m = 0 ist. Auch die ganzen Zahlen
bilden keinen Krper, denn beispielsweise gibt &g £ = 5 keine ganze
Zahlw mit zw = 5w = 1.

Neben den Grundrechenarten haben wir ianger der rationalen Zahlen
auch noch die Vergleichsoperatores' und,, <", die wir genau wie die
Grundrechenarten auf die entsprechenden Operatidgingamze Zahlen
zurtickfuhren ldnnen:

r
> — genau dann, wennps > gr und
S

QIR

r
< — genau dann, wennps < gr .
S

Um auch die Regelrniik den Umgang mit diesen Operatoren zu forma-
lisieren, definieren wir

Definition: Ein Korperk mit Addition ,,+* und Multiplikation ,,-“ heif3t

angeordnetyenn es eine Relation>“ gibt, so dalf? gilt:

1. Hir je zwei Elementer, b € k gilt genau eine der drei folgenden
Beziehungena > b, b > a odera = b.

2. Transitiviéat: Ista > b undb > ¢, so ist auchu > c.

3. Ista > bundc € k, soistauchu +c > b +c.

4. Ista > bundc > 0, so ist aucluc > be.

Fur zwei Elementes, b € k schreiben wir aucla < b, falls b > a ist.
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AulRerdem schreiben wir > b, fallsa > b odera = b ist; entsprechend
a < b, fallsa < bodera =b.

Offensichtlich istQ mit der gerade eingahrten Gbl3erbeziehung ein
angeordneter &rper. Wie wir noch sehen werden, kann allerdings nicht
jeder Korper angeordnet werden.

§3: Beweismethoden

Wahrscheinlich haben sich einige Leser gefragt, warum weimeéuen
Begriffe Korper und angeordneter Krper eingefihrt haben, nur um
einige Bngst aus der Schule bekannten Rechenregeln zusammenzu-
fassen — und selbst von diesen nur einen kleinen Teil. Wenmumg

nur mit rationalen Zahlen besgfigen wirden, vare dies in der Tat ein
ubertriebener und deshaliberflissiger Formalismus.

Tatsachlich kennt die Mathematik &per aller Art, die in den ver-
schiedensten Gebieten Anwendung findeém.die Analysisistvor allem
der Korper der reellen Zahlen wichtig, mit dem wir uns idohsten Para-
graphen besdftigen werden, und der auch gleichzeitig unser wichtig-
stes Beispieliir einen angeordnetentiper sein wird.

Daneben gibt es aber beispielsweise auch endlidrpét: Ein Korper
mit 256 Elementen spielt eine wesentliche Rolle bei deréii&blrektur
von CDs und DVDs sowie auch beifkdvanced Encryption Standard
AES, mit den heute ein Grolteil der Kommunikation bei (naetzditi-
gem Stand) wirklich sicheren Internetverbindungen vdisselt wird.
Zur Vereinbarung eines Sdldsels fir diese Kommunikation wiederum
spielen oft endliche Krper eine Rolle, deren Elementanzahl in der
Gegend von 1%° liegt.

Die Positionsbestimmung per Satellit mit d&eneral Positioning Sys-
tem GPS beruht bekanntlich darauf, dal3 24 verschiedene $atelli
standig die Uhrzeit und ihre Positionsdaten zur Erde funken;NhAvi-
gationscomputer berechnet dann aus der Laufzeit der Sigleailvon
ihm empfangenen Satelliten seinen Standort. Alle Saallfund je
nach Weltgegend zur Edhung der Genauigkeit auch noch eine ganze
Reihe terrestrischer Sender) funken gleichzeitig und atgelben Fre-
guenz; dal3 die Signale trotzdem voneinander getrennt weii®een,
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hangt wesentlich zusammen mit einem endliché@ngér mit 1023 Ele-
menten. Es gibt auchd€per, deren Elemente Funktionen sind und mit
denen etwa Computeralgebrasysteme rechnen, um Integrakesim-
men: es gibt Zahkrper, die zum Beispielllr die derzeit schnellsten
Faktorisierungsverfahren (und damit Angriffe auf weitweitete Kryp-
toverfahren) eine wichtige Rolle spielen, und so weiter.

Wenn wir nun eine Aussage beweisen und dazu nichts als @ipaf-
axiome voraussetzen, dann gilt diese Aussage in jedenbipiedieser
Korper, auch in solchen, die wir gar nicht kennen. Wenn wiedag im
Beweis alle uns bekannten Eigenschaften der rationalelezabrwen-
den, dann &nnen wir nur sicher sein, dal’ die bewiesene Aussage f
rationale Zahlen gilt; wenn wir sie ager auch dir reelle oder komple-
xe oder sonstige Zahlen braucherijgsen wir uns einen neuen Beweis
Uberlegen. Abstrakte Beweisérinen daher zumindestrigerfristig viel
Arbeit ersparen: Die nur aus einigen wenigen Voraussetaumge den
Korperaxiomen gefolgerten Eigenschaften gelten auch uatanen,
an die wir beim Beweis nocliberhaupt nicht denken.

Damit sind wir bei einemiir die Mathematik extrem wichtigen Konzept
angekommen: dem Beweis.

a) Was ist ein Beweis?

Sowohl in den Naturwissenschaften als auch in den Wirtsshahd
Sozialwissenschaften gewinnt man Erkenntnisse, indem hnater
Einzelbeobachtungen Gesetiidigkeiten vermutet und diese gegebe-
nenfalls durch weitere Experimente oder Studien testetMBthoden
und MeRinstrumente &hdig weiterentwickelt werden, kommt es im-
mer wieder vor, daf’ eine lange Zeit anerkannte Theorie gafge und
durch eine neue ersetzt werden mulf3.

Aussagen der Mathematik dagegen sind meist von der Art:rldge
Voraussetzungl gilt die Aussage3. Der Zusammenhang zwischen den
beiden AussageA und B hangt dabei nicht ab von den Eigenschaften
irgendwelcher spezieller Objekte, sondern ist logischrmyséufig.

Betrachten wir als Beispiel die Aussage
Fir jede naitirliche Zahln istn? — n + 41 eine Primzahl.
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Wir konnen diese Aussage testen, indem wir&galst die ersten zehn
natirlichen Zahlen durchprobieren:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n>—n+41 41 43 47 53 61 71 83 97 113 131

Das sind in der Tat alles Primzahlen. Wigrknen zur Vorsicht noch
einige goblReren testen: kar n = 32 etwa erhalten wir die Primzahl
1033, ir n = 100 die Primzahl 9941,0f n = 200 die Primzahl
39841, fir n = 5000 erhalten wir die Zahl 24995041, von der man
mit einiger Mihe ebenfalls zeigen kann, dal} sie prim ist. Um als letz-
tes noch eingkrumme®* Zahl zu testen, nehmen wir die ersten zehn
Dezimalstellen vonr, d.h.n = 3141592 654; hier erhalten wir die
Zahl 98696 042842862 473 (98 Billiarden 696 Billionen 42 |Mit

den 842 Millionen 862 Tausend und 473), von der uns nur nogh ei
Computer besitigen kann, dafd auch sie prim ist.

Nach den Standards einer experimentellen Wissenschaghhébdamit
recht iberzeugende Argumente dafzusammengetragen, dal3 obige
Behauptung richtig ist. Wir haben allerdings nicht gezeiigi3 alleine
schon die Annahme; sei eine nairliche Zahl, ausreichtiir die Be-
hauptung, dak? — n + 41 notwendigerweise eine Primzahl sein muR,
wir haben sie also nicht bewiesen.

In der Tatuiberlegt man sich leicht, dal3 obige Behauptung falsch ist:
Fir n = 41 sind die drei Summandetf, n und 41 allesamt durch 41
teilbar, also auch die Summe. Entsprechendes gilirhet auch fir
jedes durch 41 teilbare.

Die naheliegende Vermutung, dal3 dies die einzigen Ausnateai
konnten, wird gesitzt durch die (mihsame)Jberpiifung der Tatsache,
daRn? — n + 41 fur allen < 41 eine Primzahl ist, abetif n = 42 ist

n® —n+41 =n(n —1)+41 =42 41+41 =43 41
wieder durch 41 teilbar, so dald auch das falsch ist.

Selbst sehr viele Beispiele dazen also nicht davor, dal3 eine Aussage
falsch sein kann; gerade in der Zahlentheorie gibt @t Fbei denen
Milliarden von Rallen Gberpiift wurden und sich die Aussage dann
schlief3lich doch als falsch herausgestellt hat.
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Betrachten wir als@chstes die Aussagede Zehnerzahl ist gerad#ir
konnten ndirlich auch hier zuachst einmal einige Zehnerzahlen wie
20, 70 und 125Qiberpiifen, aber eigentlich ist jedem klar, dal3 wie
ein Gegenbeispiel finden werden. Um das auch zu beweiséssan
wir nur die verwendeten Begriffe exakt definieren:

Eine natirliche Zahln ist eine Zehnerzahl, wenn es eine iiriche
Zahlm gibt mitn = 10m; sie ist gerade, wenn es eineimdiche Zahlk
gibt mitn = 2k. Da 10 = 2 5 ist, konnen wir jede Zehnerzahl= 10m
auch als

n=(2-5-m=2-(5m)=2-k mit k=5n
schreiben, also ist sevangshufiggerade.

Das ist ein wesentlicher Unterschied zur Situation etwamaturwis-
senschaften: Deren Gesetze sind Hypothesen, die anhaidkobach-
tungen und Experimenten aufgestellt werden; man kann ragcalie-

Ren, dal3 siwere Wissenschaftler etwas finden, was diesen Gesetzen
widerspricht. In der Tatifhrte beispielsweise in der Physik bislang noch
jeder wesentliche Fortschritt bei MeRmethoden und -gehkaiti zur
Modifikation existierender Gesetze. Selbst dasMionsche Gravita-
tionsgesetz, das oft als Inbegriff eines Naturgesetzeésgill3te inzwi-
schen durch dasIESTEINSche ersetzt werdeiiper dessen endgige
Gestalt sich die Experten auch heute noch nicht einig sind.

Verglichen damit sind wir in der Mathematik in einer ben@isierten
Situation: Was die Pythagéer vor zweieinhalb Tausend Jahren be-
wiesen haben, ist auch heute noch richtig.

Im Gegenzug muf3 man freilich zugeben, dal? die Aus3ade Zehner-
zahlist geradeleutlich weniger interessant ist als damsANoNsche oder
gar ENSTEINsche Gravitationsgesetz. In der Tat sagit8#RT EINSTEIN
einmal

Insofern sich die Satze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen,
sind sie nicht sicher, und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht
auf die Wirklichkeit.

Auch HANS GRAUERT (1930-2011), von 1959 bis zu seiner Emeritierung
1988 Professor in &tingen und einer der bedeutendsten Analytiker des
zwanzigsten Jahrhundertsjidkte sichahnlich aus:
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Die Realitat ist endlich und deshalb immer unmathematisch. Will man die

Mathematik zur Erkenntnis der Realitdt benutzen, muf3 man die Realitat

nach der Mathematik idealisieren.
Trotzdem formulierte ENSTEIN natirlich alle seiner Theorien in der
Sprache der Mathematik, und den Mathematiker@&RT schreckten
diese Aussagen erst recht nicht. Was uns (nicht nur) diaderm&itate
zeigen, ist vielmehr, dal3 jede Anwendung mathematischehdden
aus zwei wesentlich verschiedenen Schritten besteht: islee mul}
die Wirklichkeit auf ein mathematisches Modell abgebiletden. Da
auch kleine Ausschnitte der Wirklichkeit erheblich komyaesind als
mathematische Theorien, mul} es dabei zwandig) zu Vereinfachun-
gen kommen, und auch Fehler beispielsweise auf Grund wtiMadliger
Information lassen sich nie ausschliel3en.

Im zweiten Schritt, beim mathematischen Modell, liegenr&kland
prazise Voraussetzungen vor, die zwar vielleicht nicht ummgdder
Realitat entsprechen, die aber trotzdem alleiniger Ausgangges
weiteren Vorgehens sind: Ab hier sind alle weiteren Folggean
zwangsaufig richtig — wenn man einmal davon absieht, dal3 selbst
beriihmte Wissenschaftler schon gelegentlich falsche mattierha
Beweise vebffentlicht haben und so etwas sicherlich auch in Zukunft
immer wieder vorkommen wird. Es gibt eigentlich keinen \arfti-
gen Grund dair, daf’ das Ergebnisif die Anwendungeniitzlich sein
muf3; dald dies trotzdem fast immer der Fall ist, veranlal3té-atre
der Naturwissenschaften den Physik-Nobelpraggr EJGENE WIG-
NER dazu, eine Arbeit mit dem TitelThe Unreasonbable Effectiveness
of Mathematics in the Natural Sciencaes vebffentlichen Communi-
cations in Mathematical Physids3 (1960), S. 1-14; auch mehrfach im
Internet zu finden).

Eines der Ziele dieser Vorlesung besteht darin, Ihnen zgereiwie
ein mathematischer Beweis so geft wird, dal3 keine Nglichkeit fur

einen Irrtum bleibt; die ersten Grundlagen dazu sollen irstRieeses
Paragraphen zusammengestellt werden.

b) Direkte Beweise

Kehren wir zuiick zu einem der zu Beginn dieses Paragraphealamw
ten Probleme: In der Definition eine$Kers ist nur ein Teil der aus der
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Schule bekannten Rechenregelm ien Umgang mit Zahlen formali-
siert. Wenn wir wissen wollen, welche weiteren Regeln viinkig bei-
spielsweise aucliif die (bislang noch gar nicht einggdrten) reellen und
komplexen Zahlen sowie auclirfendliche Krper verwendendnnen,
mussen wir versuchen, diese Regeln aus den Axiomen abzyldige
wir der Definition eines Krpers zu Grunde gelegt haben.

In einfachen Ellen gelingt dies, indem wir bekannte Rechenregeln auf
eine Seite der zu beweisenden Formeln anwenden, bis winse\zi-

ten Seite transformiert haben. Entsprechedidriien wir auch aus einer
Aussage auf eine andere schliel3en.

Als erstes Beispiel daf wollen wir beweisen, dal3 in jedendiper die
Multiplikation mit Null stets auf das Ergebnis Nuillirt,d.h.a-0 = 0 fur
alle a € k: Nach dem Distributivgesetz und dem Axiom 1.2 igtmlich

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.

Addieren wir nun auf beiden Seiten das Elemeii - 0), erhalten wir
die Gleichung 0 = - 0 — wobei wir auch noch das Assoziativgesetz I.1
angewandt haben.

Als nachstes wollen wir unsiberlegen, daR das Elemedit aus 1.3
eindeutig bestimmt ist: Sind’ unda* zwei Elemente eines &persk
und gelteniir a € k die beiden Gleichungen

a+a =a'+a=0 und a+a*=a*+a=0,

soista’ = a*. Zum Beweis brauchen wir auRer den beiden Gleichungen
und dem Axiom 1.2 nur das Assoziativgesetz der Addition:

ad=a+0=d+@+a*)=("+a)+a"=0+a" =a*

Damit folgt nun schnell, dal? das Elemeni in jedem Korper auch als
(—1) - a berechnet werden kann: Nach dem Distributivgesetz Ill, dem
Axiom Il.2 und dem Kommutativgesetz 1.4 ist einerseits

a - (1+(—1)) =a-1+a-(-1)=a+(-1) a,
andererseits ist
a - (1+(—1)) =a-0=0.

Alsoista+(—-1)-a=(—1)-a+a=0und somit{1)-a = —a.
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Mit zu den bekanntesten Rechenregeln aus der Sclihlerz die drei
binomischen Formeln

(a+b)? = a®+2ab+b?, (a—b)? = a®>—2ab+b? und @+b)(a—b) = a®—b?.

In der Schule werden sie bewiesen via Ausmultipliziereh, idber die
Formel
(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd;

betrachten wir also zathst diese.

Nach dem Distributivgesetz Ill. aus der Definition einggpers gilt fir
beliebige drei Elemente b, c eines Korpers die Formel(b+c) = ab+ac.

Wir haben vier Elemente, b, c, d; betrachten wir an Stelle vanundb
nur ihre Summe + b, haben wir drei Elemente+ b, c undd; nach dem
Distributivgesetz ist also

(a+b)(c+d)=(a+Db)c+(a+b)d.

Fur den Anfinger erscheint diese Transformatioagiicherweise pro-
blematisch, weil die Buchstaben b, ¢ im Distributivgesetz und in
obiger Formel verschiedene Bedeutung haben; man muf} sah Kl
machen, dal3 in beiden Formeln die Buchstaben einfach Blegefur
beliebigeK drperelemente sind.

Ein Leser, dem diese Umformung grol3e Schwierigkeiten m&eimn
sie in zwei Schritte zerlegen: Wir betrachten vier neuealdans, ¢, u, v
und setzen im Distributivgesetz= s + ¢, b = v undc¢ = v. Dies fuhrt
auf die Formel

(s+t)(u+tv)=(s+t)u+(s+t)v furalles,t,u,v e k.

Da die Buchstaben, t, u, v nur Platzhalter tir Elemente vork sind,
hangt die Richtigkeit einer solchen Formel nicht von der Benmg
dieser Platzhalter ab; daher ist diese Aussage gleichbatemit

(a+b)(ct+d)=(a+b)c+(a+b)d furallea,b,c,dek.

Da wir noch zu interessanten Ergebnissen kommen wollerdemewir
das nur selten so adigfrlich hinschreiben; aber die gleiche Idee steckt
hinter jeder Umformung, bei der wir eine bekannte Formelemyen auf
Ausditicke, in denen teilweise dieselben Variablen in andereeBieohg
vorkommen.
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Um die beiden Summandea € b)c und (@ + b)d weiter auszurechnen,
brauchen wir ein Distributivgesetz, bei dem der Klammedawsk auf
der linken Seite des Produkts steht; so etwas gibt es ni¢bt unseren
Korperaxiomen. Wir haben dort aber unter 1.4 das Kommujatetz
der Multiplikation; danach ist

(a+b)c=cla+tbd) und @+bd=d(a+Db).

Die rechten Seitendnnen wir nach dem vorhandenen Distributivgesetz
ausrechnen und erhalten

(a+b)c=clatb)=ca+cb und @+bd=d(a+b)=da+db.
Somitist @ +b)(c+d) =ca+cb+da+db.

Wenden wir nun noch auf jeden der vier Summanden auf deraecht
Seite das Kommutativgesetz I1.4 der Multiplikation an urahd das
Kommutativgesetz |.4 der Addition auf die beiden mittlegamrmmanden
(und strenggenommen auch noch einige Assoziativgeséiaiegn wir
die gewilnschte Formel

(a+b)(ctd)=ac+ad+bc+bd.

Daraus folgen nun leicht die drei binomischen Formeln: Setwirc = a
undd = b, erhalten wir

(a+b)?=a?+ab+ba+b?=a®+2ab+0b?,

wobei wir das Kommutativgesetz der Multiplikation angedahaben
sowie die Formehb + ab = 2ab, die aus dem Axiom II.2 sowie dem
Distributivgesetz und dem Kommutativgesetz folgt:

ab+ab=ab-1+ab-1=ab-(1+1)=ab-2=2-ab;

die dabei verwendete Gleichung 1 + 1 = 2 ist streng genommen di
Definition der Zwei.

Es ist klar, dafd wir in dieser Vorlesung nie zu interessaitgebnissen
kommen, wenn wir das ganze Semesitber in dieser Ausfhrlichkeit
argumentieren; wer praktische Probleme mit mathematmsklethoden
behandeln rachte, muld daher aglichst schnell lernen, seine Beweise
so abzulkirzen, dal3 zwar jeder Grundlagen vertraute Leser zumindest
im Prinzip in der Lage ist, seine Argumente auf die ganz @usthe

und exakte Form bringendkinte, dal? aber seinedentation trotzdem
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so kurz ist, daf3 nur die wesentlichen Punktedrat werden. Was die
~-wesentlichen” Punkte sindangt naiirlich stark vom Umfeld ab: In
einer VorlesungAnalysis | werden Dinge aushrlich behandelt, die
in einer Vorlesungiir Finftsemester stillschweigend als bekannt vor-
ausgesetzt werden; in einer Bachelor-Arbeit wird man eielit noch
gelegentlich kurz sageWie aus der Analysis bekannt,. ; spatestens

in einer Masterarbeit wird mara&e aus defnalysis lanwenden, ohne
sie zu ervahnen.

Wie im wirklichen Leben mul3 man also auch bei der Anwendung
mathematischer Methoden einen Entwicklungsprozess thufem:
Anfanglich sind nur ganz ausfrliche Beweise verandlich, im Ver-
lauf des mathematischen Erwachsenwerdens bekommen derewiin
heute sehr kryptisch erscheinende Argumente einen kla@nabaren
Sinn.

In dieser Vorlesung werden extrem dilsfliche Beweise wie der obige
nur in der ersten Vorlesungswoche und nur auf dem erstaimgs-
blatt vorkommen; danach werden die Argumente imnmigz&r, wobei
freilich immer die wesentlichen Ideen erkennbar bleibérssen.

Der Beweis der zweiten und dritten binomischen Formel sail I
lustration des Gesagten auf dem Niveau der zweiten Vortgsuoche
durchgeiihrt werden: Wir setzen in der Formérfdas Ausmultiplizieren
¢ durcha undd durch—b dann ist

(a+b)(a—Db) =a®—ab+ba — b? = a® — b?,
die dritte binomische Formel.UF die zweite niissen wirb durch —b
ersetzen und = a, d = —b setzen; dann ist

(a —b)?=(a —b)(a—b) =a® — ab — ba +b? = a® — 2ab + b*.

c) Beweis durch Fallunterscheidung

Gelegentlich kommt man bei einem Beweis nicht weiter, wathABei-
spiel irgendeine Eigenschaft einer Zahl nicht bekannWeinn es dair
nur endlich viele Mglichkeiten gibt, die allesamt bekannt sind, kann
man den Beweidlr jeden dieser &lle einzeln tihren.

Wir werden in denUbungen bald sehen, da? die Summe der ersten
n Quadratzahlen gleic%n(n + 1)(2n + 1) ist; da diese Summe eine
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natirliche Zahl ist, muls(n + 1)(2n + 1) also fir jede naiirliche Zahin
durch sechs teilbar sein. Als Beispiel eines Beweises nlurtarschei-
dungen wollen wir das ohne Bezug auf die bislang noch nichidsene
Summenformel zeigen.

Ein bei Beweisen aller Art oft intizliche Strategie besteht darin, das
Problem in einfachere Teilprobleme zu zerlegen. Da ein#@rlate Zahl
genau dann durch sechs teilbar ist, wenn sie sowohl durchatsvauch
durch drei teilbar ist, bietet sich hier an, nacheinanderTdilbarkeit
durch zwei und die durch drei zu untersuchen.

Wennn gerade ist, ist auch(n + 1)(2n + 1) gerade, denn jedes Produkt,
in dem mindestens ein Faktor gerade ist, ist gerade. Bl&ibh mler
Fall, da3n ungerade ist. In diesem Fall ist+ 1 gerade, womit wir
wieder einen geraden Faktor gefunden haben und damit widaBrdas
Produkt gerade ist. Sowohlif gerade als aucliif ungerade:, also fir
allen € N ist somitn(n + 1)(2n + 1) gerade.

Fur die Teilbarkeit durch drei fissen wir mehr &lle betrachten: Falls
bereits n eine Dreierzahl ist, gilt dasselbe dich erst recht iir
n(n + 1)(2n + 1), aber wenm nicht durch drei teilbar ist, wissen wir
immer noch nicht, olm + 1 und/oder 2 + 1 durch drei teilbar sind. Wir
unterscheiden daher weiter nach dem Rest, den wir bei desi@won
n durch drei erhalten. Den Fall null haben wir bereits erledig

Ist der Divisionsrest gleich eins, so gibt ein éiE N, sodaf% = 3k+1
ist. Dann istn + 1 = 3k + 2 auch nicht durch drei teilbar, aber

2n+1=2-3k+1)+1=6+2+1=6:+3=3-(2k+1)

ist eine Dreierzahl. Somit ist auch das Produkt + 1)(2n + 1) durch
drei teilbar.

Im Falle eines Divisionsrests zwei schreiben wir entspeadh = 3k+2;
jetzt istn + 1 = 3k + 3 = 3(k + 1) durch drei teilbar und damit auch
n(n + 1)(2n + 1).

In allen drei Rllen ist also das Produkt durch drei teilbar, und da jede
natirliche Zahl zu einen dieser drealfe gefort, haben wir gezeigt, dafl3
n(n + 1)(2n + 1) fur jedesn € N durch drei teilbar ist. Da wir uns oben
uberlegt haben, dal? die Zahl auch durch zwei teilbar isgmalr damit

fur allen € N die Teilbarkeit durch sechs gezeigt.
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Fallunterscheidungen sind meist eher nicht so elegant dndéda bei
einer grof3en Anzahl vondilen zu recht langen und oft auch langweili-
gen Beweisenithren; es lohnt sich daher, die Anzahl détlé& so weit
wie moglich zu reduzieren. Im vorliegenden Beispi@itten wir auch
direkt sechs &lle betrachten@&nnen je nach Rest bei der Division durch
sechs; dadurch &e der Beweis sowoh@ihger als auch ttbersichtli-
cher geworden.

d) Beweis durch Widerspruch

Manchmal &3t sich eine Aussage nur schwer direkt beweisen, ihr Gegen-
teil aber leicht widerlegen. Als einfaches Beispiel bditan wir die
Aussage

k sei ein angeordneter &&per unda € k. Ista > 0, so ist
—a < 0,undfira < 0ist—a > 0.

Wir nehmen an, diese Aussage sei falsch, es gebe also zBcekmit

a > 0, fur das—a nichtkleiner als null ist. Da—a # 0, muld dann nach
der ersten Eigenschaft aus der Definition eines angeonlh&igpers
—a > 0 sein, und nach der zweiten dieser Eigenschaften ist

O=a+(—a)>0+0=Q also 0>0.

Das ist nafrlich Unsinn, alsoiihrt die Annahme;-a seinicht kleiner
als Null zu einem Widerspruch. Damit mufs < 0 sein. Genauso folgt
auch, dal3iir a < 0 gelten muf3-a > 0.

Damit kdnnen wir nun beispielsweise beweisen, dal3 in jedem angeord
neten Korper das Quadrat eines Elementsz 0 grof3er als Null sein
mul3: Ista #Z 0, so ist entweder > 0 odera < 0. Im ersten Fall &nnen

wir einfach die Ungleichung > 0 nach der dritten Regel aus der Defi-
nition eines angeordneterokpers mita multiplizieren und erhalten die
gewunschte Ungleichung

a?=a-a>0-a=0.
Ista < 0, soist—a > 0 und, wie wir oben gesehen haben, ist in jedem
Korper (a) = (—1) - a. Somit ist
(—a)? = ((—1) : a) : ((—1) : a) =(-1)-(-1)-a-a=d?.
Da wir bereits wissen, dal3 das Quadrat der positiven Zahpositiv
ist, folgt damit die gewinschte Aussagée® > 0.
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Wir sind bislang von den natlichen zu den rationalen Zahlen fort-
geschritten, weil wir alle Grundrechenarten d@tmstn wollten; wenn wir
guadratische Gleichungetden wollen, rissen wir aber auch Wurzeln
ziehen lbnnen. Das ist aber imdper der rationalen Zahlen leider nicht
immer noglich: Als nachstes Beispiel eines Beweises durch Wider-
spruch (den bereits vor rund zweieinhalb Jahrtausendd?ytagoéer
kannten), wollen wir ungiberlegen, dal? es keine rationale Zahl gibt,
deren Quadrat gleich zwei ist:

Angenommen, esape einen Bruch mit Quadrat zwei. Darébg es auch
einen entsprechenden gekten Brucly/q. Dessen Ahler und Nenner
wirrden die Gleichung? = 242 erfilllen, also viarep? eine gerade Zahl.
Dann ware aber auch gerade, denn das Quadrat einer ungeraden Zahl
ist ungerade. Wenp eine gerade Zahl &re, niiRte abep? durch vier
teilbar sein, so daR auef = p?/2 eine gerade Zahl ave, also rilte
auchq eine gerade Zahl sein. Das widerspricht der Tatsachey tgfls
gekirzter Bruch vorausgesetzt war. Also kann es keinen Brubeme
dessen Quadrat gleich zwei ist, die Gleichurfy= 2 hat also keine
rationale Losung.

Ein Beweis durch Widerspruch zeigt, dal3 das Gegenteil debezu
weisenden Aussage nicht richtig sein kann; er zeigt abdetenicht,
warumdie Aussage inhaltlich betrachtet richtig sein muf3. Da viar d
Aussagen, die wir beweisen, auch verstehen wollen, isnéialtlicher
Beweis sicherlich vorzuziehen; oft gibt es aber — wie im iegénden
Beispiel — keine Alternative.

e) Vollstandige Induktion

UnterInduktionversteht man in der Wissenschaftstheorie die Methode,
auf Grund von Einzelbeobachtungen zu einer allgemeinesageszu
kommen. Wie wir bereits gesehen haben, ist das in der Matiiema
nicht immer ein erfolgversprechender Ansatz, auch wenteheumer
mehr mathematische Aussagen durch systematisches frobieneist

mit Computern — gefunden werden: Will man sicher sein, daB so
erhaltene Aussage richtig ist, muf3 man sieaaist beweisen.

Das Prinzip devollstandigennduktionistanwendbar auéfze, die sich
auf irgendeine Weise auffassen lassen als Aussilgemneine nairliche
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Zahl, also z.B. die Aussage

Furjede natirliche Zahln ist die Summe der erstematiirlichen
Zahlen gleichin(n + 1).

Klassische Induktion iwrde bedeuten, dal3 wir diese Aussaigever-
schiedene Werte vom Uberpiifen:

1.2 2-3 3-4
1=1= 5 1+2=3= 5 1+2+3=6= 5
Bei dervollstandigeninduktion zeigen wir die Aussage zaechst fir
n = 1. Danach betrachten wir si@rfn = 2 unter der Voraussetzung,
dafl’ wir sie @ir n = 1 bereits kennen:

1-2
+ = + = = _ =

1+2 2 2 2 2 2
Danach betrachten wir siéifn = 3 unter der Voraussetzung, dafd wir
sie fur n = 2 bereits kennen:

2-3 6+6 12 3-4
+ + =+ = = = —
1+2+3 > 3 > > 5

und so weiter.

In dieser Form erscheint dies deutlich uarsdlicher und uabersicht-
licher als der naive und direkte Zugang. Vorteilhaft wiréskr Ansatz
erst, wenn man die Sdidse von 1 auf 2, von 2 auf 3, von 3 aufigw.
zusammenfal3t zu einem einzigen Schlufld der Form: Wenn disages
fur eine naltrliche Zahln gilt, dann gilt sie auchifr n + 1.

Im vorliegenden Fall ist dies aglich. Um die Argumente kurz und
ubersichtlich zu haltenjihren wir dazu erst eine Aldkzung fir Sum-
men ein: Ista,; irgendein Ausdruck, der von einer daichen Zahl:
abhangt und deriir alle: zwischen den beiden Zahlerundm definiert
ist, so schreiben wir

m
Zai d=efan+an+1+a’n+2+“'+am—1+am!
=n

also zum Beispiel

Y =142+ +(n—1)+n und ) i?=12+2%+. . +(n—1)+n?.
i=1 P
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In dieser Schreibweise wird die zu beweisende Formel zu

n

._nn+1)
3= ),

=1

Wir nehmen an, diese Formel gelte eine feste Zaht, und wir wollen
zeigen, dal3 sie dann audlr» + 1 gilt. Dazu schreiben wir

n+1 n
Y i= i+(n+1)=n(n2+1)+(n+1)
=1 =1

_(+2)n+1) _ (n+1)(n+2)

- 2 - 2 !
und das ist genau die géwschte Formeliir n + 1.

:n(n+1)+2(n+1)
2

Damit haben wir ein Verfahren gefunden, um aus der Richtigler
Formel fir eine Zahh auf deren Richtigkeitiir n» + 1 zu schlie3en. Da
wir auf3erdem wissen, dald die Formi@t i = 1 gilt, kbnnen wir sie so
nacheinanderlirn = 2,n = 3,n = 4 und so weiter beweisen, insgesamt
also fur jedenatirliche Zahln. Diese Vorgehensweise bezeichnet man
als das

Prinzip der vollstandigen Induktion: Falls eine Aussagé(n) Uber
eine nailrliche Zahin furn = 1 gilt und falls fir jede naiirliche Zahln
aus der Richtigkeit vord (n) die vonA(n+1) folgt, dann gilt die Aussage
fur jede nairliche Zahin.

Den Beweis der Aussagf(1) bezeichnet man als démuktionsanfang;
den Beweis vorA(n + 1) unter der Voraussetzung odaduktionsan-
nahmegdalRA(n) gilt, als deninduktionsschritt.

Das Prinzip der vollgtndigen Induktion ist sehr universell anwendbar,
liefert allerdings nicht immer den besfiglichen Beweis: Die Summe
S,, der erstem Zahlen fatten wir auch direkt berechnedknen, indem
wir sie einmal vorvarts und einmaliickwarts aufsummieren:

S,=1+ 2 +---+(n—1)+n
S,=n+n-1)+---+ 2 +1

Deri-te Summand rechts istin der ersten Zejla der zweitem +1—i.
Addieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir rediatser eine
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Summe vom Summanden, die allesamt gleigh+ 1 sind. Somit ist

25 =n(n+1) und S, = ”(”2+ D
Bei diesem direkten Beweis wird sofort klavarumdie Summe der
erstenn naitirlichen Zahlen gleich%n(n + 1) ist; beim Beweis via
vollstandige Induktion wird nur klardald diese Formel gilt. Dafr
geht freilich der Beweis via vollandige Induktion stur nach Schema F,
wahrend manir den direkten Beweis erst auf die Idee kommen mulf3,

die Summe einmal vorarts und einmalirckwarts hinzuschreiben.

In leicht modifizierter Form kann das Prinzip der valistligen Induktion
auch verwendet werden, um Aussagéfn) zu beweisen, die erst ab
einer gewissen natlichen Zahl gelten: Dazu raissen wir die Aussage
beim Induktionsanfang statif eins fir die Zahla beweisen, und beim
Induktionsschritt issen wir nur beweisen, dalirfiedesn > « gilt:
Aus der Richtigkeit vorA(n) folgt die vonA(n + 1).

Als Beispiel dazu betrachten wir dieEBNouLLIsche Ungleichung: In
einem angeordnetendfper gilt

(l+x)" >1+nx furallen >2undaller > —1 aulBerr =0.

Furn = 1 hatten wir hier die offensichtlich falsche Aussagerl* 1+z,
die Ungleichung kann also nichiifallen € N gelten.

Fur n = 2 ist nach der ersten binomischen Formel
(L+2)2=1+2¢+22,

und das ist sogafif allex # 0 grof3er als 1 + 2, denn wie wir bereits
wissen, ist das Quadrat einer jeden von Null verschiederdh &cht
grofer als Null. Dies nehmen wir als Induktionsanfang.

Fur den Induktionsschritt nehmen wir an, die Gleichung&eirgendein

n > 2 erfullt; wir missen zeigen, dal’ sie dann auahvif+ 1 gilt. Dazu
schreiben wir (1 +)"*! = (1 +z)" - (1 + z) und wissen, daR der erste
Faktor (1+4x)" auf der rechten Seite nach der Induktionsannahib@egr
ist als 1 +nz. AulRerdem wissen wir, dafd > —1, also 1 +r > O ist.
Daher lbnnen wir die Ungleichung (1 )" > 1 +nz mit (1 + x)
multiplizieren und erhalten die neue Ungleichung

L+2)""t > L+nz)(L+2) =1+ @n+ Lz +nz?.
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Dies wiederum ist giRer als 1 +# + 1)z, dennz? undn sind beide
positiv, also auchz?.

Nach dem Prinzip der vollahdigen Induktion ist damit die Ungleichung

von ACOB BERNOULLI bewiesen.

JAcoB BERNOULLI (1654—-1705) war der erste Mathema-
tiker aus der weitverzweigteng&NouLLI-Familie. Auf
Druck seiner Eltern muf3te er sich an der Univéxsit
Basel zwar @ir Philosophie und Theologie einschreiben
und erhielt auch die entsprechenden Abgske, aber
er verwendete einen Grol3teil seiner Zgéit flas Studi-
um der Mathematik. Auf anschlieRenden Reisen nach
Frankreich, die Niederlande und England kam er mit
vielen fuhrenden Mathematikern seiner Zeit in Kontakt.
1683 kehrte er nach Basel fiek und lehrte an der
dortigen Universit Mechanik, theoretische Physik und
Mathematik.

f) Beweise und Herleitungen

Nicht jedes mathematische Problem besteht darin, eine ¢tavder
Aussage zu beweisen. Gerade bei Anwendungen der Mathegeditik
es oft darum, konkrete Zahlenwerte zu bestimmen. Die Faornuké
dazu bentigt werden, sind oft noch nicht bekannt undnken daher
auch nicht bewiesen werden; sigissen zuachst hergeleitet werden,
woraus sich manchmal, aber nichtimmer, automatisch eireiBssvgibt.

Als Beispiel dazu wollen wir die &sungsmenge einer quadratischen
Gleichung bestimmen. Wir gehen aus von irgendeinegimpkr £, von
dem wir nur voraussetzen wollen, daf3 2 = 1+1 von Null verstdmest:
Nach unseren Erfahrungen mit quadratischen Gleichunggrigchule
erwarten wir schliel3lich, dal3 wir gelegentlich durch zwmidieren
mussen.

Wir gehen aus von zwei Elementeng € k& und wollen die lBsungs-
menge
£={x€k ‘ :c2+p:c+q=0}

der quadratischen Gleichung
> +pr+qg=0
bestimmen.
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Ein Elementz € k liegt also genau dann i, wenn z? + px + ¢
verschwindet. Dies schreiben wir um nach einem uraltenkTrler
bereits vor vier Tausend Jahren den Babyloniern bekanntfapz +¢
verschwindet genau dann, wenn

2

2
PV _ P p° —4q
+Z ) =gt +pr+ = =
(x 2) rIprT 4

Ist. Damit ist klar, dal3 die Gleichung nur daniddungen ink haben
kann, Wenn%2 — ¢ in k ein Quadrat ist: Wenn es einésungx gibt,
ist dies schlieR3lich das Quadrat vor+ £. Da ein Element voi genau
dann ein Quadrat ist, wenn sein Vierfaches ein Quadratasiné&n wir
stattdessen auch fordern, daR dah&rp? — 4q ein Quadrat ist.

P
4

(Vorsichtige Leser werden sich vielleicht fragen, ob iderhaupt durch
vier dividieren dirfen; wir haben schliel3lich nurangenommen, ds¥®2
ist. Dann muf3 aber auch-2 = 4 von Null verschieden sein, denn die
Zwei hat ein multiplikatives Inverse§ und ware 4 = 0, so \#&re auch
2=4-3=0)

Nehmen wir umgekehrt an, es gebe ein Elemert &, dessen Quadrat

w® = p? — 4q ist. Dann erdillt z = 1(—p + w) die Gleichung

_ 2 _ 2 _ 2 2

(—p +w) . p+w+q:p 2pw +w N D +pw+q
4 2 4 2

_ 7 = 2pw+w? —2p° + 2pw +4g _ w® — (p* — 4g)

4 4

x2+p:1:'+q =

:O’

ist also eine Bsung.

Istw € k ein Element mit Quadrat® — 4q, so ist offensichtlich auch
—w eines, denn-{w)? = w?. Wir wollen uns noch kurziberlegen, daf?
es sonst keinedsung gibt: Aus der Schule ist bekannt, daf3 eine Zahl
genau dann Nullstelle eines Polynorf(sX) ist, wenn dieses Polynom
ohne Rest durctX — w teilbar ist. Der Grad des Polynoms ist daher
eine Obergrenzeif die Anzahl der Nullstellen; im Falle eines Polynoms
X? — g sind das zwei Sick.

WennX?2 —a = 0 nur eine Nullstelles € k hat, muR—w = w sein, also
2w = 0, und da wir 2% 0 vorausgesetzt haben, gilt dies genau dann,
wennw und damit aucla verschwindet.
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Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so haben wir bewiese

Fur einen Korperk, indem 1+ 17 O ist, und tir zwei Elemente, g € k

ist £ = {x €k \ 2 +pr+q= 0} genau dann nicht leer, wenn es ein

Elementw € k gibt mitw? = p? — 4q. Istp? — 4q = 0, so gibt es nur die

eine Losungx = —%p; andernfalls gibt es die beiderdkungen
—p—w

—p+
xrq = p2w und z, = >

84: \Jon den rationalen zu den reellen Zahlen

Im Korper der rationalen Zahlerdoknen wir zwar alle Grundrechenar-
ten unbesclimkt ausfihren (auf3er néatlich der Division durch Null);
wie wir gerade gesehen habergnkien wir aber beispielsweise nicht
die Wurzel aus zwei ziehen und damit auch insbesondere jadkt
gquadratische Gleichung$en. Unser échstes Ziel ist die Erweiterung
der rationalen Zahlen zu einer Menge, in der wir eidsiing der Glei-
chungz? = 2 finden bnnen. Dabei wollen wir das bislang Erreichte
nicht aufgeben, auch die neue Menge soll also ein ange@mdkét-
per sein, so dald insbesondere alle im letzten Paragrapeeseaen
Rechenregeln weiterhin gelten.

Fragen wir einen Taschenrechner, der mit zehn Ziffern reghvas,/2
Ist, erhalten wir die Antwort = 1,414213562. Dal} diese Antwort nicht
richtig sein kann, sehen wir, wenn wir* von Hand oder mit einem
Computer in voller Genauigkeit berechnen:

2% = 1,999999998944727844 .

Das unterscheidet sich zwar nur wenig von der Zwei, ist abénitiv
ungleich zwei — was intibrigen auch schon ohne Rechnung klar war,
dennz ist schliel3lich eine rationale Zahl, und wir wissen, dal3 das
Quadrat einer rationalen Zahl nie zwei sein kann.

Nicht nur mit Taschenrechnern oder Computedmiken wir uns ratio-
nale Zahlen verschaffen, deren Quadrat sich nur wenig voiZgei
unterscheidet; die babylonischen Mathematiker wu3tearsebr rund
vier Tausend Jahren, wie sie beliebig gena@h&tunggisungen kon-
struieren konnten. Heute wird ihr Verfahren benannt naeRdtl von
Alexandria, der es etwa zwei Tausend Jahi@&espin einem Lehrbuch
prasentierte.
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Die Idee ist einfach: Ist? = 2, so istz = 2/z. Ist aberz? < 2 undz
positiv, soist 2z > z und (2/z)? > 2;im Fallez® > 2 ist entsprechend
2/x < x und (2/z)* < 2. Da also eine der beiden Zahlerund 2/x

ein zu kleines Quadrat hat, die andere ein zu grol3es, sakt€dadrat
ihres Mittelwertgy naher bei der Zwei liegen als die Quadrate der beiden
Ausgangszahlen.

Mit dem Mittelwerty konnen wieder genauso verfahren: Eine der beiden
Zahleny? und 4/y? ist groRer als 2, die andere kleiner; der Mittelwert
ausy und 2/y sollte also eine besseréNerung sein alg, und so weiter.

Da uns bei diesem Verfahren schnell die Buchstaben ausgedwesich-
nen wir die so konstruierten Zahlen nicht mity, z, ..., sondern mit
xo, X1, Ty, T3, - . ., aUf diese Weise dnen wir das Verfahren beliebig
oft anwenden, ohne unsasidig neue Buchstabérerlegen zu iisssen.

Wir gehen aus von einer positiven Zahl aus einem angeonal i&igp-

er k. Im Augenblick kennen wir erst einen solcherdrger, ramlich
den KorperQ der rationalen Zahlen, aber wie wir bald sehen werden,
funktioniert der Algorithmus aucluf reelle Zahlen — die zumindest den
Babyloniern noch nicht bekannt waren.

Algorithmus von Heron

Gegebenisteine Zahl> 0 aus dem angeordneteidioerk; konstruiert
werden Niherunggisungenc,;,7 =1,2,3,... der Gleichung:? = a.

Wir gehen aus vomrgendeinerpositiven Zahk, € k, z.B.x;, = 1, und
konstruieren daraus sukzessive neue Zahlera@emer Vorschrift

1
7= <xi_1+i> fri=1,2,3,....

T, 1

Eine solche Vorgehensweise bezeichnet man in der Matheraksi
RekursionWir haben keine geschlossene Fornielf,, sondern knnen

x; nur berechnen, wenn wit;, _; kennen, zu dessen Berechnung wir
wiederumz,_, brauchen, und so weiter. Da wif, kennen oder besser
gesagt willlirlich festlegen, &nnen wir auf diese Weise nacheinander
beliebig vielex; bestimmen.

Wenn wir dies beispielsweise auf = 2 anwenden und mit, = 1
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anfangen, erhalten wir

x:}<1+g>:§

L2 1) 2

_1(3 2.2\ _17
'””2‘5(5 T)‘l—z
_1/17 2-12\ 577
‘”3‘§<1_2+T7>‘4—08’

und so weiter. Um die Quadit der Ntherungsisung besser beurteilen zu
konnen, berechnen wir djé in (naherungsweiser) Dezimaldarstellung;
dies fuhrt auf folgende Tabelle:

2

01 1
3

1 - 2,2
2 o

2 1 2,00694 44444 .
12
577

3 208 2,00000 60073 04882 .
665857

4 270832 2,00000 00000 0451Q.
886731088897

5 627013566048 2,00000 00000 00000 00000 00025

Schonz3 unterscheidet sich also erst in der sechsten Nachkomneastel
von zwei, beizj haben wir bereits elf Nullen nach dem Komma und
bei 22 sogar 23. ERt man einen Computer weiterrechnen, stellt sich
heraus, daR sick, erst ab der 784. Stelle von der Zwei unterscheidet.
Zumindest in diesem Fall funktioniert der Algorithmus akshr gut.
Wir wollen sehen, was wir allgemein ddrer sagen®nnen.

Fur x, kdnnen wir eine beliebige positive Zahlawlen; je nachdem,
wie groR diese ist, kannj kleiner oder gbRer alsa sein. Falls es ein
Elementz € k gibt mit 2 = ¢ und wir mit einem positiven solchen
Element starten, ist sogag = a.
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Wir wollen unsiiberlegen, daR danach aber, dilv.if> 1, allez? > a
sind. Dazu schreiben wit, = %(xi_l +a/x,_,) und berechnen nach
den binomischen Formeln

2
5 1 a 1/, a®
Ti—a=g xi_1+x —a=7 xi_1+2a+x2— —a
i—1 i—1

1/, a®\ _ 1 a Y
3 (me) i)

Da Quadrate stets@iRer oder gleich Null sind, ist dam&f > aflralle
i>1.

Als Naherungsausdcke r die Quadratwurzel voa sind diex, abx;
also stets zu groRR — es sei denn, witten einz; mit 22 = a, was
zumindest in interessante@llen nur selten vorkommen wird. Somit ist
z; genau dann eine besserati¢rung als;, wennzx; < z; ist.

Wenn uns das Verfahren immer besser@drungsausdcke liefert,
sollte also @ir alle: > 1 gelten:z,,; < z,. Auch das Knnen wir leicht
direkt nachrechnen:

_ 1 a) _1 a
Ty T ST 5 371""; =5\ T >0,

dennwegen? > aistx; > a/x;: Um dies zu sehen, multiplizieren wir
einfach die erste Ungleichung mit der positiven Zaht 1

Ausz,,, < z, folgt, dalda/z;,; > a/x; ist, denn véarea/x,,, < a/x,,
so ware, dar;,; > Ounda/x; > 0

a < a < a
a=—- - i —_— . :a’
r, T @
was nicht sein kann. Daher habém f > 1 die Ungleichungskette
a

a
— < — < T, <T.
T Ti41 i+l %
Wenn es ein Element gibt mit 2 = a, dann ist auch
a

a
—<—<x<xi+1<xi;
L; Tivq

wir kdnnenx also sowohl von oben als auch von unten immer enger
eingrenzen und erhalten somit immer besseibddunggisungen. Das
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besagt aber noch nicht, dal3 diesihrunggisungen auch beliebig gut
werden niissen, denn eskinte ja sein, dal’ der Abstand zwischgn,
undz, eine gewisse Schranke nie unterschreiten kann.

Um diese Frage zu untersuchen, vergleichen wir die Diffemvischen
x, unda/x, mit der zwischern,,, unda/x,4:

2
T —a

a
Ly L
a 1 a 2a w?+a  2ax
. — — + N — = —
x7,+1 2 + 2 2
Ti4q x; x, ta/z, z; x5 +a
3 (xf +a)? — 4axf (z + Zaxz +a?) — 4a:133 3 (x} — 2a:1912 + a?)
B 2 2 B 2
2x,(x5 + a) 2x,(x5 +a) 2x,(x5 + a)

(2 —a)®> 22—a 27—a

- 2z,(2? + a) N 2(x2 +a)

(3

(.CC —a) 1 1 a
- é‘é(x_5>’

(2 (2

denn daz? groRer ist als:, sindz? — a undz? + a beide positiv, und da
22 + a die gRere der beiden Zahlen ist, folgt

xz—a l

2(x2 + a)

Die Differenz zwischemn,,; unda/x,,, ist also ldchstens halb so grof3
wie die zwischenc; unda/x,. Tatfachlich verringert sie sich nicht nur
im obigen Beispiel sogar noch sehr viel dramatischer, aidene Details
sind im Augenblick noch zweitrangig; wichtig ist zachst vor allem
die prinzipielle Vorgehensweise.

0<

Wenn wir diese Absditzung iterieren, erhalten wir die Ungleichungs-
kette

a - 1 a < 1 a
Tyl — |z, — — — |z, —
1+l Ti4q 2 7 ; 4 1—1 T, 4

< 1 _a < < 1 _a
8 xi_z xi_z ZZ ajl :Bl .

In der Klammer ganz rechts steht eine feste Zahl, die nialni abrangt.
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Diese Zahl wird durchdividiert, und nach den uns bekannten Rechen-
regeln wissen wir, dafl3 wir eine rationale Zahl durch foragetes Hal-
bieren beliebig klein macherdknen.

Wenn wir allerdingshur die Axiome eines angeordneterokers vor-
aussetzen, dann finden wir dort nichts, womit wir eine dgy@Aussage
beweisen Bnnten. In der Tat gibt es angeordnetérger mit Elemen-
ten, die golRer sind als jede Zweierpotenz und auchiigr als jede
ganze Zahl. Solche #tper spielen hier in der Vorlesung keine Rolle;
wir wollen sie daher durch ein weiteres Axiom ausschliel3en:

Definition: Ein angeordneter &rperk heildtarchimedischywenn es zu
jedema € k eine nafirliche Zahln gibt mita < n.

Dabei wird die ndirliche Zahln mit dem Element des&persk identi-
fiziert, daf durcl-malige Addition des Eins ausentstehtn = ;'_; 1.

Archimedische Krper sind benannt nachR&EHIMEDES VON SYRAKUS (287-212)Uber
dessen Leben wir nur weniges wissen. Er verbrachte wohl distenZeit seines Lebens in
Syrakus auf Sizilien und leistete wesentliche Bege nicht nur zur Mathematik, sondern
auch zur Physik, insbesondere zur Mechanik. Mit seinengsreaschinen konnte er
Syrakus lange gegeimische Angriffe verteidigen; als diedRer im zweiten punischen
Krieg die Stadt schliel3lich doch einnehmen konnten, wurd®e einem ihrer Offiziere
ermordet. Am bekanntesten unter seinen @iétjen mathematischen Leistungen ist seine
Methode, Fachen und Volumina auch krummlinig begrenzt@rper zu bestimmen; sie
nimmt weitgehend die sper in dieser Vorlesung behandelte Integralrechnung egrw

In einem archimedischen angeordnetedrper kKdonnen wir jede Zahl
a > 0 durch halbieren beliebig klein machen: Igtmlich S > 0 ir-
gendeine Schranke, so gibt es sowohl einéniahe Zahln derart, daf3
a < n ist, als auch eine néatliche Zahlm derart, da3 AS < m und
1/m < Sist. Hiri > nm ist dann

a a a n 1
— < -< — < —=—<5,
2 7 nm nm m

wobei wir die Ungleichung 2> i fir allei € N beispielsweise aus
der Ungleichung von BRNoOULI folgern kdnnen. Da wir somitz/2"
unter jede vorgegebene positive Schrankecken kbnnen, werden die
Langen der Intervalle in der Tat beliebig klein.

Wenn wir in einem archimedischerdiper rechnen, kommen sich also
die obere und untere A@herung an die &sung vonz? = a beim
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HERON-Verfahren beliebig nah&) ist offensichtlich ein archimedischer
Korper: Rir negative Zahlen d&nnen wir die Eins als obere Schranke
nehmen, @ir positive Zahlerp/q ist beispielsweise/q < p + 1.

Wir wissen nun also, daR beispielsweise die Gleichuhg 2 zwar
keine Losung im Korper@Q der rationalen Zahlen hat, wir wissen aber
auch, dafd wir rationale Zahlen findedrinen, der Quadrat der Zwei
beliebig nahe kommt. Wir wollen die rationalen Zahlen etem zu
einem gblReren Krper, in dem wir eine isung dieser Gleichung (und
hoffentlich auch vieler anderer i@ unlosbarer Gleichungen) haben.

Fur eine solche Erweiterung imsen wir festlegen, was dimeuen®
Zahlen sein sollen. Die niatliche Zahlen sind uns wohlbekannt; wenn
wir sie aber definieren ifdten, bliebe uns kaum etwas andénesg, als
so vorzugehen, wie der Zahlbegriff wohl auch historisclsemd: Die
Zahlen kommen vom Al@hlen, zwei ist also einfach eine Alinizung

fur1+1, dreifir 1+ 1 + 1 und so weiter. Rationale Zahlen sindi&re,

595703

. . H 1 " 1
und auch das sind eigentlich Rechenvorschriften: Der B%%—42317

bezeichnet das Ergebnis der Division von 159570 durch 90423d
wenn wir das mit geisgender Sorgfalt ausrechnen, kommen wir zum

Ergebnis, dald wir diese Zahl auch besserféy$chreiben Bnnen.

Bei den nun einzuifhrenden reellen Zahlen geht es — wie wir im Laufe
der Vorlesung immer wieder sehen werden — um deutlich kaept
tere Objekte, aber wie bei allen Zahlen wollen wir auch daeghnen
und wir wollen Ergebnisse, die wir je nach Anwendung in Eunal u
Cent oder in Metern und Zentimetern auscken lonnen. Daifir sind
Eingrenzungen, wie sie uns das Verfahren vareN liefert, durch-
aus geeignet; das einzige Problem ist, dal3 wir wie bei démrchzn
dieselbe Zahl auf verschiedene Weise darsteltamkn: H-RON liefert
uns schlieZlichir jedenpositiven Startwert Ansherungen ag/a, aber
natirlich hangen die konkreten Zahlen ab vom Startwert.

Wir formalisieren zuachst die Anaherung durch obere und untere
Schranken:

Definition: k seiein angeordneterd{per undz, b seien zwei Elemente
von k.
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a) Das abgeschlossene Intervall p] ist die Menge allerz € k£ mit
a<x<hb.

b) Das offene Intervalld, b) ist die Menge allerr € kK mita < = < b.

c) Die halboffenen Intervalle sind definiert als

[a,b):{xek‘a§x<b} und (a,b]:{xek’a<:r§b}.

Mit dem Verfahren von HRON finden wir somit immer kleinere Inter-
valle[a/z;, z;]. Um eine solche Formulierung§zise zu fassen, irssen
wir noch erkhren, wasimmer kleiner* bedeuten soll.

Anschaulich ist das zwardllig klar, aber bei komplizierten mathema-
tischen Sachverhalten kann uns aber unsere Anschauurggegtieh
auch in die Irre fihren. Dies rif3ten beispielsweise die Mathematiker
des sjten siebzehnten sowie des achtzehnten Jahrhundertsrztibme
erfahren: Gemeinsam mit den Physikern (zu denen ein GfoRteih-
nen selbst gebrte) war es ihnen gerade erst gelungen war, mit der neu
geschaffenen Differential- und Integralrechnung die Nateinem bis
dahin nicht bekannten Mal3e zu erign undiberptifbare Vorhersagen
zu machen, von denen ihre V@ngger nicht einmal zuaumen gewagt
hatten. Genau wie mancher heutige Wirtschaftsguru glaufiee die
Welt vollstandig im Griff zu haben und ihren Ablauf wie den eines
Uhrwerks erkairen zu knnen. far spekulierende Philosophen und in
Dogmen verhaftete Theologen hatten sie nur Verachiilomigj.

Deren Rache kam postwendend. Teilweise waren ihre Entgggmudie
ublichen, damals unter Gelehrten aller Art sehr beliebtelerRiken,
teilweise sogar in literarischer Form. Noch heute oft gale@ind auch

in deutschelUbersetzung editlich) sind einige Romane des irischen
Schriftstellers und GeistlicherodATHAN SWIFT (1667-1745; seit 1713
Dekan der Dubliner St.-Patricks-Kathedrale). So ist eteradditte Band
von Gulliver’s Travelseine stellenweise sehr boshafte Satire, die sich
zwar grundatzlich gegen alles Moderne richtet, in einigen Teilen aber
auch speziell die Mathematiker (Reise nach Lapute) odendithe-
matisch arbeitenden Naturwissenschaftler und Ingeni@Reese nach
Balnibarbi) aufs Korn nimmt.

Viel schmerzhafter waren allerdings einige rein wisseafitbhe Streit-
schriften, die barhmteste daruntefhe Analyst; or, a Discourse Ad-
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dressed to an Infidel Mathematician. Wherein it is examinbdther
the Object, Principles, and Inferences of the modern Amae more
distinctly conceived, or more evidently deduced, therngitels Myster-
les and Points of Faithdie GEORGE BERKELEY 1734 vebffentlichte.
Dal} sie auch heute noch gelesen wird, sieht man unter andiarem,
dalfd sie mehrfach als Volltext im Internet zu finden ist.

GEORGE BERKELEY (1685-1753) wurde im irischen
Kilkenny geboren und besuchte (WieNATHAN SWIFT)
zurachst das dortige Kilkenny College, die wohl be-
rihmteste Privatschule Irlands. Im Alter von nur 15 Jah-
ren begann er mit der Studium von Mathematik, Logik,
Latein, Griechisch, Hebisch, Franasisch, Philoso-
phie und schlie3lich auch Theologie am Trinity Col-
lege der Universit Dublin, wo er 1704 seinen B.A.
erwarb. Gleich darauf véffentlichte er ein elemen-
tares Lehrbuch der Arithmetik, unterrichtete aber ab
1707 Theologie. Philosophisch war er ein Vertreter des
Empirismus, wonach nur unsere Wahrnehmungen re-
al sind; eine davon unaBhgige Realit gibt es nicht.
Auch als Theologe war er sehr streitbar und war deshalb beldieen seiner Kollegen
am Trinity College verfeindet; 1713 verzichtete er auf eaidortigen Theologielehrstuhl
und arbeitete unter anderem in England, Frankreich, ftalred den Vereinigten Staaten.
Als er 1734 nach Irland zuckkehrte wurde er zum Bischof vonLGyNE in der weit
von Dublin entfernten irischen Grafschaft Cork ernanntdieser Funktion &mpfte er
vor allem fir bessere Lebensbedingungen des armen Teils der dorteyétkBrung. San
Franciscos Nachbarstadt Berkeley, in der sich der bedéstieCampus der University of
California befindet, ist nach ihm benannt.

BERKELEY verwendete iir seine mathematischen Beispielen Ana-
lyst und in anderen Schriften genau die Art von Schlul3folgerange
mit denen die Analytiker damals arbeiteten und in denen oft ve-
liebig kleinen oder gar unendlich kleinen @en die Rede war; was
er damit bewies waren aber entweder offensichtlich ungenrshtze
oder er berechnete denselbeadHleninhalt mit verschiedenen Metho-
den, die sich allesamt nicht von den damisidichen mathematischen
Vorgehensweisen unterscheiden liel3en, die aber trotzddauter ver-
schiedenen Ergebnissdirfgenau dieselbe &the fihrten. Auch wenn
zumindest in den heute noch bekannten Werken von Mathesnatik
dieser Zeit kaum falsche Behauptungen zu finden sind, wait dixch
gezeigt, dal’ ihre Beweise nicht exakt waren, sondern nu dater
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Intuition zu richtigen Ergebnisseiilfrten.

Gegen Intuition in der Mathematik ist selbstvarsilich nichts einzu-
wenden; kein wirklich interessantes mathematisches Eigeturde je
ohne Intuition bewiesen, und zumindest soweit ich weil} habeo-

senahler, die immer nur eine Rechenvorschrift an die andeferei
noch nie einen auch nur moderat nichttrivialen Satz bewiese

Die Mathematik als exakte Wissenschaft hat freilich denpkash, dafl3
alle ihre Aussagen zumindest im Prinzip auf einige wenig@eofest-
gelegte Annahmen, die Axiome Zugkfuhrbar sind. Das Ideal jeglicher
Mathematik waren selbst noch im siebzehnten und achtzedatehun-
dert dieElementerzon EUKLID, die auch von Philosophen und Theologen
als Urbeispiel jeglicher exakter Wissenschaft betrachteden. (Erst
Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts entdeckten Mathematial3
EukLID auch noch einige (wenige) Annahmen benutzte, die er nigend
explizit voraussetze, und stellten umfangreichere Axiogsysteme aus,
aus denen die gesamte D ische Geometrie exakt ableitbar ist.)

Somit dangte sich die Frage auf, wie auch Aussagen derdie
Naturwissenschaften so wichtigen Analysis mit der glencBérenge
bewiesen werden konnten wie die desKEiIDischen Geometrie. Wie
BERKELEY gezeigt hatte, waren die Methoden der damaligen Ana-
lytiker nicht mit denen der griechischen Geometer verpless; die
Argumentation mit beliebig oder unendlich kleinendB@en kann zu
willk Grlichen Schiuf3folgerungeiiliren, und BRKELEY fragt beiglich
dieser GblRen polemischvlay we not call them the Ghosts of departed
Quantities?

Erst um 1800 fand BUcHY einen ndgliche Ausweg aus dem Dilemma:
Er fuhrte die Grundlagen der Analysis @k auf die Theorie alge-
braischer Ungleichungen und konnte damit die analytis@®egriffe

in einer Weise definieren, die klare Beweise im Stile deraimgchen
Geometrie erlaubte. Einziger Nachteil seiner Methodealef® er damit
etwas in die Mathematik eiithrte, was noch heute der Schrecken viel-
er Anfanger ist: Die barthmten griechischen Buchstaber(epsilon)
undd (delta). Wir brauchen hier zé@chst nur das und definiererbe-
liebig kleinso, dal3 fir jede vorgegebene Schrankdie Folgenglieder
schliel3lich kleiner als werden. In diesem Satz ist noch nicht ganz klar,
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was,schliel3lich” bedeuten soll; die einzig sinnvolle exakteetpreta-
tion ist aber wohl die, dal3 es eine Zakj geben muf3 (die néatlich
von ¢ abhangt), so dal® der Betrag aller Folgengliederfur n > ny
kleiner alse sein soll. Den Betrag definieren wir dabei auf digiche
Art:

Definition: Der Betrag eines Elementse k eines angeordnetendik-
persk ist
2| :{ z fallsz >0 .
—x fallsz <0

Damit haben wir alles zusammen, was wir zuazsen Definition des
anschaulichen Konzepgsvird beliebig klein* brauchen:

Definition: Eine Folge ¢,,), cy von Elementem,, eines angeordneten
Korpersk heil3tNullfolge, wenn es zu jedem > 0 ausk einng € N
gibt, so dafla,,| < € fur allen > n,,.

Typisches Beispiel einer Nullfolge i@ ist die Folge mit,, = 1/n: Hier
ist |a,,| = |1/n| = 1/n genau dann kleiner als wennn > 1/¢ ist; als
ng kdnnen wir also jede néatliche Zahl nehmen, die gRer ist als le.

Baron AUGUSTIN Louls CAUuCHY (1789-1857) stellte
als erster durch die exakte Definition von Begriffen wie
Konvergenaind Stetigkeidie Analysis auf ein sicheres
Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten bédtgte er
sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variationsrech-
nung, Differentialgleichungen durier-Analysis, Per-
mutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matrizen
und der theoretischen Mechanik. Alserzeugter Roya-
list hatte er lufig Schwierigkeiten mit den damaligen
Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil in
Turin und sgter in Prag, wo er (mit sehrafigem Er-
folg) den franbsischen Thronfolger unterrichtete.

Mit diesem Begriff ist nun auch klar, wie die Forderung, dateifvalle
[a,,, b, ] beliebig klein werden, @zise formuliert werden kann:

Definition: Eine Intervallschachtelungber einem angeordneterdok
per k ist eine Folge von Intervallend],, b,]),,en Mit den folgenden
beiden Eigenschaften:



41 Analysis | HWS 2014

1. [a,41, b,41] € [a,,, b,] fUrallen € N
2. Die Folge der{,, — a,,), cy ist eine Nullfolge.

[ [ 1 ]
I Fo ]

Ap_1 an+lbn+1 bn—l

e G [an+17 bn+l] - - [an—l7 bn—l] C -

Als Beispiel betrachten wir das Verfahren voer®dN: Wir gehen aus von
einem archimedischen angeordneteirper k, einem Element > 0
und einem Startwert, > 0. Dann berechnen wir nacheinander die

Elemente
1 L G
7 2 i—1 xi—l

a
a,=— und b, =z,.
Ly

und setzenifri > 1

Die obigen Rechnungen zeigen, daf die Folag,(b,,]) <y Von Inter-
vallen in der Tat eine Intervallschachtelung ist.

Genau wie wir die rationalen Zahlen durch Quotienten gadaéien
(mit positivem Nenner) definiert habenphnen wir nun reelle Zahlen
definieren durch IntervallschachtelungdmerQ. Genau wie eine ratio-
nale Zahl in viel&ltiger Weise als Quotient ganzer Zahlen darstellbar
ist, laR3t sich auch eine reelle Zahl durch die verschiedenstenvhil-
schachtelungen definierenidie Quadratwurzel haben wir ja gesehen,
daf’ uns das ERoN-Verfahren fir jedenStartwertr, > 0 eine Intervall-
schachtelung liefert, von der wir intuitiv sagerusden, dal3 sie sich
auf die Quadratwurzel zusammenzieht. Wiiseen nun nur noch for-
mal definieren, wann zwei Intervallschachtelungen diesetielle Zahl
definieren sollen. Da die Intervalle immer kleiner werdedlien wir er-
warten, dal3 es bei zwei Intervallschachtelungen zur setmdlen Zahl
auch die Intervallenden immer mehr aufeinander zugehehgenau so
wollen wir die reellen Zahlen auch definieren:

Definition: Reelle Zahlen sind gegeben durch Intervallschachtelungen
uber dem KrperQ der rationalen Zahlen. Dabei sollen zwei Intervall-
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schachtelungen ¢},, b,,]) ,en Und (fc,,, d,.1),,cy 9€nau dann dieselbe
reelle Zahl definieren, wenn die Folgen (- a,,),,cy Und ,, — b,,),,cn
Nullfolgen sind. Die Menge aller reeller Zahlen bezeichm@nmit R.

Damit sind reelle Zahlen definiert, wenn auch die Definitibmess selt-
sam erscheint. Wir werden aber im Verlauf der Vorlesung imwieder
sehen, dal’ wir die reellen Zahlen nicht wirklich in den Grsgkommen
konnen; sie sind eine ldealisierung der Wirklichkeit, unaeekRechen-
vorschrift, mit der wir sie sukzessive immer besser&main lbnnen
ist leider das Beste, was wir an Konkretisierung erwart@nnien. Bei
praktischen Problemen werden wir riiber ein meist relativ kleines
hinauskommen, und trotzdem zeigt jahrtausendelange iarighder
Natur- und Ingenieurwissenschaften und auch mehr als nuddere
Erfahrung der Wirtschaftswissenschaften, dal3 die regldten ein bes-
seres Beschreibungsmodell der Wirklichkeit liefern alspielsweise
die rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlendgnnen wir leicht als Teilmenge der reellen Zahlen
interpretieren: Hr eine rationale Zahj € Q nehmen wir einfach die
Intervallschachtelung, derer@amtliche Intervalle ¢,,, b,,] gleich dem
Intervall [¢, g] sind.

Unabdingbare Voraussetzurig fdie Nutzlichkeit der reellen Zahlen ist
natirlich, dal3 wir damit rechnendkinen. Da wir sie durch Intervall-
schachtelungen definiert haben, liegt es nahe, dal3 wachsh ver-
suchen, mir Intervallen rationaler Zahlen zu rechnen.aldtch sind
auch Intervalle reeller Zahlerutelich fir manche Anwendungen; daher
wollen wir gleich mit Intervallen in beliebigen angeorometkorpern
rechnen, wobei wir hoffen, dal sich die reellen Zahlen alsjBel eines
solchen angeordneterdipers herausstellen werden.

Reelle Zahlen sind durch Intervallschachtelungen gegetsdrer liegt
es nahe, zuichst Rechenoperationdir fintervalle zu definieren. Dies
hat durchaus auch eine praktische Bedeutung, denn vieén@aits der
realen Welt lassen sich oft nicht mit beliebiger Genauigkanitteln;
verlal3liche obere und untere Schranken lassen sich aber tnotafie
finden. In diesem Fall wissen wir nur, dal3 der gesuchte Wedchen
diesen beiden Schranken liegt, d.h. wir kennen ein Intenvatlem er
mit Sicherheit liegt.
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Meist wird man in so einer Situation einen &thwert nehmen, z.B. den
Mittelwert zwischen oberer und unterer Schranke, und deealinen in
der Hoffnung, dal3 dieselbe Rechnung mit einem anderen \Wedem
Intervall auf einahnliches Ergebnis gélfirt hatte. Je umfangreicher und
komplizierter die Rechnungist, desto fraigndiger wird diese Annahme.

Will man zu sicheren Aussageiber das Ergebnis kommen, muf3 man
von vorn herein mit Intervallen rechnen; das Ergebnis ishdavar auch
nur ein Intervall, und wenn man Pech hat sogar ein recht graiteer
man hat immerhin die Sicherheit, dal3 der gesuchte Wert dahjé&all
dort liegt.

Deshalb entstanden schon vor ruriohfizig Jahren Programmierspra-
chen, wie Triplex ALGOL oder Pascal XSC, die auch mit Intdara
rechnen Bnnen; heute gibt es sowolirfC als auchiir Computeralge-
brasysteme entsprechende Klassenbibliotheken. Seit&@@&et eine
IEEE working groupan einem (bislang noch nicht verabschiedeten) in-
ternationalen Standard IEEE P1788 fntervallarithmetik. Ein grol3es
Problem bei allen diesen Aatzen besteht darin, dal? Computer, wie wir
in §7 sehen werden, nicht mit reellen Zahlen rechnénrien, sondern
bei den meisten Rechenoperationen rundéssan. Wenn wir sicher-
stellen wollen, daf? ein Ergebnis im berechneten Intenat, missen
wir daher an der unteren Intervallgrenze stets abrundedeanberen
aber aufrunden.

Da unsere Definition der rellen Rechenoperationen nichGamputern
abhangen soll, knnen wir dieses Problem ignorieren und iversuchen,
exakt mit Intervalleriiber irgendeinem angeordnetetinderk zu rech-
nen.

Ist x irgendeine Rechenoperation und sindj], [c, d] zwei Intervalle,
so soll das Intervalld, b] * [c, d] das kleinstndgliche Intervall sein,
das fir jedesr € [a, b] und jedesy € [c, d] das Rechenergebnisx y

enthalt.

Im Falle der Addition bedeutet dies, dal3 wir Schranken sudinealle
moglichen Summen: +y mita < x < bundc < y < d. Nach den
Rechenregelnifr angeordnete &rper kbnnen wir die beiden Unglei-
chungem: < x undc < y addieren zu + ¢ < x + y und entsprechend
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auch an der oberen Grenze; hieanigt sich die Definition
[a, b] +[c, d] = [a+c, b+d]
def
also Brmlich auf,

Auch bei der Subtraktion gibt es keine Problemeclst y < d, so ist
—d < —y < —c; deshalb setzen wir

[a, b] — [c, d] d:ef[a—d,b—c].

Beider Multiplikation lassen sich zumindegtpositive Zahlemn, ¢, x, y
wieder die beiden Ungleichungen< z und ¢ < y kombinieren zu

ac < zy; sobald aber negative Zahlen ins Spiel kommen, gilt es eine
ganze Reihe vondilen zu unterscheiden. Da es uns nur ums Prinzip geht,
nicht um eine mglichst effiziente praktische Implementierungnken

wir uns aus der Afiire ziehen, indem wir einfach alle vieroglichen
Produkte einer Schranke des ersten Intervalls mit eineraB&k des
zweiten Intervalls berechnen und dann den kleinsten deieste als
untere, den g@ifdten als obere Schranke des Intervalls nehmen:

[a, b] - [c, d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)] ,
e

wobei allgemein min{,, a,, ..., a,) die kleinste der Zahlea,, ..., a,,
bezeichnen soll, dddinimumalso, und max(y, a,, . . ., a,,) die giofite,
dasMaximum.

Bleibt noch das Problem der Division. Da Division durch Naleinem
Korper nicht sinnvoll erldrt werden kann, darf bei der Division von
Intervallen offensichtlich der Divisor nicht die Null erstlben. Somit
konnen wir nur durch Intervalle dividieren, bei denen entareloeide
Schranken positiv oder beide negativ sind. Dann &@hnithas Intervall
%, %] alle Inversen der Zahlen aus [d]; daher istahnlich zum Fall der
Multiplikation

: a a b b a a b b
[a, b]/[c, d] = [mm (z;a;g;a) ; max(z;g;z;a)] .

Damit wissen wir, wie man mit Intervallen rechnet; reellehlém sind
aber durch Intervallschachtelungen definiert. Auch hietdtisich eine
offensichtliche losung an: Wollen wir zwei reelle Zahlen, die durch
Intervallschachtelungend],, b,,]),,ex und (fc,,, d,,1),,cn definiert sind,



45 Analysis | HWS 2014

miteinander verkapfen, so verkapfen wir einfachfir jedes: die Inter-
valle [a,,, b,] und [c,,, d,,] miteinander. Dabei gibt es einige Probleme.
Am offensichtlichsten ist das mit der Division: Selbstiarsllich kann
eine von Null verschiedene reelle Zahl auch durch einevatlschach-
telung definiert werden, bei der zumindest einige der l@iézveine
negative untere und eine positive obere Grenze haben.

Wir wollen unsiiberlegen, dal? die®hhstensiir endlich viele Intervalle
am Anfang gelten kann, genauer:

Fur jede Intervallschachteluna,,, b,]), die sich nicht auf die Null
zusammenzieht, gibt es einen Indgx so dafl} entwedes, und b,
beide positiv sindifr alle n > n, oder abera,, undb,, beide negativ
sind Ur allen > ny.

Offensichtlich reicht es, wenn wir einen einzigen Indgxfinden, fir
dena,,, undb,, beide negativ oder beide positiv sind: Da alle folgenden
Intervalle in [, , b,.] liegen, gelten dann dieselben Ungleichungen
auch fir allen > n,,

Wir beweisen dies durch Widerspruch: Falls es keinen saoltidexn,,
gibt, ista,, <0< b, furallen € N.

Nach Definition einer Intervallschachtelung ist die Folge &, — a,,
eine Nullfolge, d.h. #ir jedess > 0O gibt es einny, sodal®, —a, < ¢
ist fur allen > ny. Nach unseren Annahmen ist dann also

b, —a, =1b,| +la,| <e furallen >ng.

n

Dann ist aber auclb,,| < € und|a,,| < ¢ fur allen > ngy, denn die
Summe zweier Befige ist goRer oder gleich jedem einzelnen. Damit
sind @,,),,ey UNd 0,,),,en Nullfolgen, die Intervallschachtelung zieht
sich also auf die Null zusammen, im Widerspruch zur Voraizsse).

Somit mul3 es einen Index, geben, ab dem entweder alle Intervall-
grenzen positiv oder alle negativ sind, womit die Behaugtoewiesen
ware. n

Die Intervalle f,,, b,,] mit n > nq bilden naitirlich auch eine Inter-
vallschachtelung und definieren dieselbe reelle Zahl; beillvision
konnen (und rmassen) wir daher einfach den Divisor beschreiben durch
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eine Intervallschachtelungen aus Intervallen, von deeamels die Null
entralt.

Ein zweites Problem besteht darin zu zeigen, dal die so edéni
Folgen von Intervalleiberhaupt Intervallschachtelungen sind.

Sind also beispielsweiseq([, b,]),,cn Und (lc,,, d,,1) ,en ZWeI Inter-
vallschachtelungen, ist dann auch(f-c,,, b,, +d, 1), cy €ine Intervall-
schachtelung?

Wir missen zwei Bedingungeimberpiifen: Als erstes mul3uf alle
n € N gelten:

[a’n+1 + Cn+1s bn+1 + dn+1] g [a’n + Chp> bn + dn] .

Da wir von zwei Intervallschachtelungen ausgegangen sirsden wir,
daf auf jeden Fall

[a’n+17 bn+1] g [an7 bn] und [Cn+17 dn+1] g [C'rm dn]
Ist, wir haben also die Ungleichungen
an < Ap+1 < bn+l < bn und Cn < Cn+l < dn+l < dn

fur allen € N. In einem angeordnetendfper konnen wir Ungleichun-
gen addieren; daher ist auch

Ay + Cn S Ap+1 + Cn+1 S bn+1 + dn+1 S bn + dn ’
und das ist gleichbedeutend mit der behaupteten Inklusion.

Als zweites niissen wir zeigen, dal3 die Differenz der Intervallgrenzen
eine Nullfolge bildet. Diese Differenz ist beimten Intervall

(b, +d,) —(a, +c,) = (b, —a,)+(d, —c,).

Wir wissen, dal’{(, —a,,),,cy Und d,, — c¢,,),,cn beides Nullfolgen sind,
und wir wollen wissen, ob dies auchiirfihre gliedweise Summe gilt.
Diese Frage ist auch unadgig vom aktuellen Beweis interessant; wir
formulieren die Antwort daher als einen eigernditfssatzoder — wie
man in der Mathematik meistens sagt —ladésnma:

Lemma: Sind @,),cy Und (,),cy beide Nullfolgen, so ist auch
(a, +b,),cn €ine Nullfolge.
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Beweis:Wir mussen zeigen, daf’ es zu jedem 0 einny € N gibt,
so dafa,, +b,| < ¢ ist. Wir wissen, dal3d,),,cn und ¢,,),,cny Null-
folgen sind; wenn wir aber die Definition direkt einsetzeasigt nichts
brauchbares, da wir ja hoch addiereiigsen.

Stattdessen gehen wir aus vot2; auch dazu gibt es einy, € N, so dal3
la,| < e/2furallen > nq, und einn, € N, so dalyb,| < /2 fur alle

n > n,. Bezeichneh, = max(,, n,) die gioRere der beiden Zahlen, so
ist also fir allen > n,

)
‘a’nl + |bn‘ < é

Was uns interessiertist niclt, | + |b,,|, sondern der Betrag var), +b,,.

Wir werden bald allgemeine Regeln kennen lernen, wie machsol
Ausdricke miteinander in Verbindung bringt; hier soll ein kurzsk
hocArgument geiigen: Ista,, > 0 undb,, > 0, sind die beiden Zahlen
gleich, genauso wenm, < 0 undb, < 0. Ist aber,, > 0 undb,, < O,
soisty,, < a, +b, < a,, also ist|a,, +b,| kleiner als das Maximum
von|a, | und|b, |. Dieses wiederum ist kleiner als die Summe der beiden
Betrage. Entsprechendbknen wir argumentieren, wenn < 0 < b,

ist, so dal in allen@len gilt|a,, +b,,| < |a,,|+|b,| < . Damit haben
wir nachgewiesen, dal3 auah,(+ b,,),, cn €ine Nullfolge ist.

L€
~=c.
2

Wenden wir dieses Lemma speziell an auf die Differenzencveis den
Grenzen von Intervallschachtelungen, schliel3t dies dezhais ab,
dal fir zwei Intervallschachtelungen], b,,1),,cy Und (fc,,, d,,]) pen
auch (k,,, b,,]1 +[c,, d,]),.cy €in€e Intervallschachtelung ist.

Um zu zeigen, dal3 auchd([, b,] — [c,, d,]),,en €IN€ Intervall-
schachtelung ist,dnnen wir die obige Rechnung fasbwtlich wieder-
holen; alternativ knnen wir auch zeigen, daf3 mit([ d,,]),,cy auch
([—d,,, —c,]) ,en €ine Intervallschachtelung ist, und die Folge dann
umschreiben als ¢, 0,,] + [—d,,, —c,]),en- Einzelheiten seien den
interessierten Lesern dlfbungsaufgabeiiberlassen.

Deutlich unangenehmer wird die Sache bei Produkten, deisririser-

valle auftreten, deren Grenzen verschiedene Vorzeichagmaind hier
viele Fallunterscheidungen notwendig. Nun haben wir absegen, dal3
jede Intervallschachtelung, die sich nicht auf die Nullaaasnenzieht,
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ab einem gewissen Index nur noch Intervalle atittbei denen entwe-
der beide Intervallgrenzen positiv oder aber beide negatig. Wenn
wir uns auf Intervallschachtelungen begrenzen, bei deresnfiar alle
Intervalle gilt, wird die Situation einfacher; beispiethaochte ich den
Fall betrachten, dal3d],, b,,]) ey Und (fc,,, d,,]) ,en INtervallschachte-
lungen sind, i@ir die alle Intervallgrenzen positiv sind. Dann ist

[an7 b’I’L] ’ [C’I’L7 d’n] = [ancn7 b’nd’n] "

Wir mussen als erstes zeigen, dal.f, b,,.1] - [¢,,+1, d,,+1] fUr allen
in diesem Intervall liegt, daf3 also gilt

ApnCn < Ap+1Cn+1 < bn+1dn+1 < bndn :
Dies folgt schnell aus der Tatsache, dai positive Zahlem, b, ¢, d
gilt: Ista < bundc < d, so ist auchuc < bd, wir kbnnen Ungleichun-
gen also genauso miteinander multiplizieren, wie wir sierobddiert
haben. Dann iinssen wir noch zeigen, dal? die Folge der Inteaajen
(b,d,, —a,c,),cn €ine Nullfolge ist. Wir wissen, daf,( — a,,),,cn Und
(d,, — ¢,).en Nullfolgen sind, also sollten wir die irgendwie ins Spiel
bringen. Dazu schreiben wir

b,d, —a,c, =b,(d, —c,)+c, (b, —a,).
Nun sei irgendeirz > 0 vorgegeben, und wir wollen eim, finden, so
dal3 der Betrag dieses Ausdruckis &llen > n, kleiner ist alse.

Da alle hier stehenden Terme positiv sindnken wir auf Betragsstriche
verzichten und die rechte Seite der Gleichung so algeh, wie sie
dasteht. D&,, die obere Grenze eines Intervalls ist, dasip p,] liegt,
ist b, < b;. Genauso ist auct, < d, undc, < d,, alsoc, < d;.
Somit ist

b,d, —a,c, <b(d, —c,)+dyb, —a,)
mit positiven Zahlerb, undd;.

Da d, — ¢,)ney Und 0, — a,),cy Nullfolgen sind, bnnen wir
natirliche Zahlem, undn, finden, so daf3

g .. g L.
d, —c, < =— furallen > n,undb,, —a,, < — furallen > n, .
2b, 2d4
FUrn > ng = max@q, n,) gilt dann

bd, —a,c, <by(d —c )rdy(b, —a,) < bl-£+dl-% =S4l
1 1
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Damit haben wir auch hier eine Nullfolge.

Die anderen &lle gehemhnlich; da wir in dieser Vorlesung noch zu
wesentlich interessanteren Ergebnissen kommen wolleaytEinzel-
heiten dazu wie auch zur Division verzichtet.

Auch auf ein weiteres technisches Problemcinte ich nur kurz einge-
hen: Eine reelle Zah8l3t sich durch viele verschiedene Intervallschach-
telungen darstellen. Angenommen, wir habeatargestellt sowohl durch
die Intervallschachtelungdl,, b,]),,cn als auch durch {,, d,,1),,cn-
Entsprechend sei eine reelle Zglgegeben durch zwei Intervallschach-
telungen (b,,, ¢,1),enyund (fr,, s,,1) nen- Dannkonnen wirz+y einmal
berechneriber die Intervallschachtelungy(], b,,]1+[p,,, ¢,])»cn, aber
auchuber (kc,,, d,,] +[7,,; 5,])nen. Unsere Definition der Addition ist
nur sinnvoll, wenn beide Intervallschachtelungen diesetelle Zahl
definieren.

Um dies nachzuweisen, imsen wir zeigen, dal3 die Differenzen der
unteren wie auch der oberen Intervallgrenzen Nullfolged,silal? also

((a’n +pn) T (Cn + lrn))neN und ((bn + qn) T (dn + S”))nEN

Nullfolgen sind. Das ist aber einfach:

(a,, +p,) —(c,+r,)=(a, —c,)+ @, —r,) und

(0, +q,) — (dy, +s,) = (b, —dp,) + (g, — 5,,) -
Da([a,,, b,])nen und (c,,, d,]),cy dieselbe reelle Zahl darstellen, sind
die Folgen §,, — ¢,,),,en UNd 0, — d,,),,cny Nullfolgen, entsprechend
auch p, —r,),,ex Und @, —s,,),,en- Somitfolgt die Behauptung einfach
aus dem obigen Lemma, wonach die Summe zweier Nullfolgedevie

eine Nullfolge ist.Ahnlich zeigt man auch entsprechende Ergebnisse
fur die anderen Grundrechenarten.

Damit haben wir den KrperQ der rationalen Zahlen erweitert zu einer
MengeRR, auf der wir ebenfalls alle Rechenoperationen durbhén
konnen. Nun stellt sich natlich die Frage, ob aucR ein Korper ist.
Dies ist in der Tat der Fall:

Satz: Die reellen Zahlen mit den oben definierten Rechenopem tion
bilden einen Krper.
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Beim Beweismochte ich mich auf eine kurze Darstellung der wesentli-
chen Punkte besclmken. Bei den Assoziativ- und Kommutativgesetzen
sowie dem Distributivgesetz gibt es keine Probleme, deagéliten so-
gar schoniir das Rechnen mit Intervallen: Beispielsweise ist

la,,, 0,1+ [cy, dp]=[a, tc,, b, +d,]

wir konnen die Aussage also figkflihren auf das entsprechende Gesetz
fur rationale Zahlen. Genauso sieht es aus mit der ExistemZ\wdl-

und Einselement. Wenn wir diese definieren durch Interviadishte-
lungen, bei denenasntliche Intervalle gleich [00] beziehungsweise
[1, 1] sind, haben wir auch hier entsprechende Aussagen sdlron f
Intervalle. Bei der Existenz von Inversen geht das allgyslinicht:

Ist etwa die reelle Zahkr gegeben durch die Intervallschachtelung

([a,,; b,])nen SO KONNEN wir—x definieren durch die Intervallschach-
telung ([-b,,, —a,]),,en- Die Summe

[Cl,n, bn] + [_bn7 —CLn] = [a’n - bn? bn - a’n]
ist aber nur dann das Intervall ,[0], wenna, = b, ist. Trotzdem
definiert die Intervallschachtelunga(] — b,,, b,, — a,,]),,en die Null,
denn nach Definition einer Intervallschachtelung istfja € a,,), ey
eine Nullfolge, und daraus folgt sofort, dal3 aueh ¢ b,,),,cy €ine ist.

Mit nur geringtigig gioierem Aufwand beweist man auch die Existenz

von multiplikativen Inversen.
|

Was uns jetzt noch fehlt, ist die Ordnungsrelation: Wir wolR zu
einem angeordnetend{per machen. Auch das geht leicht mit Hilfe von
Intervallschachtelungen:

Definition: Die reellen Zahlen: undy seien gegeben durch die Inter-
vallschachtelungendl,, b,,1),,cy und (fc,,, d,,1),en. Dannistz < y
genau dann, wenn es einen Indegibt, fir denb,, < ¢, ist.

[ ] [ 1
L ] L ]

a,, b, Cn d

n

Natirlich gilt diese Relation dann auciirfalle aufn folgenden Indizes,
denn das« + 1)-te Intervall liegt ja vollsindig imn-ten.
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Satz: Mit dieser Ordnungsrelation i& ein angeordneter &per.

Beweis:Wir missen als erstes zeigen, dalR twei beliebige reelle
Zahlenzx,y stets genau eine der drei Relationen< y, x = y oder
y < z gilt:

z undy seien gegeben durch die Intervallschachtelungen @,,]) ,,cn
und ([c,,, d,]),,en- Falls fur irgendeinn gilt b, < ¢,,, istz < y, falls

d, < a, isty < x. Beides gleichzeitig kann nicht gelten, denn wenn
eine dieser Relationerirf ein . gilt, gilt sie auch @ir alle folgenden,;
gabe es alsdlr jede der beiden Relationen einen Index, 8beges auch
einn, fur das beides gilt, d.hl, < a,, < b, < ¢, < d,,. Damit ware
die rationale Zahdl,, echt kleiner als sie selbst, was iadich absurd ist.

Falls es keim gibt, fur das eine der beiden Relationenidtfist, gelten
fur allen die beiden Ungleichungén, > ¢,, undd,, > a,,. Wir miissen
zeigen, daf’ dann = y ist. Dazu bilden wir die Differenz — y; sie ist
gegeben durch die Intervallschachtelung

([CLn, bn] - [Cn7 dn])nEN = ([an - dn? bn - Cn])nEN .
Nach unserer Annahme it — c¢,, > O fur allen unda, —d,, <0
fur alle n, die linke Intervallgrenze ist also stets kleiner oder @iei
Null, die rechte gbl3er oder gleich Null. Wie wir oben gesehen haben,
ist das nur mglich, wenn sich die Intervallschachtelung auf die Null
zusammenzieht, d.le.— y = 0 undz = y,.

Zur Transitiviéit haben wir drei Elemente, y, z, gegeben durch Inter-

vallschachtelungen d[,, 0,,1).cn: (€, 4] neny UNd (e, fr])nen
Wir missen zeigen: Ist < y undy < z, soist auchr < z.

Daz < y, gibtes eim, so daf®,, < c,, ist; entsprechend gibt es wegen
y < zeinm, so dald, < e, ist. Wenn eine solche Ungleichungrf
einen Index gilt, gilt sie auchif alle folgenden;iir jede Zahlk grol3er
oder gleich dem Maximum von undm ist also sowohb, < ¢, also
auchd,, < e,. Dann ist aber auch, < ¢, < d; < e, alsob, < e,.
Das wiederum bedeutet, daf¥< z ist.

Als nachstes mul3 gezeigt werden:ast y, so giltauchiir jedes: € R
die Ungleichunge + z < y + z.

x,y und z seien wieder gegeben durch die Intervallschachtelungen
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([a’n7 bn])nEN’ ([C'rw dn])nEN und ([€n7 fn])nEN' Wegenx < y glbt
es eilmy € N, sodald, < c, istfurallen > n,.

Die Intervallschachtelungen zt+ z undy + z sind

([an + €ns bn + fn])nEN und ([Cn + €ns dn + fn])nGN .

Firn > ngistb, + f,, < ¢, + f,; wir brauchen aber ein, fur das
b,+f, <c,+e, ist. Falls es kein solchesgabe, vareb,, + f,, > ¢, +e,,
furallen € N, alsoc,, — b, < f,, — e, furallen € N.

Die Folge derf,, — e,, ist aber nach Definition einer Intervallschachte-
lung eine Nullfolge; @ir jedess > 0 gabe es also eine Zahl, fur die
insbesonderg,, — ¢, < eware. Rir jedesn > ngist aberc,, > ¢, und
b, <b,,,alsoc, —b, >c, —b,,wir hatten also die Ungleichung

Cpog — Ung < ¢, =0, < f,—€, <€,

Dab,, < c,, ist, steht links eine feste positive Zahl, zu der wir leicht
eine > 0 finden lonnen, @ir das diese Ungleichung nicht gilt, z.B.
e = 5(c,, — by,,)- Somit ist unsere Annahme falsch; es gibt alsorgin
furdash, + f,, <c, te,ist,dhaz+z <y+z.

Ahnlich folgt auch das noch fehlende Axiom, wonach Unglaiogen
mit positiven Zahlen multipliziert werderdkinen. .
Zum Schluf3 wollen wir uns noctiberlegen, daf3 audk ein archime-
discher Korper ist: Istx eine reelle Zahl, so betrachten wir irgendeines
der Intervalle §,,, b,,] aus einer der Intervallschachtelungen, digefi-
nieren. Offensichtlich ist < b,,, und dab,, eine rationale Zahl ist, gibt
es eine natrliche Zahlm, so daf®,, < m ist. Somit ist auclx < m.

Damit konnen wir in den reellen Zahlen so rechnen, wie wir es gewohnt
sind und lonnen alle Rechenregeln, die in angeordnetérpkrn gelten,
anwenden, ohne uns um Intervallschachtelungenrkern zu nissen.

Wir brauchen Intervallschachtelungen allerdings immeshneon Zeit

zu Zeit, wenn wir die Existenz von reelen Zahlen mit vorgegein
Eigenschaften beweisen wollen. Beispielsweise wisserais es iR

zu jeder positiven rationalen Zadl> 0 genau eine positive reelle Zahl
z > 0 gibt mitz? = a; wir wissen aber noch nicht, dak es auch zu jeder
positivenreellenZahl a ein solches: gibt.
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DaR ein archimedischer angeordnetedrider ist, liefert uns das Ver-
fahren von HRON auf jeden Fall zu jeder reellen Zahl > 0 eine
Intervallschachtelung ¢[,, b,,]),,cn. in der die Intervallgrenzea,,, b,,
nun aber im allgemeinen keine rationalen Zahlen mehr sindwdllen
unstiberlegen, dal3 auch solche Intervallschachtelungen imnfeselle
Zahlen fihren: Die reelle Zaht,, konnen wir definierefber eine Inter-
vallschachtelung f1,,,... ¢,;m]) meny Mit Dy @ € Q, und b, ent-
sprechend durch«],,.,, 5,,.,.]) ey Mit 7., 5, € Q. Symbole wie
P Qnms Tnms Snm  SOIlEN dabei bedeuten, dal3 vawei Indizes n
und m haben;nm ist also kein Produkt. Wenn wir dies hervorheben
wollen oder wenn Verwechselungsgefahr besteht schreibemaweh
Pn.m, aberublicherweise verzichtet man auch das Komma, wenn es
nicht unbedingt notwendig ist. Wenn wirklich ein Produktggant ist,
kann dies durch Klammern verdeutlicht werdey),,,, ist dasjeniger;

mit ¢ = nm.

Daa, < a,,, undb, >0, ,, furallen € N, konnen wir diep,,,,, usw.

so wahlen, dal3

Prm < pn+l,m7 nm > qn+1,m7 Fnm < Tn+1,m und Snm > Sn+l,m

fur allen, m € N. Dann ist fir jedesn € N
und

Pnn < pn+1,n < pn+1,n+l < Ap+1 < bn+1 < 8n+1,n < Snn 1

das Intervall p,,,,, s,,,,] enthalt also sowohl das Intervalk], b,] als
auch das Intervalll, ;1 .41, S;41 n41]- AUBerdemiss, . — p,,,, gleich

(Snn = Ton) + Py = 03) + (0, — @) + (@, — @) + (Gn — Prun) -
Wir wollen unsiiberlegen, dal? die Folge def, — p,,,, hier als Summe
von funf Nullfolgen dargestelltist und damit selbst eine Nulist. Bei
denb,, — a,, ist das klar, weil (§,,, b,,]),,en €ine Intervallschachtelung
ist. Genauso istir jedes: € N die Folge des,,,,, —,,,,, €ine Nullfolge,
es gibt alsoifir jedese > 0 ein N € N, so dal3 #ir allem > N gilt:
Spm — Tnm < €. Wir wahlen so eimn, das auch gif3er als ist; dann ist
nach Voraussetzung,,,,, < s,,,,, undr,. . >r_ _unds, . —r. . > 0;
somit ists,,,,,, — "m < € fur allem > N, d.h. auch die Folge der
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S.n — Tnn ISt €ine Nullfolge. Genauso folgt, dal3 auch djg, — p,,,,
eine Nullfolge bilden.

Um zu sehen, dafl3 auch die Folge der — b, eine Nullfolge ist,
beachtenwir, da&, im Intervall [r,,,,, s,,,,] liegt. Damitistinsbesondere
0<b, —7hn < Thn — Spp iSt. DA €,,,, — S,n)nen €IN€ Nullfolge ist,
gilt dasselbe daher auckirfdie Folge §,, — 7,,,,),,en- Genauso folgt,
dafd auch die,, — g,,,, eine Nullfolge bilden.

Somit haben wir eine Intervallschachtelung rationaled@akonstruiert
deremn-tes Intervall das.-te Intervall der reellen Intervallschachtelung
([a,,, b,]),en enthalt; diese rationale Intervallschachtelung definiert
eine reelle Zahk. Wir wollen unsiberlegen, dal dieses Element
in jedem der Intervalled,,, b,,] liegt.

Fallsz ¢ [a,, b,] ist entwederr < a,, oderxz > b,,. Im Fallex < a,,
gabe es ein Intervalld,,,, .., s,.,,] derart, dal%, .. < a, ware. Ande-
rerseits ist abet,, < a,,, sodals,,,, < a,, ware, obwohl§,,, b,,]im
Intervall [p, ..., S,...] liegt, ein Widerspruch. Entsprechenédlze es im
Fallex > b, ein Intervall p,...., s,..,], sSodals, ... > b, > b, ware,
was aus dem gleichen Grund nicht geht. Daher liagtallen Intervallen
[a,,, b,], und da die lange dieser Intervalle gegen Null geht, éitlder
Durchschnitt aller dieser Intervalle genau die eine reédlel x.

Somit definiert auch jede Intervallschachtelung mit reeligervallen
eine reelle Zahl; insbesondere haben wir naerdN Quadratwurzeln
beliebiger positiver reeller Zahlen. Wir bezeichneriniath die positive
Losung der Gleichung? = a wie gewohnt mity/a. Mit dieser Zahl

konnen wir nun unter Ausnutzung allebKperaxiome rechnen.

Als erstes Beispiel déf wollen wir das Quadrat von = v/3 ++/5 aus-
rechnen: DR ein Korper ist, gelten insbesondere auch die binomischen
Formeln, also ist

(V3+V52=3+2/3V5+5=8+2/3V5.

Das wollen wir natrlich weiter vereinfachen zu 8 +215, und das ist
auch in der Tat raglich, denn es gilt

Lemma: Fir zwei positive reelle Zahlem, b ist v/ab = /aV/b.
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Beweis:Nach dem Kommutativ- und Assoziativgesetz der Multiplikat
on ist

(Vavh)” = vavhyavh= vayavbvh=ab.

VaVb ist also eine bsung der Gleichung? = ab. Da \/a und v/b
positiv sind, ist es eine positivedlsung, und die einzige positivédkung
vonz? = abistz = v ab.

+
Auch komplizierte Ausdicke kKdnnen wir berechnen, 28&

V3-—1

Hier ist das Hauptproblem zachst einmal der Nenner, und deimkien
wir in Ausdricken wie diesem vereinfaché@ber die dritte binomische
Formel: (/3+1)(v/3—1) = 3—1 = 2. Wenn wir den Bruch mi¢/3 + 1
erweitern, erhalten wir also

V3+1 (V3 +1Y _3+2ﬁ+1_4+2ﬁ3_2+@
V-1 (B-1wB+n 3-1 - 2 T

was sicherlich ein sehr viel angenehmerer Ausdruck ist.

85: Komplexe Zahlen

FUr eine negative reelle Zahlc R kann es definitiv keinr € R geben

mit 22 = @, denn wir wissen schlieRlich, daR in einem angeordneten
Korper alle Quadrate gRer oder gleich Null sind. Wenn wir auch solche
Gleichungendsen wollen, ist also eine weitere Zahlbereichserweitgrun
fallig.

Wir brauchen im wesentlichen nur eine einzige neue ZahlirDagirare
Einheit 7, deren Quadrat gleich minus eins sein soll. Wenn wir die
gewohnten Rechenregeln beibehaltémiken, &3t sich dann auchuf
jede negative reelle Zahta (mit > 0) eine LOsung der Gleichung

22 = —a finden, denn(iv/a)® = (iva) - (iva) =i (Va)’ = —a.

Wir suchen somit nach einemdkper, der einerseits die reellen Zahlen
enthalt, andererseits aber auch ein neues Elematié imagirare Ein-
heit, fur die 2 = —1 ist. Da man in einem &rper beliebig addieren

und multiplizieren kann, muf3 dieserokper fir je zwei reelle Zahlen
a,b € R auch das Element + bi enthalten. Wir wollen sehen, daf3
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wir mit (zunachst noch formalen) Summen dieser Art auchaieiich
auskommen:

Definition: a) Die Menge der komplexen Zahlen ist
C= {a+bi | a,bER}.

b) Fur ¢ = a +ib € C bezeichen wik als denRealteilvon c undb als
den Imagifrteil vonc; in Formeln:a = Re cundb = Jmc.

Eine komplexe Zahl ist somit gegeben dursteireelle Zahlern: undb,
den Realteik und den Imagiarteil b. Eine Zahl der Forna + O: identi-
fizieren wir mit der reellen Zaht; Zahlen der Form 0 +: oder kurzbi
bezeichnen wir als (rein) imagan, weil sie nach Auffassung der Ma-
thematiker des 18. Jahrhundejtmagirar®, d.h. nur in der Vorstellung
vorhanden waren. Der NankemplexeZahl schlief3lich kommt daher,
dal3 eine solche Zahl aus einer reellen und einer indgagmZahl zu-
sammengesetzt ist.

Genau wie man die reellen Zahlen oft durch ein
Gerade veranschaulicht, kann man also die Me
ge der komplexen Zahlen veranschaulichen dur:
eine Ebene, deren Punki, ¢) beziglich eines vor- 2
gegebenen kartesischen Koordinatensystems |
komplexe Zaht+ib darstellen soll. Man redet hier 3|
von der GQussschen Zahlenebene, deren ldee ai+
einer Briefmarke zum 200. Geburtstag voRUSSs
veranschaulicht ist.

CARLF. GAUSS 17771855

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beittage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differentialge-
ometrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und
Statistik, zur Astronomie und Geophyasikw. Als Di-
rektor der @ttinger Sternwarte baute er zusammen mit
dem Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete
die erste Vermessung und Kartierung demigreichs
Hannover und zeitweise auch den Witwenfond der Uni-
versitt Gottingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung
nutzte er @ir erfolgreiche Spekulationen mit Aktien.
Satze und Verfahren von Abss sind noch heute all-
gegenvartig in der Mathematik, Physik und Statistik.
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Wenn wir die MengeC zu einem Korper machen wollen, éssen wir
zunachst Rechenoperationen definieren. Durch diepiéraxiome und
die Tatsache, daR ein Teilkdrper vonC sein soll, ist dabei eigentlich
alles vorgegeben: Wenn ein Assoziativgesetz der Additrahein Dis-
tributivgesetz gelten soll, muf

(a+bi) £(ctdi)=(aEtc)+(bEd)i
sein, und Multiplizieren heil3t einfach Ausmultipliziererach dem
Distributiv- und Kommutativgesetz:
(a+bi)c+di)=ac+a-di+bi-c+bd-i*=(ac — bd) + (bc + ad)i .

Fur die Division kdnnen wir den gleichen Trick anwenden wie am Ende
des letzten Paragraphen bei der Division durch reelle lauzdiicke:
Nach der dritten binomischen Formel (oder der gerade hafgebenen
Definition des Produkts) ist

(c+di)(c—di)=c?—d? > =c?+d?.

¢+ d? ist fur alle komplexen Zahlen mit+ di # 0 positiv, insbesondere
also ungleich Null; daherdanen wir Biiche mit Nennee + di # 0
berechnen als

a+bi _ (a + bi)(c — di) _ ac + bd N bc—adi

ct+di (c+di)c—di) cA+d? c2+d?

Satz: Die MengeC mit den oben definierten Verkipfungen ist ein
Korper.

Beweis:Eigentlich nuf3ten wir alle Kirperaxiome einzeliberpitifen;
wie bei den reellen Zahlenave das recht langweilig und uninstruktiv.
Um nicht gar zuviel Papier zu produzierenpahte ich mich daher im
Sinne des Umweltschutzes auf die interessantesten [aedem.

Vollig uninteressant sind die Axiome, die sich mit der Adalitiin C
befassen: Da die Addition komponentenweige Realteil und Imagi-
narteil definiert ist, folgen alle Axiome sofort aus den enegihenden
Axiomen furR. Das Neutralelement baglich der Addition ist nairlich
0+ 0i, und—(a + bi) = (—a) + (—b)i ist das Negative von + ib.

Die Forderungen an die Multiplikation sind weniger offerilich.
Unmittelbar einsichtig ist das Kommutativgesetz; das Asgivgesetz
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dagegen ist eine eher unangenehme sture Nachrechnerei:
((a +bi)(c + di))(e + fi) = ((ac — bd) + (ad + bc)z') (e + f1)
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f) + ((ac —bd)f + (ad + bc)e)z'
= (ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i
und
(a+ bz’)((c + di)(e + fz)) = (a + bi) (ce —df) +(cf + de)z’)
= (a(ce — df) — blcf + de)) + (a(cf + de) + b(ce — df))z
= (ace — adf — bef — bde) + (acf + ade + bce — bdf)i
Die Kommutativiit der Addition inR zeigt, dal3 beide Ausdcke
denselben Realteil und denselben Imagieil haben, also gleich sind.

Neutralelement bémlich der Multiplikation kann, wenn alles Sinn
haben soll, nur 1 +0sein, und in der Tat rechnet man ohne Schwierig-
keiten nach, dal3 jedes Element bi sowohl bei Links- wie auch bei
Rechtsmultiplikation hiermit sich selbst liefert.

Bleibt die Existenz eines multiplikativen Inversen; so wie oben die
Division komplexer Zahlen definiert haben, ist schnell Jd@f3 1/ (a+b7)
invers zua + bi ist:

a b

1 L . .
a+bi (ot i) = <a2+b2 B a2+bzz> (a+bi)

a?+bv>  ab—ba.
= + 71 =
a?+b%  a?+b?
Das noch verbleibende Distributivgesetz sind wieder Reiifipis zum
Abwinken, mit der ein interessierter Leser keinerlei Samngkeit haben
sollte.

1.

Damit haben wir unser Ziel erreicht, einerokfer zu finden, der die
reellen Zahlen entldt und zu&tzlich auch noch Quadratwurzeln aller
reeller Zahlen unaldngig von deren Vorzeichen.

Wie sieht es aus mit QuadratwurzédamplexerZahlen? Hat die Glei-
chungz? = ¢ fiIr jede komplexe Zahl eine Losung?

Wir schreibert = ¢ +bi und machen einen Ansaiz= z +y, wobei nun
a,bbekannte und, y gesuchteeelleZahlen sind. Die Gleichungf = ¢
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oder ( +yi)? = a + bi wird ausmultipliziert zu den beiden Gleichungen

22 — y? = a und 2ry = b fir Real- und Imagiarteil. Daher ist

(x —yi)? = (x® —y?) — 2xyi =a — bi, also
(z +iy)%(z — iy)? = (a +ib)(a — ib) = a® + b2 .

Nunistaberg+iy)(z—iy) = 22+y? > 0, alsoist 2 +y?)? = a®+b? und
22 +y? = Va? + b2. Zusammen mit der obigen Gleichun§ — 2 =
haben wir somit das Gleichungssystem

?+y?=Va2+b¥ und 2—y®=a.
Addition bzw.Subtraktion dieser beiden Gleichungéiift auf
202 =Va2+bP+a und 2°=Va2+b—a,

also ist
:U=:I:§\/Va2+b2+a und y=:|:§\/\/a2+b2—a,

wobei die beiden Vorzeichen so géllt werden rissen, dasy dasselbe
Vorzeichen wie) hat, denn schliel3lich istz) = b.

Nachdem wir Quadratwurzeln aus komplexen Zahlen zieliemén,

Ist klar, daf3 wir mit deilblichen Methode der quadratischen &mngung
oder nach deiiblichen Formel auch quadratische Gleichungen mit kom-
plexen Koeffizientendsen knnen.

Gelegentlich Bnnen wir sogar kompliziertere Gleichungen alhliche
Weise bsen: Wenn wir beispielsweise alle= C suchen, iir diez® = 1
ist, schreiben wir wieder = x + iy und berechnen

23 = (z+iy)® = 23+32? iy +3z- (1y) 2 +(iy)3 = 23— 3xy?+(Br?y —yd)i.
Dieser Ausdruck ist genau dann gleich eins, wenn

22 —3zy?=1 und %y —y>=yB2x?—y?) =0
Ist, und die zweite Gleichung ist genau danriétfwenny = 0 oder
y? = 322 ist.

y = 0 in die erste Gleichung eingesetiahft aufz> = 1, also (daz eine
reelle Zahl ist)x = 1. Die Wurzelx + 1y = 1 ist in diesem Fall also
einfach die wohlbekannte reelle Kubikwurzel.
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Setzen wiry? = 3z° in die erste Gleichung ein, erhalten wir die Glei-
chung—8z* = 1 mit der Losungzr = —3. Wegeny” = 3z° gibt es firy
die beiden M)glichkeiteni%\@, die dritten Wurzeln der Eins sind also

1 1 ~ 1 1
1, ,O:—é"'é\/éZ und p:_é_é\/éz

Damit ist klar, dafjedevon Null verschiedene reelle Zafaldrei Kubik-
wurzeln hat: Die reelle Wurz€)/a sowie die beiden komplexen Wurzeln
p¥/aundp/a.

Fur die Losungen der Gleichung® = 1 missen wir nicht so lange
rechnen: Wenne* = 1 ist, muRz? = +1 sein.z? = 1 hat die beiden
reellen osungen: = 1 undz = —1; die Losungen vor:? = —1 sind
z=4undz = —i.

Auch die Losungen vorz* = —1 lassen sich leicht berechnen: Aus

2% = —1 folgt 2% = +4, und die obigen Formelriif die Quadratwurzeln
einer komplexen Zahl zeigen, dal3 dann

-
2—7(:&1:&2)

sein mul3, wobei alle vier Vorzeichenkombinationebgiich sind.

Damit konnen wir also eine ganze Reihe von Gleichungseh, @ir die
es im Reellen keine &sung gibt; tatachlich gilt sogar der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom

n—2+-‘

flx)=a"+ an_lazn_l +a, oT -+ azxz +ax + ag

mit komplexen Koeffizientem, vom Gradn > 1 hat mindestens eine
komplexe Nullstelle.

Der Beweis dieses Satzes ist mit den Mitteln einer Vorles@ingly-

sis | nicht moglich: Wir wissen zwar bereits, dal3 drrfquadratische
Gleichungen gilt, und im Falle reeller Koeffizienten zeighee Kur-
vendiskussion, dal3 esirf Gleichungen ungeraden Grades mindestens
eine Nullstelle geben muRilF beliebige Polynome gibt es aber leider
keine so einfachen Argumente.

Mit Methoden aus der Algebra zeigteanGss 1815, dal? eine geschick-
te Kombination der beiden gerade betrachteten Spa#t@altu einem
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Beweis des allgemeinen Satzéhift; die dazu beitigte Algebra steht
aber erst gegen Ende eingigebra IVorlesung zur Verfigung. Meist
wird der Satz auch dort nicht bewiesen, denn es gibt inzwis@&inen
einfacheren Beweis mit Mitteln déunktionentheoria].h. der Analysis
komplexer Veanderlicher. Eine dritter Beweis schliel3lich arbeitet mit
Methoden der algebraischen Topologie; auch hier folgt der Bemlich
schnell aus Standaréizen dieses Gebiets.

Wenn wir den Fundamentalsatz der Algebra glaubémnken wir ihn
aber leicht versdirfen:

Satz: Zu jedem Polynom

n—2_4 .

f)=2"+a, " t+a, oz -+ a,x? + g + ag

mit komplexen Koeffizienten, gibt esn (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) komplexe Zahlep, . . ., c,, so dald

fl@)=@—c)lx—cp) - (x—cp,)
ist. Insbesondere isf(x) genau dann gleich Null, wenn eine dieser
Zahlenc, ist.

Beweisdurch vollséindige Induktion: Br n = 1 ist f(z) = x + ay,
also lonnen wir einfachr; = —a, setzen, und der Induktionsanfang ist
bewiesen.

Fur den Induktionsschritt nehmen wir an, der Satz geiinen festen
Gradn bewiesen, und betrachten ein Polynom

g(x) =™ +b 2" +b, "+ bya? + by + by

mit komplexen Koeffizientet,. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
gibt es mindestens eine komplexe Nullstelle. Wiahien eine dieser
Nullstellen aus, nennen sig,; und dividieren das Polynom(x) mit
Rest durch das Polynom ¢ c,,,):

9(x) 1 (x — ¢,41) = f(x) Restr(z).
Da wir durch ein lineares Polynom dividiert haben, ist destRs&n

konstantes Polynom amgt also nicht vorx ab, und wir lbnnen auch
einfachr(z) = r schreiben mit einer komplexen ZahlSomit ist

9(x) = (x = cpa) f(2) + 7.
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Setzen wir hierx = ¢, 4, wird die Gleichungzu 0 = 0+, d.h.r =0
undg(z) = (z — ¢,40) f (2).

Da g(x) ein Polynom vom Gradh + 1 war, mul3f(x) Gradn haben,
und wie Ausmultiplizieren zeigt, kann der Koeffizient voh nur eins
sein. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher kompfekden
Cly- -y Cp, SO dalf(z) = (x —cp) - (x — ¢,) ist. Somit ist

9(x) = (@ — cpu) f(2) = (@ —¢p) - (2 — ¢, )@ — cpaa)

wie behauptet. .

Damit haben wir einen &rper gefunden, in dem wir nicht nur alle
Grundrechenarten (auf3er Division durch Null) ailrsén lonnen, son-
dern in dem wir sogar beliebige Polynomgleichungéseh knnen.
Trotzdem werden wir uns im Rest der Vorlesung fast immer aef d
reellen Zahlen bescanken.

Der Grund ist einfach: Bei unseren bisherigen Zahlbereishsiterun-
gen ist es uns immer gelungen, alle wesentlichen Eigenschakes
kleineren Bereichs auf dend@feren ziibertragen. Beinlbergang von
den reellen zu den komplexen Zahlen konnten wir aber nur drgét-
axiomeubertragen, nicht mehr die eines angeordnetérpKrs:

WareC bedZiglich irgendeiner Ordnungsrelation ein angeordnefar K
per, so viarei> = —1 > 0, da in einem angeordneterdiper jedes
Quadrat eines von Null verschiedenen Elements positib@mhit ware
0=(-1)+1=¢%+1%> 0, was absurd ist. Es gibt also keine mit den
Rechenoperationen vedgliche Ordnungsrelation auf den komplexen
Zahlen, so dal3 viele Methoden der (reellen) Analysis nicifitkam-
plexe Zahlen anwendbar sind. Trotzdem gibt esiriah Beziehungen
zwischen der reellen und der komplexen Analysis; an einvgemigen

Stellen werden die uns auch in dieser Vorlesung das Lebeitletérn.

Eine einzige Konstruktionifr angeordnete &rper kbnnen wir auch auf
komplexe Zahleriibertragen: den Betrag. Witknen den Betrag einer
komplexen Zaht natirlich nicht definieren algfiir¢ > 0 und—c sonst,
aber wir kbnnen definieren

Definition: a) Der Betrag|c| der komplexen Zahi + bi ist
lc| = Va2 + b2 = \/(a + bi)(a — bi).
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b) ¢ = a — bi heildt die zue konjugiert komplex&ahl.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist also emeelle Zahl, denn unter
der Wurzel steht ja eine Summe zweier Quadrate reeller AaEleist
stets golRer oder gleich Null und verschwindet wie im Reellen genau
dann, wenn bereiis= 0 ist, denm:? + b2 kann {ir reelle Zahler, b nur
verschwindeniira = = 0.

Im nachsten Kapitel werden wir eine anschauliche, geomewibtier-
pretation des Betrags einer komplexen Zahl kennenlernen.

86: Die Machtigkeit einer Menge

Wir haben im bisherigen Verlauf der Vorlesung unseren Zaialich
Immer mehr erweitert, von den rigtichen zu den ganzen Zahlen, von
den ganzen zu den rationalen und den reellen, und schheBlitetz-
ten Paragraphen noch zu den komplexen ZahlenirNet ist in der
Inklusionskette

NCcZcQcRcC

jede Menge eine echte Teilmenge der folgenden. Wenn wir esndt
lichen Mengen zu tundtten, ware somit klar, daf’ die Elementanzahl
von Z grof3er vare als die vorN, aber kleiner als die vofQ, und so
weiter.

Um zu sehen, warum wir bei unendlichen Mengen nicht so dnfac
argumentieren@nnen, wollen wir die Mengé& der geraden nétlichen
Zahlen vergleichen mit der Menggaller natirlichen Zahlen. Nairlich
IstG eine echte Teilmenge vay es gibt schliel3lich auch noch ungerade
Zahlen. Da auf jede ungerade Zahl eine gerade folgt und uemgekegt
die Aussage nahe, dal3 es genauso viele gerade wie ungehdee it
und dalN somit doppelt so viele Elemente eathwie G.

Nun sindG und N aber unendliche Mengen; was ist das Doppelte von
unendlich?

Wie problematisch die Situation wirklich ist, sehen wir @ardal’ wir
jede gerade Zahj € GG schreiben knnen alsy = 2n mit n € N; bei
dieser Sicht der Dinge sollte es also genauso viele geragleatirliche
Zahlen geben, eben unendlich viel@nfen wir dann nur unterscheiden
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zwischen endlichen und unendlichen Mengen unissen sagen, dal3
alle unendlichen Mengen gleich viele Elemente enthalten?

CANTOR fand einen Weg, um auch zwischen unendlichen Mengen noch
weiter zu differenzieren:

Definition: a) Eine Abbildung f: M — N zwischen zwei Mengen
M, N ist eine Vorschrift, die jedem Element € M ein eindeutig be-
stimmtes Elemenf(m) € N zuordnet.

b) Eine Abbildungf: M — N heil3tinjektiv, wenn verschiedene Ele-
mente von)M auf verschiedene Elemente vév abgebildet werden,
wenn alsof (m) = f(n) nur dann gilt, wenn auch = n ist.

c) f heildtsurjektiv,wenn es zu jedem € N einUrbilad m € M gibt,
d.h. ein Element mif (m) = n.

d) f heil3tbijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

e) Zwei MengenM, N heil3engleichnachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung f: M — N gibt.

f) Eine MengeM heil3tabzhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f:T — M einer Teilmengél’ C N auf M gibt; andernfalls heifl3t sie
uberabahlbar.

In diesem Sinne ist beispielsweise die AbbildufidN — Z, die jede
natirliche Zahl auf sich selbst abbildet, injektiv, aber nisttjektiv, da
die Null und die negativen Zahlen keine Urbilder haben. [Dagast die

Abbildung
Z — NO
g z fallsz>0

ady _{—z falls z < 0
surjektiv, aber nicht injektiv, da beispielsweise die Eswsvohl +1 als
auch—1 als Urbild hat. Beispiele von aalbaren Mengen sind zaohst
die endlichen Mengen, denn ddich kdnnen wir zu einer Mengé/
mit n Elementen eine bijektive Abbildung

{1,2,3,...,n} = M

finden, die die Elemente vo/ zahlt. Beispiel einer unendlichen
abzhlbaren Menge sind etwa die geraden Zahlen; vinfen sie
abzhlen durch die Abbildung:N — G mit f(n) = 2n. Somit sind
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also die MengerlN und G gleichmachtig, obwohlG eine echte Teil-
menge vorN ist. Das erscheint auf den ersten Blick seltsam, vor allem
wenn wir daran denken, dafd wir durch eine entsprechendddiniy

mit f(n) = 2n — 1 auch zeigen®nnen, dal} die ungeraden Zahlen gle-
ichmachtig zuN sind, so dal3 wilN darstellen Bnnen als Vereinigung
zweier disjunkter echter Teilmengen, die beide gleiabiig zuN sind.

Wir missen uns daran gélnen, dal3 beim Umgang mit dem Unendli-
chen immer wieder Rimomene auftreten, die zumindest auf den ersten
Blick paradox erscheinen. Es ist eine charakteristiscigertachaft un-
endlicher Mengen, dal3 sie echte Teilmengen haben, diehglaahtig

zur Gesamtmenge sind.

Auch die Menge\,, ist abAahlbar, zum Beispidlber die Abbildung

N_>N0
g ,
n—n-—1

und wir kdnnen sogar eine bijektive Abbildung vdhnachZ finden,
indem wir die ganzen Zahlen wie folgt anordnen

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...

und der ndirlichen Zahln dasn-te Element dieser Liste zuordnen. In
Formeln ausgedickt haben wir dann die Abbildung

N — Z
f:

5 falls n gerade

n— f(n) = { L falls n ungerade

Somit ist auctZ abzahlbar.

Betrachten wir als &achstes die rationalen Zahlen! Da zwei rationale
Zahlen beliebig nahe beieinander liegainken, &llt es schwer, sich
hier eine AbZhlung vorzustellen. Wenn wir allerdings daran denken,
daf} eine rationale Zahl gegeben ist durch ihréhl&r und ihren Nenner,
lal3t sich doch leicht eine konstruieren. Sie geht aaNTOR zurtick und
wird heute als erstesABiTORsches Diagonalverfahren bezeichnen.

Er zeigt zurachst, daR die Meng®" aller positiver rationaler Zahlen
gleichmachtig ist zuN, indem er die positiven rationalen Zahlen in
einer zweidimensionalen Anordnung aufschreibt, wobeiearPosition
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(¢,7) der Bruchi/j steht. Dann geht er &anderdrmig durch diese
Anordnung:

1, 2 3 . 4 5 . 6
1 1 1 1 1 1
/ /! / /! /

1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2

\ / / /! / /!

1 2 3 4 5 6
3 3 3 3 3 3
/ /! / /! /

1 2 3 4 5 6
4 4 4 4 4 4

\ / / /! / /!

1 2 3 4 5 6
5 5 5 5 5 5
/ /! / /! /

1 2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6

Dabei kommt natirlich jeder Bruch mehrfach vor: Beispielsweise ist
2 = 2 = 2 und so weiter. GNTOR streicht deshalb alle Bche, die
schon einmal vorgekommen sind (in der obigen Abbildung slad
die rot eingezeichneten) und @ihso eine Folge, in der jede positive
rationale Zahl genau einmal vorkommt:

12113432115654321

123112345 1'1'234°56
Die Abbildung, die der ndirlichen Zahln dasn-te Glied dieser Folge
zuordnet. ist offensichtlich eine Bijektiopvon N auf die Menge aller
positiver rationaler Zahlen. SiafRt sich zwar nicht durch eine kurzen
Formel ausdicken, aberiir jede Zahl» 1al3t sich eindeutig bestimmen,
auf welchen Bruch sie abgebildet wird.

Diese Bijektion &3t sich, wenn man die negativeriiBhe entsprechend
auflistet, fortsetzen zu einer Bijektidh — Q, die eine positive Zaht
auf g(z) abbildet, die Null auf die Null, und eine negative Zahhuf
—g(—=z): FUr negatives: ist —z positiv, g(—z) ein positiver Bruch und
—g(—z) dessen Negatives. Somit siQ@dundZ gleichnmachtig, also auch
Q undN.

Um zu sehen, dal} nicht jede unendliche Menge glegddinig zuN ist,
betrachten wir die Meng#’ aller Teilmengen vomN. Wir wollen uns
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uberlegen, dal3 es keine bijektive AbbildufigN\ — P geben kann. Der
Beweis geht wieder aufANTOR zurick; man spricht heute vom zweiten
CaNTORschen Diagonalverfahren.

Da sich am Aufwand nichtandert, beweisen wir gleich allgemeiner:

Lemma: Ist P die Menge aller Teilmengen einer Mengé, so kann
es keine bijektive Abbildung/ — P geben;M und P sind also nicht
gleichmachtig.

Zum Beweisbetrachten wir eine Abbildung:M — P, z.B. die
Abbildung mit f(m) = {m} oder irgendeine andereiiFjedes Ele-
mentm € M ist f(m) ein Element vorP, also eine Teilmenge vol/ .

Wir kdnnen uns daher fragen, welche Elemente M in der Menge
f(m) liegen. Dazu betrachten wir die Menge

T={m€M’m§§f(m)}

T ist auf jeden Fall eine Teilmenge vad. Falls es ein Elemerite M
gabe mitf(t) = T, so konntet nichtinT' = f(t) liegen, den’ besteht ja
genau aus den Elementenc M, die nichtin f(m) liegen. Wenn aber
t nicht in f(¢) liegt, dann liegtt nach Definition voril’ = f(¢) in dieser
Menge. Sowohl die Annahmee T als auch die Annahme ¢ f(t)
fuhren also zu Widersjichen. Somit kann es keine M geben mit
f() =T. Daher kanry nicht surjektiv und erst recht nicht bijektiv s.ein.

Wie sieht es aus mit den reellen Zahlen?

Da wir sie via Intervallschachtelung beliebig genau durationale
Zahlen approximierendanen, sollten wir nicht erwarten, dald es sehr
viel mehr reelle als rationale Zahlen gibt; wial@oOR gezeigt hat, sind
aber die reellen Zahlenicht abzhlbar. Zum Beweis geht er genau-
so vor wie bei der Menge aller Teilmengen viln Angenommen, die
reellen Zahlen &ren abahlbar, es gbe also eine bijektive Abbildung
f:N — R. Wir wollen durch eine Intervallschachtelung eine reelle
Zahl z konstruieren, die nicht im Bild vori liegen kann und so zeigen,
dal3f im Widerspruch zur Annahme doch nicht surjektiv ist.

Wir starten mit irgendeinem Intervalk{, ;] mit rationalen Grenzen
a,b; € Q, das die reelle Zahf(1) nicht entlalt. Darin kbnnen wir ein
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Teilinterval [a,, b,] mit hochstens halberdnge finden, dag(2) nicht
enthalt: Falls f(2) nicht gerade gleich der Intervallmitga1 +b,) ist,
konnen wir einfach das Intervall halbieren und mindestensseder
beiden Intervalle

+ +
[al, ! 5 bl] oder [al 5 bl, 61]
ausvahlen, undir f(2) = %(a1 +b,) kdnnen wir zum Beispiel das linke

Drittel
o g

nehmen. Entsprechend konstruieren wir rekursiv weitetervalle: In-
nerhalb eines jeden Intervalls,], b,,] wahlen wir ein Teilintervall
[a,,+1, b,+1] VON hochstens halberdnge, dag(n + 1) nicht entkalt.

Damit haben wir offensichtlich eine Intervallschachtegjubie Bedin-
gung la,,+1, b,,+1] C [a,,, b,] ist nach Konstruktion effilt, und da die
Intervallange fir jedes neue: mindestens halbiert wird, ist auch klar,
dal ¢,, — a,,), <y €ine Nullfolge ist. Somit definiert {,, b,,]),,cy €ine
reelle Zahlz.

Nach unserer Annahme, ealge eine bijektive Abbildung:N — R,
multe es eim € N geben mitz = f(n). Da unsere Intervalle so kon-
struiert sind, daf¥(n) nicht im Intervall [,,, b,,] liegt, kann das aber
unmoglich der Fall sein: Schlielich liegt die durch eine Intdischach-
telung definierte reelle Zahl ypdemder Intervalle. Daher kann es keine
bijektive Abbildungf:N — R geben, die reellen Zahlen sind also im
Gegensatz zu den rationalen Zahfecht abzhlbar.

Somit kennen wir nun zwaiberahlbare Mengen, die Menge aller Teil-
mengen voilN und die Menge der reellen Zahlen. Da stellt sichunlath
die Frage, ob diese beiden Mengen gleiélehitig sind. Es ist zwar etwas
umsandlich, aber nicht schwer, zu zeigen, dal3 dies in der TaFalkr
ist. Hir diese Vorlesung ist das jedoch ohnéfggre Bedeutung, so dal3
hier auf einen Beweis verzichtet sei.

Als nachstes &nnen wir mit QNTOR fragen, objede Giberabahlbare
Teilmenge vorR schon die gleiche [chtigkeit wieR hat, oder ob es
auch noch Zwischenstufen gibt.
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Nach unseren Erfahrungen nit und den positiven geraden Zahlen
sollte ziemlich klar sein, dald beispielsweise die Intdevfd, 1] und
[0, 2] gleichmachtig sind; die Abbildung

[0, 1] — [0, 2]
T +— 27

ist offensichtlich bijektiv. Abgeschlossene IntervalErschiedener (po-
sitiver) Lange sind also gleichachtig. Da die Abbildung

{reR|z>0}—(0,1]
1
1+ 22
offensichtlich auch bijektiv istandert sich auch durch eine unendliche

Lange nichts an der Bthtigkeit, also spricht doch einiges dafdal}
alle Uberabahlbaren Teilmengen vdr gleichmachtig mitR sind.

X —

CANTOR stellte dies 1878 als eine Vermutung auf, die sogenakoe
tinuumshypothes&r konnte sie aber nicht beweisen, und auchtesp
gelang es keinem Mathematiker, sie zu beweisen oder zu legpbar.

1938 konnte KIRT GODEL schlieBlich zeigen, daf sich die Kontinu-
umshypothese nicht widerlegealdt, wenn man nur digblichen Axi-
ome der Mengenlehre und der reellen Zahlen voraussetzst egso
insbesondere nicht aglich, ein explizites Gegenbeispiel zu konstru-
leren. 1963 bewies dann allerdingsuP CoHEN, dal? sie sich aus diesen
Axiomen auch nicht beweise#lbt: Die Kontinuuumshypothese ist we-
der wahr noch falsch, sondern unentscheidbar! Genaueediis§t:
Wenn die Axiome der Mengenlehre widerspruchsfrei sindndaeiben
sie auch widerspruchsfrei, wenn wir die Kontinuumshypsésads neues
Axiom hinzuflugen; sie bleiben aber auch dann widerspruchsfrei, wenn
wir das Gegenteil der Kontinuumshypothese dazu nehmen.

Wir haben somit die freie Auswahl, ob wir ungrfeine Mathematik
mit oder ohne Kontinuumshypothese entscheiden wollenikeogin-
tersuchen beide Optionen, den meisten MathematikernsiizbeiFrage
schlicht gleichdiltig, da von den wirklich relevantena®&en der Analy-

sis keiner davon al@mgt, ob man die Kontinuumshypothese voraussetzt
oder nicht.
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KURT GODEL (1906—1978) wurde im damaligedste-
reich-Ungarn in Bidnn geboren; heute heil3t der Ort
Brno und liegt in der Tschechischen Republik. In der
Schule interessierte er sich vor allefir Mathematik
und Sprachen; 1923, zum Ende seiner Schulzeit be-
herrschte er bereits den gesamten Standardstoff der Uni-
versitattsmathematik. An der UniveréitWien studierte

er Mathematik und Theoretische Physik und speziali-
sierte sich schlief3lich auf Logik. 1931 bewies er seinen
Unvollstandigkeitssatz, wonach kein Axiomensystem
die Theorie der nétlichen Zahlen vollsindig beschrei-
ben kann. 1940 emigrierte er nach USA und lebte
bis zu seinem Tod in Princeton. Dort lernte er 19428RT EINSTEIN (1879-1955) kennen
und bewies unter anderem, dal3 es in dessen allgemeineivRatatheorie geschlossene
Weltlinien geben kann, entlang derer man theoretisch iveligangenheit gelangen kann.

PauL JOSEPHCOHEN (1934-2007) wurde in New Jersey
geboren, studierte an der Univeéivon Chicago und
promovierte dortiiber FOURIER-Reihen. Nach kurzen
Aufenthalten in Rochester, am Massachusetts Institute
of Technology und in Princeton kam er 1961 nach Stan-
ford, wo er bis zu seiner Emeritierung im Jahre 2004
(und datiber hinaus) lehrte. 1966 erhielt dirfseine
Arbeiten zur Logik die Fields Medal, den damals be-
deutendsten Preis der Mathematik. AuRber Logik
und Mengenlehre arbeitete er auch auf dem Gebiet der
Analysis, insbesondere der Theorie partieller Differen-
tialgleichungen, sowie der Mal3theorie.

87: Gleitkommazahlen

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, dal3 die Mengeelnmr
Zahlen nicht einmal al@hlbar ist; trotzdem rechnen wirastdig mit
reellen Zahlen, und meistens benutzen wir dazu einen Tasstieer
oder einen Computer. Aucluif einen Leser, der nicht die geringste
Ahnung von der Funktionsweise eines Taschenrechners atep@ers
hat, sollte klar sein, daf3 dort nur endlich viele Zahlen dstgjlt werden
konnen. Dasselbe gilt riadich auch fir unsere Gehirne.

Wir beschreiben also die Wirklichkeit schon salter zwei Jahrtau-
senden mit Hilfe einetiberabahlbaren Menge,dnen damit auch er-
staunlich korrekte Vorhersagen machen, und trotzdé@nmm&n wir weder
mit Papier und Bleistift noch mit Taschenrechner oder Campnehr
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als endlich viele Zahlen verarbeiten.

Fur diese Erfolge ist in erster Linie die Numerische Matheknegr-
antwortlich; seit etwaiinfzig Jahren gibt es zumindest teilweise auch
noch die Computeralgebra als Alternative. Deren Verfaladordern
zwar meist erheblich gf3eren Rechenaufwand, dafber kbnnen sie
bei manchen Problemen sogar exakte Ergebnisse liefern.

Numerikund Computeralgebraind Vorlesungenifr hohere Semester
und damit kein Teil deAnalysis I.Da aber auch Studenten déna-
lysis | routinen@fRig Taschenrechner und Computer benutzeighte
ich schon hier zumindest kurz die Prinzipien des numerisétechnens
erlautern.

Das Rechnen mit reellen Zahlen per Computer folgllig anderen
Regeln als denen, die wir vomdkper der reellen Zahlen gewohnt sind.
Zunachst einmal riassen wir uns notgedrungen auf eine endliche Teil-
menge vorR beschanken; in der Numerik sind dies traditionellerweise
die sogenannten Gleitkommazahlen, die je nach Prograrspnaahe
als Datentypeal oderfloat bezeichnet werden; meist gibt es auch noch
einen Typdouble fir das Rechnen mit doppelter Genauigkeit.

Eine Gleitkommazahl wird dargestellt in der Forns +m - b=¢, wobei

die Mantissem je nach Konvention zwischen O und 1 oder 1 und 10 liegt
und derExponenk eine ganze Zahl aus einem gewissen vorgegebenen
Bereich ist. Die Basigist in heutigen Computern gleich zwei; in einigen
alteren Mainframe Computern sowie in vielen Taschenrechnerd
auchb = 10 verwendet.

Praktisch alle heute gedachliche CPUSfr Computer richten sich beim
Format fir m und e nach dem IEEE-Standard 754 von 1985. Hier ist
b = 2, und einfach genaue Zahlen werden in einem Wort aus 32eBit g
speichert. Das erste dieser Bits stéhltdas Vorzeichen, nullir positive,
eins fir negative Zahlen. Danach folgen acht Rit tien Exponentea
und 23 Bit fur die Mantissen.

Die acht Exponentenbitdnnen interpretiert werden als eine ganze
Zahl n zwischen 0 und 255; wenn keinen der beiden Extremwerte
0 und 255 annimmt, wird das gesamte Bitmuster interpredisridie
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Gleitkommazahl (Mantisse im Zweiersystem, ch). € {0, 1})

+1my ... Mgy x 20127,

Die Zahlen, die in obiger Form dargestellt werdémken, liegen somit
zwischen 21%% ~ 1.175. 1073 und (2— 2-2%) . 21?7 ~ 3,403 10°%.
Das fihrende Bit der Mantisse ist stets gleich eins (sogenarnteai-
sierte Darstellung) und wird deshalb gleich gar nicht dogespeichert.
Der Grund liegt nairlich darin, dal3 man eirithrendes Bit null durch
Erniedrigung des Exponenten zum Verschwinden bringen kaes
sei denn, man hat bereits den niedrigdtjichen Exponenten = 0,
entsprechend = —127.

Fir n = 0 gilt daher eine andere Konvention: Jetzt wird die Zaldrint
pretiert als

:|:O,m1 ... Mo3 X 2_126;

man hat somit einen (unter Numerikern nicht unumstritt¢némter-

laufbereichaus sogenanntesubnormalerZahlen, in dem mit immer
weniger geltenden Ziffern Zahlen auch noch positive Weigdalmunter
zu 2728 x 27126 = 27149 & 1 401 10~* dargestellt werdendnnen,
dazu nairlich die Null, bei der amtliche 32 Bit gleich null sind.

Auch der andere Extremwent = 255 hat eine Sonderbedeutung: Falls
alle 23 Mantissenbit gleich null sind, steht dies je nachz€arhenbit
fur 400, andernfalls @ir NAN (not a number)d.h das Ergebnis einer
illegalen Rechenoperation wi¢g—1 oder 00. Das Ergebnis von /D
dagegen ist nicht NAN, sondermd, und—1/0 = —oc.

Doppeltgenaue Gleitkommazahlen werden entsprechencestatiy
hier stehen insgesamt 64 Bit zur églung, einesifr das Vorzeichen,
elf fur den Exponenten und 521f die Mantisse. Durch die elf Expo-
nentenbit Knnen ganze Zahlen zwischen null und 2047 dargestellt
werden; abgesehen von den beiden Extédleh entspricht dies dem
Exponentere = n — 1023, der somit Werte zwischenl022 und 1023
annehmen kann.

(Eine elementare Eidhrung in den Standard IEEE 754 und seine An-
wendung beim numerischen Rechnen bietet

MICHAEL L. OvERTON: Numerical Computing with IEEE Floating Point
Arithmetic, SIAM,2001)
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Der Exponent sorgt dafir, dal3 Zahlen aus einem relativ grof3en Bereich
dargestellt werdendnnen, er hat aber auch zur Folge, dal3 die Dichte
der darstellbaren Zahlen in den verschiedeneaf3@nordnung stark
variiert: Am dichtesten liegen die Zahlen in der Umgebung Nell,

und mit steigendem Betrag werden die Absle benachbarter Zahlen
immer gioier.

Um dies anschaulich zu sehen, betrachten wir ein |BB&iches
Gleitkommasystem mit nur sieben Bit, eineim flas Vorzeichen und je
drei fur Exponent und Mantisse. Das folgende Bild zeigt die Ventgy
der darin darstellbaren Zahlen:

—00 I N N AR Y1 AR B B B B o

Um ein Gefihl dafir zu bekommen, was diearfdas praktische Rech-
nen mit Gleitkommazahlen bedeutet, betrachten wir eiromeas System
mit der uns besser vertrauten Dezimaldarstellung von Adffile die es
einen eigenen IEEE-Standard 854 von 1987 gibt), und zwanaahvir
an, dafd wir eine dreistellige dezimale Mantisse haben upabEenten
zwischen -3 und 3. Da es bei einer von zwei verschiedeners Basi
ne Moglichkeit gibt, bei einer normalisierten Mantisse dieteBiffer
einzusparen, schreiben wir die Zahlen in der Fat@ymn;m,ms - 10°.

Zunachst einmal ist klar, dal3 die Summe zweier Gleitkommamahle
aus diesem System nicht wieder als Gleitkommazahl in di€®gstem
darstellbar sein mul3: Ein einfaches Gegenbeispetwlie Addition der
groRten darstellbaren Zah)a®9- 10° = 999 zu 5 = 06 - 10'; Natiirlich

ist das Ergebnis 1004 nicht mehr im System darstellbar. B&E}
Standard sieht vor, daf3 in so einem Fall ewaerflowBedingung gesetzt
wird und das Ergebnis gleichod wird. Wenn man (wie es die meisten
Compiler standardaf3ig tun) dieoverflowBedingung ignoriert und mit
dem Ergebnis 4o weiterrechnet, kann dies zu akzeptablen Ergebnissen
fuhren: Beispielsweise &ve die Rundung von/1999 + 5) auf die Null

fur viele Anwendungen kein gar zu grol3er Fehler, auch wenrafs d

in unserem System die sehr viel genauere Darstellugge0 103

gibt. Spatestens wenn man das Ergebnis mit 999 multipliziert, um den
Wert von 999(999 + 5) zu berechnen, sind die Konsequenzen aber
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katastrophal: Nun bekommen wir eine Null anstelle vo896 - 10°.
Auch wenn wir anschlieR3end 500 subtrahieren, sind die Kiunesezen
katastrophalo>o — 500 =00, aber (999 + 5)- 500 = 504 ist eine Zahl,
die sich in unserem System sogar exakt darstellen liel3e!

Selbst ohne Bereichiberschreitung kann es Probleme geben: Beispiels-
weise ist 123 +M456 = 0123- 10°+0,456- 10~* = 1230456 mit einer

nur dreistelligen Mantisse nicht exakt darstellbar. Hiehsder Standard

vor, daf3 das Ergebnis zu einer darstellbaren Zahl gerunditwobei
mehrere Rundungsvorschriften zur Auswahl stehen. Voesiadjt ist
ublicherweise eine Rundung zuachsten Maschinenzahl; wer etwas
anderes rachte, mul3 dies durch spezielle Bits in einem Prozessorsta-
tusregister spezifizieren. Im Beispielivde man also 123+0456 = 123
oder (bei Rundung nach oben) 124 setzen und dabei zvaarigseinen
Rundungsfehler machen.

Wegen solcher unvermeidlicher Rundungsfehler gilt da®Aissivge-
setz selbst dann nicht, wenn keine Bereidieyschreitung auftritt: Bei
Rundung zur achsten Maschinenzahl ist beispielsweise

(0,456-10°+0,3-1073)+0,4-10~3 = 0,456.10°+0,4-10~3 = 0,456-1C°,
aber
0,456-10°+(0,3-1073+0,4-1073) = 0,456.10°+0,7-10~3 = 0,457-1¢° .

Ein mathematischer Algorithmus, dessen Korrektheit udteausset-
zung der Krperaxiome bewiesen wurde, muld daher bei Gleitkom-
marechnung kein korrektes oder auch nurarernd korrektes Ergebnis
mehr liefern — ein Problem, das keinesfalls nur theoretisBbdeu-
tung hat und schon oft zu als korrekt anerkannten unsinnigeangen
fuhrte.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel: Wir starten mjt = 1—10 und
definieren @irn > 1 neue Werte:,, rekursiviiber die Vorschrift

x, =4, (1—x, ;.
Was istz g ?

Da wir keine geschlossene Formeirfx,, haben, nissen wir dazu
nacheinander alle Werte,, z,, ..., x99 Und daraus schlie3lich,g,
berechnen; es ist klar, dal3 wir diese Aufgabe einem Compuaer
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einem programmierbaren Taschenrechineertragen. Ausgehend von
xy = 0,1 liefert uns Maple den Went,7529163416. Konnen wir den
zumindest als eine sinnvolledderung iir x4, betrachten?

Maple rechnet bei Dezimalzahlen mit Nachkommastellerdstain@lig
mit zehnstelliger Genauigkeit; man kann die Genauigkest aloch auf
eine andere Stellenzahl setzen. Rechnen wir nacheinand&@ml1-,

12, ..., 40-stelliger Genauigkeit, erhalten wir die folgenden aeifin

Stellen gerundeten Werte:

Stellenzahl Ergebnis Stellenzahl Ergebnis
10 0,7529163416 26 0,0232274883
11 0,9970923646 27 0,7148759497
12 0,0059445456 28 0,3784820448
13 0,6341222686 29 0,3386222578
14 0,6180709268 30 0,9435829597
15 0,0227042594 31 0,9321755740
16 0,0250861852 32 0,9305804707
17 0,8865701564 33 0,9300985323
18 0,9833257276 34 0,9301105959
19 0,2353742437 35 0,9301085844
20 0,0533768778 36 0,9301089866
21 0,7426827475 37 0,9301089705
22 0,5732634219 38 0,9301089746
23 0,7242577221 39 0,9301089742
24 0,4037375681 40 0,9301089742
25 0,0001564890 41 0,9301089742

Wir kdnnen somit ziemlich sicher sein, dal3 das oben mit zehnstel-
liger Genauigkeit berechnete Ergebnis nichts zu tun hatlent wirk-
lichen Wert vonz,y,. Da x4, €ine rationale Zahl ist,danten wir ver-
suchen, ihren Wert nach den Regeln der Bruchrechnung zuteimi
Lassen wir Maple diesen Wert ermitteln (indem wir statt voh ¥bm
Startwertl—lO ausgehen), erhalten wir schoirfr,, einen Bruch mit
715-stelligem Ahler und 716-stelligem Nenner; bejs hat der ZAhler
22902 Stellen und der Nenner 22 904. Wer die Bruchrechnuirf no
nicht ganz vergessen hat, kann sich leigherlegen, dal3 der Nenner
vonz,, gleich ¥ ist, firn = 10 also 3°?*und firn = 15 gleich 52768
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Fur n = 100 erhalten wir die 2°-te Potenz voniinf, eine Zahl mit et-
was mehr als 86- 10?° Dezimalstellen, mit der kein heutiger Computer
rechnen kann.

Das obige Rechenergebnis legt nahe, dafd der wahre Wert,ygpbei
ungeghr 0,9301 liegt; bewiesen haben wir das aber nicht. Solokde u
ahnliche Probleme veranlassten den lange in Karlsruhe veidu¥g
lehrenden Numeriker KRL NICKEL (1924-2009) zum folgenden viel
zitierten Spruch, dessen Originalquelle ich leider niggfimden konnte:
Der (naive) Anaingerglaubt an jede einzelne Ziffer
Der (erfahrene) Programmiereertraut auf die Halfte der Stellen
Der (wissende) Pessimigtidtraut sogar dem Vorzeichen.

Natirlich kennt die numerischen Mathematik auch Methodengdeei
nen marsichersein kann, dal} sie ein im Rahmen einer vorgegebenen
Schranke korrekte Ergebnisse liefern; als Beispiel habémr daben wir
bereits die Intervallarithmetik kennengelernt. Bei naiveimerischen
Ansatzen ist aber oft genug der Mi3erfolg vorprogrammiert.

Fur weitere Einzeilheiten sei auf die Vorlesung Numerik viesen.

88: Wie real sind die reellen Zahlen?

Wir haben die reellen Zahlen abstrakber Intervallschachtelungen
definiert und sind dabei auf eingerabahlbare Menge gekommen.
Diese benutzen wir zur dsung praktischer Probleme, wobei wir
im allgemeinen mit Computern oder Taschenrechnern arheiteren
Zahlbereich nur eine endliche Teilmenge \®inst und die selbst damit
nicht exakt rechnendanen.

Die Mathematik hat den Anspruch, sichere Ergebnisse zartiefdie
kann uns das rundungsfehlerbehaftete Rechnen mit Glemtlazahlen
hochstens dann garantieren, wenn wir uns auf Intervalle r@stihisse
beschanken. In der Praxis werden diese dann allerdings oft sq tai})
sie uns kaum nochirizliche Information liefern.

Manche Probleme sind sogar gruatidich unbsbar: Wie NIEL
RICHARDSON 1969 zeigte, &nnen wir nicht einmal immer entschei-
den, ob eine durch einen relativ einfachen Ausdruck gegebeslle
Zahl verschwindet oder nicht. Mit dem, was wir heute wiss&mnen
wir seinen Satz so formulieren:
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Satz von Richardson: Es gibt kein Verfahren, das in endlich vielen
Schritten entscheidet, ob ein beliebig vorgegebener Aickdrestehend
aus rationalen Zahlem,, einer Variablen: sowie den Funktionen +,
Sinus und Betrag gleich Null ist.

DANIEL RICHARDSON wurde 1941 in Chicago geboren. Er studierte Mathematik iw Ne
York und in San Fransisco, wo er 1962 seinen Bachelor bekama€&h ging er an
die Universitt von Bristol und promivierte dort 1965 in mathematischegik. Nach
verschiedenen ein- bis zwaijrigen Ttigkeiten an Universitten und in der Industrie
wurde er 1988 zudchst Lecturer, sier Senior Lecturer, an der Univeigitvon Bath.
http://people.bath.ac.uk/masdr/

Ein vollstandiger Beweis des Satzes vorcRARDSON ware fast eine
eigene einsemestrige Vorlesung undrde uns weit vom eigentlichen
Stoff der Analysis | wegihren, da er wesentlich auf Argumenten aus der
Logik sowie der Zahlentheorie beruht. Interessenten firadlerEinzel-
heiten sowie verschiedene Anwendungen im Buch

YURI V. MATIYASEVICH: Hilbert’'s Tenth ProblemMIT Press 1993

§9: Zusammenfassung

Ziel dieses Kapitels war, den Zahlbereich ausgehend vonal@richen
Zahlen so zu erweitern, dal3 immer mehr Gleichungsbar werden:

e Um Gleichungen der Form + = = b stets bsen zu Bnnen, erwei-
terten wir die nairlichen Zahlen zu den ganzen Zahlen.

e Um auch die Gleichungxz = b mit ¢ # 0 losen zu Bnnen, er-
weiterten wir die ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlerrt Do
konnen wir alle Grundrechenarten (auf3er der Division dural) N
unbeschiinkt ausiihren. Zahlbereiche mit dieser Eigenschaft defi-
nierten wir anhand einiger offensichtlicher, aus der Sebekannten
Rechenregeln alkkorper. Zusatzlich haben wiriir rationale Zahlen
eine Ordnungsrelation, die mit den Rechenoperationen ktbg
ist; das fihrte uns auf das Konzept des angeordnet@mp&rs. Beim
Nachweis von Eigenschaften, digé falle Korper gelten, lernten wir
Beweisprinzipien kennen wir den Beweis durch Widersprudéro
durch vollsandige Induktion.

e In den rationalen Zahlen sind Gleichungen wfe= 2 nicht Bsbar.
Mit dem bereits den Babyloniern vor vier Tausend Jahreniinaies
Algorithmus von HERONkonnten wir die Gleichung aber in beliebig
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guter Naherung®sen; diesiihrte uns auf den Begriff der Intervall-
schachtelungiber den wir reelle Zahlen definierten, die ebenfalls
einen angeordnetendfper bilden.

Selbst anschaulich klare Konzepte wieeliebig klein“ missen auf
dem Umweguber algebraische Ungleichungen definiert werden,
bevor man piizise damit argumentieren kann. Andeitlsich die
Gefahr von Fehlsclissen nicht vermeiden.

Die Gleichungz? = a fira < 0 kann in einem angeordnetekoer
nicht gebstwerden, da dort das Quadrat eines jeden Elemeiikegr
oder gleich Null ist. Indem wir die imagére Einheiti = /-1
einfuhrten, konnten wir immerhin noch einenkper definieren,
den der komplexen Zahlen, in dem alle Elemente Quadrativurze
haben undiber dem sogar jedes nichtkonstante Polynom Nullstellen
hat und in Linearfaktoren zeifit.

Die reellen wie auch die komplexen Zahlen bildgrerabahlbare
Mengen, indenen wir viele Gleichungen praktisch ralt@rungsweise
losen kbnnen. Sie sind eine Idealisierung der Wirklichkeit, dehsi
in der Vergangenheit als extreriitalich erwiesen hat. Trotzdem gibt
es Probleme, die nicht entscheidbar sind.

Numerisches Rechnen ist zwar dibliche Weise, wie man in der
Praxis mit reellen Zahlen umgeht; bei naivem Umgang mit Reeh
regeln lbnnen dabei aber leicht unsinnige Ergebnisse produziert
werden. Die numerische Mathematik hat jedocin die meisten
praktischen Probleme Algorithmen entwickelt, die zu soilan
Ergebnissenithren.

810: Summary

The goal of this chapter was to extend our number systentingfavith
the natural numbers, in such a way that more and more eqsatzmbe
solved.

e In order to be able to solve all equations of the farm = = b, we
extended the natural numbers to the set of all integers.

e In order to be able also to solve equatians = b for a # 0, we
extended the integers to the rational numbers. Here, alt lbaish-
metic operations (except division by zero) are possible nsonber
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systems like this we introduced the concept dfedd. In addition

to basic arithmetic we also have an ordering that is comieatiih
arithmetic; this lead to the notion of an ordered field. Afpdimg to
prove statements which are valid for all fields, we got to kipoaof
methods like proof by contradiction or proof by induction.

The equation:? = 2 has no rational solution. Nevertheless we could
find arbitrarily good approximate solutions using an altjon of
HENON, which was already known to the Babylonians four thousand
years ago. This lead us to sequences of nested intervalshish w
we defined real numbers. The set of all real numbers is anextder
field, too,

Even intuitive concepts like "arbitrarily small' must befided by
means of algebraic inequalities before we can use themsetgci
Otherwise we risk wrong conclusions.

Fora < 0, the equation:? = a cannot be solved in any ordered
field, because the square of any element is greater or eqamatdo
Introducing the imaginary unit= /—1 we could define a field, the
field of complex numbers, where all elements have squars st
where even every non constant polynomial splits into lirfiaetors.
The real and the complex numbers form uncountable sets, ithwh
we can practically solve many equations only approximaidigse
numbers are anidealization of reality which turned out texieeme-

ly useful in the past. Nevertheless, there are undecidabldgms.
Most practical problems involving real numbers are solvethg
numerical methods, but the naive use of calculation ruleslead

to nonsensical results. Numerical analysts know many nastho
avoid such problems.
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