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Modulklausur Analysis II

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •
• • • Die Aufgaben müssen nicht in der angegebenen Reihenfolge • • •
• • • bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunächst • • •
• • • auf das, womit sie schnell Punkte holen können! • • •

Fragen: (je zwei Punkte)Die Antworten auf die na
hfolgenden Fragen sollten ni
ht l�anger als etwa zwei Zeilensein und ledigli
h eine kurze Begr�undung enthalten. Antworten ohne Begr�undungwerden ni
ht gewertet.1) Zeigen Sie: Ist (xk)k∈N bez�ugli
h der Maximumsnorm eine Cau
hy-Folge von Elementen
xk ∈ R

n, so au
h bez�ugli
h der Euklidis
hen Norm.
Lösung: Da alle Normen auf Rn �aquivalent sind, gibt es Konstanten c1, c2 > 0, so da�
c1 ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖∞. Zu jedem ε > 0 gibt es, da (xk)k∈N bez�ugli
h der Maximums-norm eine Cau
hy-Folge ist, ein N ∈ N, so da� ‖xk − xℓ‖∞ < ε/c1 f�ur alle k, ℓ ≥ N.Damit ist f�ur diese Indizes au
h ‖xk − xℓ‖2 < ε.2) Die erste Spalte der Jabobi-Matrix der di�erenzierbaren Funktion f:Rn → R

m enthaltenur Nullen. Was k�onnen Sie �uber f sagen?
Lösung: In der ersten Spalte der Ja
obi-Matrix stehen die partiellen Ableitungen derKomponenten von f na
h der ersten Variablen. Somit ist f unabh�angig von dieser Vari-ablen.3) Ri
htig oder fals
h: f:R3 → R sei eine stetige Funktion und g:R3 → R ordne dem Punkt
(x, y, z) den Wert ef(x,y,z) zu. Dann haben f und g ihre relativen Maxima in den glei
henPunkten.
Lösung: Ri
htig: (x0, y0, z0) ist genau dann ein relatives Maximum von f, wenn es ein
ε > 0 gibt, so da� f�ur alle Punkte (x, y, z) ∈ R

3, die bez�ugli
h einer vorgegebenen Normh�o
hstens den Abstand ε von (x0, y0, z0) haben, f(x, y, z) ≤ f(x0, y0, z0) ist. Wegen derMonotonie der Exponentialfunktion gilt das au
h no
h na
h Anwendung der Exponential-funktion.4) Ri
htig oder fals
h: Jede Funktion f:Rn → R mit kompaktem Tr�ager ist bes
hr�ankt.
Lösung: Ri
htig; au�erhalb ihres Tr�agers T vers
hwindet die Funktion, und auf demKompaktum T nimmt sie als stetige Funktion sowohl ihr Maximum als au
h ihr Minimuman, so da� sie dur
h diese beiden Funktionswerte sowohl na
h oben als au
h na
h untenbes
hr�ankt ist.5) Ri
htig oder fals
h: Die Folge (xk)k∈N mit x1 = 0 und xk+1 = 1

2

os2 xk f�ur alle k ≥ 1konvergiert.

Lösung: Ri
htig; da 1
2

os2 x nur Werte zwis
hen Null und 1

2
annimmt, bildet diese Funk-tion das Intervall [0, 1

2
] auf si
h selbst oder eine Teilmenge davon ab, und die Ableitung

− sin x 
os x = −1
2
sin 2x hat (ni
ht nur) dort �uberall einen Betrag von h�o
hstens 1

2
, was



e
ht kleiner als eins ist. Na
h dem Bana
hs
hen Fixpunktsatz konvergiert die Folge dahergegen den einzigen Fixpunkt der Abbildung im Intervall [0, 1
2
].6) Ri
htig oder fals
h: Ist f:Rn → R Lebesgue-integrierbar und f(x) 6= 0 f�ur alle x ∈ R

n,so ist au
h die Funktion 1/f Lebesgue-integrierbar auf R
n.

Lösung: Fals
h; wie wir bei der Bere
hnung von ∫
∞

−∞
e−x2

dx festgestellt haben, existiertzwar ∫
R2 e−x2−y2 , aber ∫

R2 ex2+y2 kann ni
ht existieren, da der Integrand abgesehen voneiner Kreiss
heibe um den Nullpunkt �uberall gr�o�er als eins ist, der R
2 aber nat�urli
h keinendli
hes Volumen hat.

Aufgabe 1: (8 Punkte)a) Bere
hnen Sie das Taylor-Polynom vom Grad vier um den Punkt (0, 0) f�ur die Funktion
f(x, y) = log(1 + x2 + y2) sin(x + y) !Hinweis: log(1 + z) =

∞∑

k=1

(−1)k+1 zk

k

Lösung: Da wir um den Nullpunkt entwi
keln, k�onnen wir direkt mit den Variablen xund y arbeiten. Die Taylor-Reihe des (nat�urli
hen) Logarithmus ist angegeben undsin z = z −
z3

6
+

z5

120
− · · ·ist (ho�entli
h) wohlbekannt.Setzen wir beim Logarithmus z = x2 + y2 ein, k�onnen h�o
hstens die Summanden mit

k ≤ 2 Monome vom Grad h�o
hstens vier liefern; es rei
ht also, wenn wir das Polynom
(x2 + y2) −

(x2 + y2)2

2betra
hten. Bei sin(x + y) sind alle potentiell relevanten Monome in den Summandenmit Exponent h�o
hstens drei enthalten. Das gesu
hte Polynom besteht somit aus allenMonomen vom Grad h�o
hstens f�unf im Produkt
(

(x2 + y2) −
(x2 + y2)2

2

)(

(x + y) −
(x + y)3

6

)enthalten. Da jeder der beiden Summanden des ersten Faktors mindestens Grad zwei hat,k�onnen wir den letzten Summanden des zweiten Faktors vergessen und au
h den zweitenSummanden des ersten Faktors m�ussen wir nur mit dem ersten Summanden des zweitenmultiplizieren. Wir brau
hen also nur
(x2 + y2)(x + y) = x3 + x2y + xy2 + y3 ,und das ist unser gesu
htes Taylor-Polynom.b) Zeigen Sie, da� der Gradient von f im Nullpunkt vers
hwindet, da� f dort aber weder einlokales Maximum no
h ein lokales Minimum hat!

Lösung:

fx(x, y) = log(1 + x2 + y2) 
os(x + y) +
2x sin(x + y)

1 + x2 + y2

fy(x, y) = log(1 + x2 + y2) 
os(x + y) +
2y sin(x + y)

1 + x2 + y2
;



im Nullpunkt vers
hwinden o�ensi
htli
h beide, denn log 1 = 0. Also vers
hwindet derGradient, aber da f(0, y) = log(1 + y2) siny um Null dur
h das obige Taylor-Polynommit x = 0 angen�ahert wird, also dur
h y3, haben wir weder ein Maximum no
h einMinimum.
Aufgabe 2: (8 Punkte)Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion f(x, y) = 2y3 −x3 +6x2 −3xy2 auf R

2 !
Lösung: f ist beliebig oft di�erenzierbar, also k�onnen wir mit Gradient und Hesse-Matrixarbeiten. Die partiellen Ableitungen von f sind

fx(x, y) = −3x2 + 12x − 3y2)

fy(x, y) = 6y2 − 6xy

fxx(x, y) = −6x + 12

fxy(x, y) = fyx(x, y) = −6y

fyy(x, y) = 12y − 6x

.Vers
hwinden des Gradienten bedeutet, da� insbesondere fy(x, y) = 6y2−6xy = 6y(y−x)vers
hwinden mu�; also ist entweder y = 0 oder y = x. Im Falle y = 0 ist
fx(x, 0) = −3x2 + 12x = 3x(4 − x) ,also mu� x = 0 oder x = 4 sein. Dies liefert die beiden Kandidaten (0, 0) und (4, 0).Im Falle y = x ist fx(x, x) = −6x2 + 12x = 6x(2 − x); au�er dem bereits bekanntenNullpunkt erhalten wir also au
h no
h den Punkt (2, 2) als weiteren Kandidaten.Die Hesse-Matrix ist

(

12 − 6x −6y

−6y 12y − 6x

) ;f�ur x = y = 0 ist das die Matrix (

12 0

0 0

), die zwar positiv semide�nit, ni
ht aber positivde�nit ist. Da f(0, y) = y3 f�ur betragskleine y sowohl positive als au
h negative Werteannehmen kann, liegt hier kein Extremum vor.Im Punkt (4, 0) ist die Matrix glei
h (

−12 0

0 −24

), also o�ensi
htli
h negativ de�nit; indiesem Punkt haben wir daher ein Maximum.Im Punkt (2, 2) s
hlie�li
h haben wir die Matrix (

0 −12

−12 12

)

= 12

(

0 −1

−1 1

) mit De-terminante −122 < 0; diese Matrix ist also inde�nit, so da� im Punkt (2, 2) ein Sattelpunktvorliegt.
Aufgabe 3: (8 Punkte)Bestimmen Sie das Maximum der Funktion f(x, y, z) = x1/2y1/3z1/6 unter der Nebenbe-dingung 15x + 30y + 10z ≤ 180 !
Lösung: Da f in jeder der drei Variablen strikt monoton w�a
hst, kann das Maximum nurin einem Punkt angenommen werden, in dem 15x + 30y + 10z = 180 ist. Wir su
hen alsoein Maximum von f unter der Nebenbedingung

g(x, y, z) = 15x + 30y + 10z − 180 = 0 .



Dort m�ussen
∇f(x, y, z) =





1
2
x−1/2y1/3z1/6

1
3
x1/2y−2/3z1/6

1
6
x1/2y1/3z−5/6



 und ∇g(x, y, z) =





15

30

10



linear abh�angig sein; da ∇g nie der Nullvektor sein kann, mu� es daher ein λ ∈ R geben,so da� ∇f(x, y, z) = λ∇g(x, y, z) ist. Somit gelten im Maximum die drei Glei
hungen
x−1/2y1/3z1/6 = 30λ, x1/2y−1/3z1/6 = 90λ und x1/2y1/3z−5/6 = 60λ .Multiplizieren wir die erste Glei
hung mit se
hs, die zweite mit zwei und die dritte mitdrei, sehen wir, da�

6x−1/2y1/3z1/6 = 2x1/2y−1/3z1/6 = 3x1/2y1/3z−5/6 = 180λist. Multiplikation der ersten drei Formeln mit x1/2y2/3z5/6 zeigt, da� dann au
h
6yz = 2xz = 3xysein mu�.Da f(x, y, z) vers
hwindet, sobald eine der Variablen vers
hwindet, und sonst nur positiveWerte annimmt, sind im Maximum alle drei Variablen von Null vers
hieden; wir k�onnenalso k�urzen und erhalten die beiden Glei
hungen 3y = x und 2z = x. F�ur Punkte,die dieseGlei
hungen erf�ullen, ist

g(x, y, z) = 15x + 30y + 10z − 180 = 15x + 10x + 5x − 180 = 30x − 180 ;da dies vers
hwinden soll, mu� also x = 6, y = 2 und z = 3 sein. Der Maximalwert ist
61/2 · 21/3 · 31/6 ≈ 3,7.
Aufgabe 4: (8 Punkte)a) Skizzieren Sie die Menge A =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 < x < π und − sin x < y ≤ sin2 x
}

Lösung:

A ist die Fl�a
he zwis
hendem Graphen von y = − sin xund dem von y = sin2 x f�ur
x ∈ (0, π), wobei der letz-tere Graph zu A geh�ort, dererstere ni
ht. x

1 2 3

K1,0

K0,5

0

0,5

1,0

b) Bestimmen Sie die Randpunkte und den Abs
hlu� von A !
Lösung: Randpunkte sind einmal die beiden Punkte (0, 0) und (0, π), denn ihre Na
hbarnauf der x-A
hse liegen in der Menge oder au
h ni
ht, je na
hdem, ob sie links oder re
htsvom Punkt liegen. Au�erdem sind alle Punkte auf dem Graphen Randpunkte; hier h�angtdie Zugeh�origkeit eines bena
hbarten Punktes zu A davon ab, ob er �uber oder unter demGraphen liegt.




) Ist A o�en? abges
hlossen? bes
hr�ankt? kompakt? wegzusammenh�angend? zusammen-h�angend?
Lösung: A ist ni
ht o�en, da es einige seiner Randpunkte enth�alt, n�amli
h die mit y =sin2 x und x ∈ (0, π); eine o�ene Menge hat nur innere Punkte.
A ist ni
ht abges
hlossen, da es einige seiner Randpunkte, z.B. (0, 0) ni
ht enth�alt. Damitist A au
h ni
ht kompakt, denn jede kompakte Menge ist abges
hlossen. A ist aberbes
hr�ankt, denn |sin x| ≤ 1 f�ur alle x ∈ R, so da� die Maximumsnorm eines jeden Punktsvon A kleiner als π ist.
A ist o�ensi
htli
h wegzusammenh�angend und damit erst re
ht au
h zusammenh�angend:Um vom Punkt (x1, y1) ∈ A zu (x2, y2) ∈ A zu kommen, kann man beispielsweise denStre
kenzug von (x1, y1) �uber (x1, 0) und (x2, 0) na
h (x2, y2) nehmen.d) Bestimmen Sie die Fl�a
he von A !
Lösung: Die Fl�a
he zwis
hen der x-A
hse und dem Graphen von y = sin2 x ist dasIntegral �uber diese Funktion zwis
hen 0 und π.sin2 x =

(

eix − e−ix

2i

)2

=
e2ix − 2 + e−2ix

−4
=

1

2
−


os 2x

2
;daher ist

π∫

0

sin2 dx =
1

2

π∫

0

(1 − 
os 2x)dx =
1

2

(

x −
sin 2x

2

)∣

∣

∣

∣

π

0

=
π

2
.Die Fl�a
he zwis
hen y = − sin x und der x-A
hse ist glei
h der zwis
hen der x-A
hse undder Sinuslinie �uber [0, π], also

π∫

0

sin x dx = − 
osπ + 
os 0 = 2 .Die Fl�a
he von A ist somit glei
h 2 + 1
2
π.

Aufgabe 5: (8 Punkte)a) Q sei das Quadrat mit E
ken (±1,±1). Bere
hnen Sie ∫
Q

(x4 + xy + y4) !
Lösung:

∫

Q

(x4 + xy + y4) =

1∫

−1





1∫

−1

(x4 + xy + y4)dy



 dx =

1∫

−1

(

x4y +
xy2

2
+

y5

5

)∣

∣

∣

∣

1

−1

dx

=

1∫

−1

(

2x4 +
2

5

)

dx =
2x5 + 2x

5

∣

∣

∣

∣

1

−1

=
8

5
.b) K sei die Kreiss
heibe mit Radius eins um den Nullpunkt. Bere
hnen Sie ∫

K

sin√

x2 + y2

√

x2 + y2
!

Lösung: Hier arbeiten wir am besten mit Polarkoordinaten; in diesen ausgedr�u
kt istder Integrand sin r
r
, und die Kreiss
heibe besteht aus allen Punkten (r,ϕ) mit 0 ≤ r ≤ 1.



Somit ist
∫

K

sin√

x2 + y2

√

x2 + y2
=

2π∫

0





1∫

0

sin r

r
· r dr



 dϕ =

2π∫

0





1∫

0

sin r dr



 dϕ

=

2π∫

0

(− 
os 1 + 1)dϕ = 2π(1 − 
os 1) ,wobei der Faktor r die Funktionaldeterminante des �Ubergangs zwis
hen kartesis
hen undPolarkoordinaten ist.
Aufgabe 6: (8 Punkte)a) Die Funktion f:R → R sei de�niert dur
h

f(y) =

1∫

−1

(

ye−xy + e−x4√
1 − sin x

)

dx .Zeigen Sie, da� f eine di�erenzierbare Funktion ist, und stellen Sie f′(y) m�ogli
hst einfa
hdar!
Lösung: Da der Integrand stetig und partiell na
h y di�erenzierbar ist, k�onnen wir dieIntegration �uber x mit der Di�erentiation na
h y vertaus
hen und erhalten insbesondereau
h, da� die Funktion di�erenzierbar ist. Bei der Ableitung des Integranden na
h y f�alltder zweite Summand v�ollig weg; die des ersten ist na
h der Produktregel e−xy − xye−xy.Somit ist

f′(y) =

1∫

−1

(1 − xy)e−xy dx .Dur
h partielle Integration erhalten wir mit u = 1 − xy und v′ = e−xy, also v = −exy

yund u′ = −y

∫

(1 − xy)e−xy dx = −
(1 − xy)e−xy

y
−

∫

y
e−xy

y
dx = −

e−xy

y
+ xe−xy +

e−xy

y
+ C

= xe−xy + C .Einfa
h ausgedr�u
kt ist daher f′(y) = ey + e−y = 2 
osh y .b) K sei die Kreiss
heibe mit Radius eins um den Nullpunkt und K′ sei die Kreiss
heibe mitRadius eins um den Punkt (3, 5). Zeigen Sie: Wenn f�ur eine Funktion f:R2 → R beideIntegrale existieren, ist ∫

K

f(x, y) =

∫

K′

f(x − 3, y − 5) .
Lösung: Die Abbildung ϕ:{ R

2 → R
2

(x, y) 7→ (x − 3, y − 5)
ist ein Di�eomorphismus von K′auf K. Seine Ja
obi-Matrix ist die Einheitsmatrix, die Funktionaldeterminante ist alsoglei
h eins, und damit ist die obige Formel einfa
h die Transformationsformel, angewendetauf ϕ.


