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Modulklausur Analysis II

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! ceoe
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge cee
cee bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunéchst eoe
XX auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! oo o

Fragen: (je zwei Punkte)

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht ldnger als etwa zwei Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrundung enthalten. Antworten ohne Begrundung
werden nicht gewertet.

Zeigen Sie: Ist (xy )ken beziiglich der Maximumsnorm eine CAUCHY-Folge von Elementen
xkx € R™, so auch beziiglich der EukLiDischen Norm.

Loésung: Da alle Normen auf R™ &dquivalent sind, gibt es Konstanten cq,c; > 0, so daf3
c1 Xl < X, < c2X]|o- Zu jedem € > 0O gibt es, da (xi )ren beziiglich der Maximums-
norm eine CAUCHY-Folge ist, ein N € N, so dafl ||xx —x¢|,, < €/c; fiir alle k, £ > N.
Damit ist fiir diese Indizes auch ||[x, —x¢||, < e.

Die erste Spalte der JaABOBI-Matrix der differenzierbaren Funktion f:R™ — R™ enthalte
nur Nullen. Was konnen Sie iiber f sagen?

Loésung: In der ersten Spalte der JAcoBi-Matrix stehen die partiellen Ableitungen der
Komponenten von f nach der ersten Variablen. Somit ist f unabhéngig von dieser Vari-
ablen.

Richtig oder falsch: f:R3 — R sei eine stetige Funktion und g: R® — R ordne dem Punkt
(x,y,z) den Wert ef*¥:2) zu. Dann haben f und g ihre relativen Maxima in den gleichen
Punkten.

Losung: Richtig: (xo,Yo,20) ist genau dann ein relatives Maximum von f, wenn es ein
e > 0 gibt, so daB fiir alle Punkte (x,y,z) € R3, die beziiglich einer vorgegebenen Norm
hochstens den Abstand € von (xo,yo,zo) haben, f(x,y,z) < f(xo,Yo,z0) ist. Wegen der
Monotonie der Exponentialfunktion gilt das auch noch nach Anwendung der Exponential-
funktion.

Richtig oder falsch: Jede Funktion f: R™ — R mit kompaktem Trager ist beschrankst.

Losung: Richtig, auBlerhalb ihres Trégers T verschwindet die Funktion, und auf dem
Kompaktum T nimmt sie als stetige Funktion sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum
an, so daf sie durch diese beiden Funktionswerte sowohl nach oben als auch nach unten
beschrankt ist.

Richtig oder falsch: Die Folge (xx)xen mit x1 = 0 und xx 1 = %cos2 xi fur alle k > 1
konvergiert.

Losung: Richtig; da % cos® x nur Werte zwischen Null und % annimmt, bildet diese Funk-

tion das Intervall [0, %] auf sich selbst oder eine Teilmenge davon ab, und die Ableitung

—sinxcosx = —% sin 2x hat (nicht nur) dort iiberall einen Betrag von héchstens %, was
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echt kleiner als eins ist. Nach dem BaNacHschen Fixpunktsatz konvergiert die Folge daher
gegen den einzigen Fixpunkt der Abbildung im Intervall [0, %].

Richtig oder falsch: Ist f:R™ — R LEBESGUE-integrierbar und f(x) # O fiir alle x € R™,
so ist auch die Funktion 1/f LEBESGUE-integrierbar auf R™.

Losung: Falsch, wie wir bei der Berechnung von [ iooo e dx festgestellt haben, existiert

2 2 2 2 . . .
ZWar IRZ e * 7Y, aber fRz e* ™Y kann nicht existieren, da der Integrand abgesehen von

einer Kreisscheibe um den Nullpunkt iiberall groBer als eins ist, der R? aber natiirlich kein
endliches Volumen hat.

Aufgabe 1: (8 Punkte)

Berechnen Sie das TAYLOR-Polynom vom Grad vier um den Punkt (0,0) fiir die Funktion
f(x,y) = log(1 4+ x% +y?)sin(x +y)!

oo

3
Hinwers: log(1+z) = Z(_”kJﬂ %
k=1

Loésung: Da wir um den Nullpunkt entwickeln, kdnnen wir direkt mit den Variablen x
und y arbeiten. Die TAYLOR-Reihe des (natiirlichen) Logarithmus ist angegeben und

3 7

San:Z—g‘l—m—"'

ist (hoffentlich) wohlbekannt.

Setzen wir beim Logarithmus z = x? + y? ein, kénnen hochstens die Summanden mit
k < 2 Monome vom Grad hochstens vier liefern; es reicht also, wenn wir das Polynom

(x* +y?)?

2 2y
(x*+vy°) 7

betrachten. Bei sin(x + y) sind alle potentiell relevanten Monome in den Summanden
mit Exponent hochstens drei enthalten. Das gesuchte Polynom besteht somit aus allen
Monomen vom Grad hochstens fiinf im Produkt

2 2\2 3
<(x2 —I—yz) _ w> ((x—l—y) _ %)

enthalten. Da jeder der beiden Summanden des ersten Faktors mindestens Grad zwei hat,
konnen wir den letzten Summanden des zweiten Faktors vergessen und auch den zweiten
Summanden des ersten Faktors miissen wir nur mit dem ersten Summanden des zweiten
multiplizieren. Wir brauchen also nur

(x* +y?)(x +y) =x> +x*y +xy* +y°,
und das ist unser gesuchtes TAYLOR-Polynom.

Zeigen Sie, dafl der Gradient von f im Nullpunkt verschwindet, dafl f dort aber weder ein
lokales Maximum noch ein lokales Minimum hat!

Losung:

2xsin(x +y)
1+x2+y?
2ysin(x +y)

. 2 2 .
fy(x,y) =log(1 4+ x* +y~-)cos(x +y) + T x2 12

fr(x,y) =log(1 4+ x* +y?)cos(x + y) +



im Nullpunkt verschwinden offensichtlich beide, denn log1 = 0. Also verschwindet der
Gradient, aber da f(0,y) = log(1 + y?)siny um Null durch das obige TAYLOR-Polynom
mit x = 0 angendhert wird, also durch y3, haben wir weder ein Maximum noch ein
Minimum.

Aufgabe 2: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion f(x,y) = 2y3 — x> +6x? — 3xy? auf R?!

Losung;: f ist beliebig oft differenzierbar, also k6nnen wir mit Gradient und HEssE-Matrix
arbeiten. Die partiellen Ableitungen von f sind

Verschwinden des Gradienten bedeutet, dafi insbesondere fy (x,y) = 6y%—6xy = 6y(y—x)
verschwinden muf; also ist entweder y = 0 oder y = x. Im Falle y = 0 ist

fi(x,0) = —3x% + 12x = 3x(4 — x) ,

also mufl x = 0 oder x = 4 sein. Dies liefert die beiden Kandidaten (0,0) und (4,0).

Im Falle y = x ist fy(x,x) = —6x? + 12x = 6x(2 — x); auBer dem bereits bekannten
Nullpunkt erhalten wir also auch noch den Punkt (2,2) als weiteren Kandidaten.

Die HEsSSE-Matrix ist
12 — 6x —6y )
—6y 12y —6x /'

flir x =y = 0 ist das die Matrix < 102 g), die zwar positiv semidefinit, nicht aber positiv

definit ist. Da f(0,y) = y* fiir betragskleine y sowohl positive als auch negative Werte
annehmen kann, liegt hier kein Extremum vor.
-12 0
0o 24
diesem Punkt haben wir daher ein Maximum.
Im Punkt (2,2) schlieflich haben wir die Matrix (_]g _B> =12 <_? _} > mit De-
terminante —122 < 0; diese Matrix ist also indefinit, so daf im Punkt (2,2) ein Sattelpunkt
vorliegt.

Im Punkt (4,0) ist die Matrix gleich < >, also offensichtlich negativ definit; in

Aufgabe 3: (8 Punkte)

Bestimmen Sie das Maximum der Funktion f(x,y,z) = x'/?y'/32'/¢ unter der Nebenbe-
dingung 15x 4+ 30y + 10z < 180!

Loésung: Da f in jeder der drei Variablen strikt monoton wachst, kann das Maximum nur
in einem Punkt angenommen werden, in dem 15x + 30y + 10z = 180 ist. Wir suchen also
ein Maximum von f unter der Nebenbedingung

g(x,y,z) =15%x+30y +10z— 180 =0.
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Dort miissen

L 1/2y1/31/6 15
Vf(x,y,z) = | 3x'/2y~2/3z1/¢ und Vg(x,y,z) = | 30
151/2y1/3,-5/6 10

linear abhéngig sein; da Vg nie der Nullvektor sein kann, mufl es daher ein A € R geben,
so dal Vf(x,y,z) =AVg(x,y,z) ist. Somit gelten im Maximum die drei Gleichungen

x1/2yl/321/6 = 30N, x'/2y~1/321/6 =90\ und x'/?2y'/3z75/¢ = 60A.

Multiplizieren wir die erste Gleichung mit sechs, die zweite mit zwei und die dritte mit
drei, sehen wir, dafl

6X71/2y1/3z1/6 ::2X1/2y44/321/6 ::3X1/2y1/3245/6 — 180\

1/2 2/325/6

ist. Multiplikation der ersten drei Formeln mit x zeigt, dafl dann auch

Y
6yz = 2xz = 3xy

sein muf.

Da f(x,y, z) verschwindet, sobald eine der Variablen verschwindet, und sonst nur positive
Werte annimmt, sind im Maximum alle drei Variablen von Null verschieden; wir kénnen
also kiirzen und erhalten die beiden Gleichungen 3y = x und 2z = x. Fiir Punkte,die diese
Gleichungen erfiillen, ist

g(x,y,z) = 15%x + 30y + 10z — 180 = 15x + 10x + 5x — 180 = 30x — 180 ;
da dies verschwinden soll, mufl also x = 6,y = 2 und z = 3 sein. Der Maximalwert ist

6'/2.21/3.31/6 37

Aufgabe 4: (8 Punkte)
Skizzieren Sie die Menge A = {(x,y) € R? | 0 < x <7 und —sinx <y < sin®x}

Loésung:

A ist die Flache zwischen
dem Graphen vony = —sinx
und dem von y = sin? x fiir
x € (0, 7t), wobei der letz- o} , , -
tere Graph zu A gehort, der ! 2 3
erstere nicht. s ¢

-1,0- ERETINEE :

Bestimmen Sie die Randpunkte und den Abschlufl von A'!

Lésung: Randpunkte sind einmal die beiden Punkte (0,0) und (0, 7t), denn ihre Nachbarn
auf der x-Achse liegen in der Menge oder auch nicht, je nachdem, ob sie links oder rechts
vom Punkt liegen. Auflerdem sind alle Punkte auf dem Graphen Randpunkte; hier hangt
die Zugehorigkeit eines benachbarten Punktes zu A davon ab, ob er iiber oder unter dem
Graphen liegt.



c) Ist A offen? abgeschlossen? beschrankt? kompakt? wegzusammenhédngend? zusammen-
héngend?

Losung: A ist nicht offen, da es einige seiner Randpunkte enthélt, ndmlich die mit y =
sin® x und x € (0, 7); eine offene Menge hat nur innere Punkte.

A ist nicht abgeschlossen, da es einige seiner Randpunkte, z.B. (0,0) nicht enthdlt. Damit
ist A auch nicht kompakt, denn jede kompakte Menge ist abgeschlossen. A ist aber
beschrankt, denn [sinx| < 1 fiir alle x € R, so dafl die Maximumsnorm eines jeden Punkts
von A kleiner als 7t ist.

A ist offensichtlich wegzusammenhédngend und damit erst recht auch zusammenhangend:
Um vom Punkt (xq,y1) € A zu (x2,y2) € A zu kommen, kann man beispielsweise den
Streckenzug von (xq,y7) iiber (x7,0) und (x2,0) nach (x2,y2) nehmen.

d) Bestimmen Sie die Fldche von A'!

Losung: Die Fliche zwischen der x-Achse und dem Graphen von y = sin x ist das
Integral iiber diese Funktion zwischen O und 7.

. L2 . .
.2 e —e ¥ e’ —24e 2 1 cos2x
sin“ x = 7 ;

i —4 2 2 !
daher ist
T 1 T 1 sin2x\ | m
.2 _! _ _! _ =
Jsm dx = ZJ(] cos 2x) dx > (x > > T2 .
0
Die Flache zwischen y = —sinx und der x-Achse ist gleich der zwischen der x-Achse und

der Sinuslinie iiber [0, 71, also

7T
Jsinxdx:—cosn~|—cosO:2.
0

Die Flache von A ist somit gleich 2 + %7{.

Aufgabe 5: (8 Punkte)
a) Q sei das Quadrat mit Ecken (+1,+1). Berechnen Sie [ (x* +xy +y*)!
Losung:
i f 2 .5
J (X4+XU+U4):J J(X4+xy+y4)dy dx:J (xﬂ;—{—%—}—%)
Q
—1 —1 —1

1
2 2x° +2

:
dx

—1

oo

5 |, 5

—1

: 2 2
sin /X< +y |
VX2 +y?
Lésung: Hier arbeiten wir am besten mit Polarkoordinaten; in diesen ausgedriickt ist
der Integrand *7+, und die Kreisscheibe besteht aus allen Punkten (v, @) mit 0 <r < 1.

b) K sei die Kreisscheibe mit Radius eins um den Nullpunkt. Berechnen Sie [,
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Somit ist

1
Jsinr dr | do
0

(—cosT+1)de =2m(1 —cos 1),

Il
o%';
o

wobei der Faktor r die Funktionaldeterminante des Ubergangs zwischen kartesischen und
Polarkoordinaten ist.

Aufgabe 6: (8 Punkte)
Die Funktion f: R — R sei definiert durch

1
f(y) = J (ye ™Y + e < VT — sinx ) dx.
=

Zeigen Sie, daf} f eine differenzierbare Funktion ist, und stellen Sie f'(y) moglichst einfach
dar!

Loésung: Da der Integrand stetig und partiell nach y differenzierbar ist, konnen wir die
Integration iiber x mit der Differentiation nach y vertauschen und erhalten insbesondere
auch, dafl die Funktion differenzierbar ist. Bei der Ableitung des Integranden nach y fallt
der zweite Summand vollig weg; die des ersten ist nach der Produktregel e™*Y —xye™VY.
Somit ist

1
fly) = J(] —xy)e ¥ dx.
=1

xy

Durch partielle Integration erhalten wir mit u =1—xy und v/ = e ™Y, also v = —ey
und v = —y
1 — —Xy —Xy —Xy —Xy
JU —xyle Y dx:—%—Jye dx=-S " txewy & "4
y y
=xe Y+C.

Einfach ausgedriickt ist daher f'(y) =eY + e Y =2coshy.

K sei die Kreisscheibe mit Radius eins um den Nullpunkt und K’ sei die Kreisscheibe mit
Radius eins um den Punkt (3,5). Zeigen Sie: Wenn fiir eine Funktion f:R? — R beide
Integrale existieren, ist

JK f(x,y) :J /f(x—3,y —5).

R? — R?
(va) — (X_Svy _5)
auf K. Seine JAacoBl-Matrix ist die Einheitsmatrix, die Funktionaldeterminante ist also

gleich eins, und damit ist die obige Formel einfach die Transformationsformel, angewendet
auf .

Losung: Die Abbildung : ist ein Diffeomorphismus von K’



