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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 27.+28. Mai 2013a) Beshreiben Sie die Niveaulinien der Abbildung f:R2 → R
2 mit f(x, y) = max{|x| , |y|} !

Lösung: f ist hier gerade die Maximumsnorm des Punkts (x, y); die Niveaumenge zumFunktionswert a > 0 ist das Quadrat mit Eken (±a,±a), die zu a = 0 ist die Menge{
(0, 0)

}. Zu a < 0 sind die Niveaumengen leer.b) In welhen Punkten des R
2 ist die Funktion f(x, y) =

{
x3

+y
x2+y2 falls (x, y) 6= (0, 0)

0 falls (x, y) = (0, 0)
stetig?

Lösung: Da sie nur aus Grundrehenarten zusammengesetzt ist, auf jeden Fall in allenPunkten, in denen der Nenner niht vershwindet, d.h. f�ur alle (x, y) 6= (0, 0). Im Null-punkt ist sie genau dann stetig, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt, so da�
|f(x, y) − f(0, 0)| = |f(x, y)| < εist f�ur alle (x, y) mit ‖(x, y)‖ < δ, wobei es niht darauf ankommt, mit welher Norm wirarbeiten. Am einfahsten geht es meist mit der Maximumsnorm; arbeiten wir also damit.F�ur Punkte der Form (x, 0) mit x 6= 0 ist f(x, 0) = x3

x2 = x; wenn wir ‖(x, 0)‖∞ = |x| < δw�ahlen, ist also auh |f(x, 0)| < δ. Betrahten wir aber Punkte der Form (0, y); so ist
f(0, y) = 1/y, und o�ensihtlih gibt es shon zu ε = 1 kein δ > 0, so da� |1/y| < 1 ist f�uralle y mit |y| < δ. Somit ist die Funktion niht stetig im Nullpunkt.) In welhen Punkten des R

2 ist die Funktion f(x, y) =

{
x3

−y3

x2+y2 falls (x, y) 6= (0, 0)

0 falls (x, y) = (0, 0)
stetig?

Lösung: Auh diese Funktion ist aus Grundrehenarten zusammengesetzt und hat einenNenner, der nur im Nullpunkt vershwindet; daher ist auh sie stetig in allen Punkten
(x, y) ∈ R

2
r {(0, 0)}.Bei Punkten der Form (x, 0) oder (0, y) gibt es hier keine Shwierigkeiten; daher versuhenwir, den Funktionswert abzush�atzen:
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= |x| + |y| ,da x2 ≥ 0 und y2 ≥ 0. Setzen wir zu vorgegebenem ε > 0 daher δ = 1
2
ε, so gilt f�ur alle

(x, y) mit ‖(x, y)‖∞ < δ, da� sowohl |x| als auh |y| kleiner als δ sind und damit, wiewir gerade gezeigt haben, |f(x, y)| < 2δ = ε. Damit ist die Stetigkeit von f im Nullpunktgezeigt; f ist also auf ganz R
2 stetig.d) Konvergiert die Folge der Funktionen fk:R → R mit fk(x) = sin(x+ 1

k

) punktweise gegeneine Funktion f:R → R? Konvergiert sie gleihm�a�ig gegen eine solhe Funktion?
Lösung: Da die Sinusfunktion stetig ist, konvergiert die Folge der Zahlen fk(x) f�ur jedes
x ∈ R gegen f(x) = sin x; die Folge konvergiert also Punktweise gegen die Sinusfunktion.Die Di�erenz fk(x) − f(x) k�onnten wir mit der Additionsregelsin(x + y) = sin x osy + os x sinyausdr�uken; einfaher geht es mit dem Mittelwertsatz der Di�erentialrehnung: Danahgibt es eine Zahl >ξ mit x ≤ ξ ≤ x + 1

k
, so da�sin (x + 1

k

)

− sin x
1
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= os ξ oder sin(x +
1

k

)

− sin x =
os ξ

k



ist. Da |os ξ| ≤ 1 ist, ist daher |fk(x) − f(x)| ≤ 1
k
f�ur alle x ∈ R. W�ahlen wir also zueinem vorgegebenen ε > 0 eine nat�urlihe Zahl N so, da� 1

N
< ε ist, gilt |fk(x) − f(x)| < εf�ur alle k ≥ N und alle x ∈ R. Somit konvergiert die Folge gleihm�a�ig.e) Konvergiert die Folge der Funktionen gk: (0, π

2

)

→ R mit gk(x) = tan(x − 1
k

) punktweisegegen eine Funktion g:R → R? Konvergiert sie gleihm�a�ig gegen eine solhe Funktion?
Lösung: Da der Tangens im Intervall (−π

2
, π

2

) stetig ist und alle betrahteten Wertef�ur x und f�ur x − 1
k
in diesem Intervall liegen, folgt die punktweise Konvergenz gegen

g(x) = tan x genau wie eben beim Sinus.Die Ableitung von tan x ist 1/ os2 x; jetzt sagt uns also der Mittelwertsatz, da�tan x − tan(x −
1

k

)

=
1

k os2 ξist f�ur eine reelle Zahl ξ mit x − 1
k
≤ ξ ≤ x. Da der Kosinus zwishen 0 und π

2
monotonf�allt, ist somit
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≥ 1
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) .Lassen wir rehts x gegen π
2
gehen, erhalten wir den Grenzwert

1
ksin2 1

k

.Um das Verhalten dieses Werts f�ur k → ∞ zu untersuhen, k�onnen wir den Grenzwertvon zsin2 z
f�ur z → 0 bestimmen; nah de l'Hôpital istlim

z→0

zsin2 z
= lim

z→0

1

2 sin z os z
,und das geht gegen unendlih, da sin z gegen Null geht. Somit k�onnen wir zu keinem ε > 0ein N ∈ N �nden derart, da� |fk(x) − f(x)| < ε f�ur alle k ≥ N und alle x ∈ (0, π

2
); dieKonvergenz ist also niht gleihm�a�ig.f) Untersuhen Sie die Mengen

A =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 ≤ y ≤ x − [x]
} und B =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 < y < x − [x]
}auf Zusammenhang und Wegzusammenhang!

Lösung: A ist wegzusammenh�angend und damit erst reht auh zusammenh�angend, dadie wegzusammenh�angende x-Ahse in A liegt und jeder Punkt von A durh eine Strekein A mit der x-Ahse verbunden werden kann.Konkret seien (x1, y1) und (x2, y2) zwei Punkte aus A. Wir verbinden zun�ahst (x1, y1)mit (x1, 0) durh die Streke aus allen Punkten (x1, t) mit 0 ≤ t ≤ y; sie liegt in A, denn
0 ≤ t ≤ y ≤ x1 − [x1]. Als n�ahstes gehen auf der x-Ahse von (x1, 0) nah (x2, 0), unddann auf der Streke von (x2, 0) nah (x2, y2) zum Zielpunkt.
B enth�alt keine Punkte mit ganzzahliger x-Koordinate, denn f�ur solhe Punkte ist x = [x],so da� y die Ungleihung 0 < y < 0 erf�ullen m�u�te. Damit ist B niht zusammenh�angend:Die o�enen Mengen U = {(x, y) ∈ R

2 | x > 0} und V = {(x, y) ∈ R
2 | x < 0} �uberdek-ken B zwar gemeinsam, aber keine allein. Da jede wegzusammenh�angende Menge zusam-menh�angend ist, ist B erst reht niht wegzusammenh�angend.g) R sei die Raute mit Eken (0,±1) und (±1, 0). Berehnen Sie ∫

R
x2y2, indem Sie die Rautezu einem ahsenparallelen Quadrat drehen!

Lösung: Wie aus den �Ubungen der letzten Wohe und/oder der Linearen Algebra wissen,ist eine Drehung um den Nullpunkt mit Winkel α gegeben durh die Abbildung
f:{ R

2 → R
2

(x, y) 7→
(

x osα − y sinα, x sinα + y osα
)



Da die Raute ein Quadrat mit Kantenl�ange √
2 ist, wenden wir sie f�ur α = 45◦ an aufdas Quadrat Q mit Eken (±√

2
2

,±
√

2
2

). Da sin 45◦ = os 45◦ =
√

2
2

ist, haben wir dieAbbildung 




Q → R

(u, v) 7→
(√

2

2
(u − v),

√
2

2
(u + v)

)Da die Funktionaldeterminante gleih eins ist (s. letzte Wohe), ist nah der Transforma-tionsformel
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,was wir durh eindimensionale Integrationen ausrehnen k�onnen als
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