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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 21. Mai 2013a) Berehnen Sie den Vektor 
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Lösung:
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b) Welhe Fl�ahe hat das Dreiek mit Eken (1, 2, 3), (2, 3, 1) und (3, 1, 2)?
Lösung: Die von der Eke (1, 2, 3) ausgehenden Kantenvektoren sind die Vektoren
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 ;der Fl�aheninhalt des von beiden aufgespannten Parallelogramms ist die L�ange des Vektors
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 ,also √
32 + 32 + 32 = 3

√
3. Die Fl�ahe des Dreieks ist nur halb so gro�, also 3

2

√
3.) Welhen Winkel hat das Dreiek im Punkt (1, 2, 3)?

Lösung: Das ist der Winkel ϕ zwishen den beiden Vektoren aus der vorigen Aufgabe.Beide haben die L�ange √12 + 12 + 22 =
√

6, also hat ihr Kreuzprodukt die L�ange 6 sinϕ.Wie wir gerade nahgerehnet haben, ist dies 3
√

3, also ist sinϕ = 1
2

√
3. Damit ist ϕ = 60◦oder ϕ = 120◦. Das Skalarprodukt der beiden Vektoren kann einerseits aus den Kompo-nenten berehnet werden als 1 · 2 − 1 · 1 + 2 · 1 = 3, andererseits ist es gleih dem Produktder beiden L�angen mal dem Kosinus des eingeshlossenen Winkels. Somit ist osϕ = 1

2
,der Winkel ist also 60◦.(Alternativ kann man sih auh �uberlegen, da� das Dreiek gleihseitig ist: Zwei der Kan-tenvektoren haben wir bereits berehnet und gesehen, da� sie die L�ange √

6 haben; derdritte ist
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 ,hat also ebenfalls die L�ange √
6. Somit ist das Dreiek gleihseitig, und alle Winkel sindgleih sehzig Grad.)d) Rihtig oder falsh: F�ur drei Vektoren ~u,~v, ~w ∈ R

3 ist ~u × (~v × ~w) = (~u ×~v) × ~w.
Lösung: Bevor wir einfah darauf losrehnen, sollten wir uns zun�ahst �uberlegen, ob einsolhes Assoziativgesetz �uberhaupt zu erwarten ist. Setzen wir etwa ~v = ~w, so ist ~v×~w = ~0,die linke Seite ist also ~u × ~0 = ~0. Rehts bilden wir zun�ahst ~u × ~v; falls ~u und ~v niht



auf einer Geraden liegen, ist das ein Vektor positiver L�ange, der senkreht auf ~v steht; derVektor (~u ×~v) ×~v hat also als L�ange das Produkt der L�angen von ~v und ~u ×~v.F�ur ein konkretes Gegenbeispiel k�onnen wir Koordinanteneinheitsvektoren betrahten:F�ur ~u = ~e1 und ~v = ~w = ~e2 ist
~u×(~v×~w) = ~e1×(~e2×~e2) = ~e1×~0 = ~0 und (~u×~v)×~w = (~e1×~e2)×~e2 = ~e3×~e2 = −~e1 .Das Assoziativgesetz gilt somit im allgemeinen niht f�ur das Kreuzprodukt.e) Die stetige Funktion f:R2 → R h�ange, in Polarkoordinaten ausgedr�ukt, nur ab vomWinkel ϕ. Was k�onnen Sie �uber f sagen?
Lösung: Wegen der Stetigkeit von f ist f�ur jeden Wert ϕ0 der Funktionswert im Nullpunktgleih dem Limes f�ur r → 0 �uber die Werte von f in den Punkten mit Polarkoordinaten
(r,ϕ0). Da diese allesamt gleih sind, hat f im Punkt (r,ϕ0) denselben Wert wie imNullpunkt, d.h. f ist konstant.f) Die Funktion f:R2

r {(0, 0)} h�ange, in Polarkoordinaten geshrieben, nur von ϕ ab. Wiesehen die Niveaulinien von f aus?
Lösung: Es sind Vereinigungen von vom Nullpunkt ausgehenden Strahlen, wobei derNullpunkt selbst nat�urlih auf keinem dieser Strahle liegt.g) Shreiben Sie die Funktion f(x, y) = x2 + 3xy2 in Polarkoordinaten!
Lösung: F(r,ϕ) = f(r osϕ, r sinϕ) = r2 os2 ϕ + 3r3 osϕ sin2 ϕ.h) Geben Sie die Funktion F(r,ϕ) = r2 os 2ϕ an in kartesishen Koordinaten!
Lösung: os 2ϕ = 1

2

(

e2iϕ + e−2iϕ
)

= 1
2

(

(eiϕ + e−iϕ)2 − 2
)

= 2 os2 ϕ − 1; somit ist
r2 os 2ϕ = 2r2 os2 ϕ − r2 = 2x2 − (x2 + y2) = x2 − y2 .i) Der Punkt P ∈ R

2 habe die kartesishen Koordinaten (x, y) 6= (0, 0). Was sind seinePolarkoordinaten?
Lösung: Sei Abstand vom Nullpunkt ist nah Pythagoras r =

√

x2 + y2. �Uber denWinkel ϕ wissen, da� osϕ =
x

r
, sinϕ =

y

r
und tanϕ =

y

xist, wobei letztere Formel nur f�ur y 6= 0 gilt. Keine dieser drei Formeln f�ur sih alleinbestimmt ϕ vollst�andig, da Sinus, Kosinus und Tangens nur auf Intervallen der L�ange πinjektiv sind, der Winkel ϕ aber Werte aus einem Intervall der L�ange 2π annehmen kann.Wenn wir den Arkuskosinus als Umkehrfunktion des Kosinus auf dem Intervall [0, π]de�nieren, ist
ϕ =

{ aros x
r

falls y ≥ 0

− aros x
r

falls y < 0
;�ahnlihe Formeln lassen sih auh mit Sinus und Tangens aufstellen.j) Eine Drehung um den Nullpunkt mit Winkel α ist gegeben durh die Abbildung

f:{ R
2 → R

2

(x, y) 7→
(

x osα − y sinα, x sinα + y osα
)Was ist die Funktionaldeterminante dieser Abbildung



Lösung: Die Jaobi-Matrix ( osα − sinαsinα osα

) hat die Determinante os2 α+ sin2 α = 1,die Funktionaldeterminante ist also gleih eins.k) Berehnen Sie f�ur KR = {(x, y) ∈ R
2 | x2 + y2 ≤ R2} das Integral ∫

K1

√

1 − x2 − y2 !
Lösung: Da wir �uber eine Kreissheibe integrieren und der Integrand nur von x2 + y2abh�angt, sollte das Problem in Polarkoordinaten einfaher zu l�osen sein als in kartesishen.In Polarkoordinaten ausgedr�ukt ist

KR =
{
(r,ϕ) ∈ R≥0 × [0, 2π)

∣

∣ 0 ≤ r ≤ R
} und √

1 − x2 − y2 =
√

1 − r2 ;nah der Transformationsformel ist daher
∫

K1

√

1 − x2 − y2 =

∫

K1

√

1 − r2 · r =

2π∫

0





1∫

0

r
√

1 − r2 dr



 dϕ .Das innere Integral k�onnten wir mit partieller Integration weiter untersuhen; einfaherd�urfte aber wohl eine Anwendung der Substitutionsregel sein: Setzen wir u = 1 − r2, soist du = −2r dr, und mit r geht auh u von null bis eins, allerdings in Gegenrihtung,so da� au�er dem Minuszeihen bei du noh ein weiteres zu ber�uksihtigt werden mu�.Daher ist
1∫

0

r
√

1 − r2 dr =
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1∫

0

√
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2
· 2

3
u3/2

∣

∣

∣

∣

1

0

=
1

3
.Somit ist

∫

K1

√

1 − x2 − y2 =

2π∫

0

dϕ

3
=

2π

3
.l) Was ist ∫

KR

√

R2 − x2 − y2 ?
Lösung: Hier k�onnten wir im wesentlihen genauso vorgehen wie bei der vorigen Aufgabe;wir k�onnen das Integral aber auh einfah auf das vorige zur�ukf�uhren: Shreiben wir
x = Ru und y = Rv, so ist

√

R2 − x2 − y2 =
√

R2 − R2u2 − R2v2 = R
√

1 − u2 − v2 ,und wenn sih (x, y) in KR bewegt, bewegt sih (u, v) in K1. Die Funktionaldeterminanteist die Determninante der Diagonalmatrix mit Eintr�agen R; also R2. Somit ist
∫

KR

√

R2 − x2 − y2 = R

∫

K1

√

1 − u2 − v2 · R2 = R3

∫

K1

√

1 − u2 − v2 =
2πR3

3
.m) Interpretieren Sie dieses Integral geometrish!

Lösung:
√

R2 − x2 − y2 ist die H�ohe der Halbkugel mit Radius R �uber KR; der Wert desIntegrals ist also gleih dem Volumen dieser Halbkugel.n) Was ist ∫
KR

e
√

x2+y2 !
Lösung: Auh hier betrahten wir das Problem wieder am besten in Polarkoordinaten;der Intgegrand ist e

√
x2+y2

= er. Nah der Transformationsformel ist daher
∫

KR

e
√

x2+y2

=

∫

KR

er · r =

2π∫

0
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 dϕ .



Das innere Integral k�onnen wir mit partieller Integration bestimmen:
∫

rer dr = rer −

∫

er dr = (r − 1)er + C .Somit ist
∫

KR

e
√

x2+y2

=

2π∫

0

(r − 1)er

∣

∣

∣

∣

R

0

dϕ = 2π
(

(R − 1)eR + 1
) .o) Berehnen Sie ∫

E
e
√

x2+4y2 f�ur E =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + 4y2 ≤ 4
}!

Lösung: Wur f�uhren neue Koordinaten u, v ein mit x = u und y = v/2. Dann ist
x2 + 4y2 = u2 + v2 ;

(x, y) liegt also genau dann in E, wenn (u, v) in K2 liegt. Au�erdem ist e
√

x2+4y2

=

e
√

u2+v2 . Die Jaobi-Matrix der Abbildung (u, v) 7→ (u, 1
2
v) ist (

1 0
0 1

2

) mit Determi-nante 1
2
; somit ist nah der Transformationsformel

∫

E

e
√

x2+4y2

=
1

2

∫

K2

e
√

u2+v2

=
1

2
· 2π

(

(2 − 1)e2 + 1
)

= π(e2 + 1) .p) Finden Sie die relativen und absoluten Extrema der Funktion f(x, y) = ex−3y sin(3x + y)auf der Menge
M =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ y ≤ 2x
} !

Lösung:

fx(x, y) = ex−3y sin(3x + y) + 3ex−3y os(3x + y)

fy(x, y) = −3ex−3y sin(3x + y) + ex−3y os(3x + y)Falls beide partielle Ableitungen in einem Punkt vershwinden, vershwindet dort auh
fx(x, y) − 3fy(x, y) = 10ex−3y sin(3x + y) und 3fx(x, y) + fy(x, y) = 10ex−3y os(3x + y);da die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat, m�ussen also sowohl sin(3x + y) als auhos(3x + y) vershwinden. Das geht aber niht, denn Sinus und Kosinus haben keinegemeinsame Nullstelle. Somit gibt es kein Extremum im Innern der Menge.Die Randpunkte von M sind die Punkte auf der Geraden y = 2x; dort ist

f(x, y) = f(x, 2x) = e−5x sin 5x .Die Ableitung dieses Ausdruks nah x ist 5e−5x(os 5x − sin 5x), in einer Nullstelle mu�also os 5x = sin 5x sein, d.h. 5x = 1
4
π + kπ mit k ∈ Z und damit x = 1

20
π + 1

5
kπ mit

k ∈ Z. F�ur diese Werte ist
f(x, 2x) = e−π/4−kπ sin(π

4
+ kπ

)

= (−1)ke−π/4−kπ

√
2

2
.Da ein Randpunkt h�ohstens dann Extremum von f(x, y) in M sein kann, wenn er auhExtremum auf dem Rand ist, kommen h�ohstens diese Punkte als Extrema in Frage, wobeidie Punkte mit geradem k Kandidaten f�ur Maxima sind, die mit ungeradem f�ur Minima.Die partielle Ableitung von f nah x in so einem Punkt ist

e−π/4−kπ
(sin 5x + 3 os 5x

)

= 4e−π/4−kπ sin 5x = 4 · (−1)k · e−π/4−kπ

√
2

2
;die nah y entsprehend

e−π/4−kπ
(

−3 sin 5x + os 5x
)

= −2e−π/4−kπ sin 5x = −2 · (−1)k · e−π/4−kπ

√
2

2
.Somit ist fx positiv f�ur gerade k und negativ f�ur ungerade; bei fy ist es umgekehrt.



Wenn wir vom Rand in x- oder y-Rihtung ins Innere von M gehen, werden x und ykleiner. In der Formel
f(x + h, y + ℓ) ≈ f(x, y) + hfx(x, y) + ℓfy(x, y)m�ussen wir also f�ur h und ℓ negative Werte einsetzen. F�ur gerades k, wenn wir also aufdem Rand ein Maximum haben, wird der Funktionswert daher gr�o�er, wenn wir in y-Rihtung ins Innere gehen; f�ur ungerade k, wenn wir auf em Rand ein Minimum haben,wird er dann kleiner. Somit sind die Extrema auf dem Rand von M keine Extrema auf M;die Funktion hat also keine lokalen oder globalen Extrema auf M.


