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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 13.+14. Mai 2013a) f, g: [a, b] → R seien zwei stetige Funktionen und f(x) ≤ g(x) f�ur alle x ∈ [a, b]. Zeigen Sie,da� die Menge A = {(x, y) ∈ R
2 | a ≤ x ≤ b und f(x) ≤ y ≤ g(x)} wegzusammenh�angendist!

Lösung: (x1, y1) und (x2, y2) seien zwei Punkte aus A; o.B.d.A. sei x1 ≤ x2. Dann l�a�tsih zun�ahst (x1, y1) durh eine ganz in A liegende Streke mit (x1, f(x1)
) verbinden,dieser Punkt wiederum �uber die ganz in A liegende Kurve t 7→

(

t, f(t)
) �uber dem Intervall

[x1, x2]
(

x2, f(x2)
), und von dort kommen wir wiederum mit einer in A liegende Strekezum Punkt (x2, y2).b) Gilt dies auh, wenn man auf die Stetigkeitsannahme verzihtet?

Lösung: Nein: Sei etwa f(x) = 0 und g(x) = 2 f�ur x ≤ 0, aber f(x) = 3 und g(x) = 5f�ur x > 0; das Intervall [a, b] sei zum Beispiel [−10, 10]. Falls es einen Weg γ: [0, 1] → Ag�abe mit γ(0) = (−1, 1) und γ(1) = (1, 4), so g�alte f�ur dessen Komponenten γ1, γ2, da�beides stetige Funktionen [0, 1] → R mit γ2(t) ∈ [0, 2] falls γ1(t) ≤ 0, aber γ2(t) ∈ [3, 5],falls γ1(t) > 0. Das kann aber niht sein, denn nah dem Zwishenwertsatz mu� γ1 auhden Wert Null annehmen; an einem solhen Punkt l�age dann der linksseitige Grenzwertvon γ2 im Intervall [0, 2], der rehtsseitige aber in [3, 5], was bei einer stetigen Funktionniht vorkommen kann.) Gilt dies auh, wenn man auf die Annahme f(x) ≤ g(x) verzihtet?
Lösung: Nein; ist beispielsweise [a, b] = [−2, 2], f(x) = 2 − x2 und g(x) = x2, so gibt eskeine Punkte (x, y) ∈ A mit x ∈ (−1, 1). Damit kann es auh keinen Weg geben, der diePunkte (−2, 0) und (2, 0) verbindet.d) Welhe Fl�ahe hat die Menge A?
Lösung: Nah einer der grundlegenden Eigenshaften des Riemann-Integrals ist das
b∫

a

(

g(x) − f(x)
)

dx.e) Bestimmen Sie jeweils die Menge aller innerer, �au�erer und Randpunkte von A!
Lösung: Innere Punkte sind die, bei denen sowohl die x- als auh die y-Koordinate inbeide Rihtungen um irgendeinen Betrag ε variiert werden kann, ohne da� der Punkt ausder Menge A herausf�allt. Das Innere ist daher

A =
{
(x, y) ∈ R

2 | a < x < b und f(x) < y < g(x)
} .�Au�ere Punkte sind innere Punkte des Komplements; da A abgeshlossen und sein Kom-plement somit o�en ist, sind das gerade die s�amtlihen Punkte von R
2

r A.Randpunkte shlie�lih haben in jeder Umgebung sowohl Punkte aus A als auh solheaus dem Komplement; der Rand ist also die Vereinigung der vier Randlinien:
{
(x, y) ∈ R

2 | x = a und f(a) ≤ y ≤ g(a)
}
∪

{
(x, y) ∈ R

2 | x = b und f(b) ≤ y ≤ g(b)
}

∪
{
(x, y) ∈ R

2 | a ≤ x ≤ b und y = f(x)
}
∪

{
(x, y) ∈ R

2 | a ≤ x ≤ b und y = g(x)
} .



f) Zeigen Sie, da� das f�ur zwei positive reelle Zahlen a, b gilt: Das �au�ere Ma� der Menge
E =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣

x2

a2 + y2

b2 ≤ 1
} ist h�ohstens gleih 4ab!

Lösung: Da x2

a2 und y2

b2 nie negativ werden k�onnen, mu� f�ur jeden Punkt (x, y) ∈ E gelten,da� |x| ≤ a und |y| ≤ b sind. Somit liegt E ganz im Rehtek mit Eken (±a,±b), dessenFl�ahe 4ab ist. Daher gibt es eine �Uberdekung durh "Quader\ mit einem Gesamtvolu-men von 4ab, d.h. µ∗(E) ≤ 4ab.g) Rihtig oder falsh: Sind ‖·‖1 und ‖·‖2 Normen auf R
n, so ist auh ihre Summe eineNorm.

Lösung: Rihtig: F�ur λ ∈ R und x ∈ R
2 ist

‖λx‖1 + ‖λx‖2 = |λ| · ‖x‖1 + |λ| · ‖x‖2 = |λ| ·
(

‖x‖1 + ‖x‖2

) .Auh bei der Dreieksungleihung k�onnen wir die beiden Seiten f�ur die einzelnen Normeneinfah addieren. Shlie�lih ist mit ‖x‖1 und ‖x‖2 auh die Summe nihtnegativ, undwenn sie Null ist, m�ussen beide Summanden vershwinden, d.h. ‖x‖1 = ‖x‖2 = 0. Damitmu� x der Nullpunkt des R
n sein.h) Die Jaobi-Matrix der Funktion f:R2 → R im Punkt (x, y) ∈ R

2 sei
Jf(x, y) =

( os(x + 2y) 2 os(x + 2y)

−6x sin(3x2) 0

) .Was k�onnen Sie �uber f sagen?
Lösung: Als Funktion von R

2 nah R
2 hat f zwei Komponenten g, h:R2 → R und

Jf(x, y) =

(

gx gy

hx hy

). Wir wissen also, da�
gx = os(x + 2y), gy = 2 os(x + 2y), hx = −6x sin(3x2) und hy = 0ist. Die Funktion h h�angt somit niht von y ab, ist also eine Funktion nur von x mit Ablei-tung −6x sin(3x2). Durh partielle Integration oder Integration nah der Substitutionsregeloder einfah durh Erraten nah der Kettenregel sieht man, da� h(x) = os(3x2) + a miteiner beliebigen Konstante a ∈ R sein mu�.Die Ableitung von g nah x ist os(x + 2y); somit ist g(x, y) = sin(x + 2y) plus einerFunktion, die nur von y abh�angt. Da ∂

∂y
sin(x + 2y) = 2 os(x + 2y) ist, kann letztereFunktion nur eine Konstante sein, d.h. g(x) = sin(x + 2y) + b mit b ∈ R.i) f:R → R sei eine di�erenzierbare Funktion. Was ist ∫

3 os(x) · f′(sin x)dx ?
Lösung: Wir substituieren u = sin x; dann ist du = os x dx, also

∫

3 os(x) · f′(sin x)dx =

∫

3f′(u)du = 3f(u) + C = 3f(sin x) + C .j) Berehnen Sie die Integrale
I1 =

∫
x2 + 2x + 3

x3 + 3x2 + 9x + 19
dx, I2 =

∫ tan x dx und I3 =

∫

x3 sin(x2)dx !
Lösung: Bei I1 ist die Ableitung des Nenners 3x2 +6x+9, also das Dreifahe des Z�ahlers.Da log f(x) die Ableitung f′(x)/f(x) hat, ist

I1 =
1

3

∫
3x2 + 6x + 9

x3 + 3x2 + 9x + 19
dx =

1

3
log ∣∣x3 + 3x2 + 9x + 19

∣

∣ + C .



Auh die Stammfunktionen des Tangens k�onnen wir so bestimmen, denn tan x = sinxosx
,und die Ableitung des Kosinus ist der negative Sinus, d.h.

I2 =

∫ sin xos x
dx = − log |os x| + C .Bei I3 mahen wir die Substitution z = x2 mit dz = 2x dx; dann ist

I3 =
1

2

∫

z sin z dz .Partielle Integration mit u = z und v′ = sin z maht daraus wegen u′ = 1 und v = − os z∫

z sin z dz = −z os z +

∫ os z dz = sin z − z os z + C .Somit ist
I3 =

sin x2 − x2 os x2

2
+ C ,wobei die Integrationskonstante hier nat�urlih nur halb so gro� ist wie in der Formelzeiledar�uber.k) Q sei das Quadrat mit Eken (0, 0), (1, 0), (1, 1) und (0, 1). Berehnen Sie ∫

Q
xye−x2

−y2 !
Lösung: e−x2

−y2 hat −2xe−x2
−y2 als partielle Ableitung nah x und −2ye−x2

−y2 alspartielle Ableitung nah y. Daher ist
∫

Q

xye−x2
−y2

=

1∫

0





1∫

0

xye−x2
−y2

dx



dy =

1∫

0

(

−
y

2
e−x2

−y2

∣

∣

∣

∣

1

0

)

dy

=

1∫

0

(

−
y

2
e−y2

(e−1 − 1)
)

dy =
1

4
(e−1 − 1)e−y2

∣

∣

∣

∣

1

0

=
(e−1 − 1)2

4
=

1

4
−

1

2e
+

1

4e2
.l) Zeigen Sie, da� ∫

Q
sin(xy)·e−x2

−y2 niht gr�o�er als der gerade berehnete Wert sein kann!
Lösung: Da die Sinuslinie im Bereih der positiven x-Ahse �uberall unter der Winkelhal-bierenden liegt, ist sin(xy) ≤ xy f�ur alle (x, y) ∈ Q. Damit ist wegen der Positivit�at derExponentialfunktion auh sin(xy) · e−x2

−y2 ≤ xye−x2
−y2 f�ur alle (x, y) ∈ Q. Nah derMonotonieregel ist daher ∫

Q

sin(xy) · e−x2
−y2 ≤

∫

Q

xye−x2
−y2 .m)Q sei das Quadrat mit Eken (0, 0), (π

4
, 0), (π

4
, π

4
) und (0, π

4
). Zeigen Sie die Ungleihung

∫

Q

os(x + y) · e−x2
−y2 ≤

√
2 − 1 !

Lösung: Da e−x2
−y2 ≤ 1 f�ur alle (x, y) ∈ R

2, ist
∫

Q

os(x + y) · e−x2
−y2 ≤

∫

Q

os(x + y) =

π/4∫

0







π/4∫

0

os(x + y)dx






dy

=

π/4∫

0

sin(x + y)

∣

∣

∣

∣

π/4

0

dy =

π/4∫

0

(sin(y + π
4
) − siny

)

dy =
(

− os(y + π
4
) + osy

)

∣

∣

∣

∣

∣

π/4

0

= − os π
2

+ os π
4

+ os π
4

− os 0 = 0 + 2 ·
√

2
2

− 1 =
√

2 − 1 .


