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f, g: [a, b] — R seien zwei stetige Funktionen und f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b]. Zeigen Sie,
daB die Menge A = {(x,y) € R? | a <x <b und f(x) <y < g(x)} wegzusammenhéngend
ist!

Losung: (x7,y7) und (x,y,) seien zwei Punkte aus A; 0.B.d.A. sei x; < x,. Dann 1463t
sich zundchst (x;,y;) durch eine ganz in A liegende Strecke mit (x1,f(x1 )) verbinden,
dieser Punkt wiederum iiber die ganz in A liegende Kurve t — (t, f(t)) iiber dem Intervall
[x1,%2] (xz,f(xz)), und von dort kommen wir wiederum mit einer in A liegende Strecke
zum Punkt (x2,y7).

Gilt dies auch, wenn man auf die Stetigkeitsannahme verzichtet?

Losung: Newn: Sei etwa f(x) = 0 und g(x) = 2 fiir x < 0, aber f(x) = 3 und g(x) =5
fiir x > 0; das Intervall [a, b] sei zum Beispiel [—10, 10]. Falls es einen Weg y: [0, 1] — A
gdbe mit y(0) = (—1,1) und y(1) = (1,4), so galte fiir dessen Komponenten y1,7vy2, dal
beides stetige Funktionen [0, 1] — R mit y,(t) € [0, 2] falls y¢(t) <0, aber y2(t) € [3, 5],
falls 'y7(t) > 0. Das kann aber nicht sein, denn nach dem Zwischenwertsatz muf} y; auch
den Wert Null annehmen; an einem solchen Punkt lage dann der linksseitige Grenzwert
von 'y, im Intervall [0, 2], der rechtsseitige aber in [3, 5], was bei einer stetigen Funktion
nicht vorkommen kann.

Gilt dies auch, wenn man auf die Annahme f(x) < g(x) verzichtet?

Lésung: Nein; ist beispielsweise [a, b] = [-2, 2], f(x) =2 —x? und g(x) = x?, so gibt es
keine Punkte (x,y) € A mit x € (—1, 1). Damit kann es auch keinen Weg geben, der die
Punkte (—2,0) und (2,0) verbindet.

Welche Flache hat die Menge A?

Losung: Nach einer der grundlegenden Eigenschaften des RIEMANN-Integrals ist das

b
J(g(x) —f(x)) dx.

a

Bestimmen Sie jeweils die Menge aller innerer, duflerer und Randpunkte von A!

Losung: Innere Punkte sind die, bei denen sowohl die x- als auch die y-Koordinate in
beide Richtungen um irgendeinen Betrag ¢ variiert werden kann, ohne dafi der Punkt aus
der Menge A herausfallt. Das Innere ist daher

A={(x,y) eR*|a<x<b und f(x) <y<g(x)}.
Auflere Punkte sind innere Punkte des Komplements; da A abgeschlossen und sein Kom-
plement somit offen ist, sind das gerade die simtlichen Punkte von R? \ A.

Randpunkte schliefilich haben in jeder Umgebung sowohl Punkte aus A als auch solche
aus dem Komplement; der Rand ist also die Vereinigung der vier Randlinien:

{(x,y) eR* |[x=a und f(a) <y <gla)}U{(x,y) €eR*|x=0b und f(b) <y < g(b)}
U{(xy) eR*|a<x<bund y=Ff(x)}U{(x,y) eR*|[a<x<b und y=g(x)}.
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Zeigen Sie, dafl das fiir zwei positive reelle Zahlen a,b gilt: Das duflere Mafl der Menge
2
E={(x,y) eR?| z—i + ¥ <1} ist héchstens gleich 4ab!

Loésung: Da z—i und ‘g’—i nie negativ werden kénnen, mu$ fiir jeden Punkt (x,y) € E gelten,

daf [x| < a und |y| < b sind. Somit liegt E ganz im Rechteck mit Ecken (+a,+b), dessen
Flache 4ab ist. Daher gibt es eine Uberdeckung durch ,,Quader” mit einem Gesamtvolu-
men von 4ab, d.h. u*(E) < 4ab.

Richtig oder falsch: Sind ||-||; und |-||[, Normen auf R™, so ist auch ihre Summe eine
Norm.

Lésung: Richtig: Fiir A € R und x € R? ist

Ay + 12l = A ielly + -l = A (el + lel)
Auch bei der Dreiecksungleichung konnen wir die beiden Seiten fiir die einzelnen Normen
einfach addieren. Schliellich ist mit ||x||; und ||x||, auch die Summe nichtnegativ, und

wenn sie Null ist, miissen beide Summanden verschwinden, d.h. ||x||; = ||x||, = 0. Damit
muf} x der Nullpunkt des R™ sein.

Die JacoBI-Matrix der Funktion f: R? — R im Punkt (x,y) € R? sei
_ [ cos(x+2y) 2cos(x+ 2y)
Jioy) = <—6x sin(3x2) 0 '

Was konnen Sie iiber f sagen?

Losung: Als Funktion von R? nach R? hat f zwei Komponenten g,h:R?> — R und

Je(x,y) = <ﬁz ﬁz ) Wir wissen also, dafl

gx =cos(x+2y), gy =2cos(x+2y), hy= —6xsin(3x?) und hy =0
ist. Die Funktion h hangt somit nicht von y ab, ist also eine Funktion nur von x mit Ablei-
tung —6x sin(3x?). Durch partielle Integration oder Integration nach der Substitutionsregel

oder einfach durch Erraten nach der Kettenregel sieht man, da h(x) = cos(3x?) + a mit
einer beliebigen Konstante a € R sein mu$.

Die Ableitung von g nach x ist cos(x + 2y); somit ist g(x,y) = sin(x + 2y) plus einer
Funktion, die nur von y abhdngt. Da g—y sin(x + 2y) = 2cos(x + 2y) ist, kann letztere

Funktion nur eine Konstante sein, d.h. g(x) =sin(x 4+ 2y) + b mit b € R.
f:R — R sei eine differenzierbare Funktion. Was ist [ 3 cos(x) - f'(sinx) dx ?
Losung: Wir substituieren u = sin x; dann ist du = cos x dx, also

J3cos(x) -f'(sinx) dx = J3f’(u) du = 3f(u) + C = 3f(sinx) + C.

Berechnen Sie die Integrale

_J x> +2x+3
YT B3 o+ 19

dx, I, = Jtanxdx und I3 = ng sin(x?) dx !

Lésung: Bei I ist die Ableitung des Nenners 3x% 4 6x + 9, also das Dreifache des Zihlers.
Da log f(x) die Ableitung f’(x)/f(x) hat, ist

1 2 9 1
J X+ ox + :—log‘x3+3x2~l—9x~l—19|~l—C.

I = -
! B 32 +9x+19 %73
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Auch die Stammfunktionen des Tangens kénnen wir so bestimmen, denn tanx =
und die Ableitung des Kosinus ist der negative Sinus, d.h.

L = J IR dx = —log|cos x|+ C.
oS X

Bei I3 machen wir die Substitution z = x? mit dz = 2x dx; dann ist
1
Iz == inzdz.
355 J zsinzdz
Partielle Integration mit w =z und v/ = sin z macht daraus wegen u' =1 und v = —cosz

stinzdz: —zcosz—l—Jcoszdz =sinz—zcosz+ C.

Somit ist

sin x? — xZ cos x2

I3 = 3 + C,

wobei die Integrationskonstante hier natiirlich nur halb so grof} ist wie in der Formelzeile
dartiiber.

Q sei das Quadrat mit Ecken (0,0),(1,0),(1,1) und (0, 1). Berechnen Sie IQ xye_"z_‘ﬂ‘2 !

Lésung;: e x"~V” hat —2xe > "V’ als partielle Ableitung nach x und —Zye_"z_‘ﬂ'2 als
partielle Ableitung nach y. Daher ist
1

1 /1 1
J Xyefxz—yz :J nyexzyz dx | dy :J ( — %e—xz—yz ) dy
Q 0 \O 0 0

:j<_%e_yz(e“—1)>dy: R R R
0

(e ! — 1)6_9z

o 4 4 2elae

=

Zeigen Sie, daf§ [ 0 sin(xy)~e_XZ —v” nicht grofler als der gerade berechnete Wert sein kann!

Lésung: Da die Sinuslinie im Bereich der positiven x-Achse iiberall unter der Winkelhal-
bierenden liegt, ist sin(xy) < xy fiir alle (x,y) € Q. Damit ist wegen der Positivitdt der
Exponentialfunktion auch sin(xy) - e X"y’ < xye_"z_‘ﬂ‘2 fiir alle (x,y) € Q. Nach der
Monotonieregel ist daher

J sin(xy) - e X v’ §J xyef"zfy2 .
Q Q

m) Q sei das Quadrat mit Ecken (0,0),(%,0), (%, %) und (0, 7). Zeigen Sie die Ungleichung

J cos(x +y) - e v’ <V2-1!
Q

Lésung: Da e ~v* <1 fiir alle (x,y) € R?, ist
/4 [m/4

2 2
J cos(x+y)-e * VY SJ cos(x—I—y):J Jcos(x—l—y)dx dy
Q Q

/4 /4 /4 /4
= J sin(x +y) dy = J (sin(y + F) —siny) dy = (—cos(y + F) + cosy)
0
0 0 0

:—cosg—I—COS%—I—COS%—COSOZO—I—Z-@—1:\/2—1.



