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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 6.+7. Mai 2013a) Finden Sie die gr�o�te Teilmenge D ⊂ R
2, auf der die Funktion f(x) = log 1

x2 + y2
de�niertist und entsheiden Sie, in welhen Punkten (x, y) ∈ D die Funktion stetig ist!

Lösung: Der Logarithmus ist eine stetige Funktion von der Menge der positiven reellenZahlen in die Menge aller reeller Zahlen, und das Argument 1/(x2 + y2) ist eine positivereelle Zahl f�ur alle (x, y) 6= (0, 0). Somit ist D = R
2 − {(0, 0)}.b) Zeigen Sie, da� f�ur f:R2 → R mit f(x) =

{ xy

x2 + y2
falls (x, y) 6= (0, 0)

0 f�ur (x, y) = (0, 0)
im Nullpunktalle partiellen Ableitungen existieren, da� f dort aber niht stetig ist!

Lösung:

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

0 − 0

h
= 0 und

fy(0, 0) = lim
h→0

f(0, h) − f(0, 0)

h
= lim

h→0

0 − 0

h
= 0 ;also existieren beide partiellen Ableitungen. Trotzdem ist f niht stetig in (0, 0); denn f�urjede reelle Zahl a und jedes x 6= 0 ist

f(x, ax) =
ax2

x2 + a2x2
=

a

1 + a2
,aber f(0, 0) = 0.) Finden Sie die Extrema der Funktion f(x, y) = x3 + 3xy + y2 auf dem (abgeshlossenen)Quadrat mit Eken (±1,±1) !

Lösung: Jedes Extremum ist entweder ein lokales Extremum oder liegt auf dem Rand.In einem lokalen Extremum vershwinden die partiellen Ableitungen
fx(x, y) = 3x2 + 3y und fy(x, y) = 3x + 2y ,also ist einerseits y = −x2, andererseits y = −3

2
x, d.h. x2 = 3

2
x. Im Falle x = 0 ist auh

y = 0 und f(0, 0) = 0; die Funktion hat kein lokales Extremum, da f(x, 0) = x3 um NUllsowohl positive als auh negative Werte annimmt. x = 3
2

> 1 f�uhrt zu Punkten au�erhalbdes betrahteten Bereihs. Im betrahteten Quadrat gibt es also keine lokalen Extrema.Auf dem Rand wird f�ur x = +1 der Wert 1 + 3y + y2 angenommen; die Ableitung dieserFunktion ist 3 + 2y, und damit positiv auf der ganzen Kante. Sie nimmt ihr Maximumdaher im Punkt y = 1 an, und dort haben wir f(1, 1) = 5. Ihr Minimum nimmt sieentsprehend bei y = −1 an; dort ist f(1,−1) = −1.F�ur x = −1 ist f(−1, y) = −1 − 3y + y2 mit Ableitung −3 + 2y < 0, also wir auf dieserKante bei y = −1 das Maximum 3 angenommen und bei y = 1 das Minimum -3.F�ur y = 1 ist f(x, 1) = x3 +3x+1 mit Ableitung 3x2 +3 > 0 und f�ur y = −1 ist f(x,−1) =

x3 − 3x + 1 mit Ableitung 3x2 − 3 ≥ 0; wobei nur f�ur x = ±1 das Gleihheitszeihen gilt.Somit werden Extrema auh auf diesen beiden Kanten nur in den Eken angenommen,wo wir die Funktionswerte bereits kennen. Das Maximum von f auf dem vorgegebenenQuadrat ist daher f(1, 1) = 5. das Minimum f(−1, 1) = −3.



d) Zeigen Sie: f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + z2 ist in jedem Punkt (x, yz) 6= (0, 0, 0) aus R
3 min-destens zweimal stetig di�erenzierbar und

fxx(x, y, z) + fyy(x, y, z) + fzz(x, y, z) =
2

√

x2 + y2 + z2
!

Lösung: Nah der Kettenregel ist
fx(x, y, z) =

1

2

(

x2 + y2 + z2
)

−1/2 · (2x) =
x

√

x2 + y2 + z2und
fxx(x, y, z) =

√

x2 + y2 + z2 −
x2

√

x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2
=

1
√

x2 + y2 + z2
−

x2

(

x2 + y2 + z2
)3/2

;entsprehend ist
fyy(x, y, z) =

1
√

x2 + y2 + z2
−

y2

(

x2 + y2 + z2
)3/2

und
fzz(x, y, z ==

1
√

x2 + y2 + z2
−

z2

(

x2 + y2 + z2
)3/2

.Somit ist
fxx(x, y, z) + fyy(x, y, z) + fzz(x, y, z) =

3
√

x2 + y2 + z2
−

x2 + y2 + z2

(

x2 + y2 + z2
)3/2

=
3

√

x2 + y2 + z2
−

1
√

x2 + y2 + z2
=

2
√

x2 + y2 + z2
,wie behauptet.e) Bestimmen Sie den maximalen Wert, den die Funktion f(x, y) =

√
x 3
√

y unter den Neben-bedingungen x ≥ 0, y ≥ 0 und 3x + 2y ≤ 320 annehmen kann!
Lösung: Der Gradient

∇f(x, y) =

( 3
√

y

2
√

x√
x

3y2/3

)ist niht de�niert, wenn x oder y vershwindet; dann ist aber ohnehin f(x, y) = 0, unddas kann niht der maximale Wert sein, da beispielsweise f(1, 1) = 1 gr�o�er ist und (1, 1)die Nebenbedingung erf�ullt. Also k�onnen wir im folgenden stets annehmen, da� x und ybeide niht vershwinden.O�ensihtlih vershwindet der Gradient nirgends, es gibt also keine (relativen) Maximaohne Ber�uksihtigung der Nebenbedingungen, und f�ur ein Maximum mit Ber�uksihti-gung der Nebenbedingung mu� in dieser o�ensihtlih das Gleihheitszeihen gelten, dennbei Vergr�o�erung sowohl von x als auh von y vergr�o�ert sih auh der Funktionswert.Nah Lagrange folgt daher, da� im Maximum (so eines existiert) die Gradienten von fund der Nebenbedingung g(x, y) = 3x + 2y − 320 linear abh�angig sein m�ussen. Da auh
∇g(x, y) =

(

3
2

) nirgends vershwindet, mu� es dort also ein λ ∈ R geben mit
( 3

√
y

2
√

x√
x

3y2/3

)

= λ

(

3

2

)oder, ausgeshrieben,
3
√

y

2
√

x
= 3λ und √

x

3y2/3
= 2λ .



Aufl�osen nah λ f�uhrt auf die Gleihung
3
√

y

6
√

x
= λ =

√
x

6y2/3
,und Multiplikation mit 6

√
x y2/3 (m�oglih, da x, y 6= 0) maht daraus die deutlih an-genehmere Gleihung y = x.Einsetzen in die Nebenbedingung zeigt, da�

g(x, x) = 3x + 2x − 320 = 5x − 320 = 0 oder x = y = 64sein mu�. Dort ist f(64, 64) =
√

64 · 3
√

64 = 8 · 4 = 32.Da die Nebenbedingungen eine abgeshlossene und beshr�ankte, also kompakte Teilmengedes R
2 de�nieren, mu� es dort ein Maximum geben; nah Lagrange ist es das geradeberehnete. Somit ist der gesuhte Maximalwert gleih 32.f) Zeigen Sie, da� es eine di�erenzierbare Funktion f: (0, 1) → R gibt, so da� die Punkte

(x, y) =
(

x, f(x)
) die Gleihung (x2 + y2)2 − x3 + 3xy2 = 0 erf�ullen, und berehnen Sie

f′(x) !
Lösung: F�ur F(x, y) = (x2 + y2)2 − x3 + 3xy2 ist

Fy(x, y) = 4y(x2 + y2) + 6xy = 2y(2x2 + 2y2 + 3x) .Dies vershwindet f�ur y = 0; wegen F(x, 0) = x4 − x3 = x3(x − 1) mu� dann x = 0 oder
x = 1 sein, was beides niht in (0, 1) liegt. Au�erdem vershwindet Fy, wenn x2+y2 = −3

2
xist; dann ist

F(x, y) = (x2 + y2)2 − x3 + 3xy2 = (x2 + y2)2 − x3 + 3x
(

(x2 + y2) − x2
)

=
9

4
x2 − x3 + 3x

(

−
3x

2
− x2

)

= −4x3 −
9

4
x2 = −4x2

(

x +
9

16

) ,was nur f�ur x = 0 und x = − 9
16

vershwindet. F�ur alle Punkte (x, y) mit F(x, y) = 0 und
x ∈ (0, 1) ist daher Fy(x, y) 6= 0, die Funktion kann also eindeutig nah y aufgel�ost werden.Um auh die Ableitung der so de�nierten Funktion y = f(x) zu bestimmen, brauhen wirnoh Fx(x, y) = 4x(x2 + y2) − 3x2 + 3y2 und erhalten

f′(x) = −
Fx(x, y)

Fy(x, y)
=

3(x2 − y2) − 4(x2 + y2)

2y(2x2 + 2y2 + 3x)
.g) Q sei das ahsenparallele Rehtek mit Eken (0, π) und (1, 2π). Berehnen sie ∫

Q
f f�ur

f(x, y) = y os(xy) !
Lösung:

∫

Q

f =

2π∫

π





1∫

0

y os(xy)dx



dy =

2π∫

π

(sin(xy)|10
)

dy =

2π∫

π

sinydy

= − osy

∣

∣

∣

∣

2π

π

= − os 2π + osπ = −2 .h) Zeigen Sie, da� durh x0 = 1 und xk = os 1
2
x2

k−1 de�nierte Folge konvergiert, und gebenSie eine Gleihung an, die der Grenzwert erf�ullt!
Lösung: Falls wir den Banahshen Fixpunktsatz anwenden k�onnen, folgt die Konver-genz und wir wissen, da� der Grenzwert x die Gleihung x = os 1

2
x2 erf�ullt. Da os 1

2
x2nur Werte im Intervall [−1, 1] annimmt, reiht es dazu, wenn wir ein M < 1 �nden k�onnen,so da� die Ableitung dieser Funktion im Intervall [−1, 1] �uberall Betrag kleiner oder gleih

M hat. Die Ableitung ist −x sin 1
2
x2 und hat somit �uberall in diesem Intervall einen Betrag

≤ sin 1
2
≈ 0,48. Damit ist alles bewiesen.



i) Ist die Menge A =
{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ 0 ≤ x ≤ π und 0 ≤ y ≤ sin x
} konvex, wegzusam-menh�angend, zusammenh�angend und/oder kompakt?

Lösung: F�ur f(x) = sin x ist f′′(x) = − sin x, und das ist f�ur 0 < x < π negativ. Somitist der Sinus �uber dem betrahteten Intervall eine konkave Funktion, liegt also zwishenje zwei Punkten des Graphen �uber deren Verbindungsstreke. Sind (x1, y1) und (x2, y2)zwei Punkte aus A, so liegt deren Verbindungsstreke unterhalb derer von (x1, sin x1) und
(x2, sin x12), also unterhalb der Sinuslinie und damit in A. Somit ist A konvex und damiterst reht wegzusammenh�angend und zusammenh�angend. A ist auh kompakt, denn wegender ≤-Zeihen ist A abgeshlossen, und die Beshr�anktheit ist ohnehin klar.j) F�ur welhe a ∈ R ist die Matrix ( 1 a

a 1

) positiv de�nit, positiv semide�nit, negativde�nit, negativ semide�nit bzw. inde�nit?
Lösung: detA = 1 − a2 ist genau dann positiv, wenn |a| < 1 ist. Da beispielsweise derDiagonaleintrag links oben positiv ist, ist die Matrix in diesem Fall positiv de�nit. DieMatrix ist inde�nit, falls |a| > 1 ist, denn dann ist die Determinante negativ, also gibt eszwei Eigenwerte mit vershiedenen Vorzeihen. F�ur a = ±1 shlie�lih geh�ort die Matrix
A =

(

1 ±1

±1 1

) zur quadratishen Form x2 + y2 ± 2xy = (x ± y)2, ist also positivsemide�nit.k) Konvergiert die Folge der Funktionen fk(x) =
k

k + x
auf dem Intervall [0, 1] punktweise,gleihm�a�ig bzw. bez�uglih der L1-Norm?

Lösung: fk(x) =
k

k + x
=

1

1 + x
k

konvergiert f�ur jedes x ∈ [0, 1] gegen die Eins; zumindestpunktweise konvergiert die Folge also. Die Di�erenz zur Grenzfunktion ist
∣

∣

∣

∣

1 −
k

k + x

∣

∣

∣

∣

= 1 −
k

k + x
=

x

k + x
;f�ur die gleihm�a�ige Konvergenz m�ussen wir uns �uberlegen, ob wir daf�ur eine von x un-abh�angige Shranke �nden k�onnen. Die Ableitung dieser Di�erenz ist

k + x − x

(x + k)2
=

k

(x + k)2
> 0 f�ur alle x ∈ [0, 1] ;somit steigt die Di�erenz zum Intervallende hin an und hat dort ihren gr�o�ten Wert, d.h.

|1 − fk(x)| ≤ 1 − fk(1) =
1

1 + k
.Damit ist die gleihm�a�ige Konvergenz klar: Zu jedem ε > 0 k�onnen wir ein N ∈ N �nden,so da� N > 1

ε
ist, und f�ur alle k ≥ N ist dann |1 − fk(x)| < ε f�ur alle x ∈ [0, 1].Bleibt noh die Frage nah der Konvergenz in der L1-Norm. Wenn wir die Funktion nurauf [0, 1] betrahten, ist

‖1 − fk‖1 =

1∫

0

|1 − fk(x)| dx =

1∫

0

x

k + x
dx =

1∫

0

(

k + x

k + x
−

k

k + x

)

dx =

1∫

0

dx − k

1∫

0

dx

k + x

= 1 − k log(k + x)

∣

∣

∣

∣

1

0

= 1 − k log(k + 1) − k log k = 1 − k log k + 1

k
= 1 − log(1 +

1

k

)k .Das Argument des Logarithmus ist eine Folge, die f�ur k → ∞ gegen e konvergiert; wegender Stetigkeit des Logarithmus konvergiert also der Logarithmus gegen log e = 1, und dergesamte Ausdruk gegen 1−1 = 0. Damit ist auh die Konvergenz bez�uglih der L1-Normgezeigt.


