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WoLFGANG K. SEILER A5, ZIMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 29.430. April 2013

Welche der folgenden Mengen ist eine Nullmenge?
A = {(x,y) € R? | y =sinx}, B={(xy) eR*|x*+y* =1}

Losung: A ist eine Nullmenge als Bild der x-Achse, einer Nullmenge, unter der der stetig
differenzierbaren Funktion R? — R? mit (x,y) — (x,sinx); genauso auch B als Bild unter
(x,y) — (cosx,sinx).

f,g: D — R seien zwei stetige Abbildungen auf D C R"™. Zeigen Sie: Falls f(x) = g(x) fiir
fast alle x € D, ist f = g.

Losung: Wir betrachten die Menge A aller xy € R mit f(xg) # g(xo). Nach Voraussetzung
ist dies eine Nullmenge; falls sie leer ist, sind wir fertig. Andernfalls sei xy ein Punkt ausA.
Da eine Nullmenge keine inneren Punkte hat, liegen in jeder Umgebung von xo Punkte, die
nicht aus A sind. Wir wahlen jeweils einen solchen Punkt xy aus der Kugel mit Radius
1/k um xo. Dann ist f(xy) = g(xk) fiir alle k € N, und da die Folge der xx gegen xo
konvergiert, ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f und g

fixo) = lim f(xi) = lim g(xi) = glxo),

im Widerspruch zur Annahme xo € A. Also ist A = () und f = g.

Zeigen Sie, daB durch fy (x) = max{0, k—k? |x|} fiir alle k € N eine Funktion aus K°(R,R)
definiert wird!

Losung: k —k? |x| verschwindet genau dann, wenn |x| = 1/k ist; wird der Betrag gréfer,
wird der Ausdruck negativ und damit fi(x) = 0. Der Trager von fy ist daher das abge-
schlossene Intervall [—1/k, 1/k], also kompakt. Auflerdem ist f stetig, denn im Innern
dieses Intervalls ist es durch die stetigen Funktionen k 4 k?x fiir x < 0 und k — k?x fiir
k > 0 gegeben; die fiir x = 0 beide den Wert k haben. An den Intervallgrenzen ist die
Funktionen, genau wie auflerhalb, gleich Null. Ihr Graph ist also bis zum Punkt —1/k und
ab dem Punkt x = 1/k die x-Achse; dazwischen ist es ein Dreieck mit Spitze bei (0, k).

Berechnen Sie [}, fi. und Jim g fic!
Loésung:
1/% 1/ )
J f = J (k — k2 |x]) dx =2 J (k — k2x) dx = 2 (kx—kzx—
R
0

1/k 1
=2(1—-—=) =1
SN EIEHE

wie es sich fiir die Flache eines Dreiecks mit Basis 2/k und Hohe k gehort. Damit ist auch
lim [, fi=1.

k—o0

—1/k

Ist (fi)ren eine CAaucHY-Folge in K{(R,R)?

Losung: Fiir { > k ist 1/€ < 1/k; auBerhalb des Intervalls [—1/k, 1/k] verschwinden also

beide Funktionen. Somit ist
1/k 1/k

ufe—fku]=JR|fe—fk|= J [folx) — filx)] dx =2 J Ife(x) — fi ()] dx,
—1/k 0
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da der Integrand eine gerade Funktion ist. Fiir x > 1/{, verschwindet f;(x), wir miissen
also iiber fy integrieren. Im Bereich 0 < x < 1/{ ist

-k 1
_ (0 — 02%) — (T — T2 — (f— 1) — (02 — 12V — _ _
fo(x) —fi(x) = (€ —x) — (k—k™x) = (£ —k) = (£ = k7)x =0 & x T T
daher ist ]
fie(x) > fo(x) falls x > m |
fo(x) > fi(x) falls x < KT
Im Intervall 0 < x < 1/(k +£) ist also
(L—k)— (€2 —Kk2)x fallsO§x§k+rz
[fe(x) = fix)] = § (k=0 — (K —2)x falls 5 <x < ¢
k —k2x falls T <x < 1
und
1/(k+10) 1/¢ 1/k
[fe —fill; =2 J (fe(x) —fi(x)) dx +2 J (fi(x) = fe(x)) dx + 2 J fie(x) dx
0 1/(k+42) 1
1/(k+¢) 1/¢ 1/k
:zJ ((0—K) — (> —k?)x) dx + 2 J (k=) — (K* = £%)x) dx + 2 J (k —k?x) dx.
0 1/(k+0) 1/¢

Alle drei Integrale lassen sich einfach ausrechnen, am einfachsten das letzte:

1/% 2 [1/k
J (k — k?x) dx = kx — k? =

2 1/¢
1/¢

1T 1 k2 (/1 1 1T k  K?

k ¢ 2 \k2 (2 2 0 22
Fiir hinreichend grofie { kommt dieser Wert beliebig nahe an % heran; es kann also
unmoglich ein N € N geben, so daf} er fiir alle k,{ > N kleiner ist als ein Viertel. Damit
kann es erst recht kein solches N geben, so daf ||f, — fx|; < I, denn alle betrachteten
Teilintegrale sind grofier oder gleich Null. Somit bilden die fy keine CAucHY-Folge.
Ist (fix)ren eine CAUCHY-Folge in KO (R,R) ?
Losung: Im Punkt x = 0 ist fo(x) — fi(x) = { —k; daher ist |[f, — fx| . > |[{ — k|, was im
Falle einer CAUCHY-Folge unmoglich wére.
Gibt es eine Funktion f, gegen die (fy)xen punktweise konvergiert?
Losung: Newn, denn die Folge der fi (0) = k divergiert.
Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, gegen die (fy)xen fast tiberall (punktweise) kon-
vergiert?

Losung: Ja, denn fiir alle x # 0 konvergiert die Folge der fi (x) gegen Null, da fy(x) =0
fiir alle k > 1/ |x|. Somit konvergiert die Folge der fy fast iiberall punktweise gegen die
Nullfunktion.

Zeigen Sie: Fiir jede stetige Funktion g:R — R ist klim Jr(fkg) = g(0)!

Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung!



7)

k)

Losung: Da fy aulerhalb des Intervalls [—%, %] verschwindet, ist

Da fy nirgends negativ wird, k6nnen wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung anwen-
den; danach gibt es ein & € [—%, %], fiir das gilt

1/k 1/k
J felx)g(x) dx = g(£) J fi(x) dx = g(£).
—-1/k —1/k

Fir ein beliebig vorgegebenes ¢ > 0 gibt es wegen der Stetigkeit von g ein & > 0, so daf
lg(x) — g(0)] < e fiir alle x mit |x| < §. Fiir eine natiirliche Zahl N > 1/5 ist % < & fiir
alle k > Nj; fiir solche k ist also |g(&) — g(0)| < ¢ und damit auch

J (fkg)—g(m‘ <e.
R

Dies beweist die behauptete Konvergenz.

Fir r > 0 sei g,: R — R gegeben durch
4r -1
gr(x) =9 e(b—a)?elx—a)(b=%) fals qa<x<b
0 sonst

Zeigen Sie, daf3 g, eine Funktion mit kompaktem Trager ist und bestimmen Sie das Ma-
Ximum von ¢!

Loésung: Da g, (x) auBerhalb des Intervalls [a, b] verschwindet, miissen wir nur zeigen, dafl

gr(x) eine stetige Funktion ist. Im Intervall (a, b) ist g, stetig, da zusammengesetzt aus

der Exponentialfunktion und Grundrechenarten, und die Limites li}n gr(x) und Ii/nt gr(x)
X a X

verschwinden beide, da das Argument der Exponentialfunktion in beiden Fillen gegen —oo
geht. Also ist g, stetig auf ganz R mit Trager [a, b] falls b > a und () sonst.

2 2
(X_a)(b—x):—X2+(a+b)x—ab=_<x— a;b> —ab+ <042rb>

wéchst im offenen Intervall von a bis %(a+b) monoton, um dann bis b monoton zu fallen;
beim Kehrwert ist es umgekehrt, fiir den negativen Kehrwert und die Funktion g, wieder
genauso. Somit nimmt g, sein Maximum im Punkt %(a + b) an; der Funktionswert dort
ist, dank des Vorfaktors, gleich eins.

1 falls x € (a, b)

Zeigen Sie, daf} fiir die Folge der Funktionen fi, = g7, und f(x) = {O sonst
jt

gilt:
klim J [f(x) — fr(x)| dx =0!

—0Q

Was bedeutet das fiir die Konvergenz der Folge?
Hinwets: Betrachten Sie fiir ein hinreichend kleines 6 > O die drei Intervalle [a, a + 0],
[a+0,b— 3] und [b — 6, b] getrennt!

Losung: Wir wéhlen eine positive Zahl 6 < %(b — a) und betrachten zundchst nur das
Intervall [a + 8, b — 68]. Dort ist die Differenz zwischen f(x) und g,(x) im Intervallmit-
telpunkt (a+b)/2 gleich null und wéachst dann zu den Intervallenden hin monoton, da g,
selbst dort monoton fallt. Tatsédchlich sieht man leicht, dal g, monoton wachsend sowohl



D)

in x — a als auch in b — x ist; da beide Ausdriicke im Intervall [a + &, b — 8] durch & nach
unten beschrankt sind, ist g,(x) in diesem Intervall daher iiberall mindestens gleich

4r —r B 1 B 4
cb—aZ 5b—a—3) _, T<z‘>(b—a—5) (b—a)2> _

Fiir alle x € [a + 6,b — 8] ist daher

1 4
f(x)_gr(x)§1—e_r<5(b—a—6) (b—a)2> .

Dieser Ausdruck ist noch nicht sehr angenehm; wir wollen ihn weiter abschédtzen. Nach
Konstruktion von g, ist der Exponent negativ, und fiir alle x > 0 ist 1 — e ™™ < x, denn
dies gilt fiir x = 0, und die Ableitung e ™ von 1 — e~ ist fiir jedes positive x kleiner als
die Ableitung eins von x. Daher ist fiir t € [a 4 6, b — 0]

1 4
f(x) = gr(x) <1 —e_r<5(b—a—6) - (b—a)2>

<r< 1 B 4 >
— \b4(b—a—-8) (b—a)?/"

Das Intervall hat die Lange (b —8) — (a + ) = a + b — 25; somit ist fiir kleine &
b—5

J [f(x) — gr(x)] dx < 7(b—a—25) <6(b —1a—6) - (b—4a)2> .

a+d

Dabé < %(b — a) vorausgesetzt war, ist 6 < b —a — 9, also ist

1 ] 1+ 1 _ 1 2

5(b—a—908) b—al\d b—a—20 b—a o
und damit
b—5

2 4 2 4
J If(x) — g+ (x)] dxgr(b—a)<(b_a)6— (b—a)2> :r<g—m> .

a+d

In den Intervallen [a, a + 8] und [b — b, 8] schdtzen wir die Differenz einfach durch eins
ab; die entsprechenden Intergrale sind also hochstens gleich 9, d.h.

T 2 4 2r 4r
f(x) —gr dt <6 - 0=20+—— .
J [f(x) — gr(x)] dt < +T<6 (b_a)>+ RS
. . . 4r "
Wir spezialisieren auf & = \/r; dann wird dies zu 4,/r— ———, was fiir r — 0 gegen Null

(b—a)
geht. Die Folge der fi = g1 /i konvergiert also beziiglich der L'-Norm gegen f.

Fiir k € N sei f:R — R definiert als f, (x) = {Sm" fallst”“ <K geigen Sie, daB die
sons
Folge (fy)ken punktweise gegen die Sinusfunktion konvergiert!

Losung: Fiir jedes x € R gilt fiir alle k > %, daB |x| < k7t ist und damit fy (x) = sinx.

Somit konvergiert die Folge der f) punktweise gegen die Sinusfunktion.

m)Haben die Funktionen f, kompakten Trager?

Losung: Der Trager von fy ist das abgeschlossene Intervall [—km, k7], also kompakt.
Auflerdem ist fy stetig auf ganz R: Fiir x # +k7t ist das klar, weil sowohl der Sinus als
auch die Nullfunktion stetig sind, und an den Ubergangsstellen -k gibt es auch keine
Probleme, da der Sinus (und natiirlich auch die Nullfunktion) dort verschwindet.



n) Ist (fx)ken eine approximierende Folge fiir die Sinusfunktion?

Losung: Wir wissen bereits, dafl die fi Funktionen mit kompaktem Tréger sind und
iiberall, erst recht also fast iiberall, gegen die Sinusfunktion konvergieren. Zur approxi-
mierenden Folge fehlt noch die CAucHY-Bedingung, d.h. zu jedem ¢ > O muBesein N € N
geben, so daf8 ||f, — f||; < € fiir alle k,{ > N. Hier ist fiir k <¢

L7t
Ife=filly = | Ifet =0 = | Ifele) = fulo)] ax
R
—4L7
—k7t k7t L7t
= J |sin x| dx + J 0dx + J |sin x| dx
—4{7 —k7t k7t

=2(0—k)+0+2(0—k) =4t k).

Offensichtlich gibt es keine Chance, daf dies fiir alle k,{ > N unter irgendeinem ¢ > 0
bleibt; die Folge ist also keine CAucHY-Folge und damit auch nicht approximierend.

Fiir k € N sei gx: R — R definiert als
e’ falls x| <k
gk(X) = e (k+1—|x|) fallsk<|x|<k+1 -
0 sont

Ist (gx)ken eine approximierende Folge fiir die Funktion g(x) = e X7
Hinwers: Auch wenn wir es erst spdter beweisen werden, diirfen Sie verwenden, dafl

= e " dx = /7 ist.

Lésung: Wie aus der Vorlesung bekannt, sind die gx Funktionen mit kompaktem Trager,
und wie bei den Funktionen fi aus den vorigen Aufgaben folgt auch sofort, dafl die Folge
der gx punktweise gegen g konvergiert. Die Folge ist daher genau dann approximierend,
wenn sie eine CAUCHY-Folge ist.

Da der Integrand e stets positiv ist, folgt aus der Existenz des uneigentlichen Integrals
[ e dx, daB

—k [ee)
lim J e dx = lim J e dx =0
k—o0 k—o0
—00 k
ist; daher gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein Ny € N, so daf}
—k o]
2 2 £
0< J e dx:JeX dx<§
—00 k
fiir alle k > N;. Erst recht ist dann natiirlich auch fiir jedes { > k
—k 0
2 2 £
0< J e dx:Je_X dx<g,
—¢ k

denn der Integrand ist ja positiv.

Da e—* mit wachsendem Betrag von x monoton fillt, ist g, in den Intervallen [-k—1, —k]
und [k, k + 1] hochstens gleich e_kz; da dies fiir k — oo > gegen Null geht, gibt es auch
ein N, € N, so daf3 das Integral iiber gy von —k — 1 nach —k bzw. von k nach k+ 1 jeweils
kleiner ¢/8 ist fiir k > N, den k + 1 — |x| liegt im betrachteten Intervall zwischen null
und eins. Fiir k,{ > N = max{N;, N>} und ¢ > k ist daher nach der Dreiecksungleichung
lge — gxl||; < €, wenn wir das Integral aufteilen in die Teilintegrale iiber die neun Intervalle
(—o0, —0—1],[—L—1, 4], [-¢, —k—1], [k —1, =K, [k, k], [k, k+ 1], [k+1, €, [£, £+ 1]
und [€+ 1, co): Das Integral iiber [k, k] verschwindet, alle anderen sind kleiner als /8.



