
Wolfgang K. Seiler A5, Zimmer C201Tel. 2515

Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 29.+30. April 2013a) Welhe der folgenden Mengen ist eine Nullmenge?
A =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ y = sin x
}
, B =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + y2 = 1
}

Lösung: A ist eine Nullmenge als Bild der x-Ahse, einer Nullmenge, unter der der stetigdi�erenzierbaren Funktion R
2 → R

2 mit (x, y) 7→ (x, sin x); genauso auh B als Bild unter
(x, y) 7→ (os x, sin x).b) f, g:D → R seien zwei stetige Abbildungen auf D ⊆ R

n. Zeigen Sie: Falls f(x) = g(x) f�urfast alle x ∈ D, ist f = g.
Lösung: Wir betrahten die Menge A aller x0 ∈ R mit f(x0) 6= g(x0). Nah Voraussetzungist dies eine Nullmenge; falls sie leer ist, sind wir fertig. Andernfalls sei x0 ein Punkt ausA.Da eine Nullmenge keine inneren Punkte hat, liegen in jeder Umgebung von x0 Punkte, dieniht aus A sind. Wir w�ahlen jeweils einen solhen Punkt xk aus der Kugel mit Radius
1/k um x0. Dann ist f(xk) = g(xk) f�ur alle k ∈ N, und da die Folge der xk gegen x0konvergiert, ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f und g

f(x0) = lim
k→∞

f(xk) = lim
k→∞

g(xk) = g(x0) ,im Widerspruh zur Annahme x0 ∈ A. Also ist A = ∅ und f = g.) Zeigen Sie, da� durh fk(x) = max{0, k−k2 |x|
} f�ur alle k ∈ N eine Funktion aus K0(R, R)de�niert wird!

Lösung: k − k2 |x| vershwindet genau dann, wenn |x| = 1/k ist; wird der Betrag gr�o�er,wird der Ausdruk negativ und damit fk(x) = 0. Der Tr�ager von fk ist daher das abge-shlossene Intervall [−1/k, 1/k], also kompakt. Au�erdem ist fk stetig, denn im Innerndieses Intervalls ist es durh die stetigen Funktionen k + k2x f�ur x < 0 und k − k2x f�ur
k > 0 gegeben; die f�ur x = 0 beide den Wert k haben. An den Intervallgrenzen ist dieFunktionen, genau wie au�erhalb, gleih Null. Ihr Graph ist also bis zum Punkt −1/k undab dem Punkt x = 1/k die x-Ahse; dazwishen ist es ein Dreiek mit Spitze bei (0, k).d) Berehnen Sie ∫

R
fk und lim

k→∞

∫
R

fk !
Lösung:

∫

R

fk =

1/k∫

−1/k

(

k − k2 |x|
)

dx = 2

1/k∫

0

(k − k2x)dx = 2

(

kx − k2 x2

2

∣

∣

∣

∣

1/k

0

)

= 2

(

1 −
1

2

)

= 1 ,wie es sih f�ur die Fl�ahe eines Dreieks mit Basis 2/k und H�ohe k geh�ort. Damit ist auhlim
k→∞

∫
R

fk = 1.e) Ist (fk)k∈N eine Cauhy-Folge in K0
1(R, R) ?

Lösung: F�ur ℓ ≥ k ist 1/ℓ ≤ 1/k; au�erhalb des Intervalls [−1/k, 1/k] vershwinden alsobeide Funktionen. Somit ist
‖fℓ − fk‖1 =

∫

R

|fℓ − fk| =

1/k∫

−1/k

|fℓ(x) − fk(x)| dx = 2

1/k∫

0

|fℓ(x) − fk(x)| dx ,



da der Integrand eine gerade Funktion ist. F�ur x > 1/ℓ, vershwindet fℓ(x), wir m�ussenalso �uber fk integrieren. Im Bereih 0 ≤ x ≤ 1/ℓ ist
fℓ(x) − fk(x) = (ℓ − ℓ2x) − (k − k2x) = (ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x = 0 ⇐⇒ x =

ℓ − k

ℓ2 − k2
=

1

ℓ + k
;daher ist 





fk(x) > fℓ(x) falls x >
1

k + ℓ

fℓ(x) > fk(x) falls x <
1

k + ℓ

.Im Intervall 0 ≤ x ≤ 1/(k + ℓ) ist also
|fℓ(x) − fk(x)| =






(ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x falls 0 ≤ x ≤ 1
k+ℓ

(k − ℓ) − (k2 − ℓ2)x falls 1
k+ℓ

≤ x ≤ 1
ℓ

k − k2x falls 1
ℓ
≤ x ≤ 1

kund
‖fℓ − fk‖1 = 2

1/(k+ℓ)∫

0

(

fℓ(x) − fk(x)
)

dx + 2

1/ℓ∫

1/(k+ℓ)

(

fk(x) − fℓ(x)
)

dx + 2

1/k∫

1

ℓ

fk(x)dx

= 2

1/(k+ℓ)∫

0

(

(ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x
)

dx + 2

1/ℓ∫

1/(k+ℓ)

(

(k − ℓ) − (k2 − ℓ2)x
)

dx + 2

1/k∫

1/ℓ

(k − k2x)dx .Alle drei Integrale lassen sih einfah ausrehnen, am einfahsten das letzte:
1/k∫

1/ℓ

(k − k2x)dx = kx − k2 x2

2

∣

∣

∣

∣

1/k

1/ℓ

= k

(

1

k
−

1

ℓ

)

−
k2

2

(

1

k2
−

1

ℓ2

)

=
1

2
−

k

ℓ
+

k2

2ℓ2
.F�ur hinreihend gro�e ℓ kommt dieser Wert beliebig nahe an 1

2
heran; es kann alsounm�oglih ein N ∈ N geben, so da� er f�ur alle k, ℓ ≥ N kleiner ist als ein Viertel. Damitkann es erst reht kein solhes N geben, so da� ‖fℓ − fk‖1 < 1

4
, denn alle betrahtetenTeilintegrale sind gr�o�er oder gleih Null. Somit bilden die fk keine Cauhy-Folge.f) Ist (fk)k∈N eine Cauhy-Folge in K0

∞(R, R) ?
Lösung: Im Punkt x = 0 ist fℓ(x) − fk(x) = ℓ − k; daher ist ‖fℓ − fk‖∞ ≥ |ℓ − k|, was imFalle einer Cauhy-Folge unm�oglih w�are.g) Gibt es eine Funktion f, gegen die (fk)k∈N punktweise konvergiert?
Lösung: Nein, denn die Folge der fk(0) = k divergiert.h) Gibt es eine stetige Funktion f:R → R, gegen die (fk)k∈N fast �uberall (punktweise) kon-vergiert?
Lösung: Ja, denn f�ur alle x 6= 0 konvergiert die Folge der fk(x) gegen Null, da fk(x) = 0f�ur alle k > 1/ |x|. Somit konvergiert die Folge der fk fast �uberall punktweise gegen dieNullfunktion.i) Zeigen Sie: F�ur jede stetige Funktion g:R → R ist lim

k→∞

∫
R
(fkg) = g(0) !Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Integralrehnung!



Lösung: Da fk au�erhalb des Intervalls [− 1
k
, 1

k
] vershwindet, ist

∫

R

fkg =

1/k∫

−1/k

fk(x)g(x)dx .Da fk nirgends negativ wird, k�onnen wir den Mittelwertsatz der Integralrehnung anwen-den; danah gibt es ein ξ ∈ [− 1
k
, 1

k
], f�ur das gilt

1/k∫

−1/k

fk(x)g(x)dx = g(ξ)

1/k∫

−1/k

fk(x)dx = g(ξ).F�ur ein beliebig vorgegebenes ε > 0 gibt es wegen der Stetigkeit von g ein δ > 0, so da�
|g(x) − g(0)| < ε f�ur alle x mit |x| < δ. F�ur eine nat�urlihe Zahl N ≥ 1/δ ist 1

k
< δ f�uralle k ≥ N>; f�ur solhe k ist also |g(ξ) − g(0)| < ε und damit auh

∣

∣

∣

∣

∫

R

(fkg) − g(0)

∣

∣

∣

∣

< ε .Dies beweist die behauptete Konvergenz.j) F�ur r > 0 sei gr:R → R gegeben durh
gr(x) =




 e

4r

(b − a)2
e

−r

(x − a)(b − x) falls a < x < b

0 sonstZeigen Sie, da� gr eine Funktion mit kompaktem Tr�ager ist und bestimmen Sie das Ma-ximum von gr!
Lösung: Da gr(x) au�erhalb des Intervalls [a, b] vershwindet, m�ussen wir nur zeigen, da�
gr(x) eine stetige Funktion ist. Im Intervall (a, b) ist gr stetig, da zusammengesetzt ausder Exponentialfunktion und Grundrehenarten, und die Limites lim

xւa
gr(x) und lim

xրb
gr(x)vershwinden beide, da das Argument der Exponentialfunktion in beiden F�allen gegen −∞geht. Also ist gr stetig auf ganz R mit Tr�ager [a, b] falls b > a und ∅ sonst.

(x − a)(b − x) = −x2 + (a + b)x − ab = −

(

x −
a + b

2

)2

− ab +

(

a + b

2

)2w�ahst im o�enen Intervall von a bis 1
2
(a+b) monoton, um dann bis b monoton zu fallen;beim Kehrwert ist es umgekehrt, f�ur den negativen Kehrwert und die Funktion gr wiedergenauso. Somit nimmt gr sein Maximum im Punkt 1

2
(a + b) an; der Funktionswert dortist, dank des Vorfaktors, gleih eins.k) Zeigen Sie, da� f�ur die Folge der Funktionen fk = g1/k und f(x) =

{
1 falls x ∈ (a, b)

0 sonstgilt: lim
k→∞

∞∫

−∞

|f(x) − fk(x)| dx = 0 !Was bedeutet das f�ur die Konvergenz der Folge?Hinweis: Betrahten Sie f�ur ein hinreihend kleines δ > 0 die drei Intervalle [a, a + δ],
[a + δ, b − δ] und [b − δ, b] getrennt!
Lösung: Wir w�ahlen eine positive Zahl δ < 1

2
(b − a) und betrahten zun�ahst nur dasIntervall [a + δ, b − δ]. Dort ist die Di�erenz zwishen f(x) und gr(x) im Intervallmit-telpunkt (a+b)/2 gleih null und w�ahst dann zu den Intervallenden hin monoton, da grselbst dort monoton f�allt. Tats�ahlih sieht man leiht, da� gr monoton wahsend sowohl



in x − a als auh in b − x ist; da beide Ausdr�uke im Intervall [a + δ, b − δ] durh δ nahunten beshr�ankt sind, ist gr(x) in diesem Intervall daher �uberall mindestens gleih
e

4r

(b − a)2
e

−r

δ(b − a − δ) = e
−r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .F�ur alle x ∈ [a + δ, b − δ] ist daher
f(x) − gr(x) ≤ 1 − e

−r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .Dieser Ausdruk ist noh niht sehr angenehm; wir wollen ihn weiter absh�atzen. NahKonstruktion von gr ist der Exponent negativ, und f�ur alle x ≥ 0 ist 1 − e−x ≤ x, denndies gilt f�ur x = 0, und die Ableitung e−x von 1 − e−x ist f�ur jedes positive x kleiner alsdie Ableitung eins von x. Daher ist f�ur t ∈ [a + δ, b − δ]

f(x) − gr(x) ≤ 1 − e
−r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

)

≤ r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .Das Intervall hat die L�ange (b − δ) − (a + δ) = a + b − 2δ; somit ist f�ur kleine δ

b−δ∫

a+δ

|f(x) − gr(x)| dx ≤ r(b − a − 2δ)

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .Da δ < 1
2
(b − a) vorausgesetzt war, ist δ < b − a − δ, also ist

1

δ(b − a − δ)
=

1

b − a

(

1

δ
+

1

b − a − δ

)

<
1

b − a
· 2

δund damit
b−δ∫

a+δ

|f(x) − gr(x)| dx ≤ r(b − a)

(

2

(b − a)δ
−

4

(b − a)2

)

= r

(

2

δ
−

4

(b − a)

) .In den Intervallen [a, a + δ] und [b − δ, δ] sh�atzen wir die Di�erenz einfah durh einsab; die entsprehenden Intergrale sind also h�ohstens gleih δ, d.h.
∞∫

−∞

|f(x) − gr(x)| dt ≤ δ + r

(

2

δ
−

4

(b − a)

)

+ δ = 2δ +
2r

δ
−

4r

b − a
.Wir spezialisieren auf δ =

√
r; dann wird dies zu 4

√
r−

4r

(b − a)
, was f�ur r → 0 gegen Nullgeht. Die Folge der fk = g1/k konvergiert also bez�uglih der L1-Norm gegen f.l) F�ur k ∈ N sei fk:R → R de�niert als fk(x) =

{ sin x falls |x| < kπ

0 sonst . Zeigen Sie, da� dieFolge (fk)k∈N punktweise gegen die Sinusfunktion konvergiert!
Lösung: F�ur jedes x ∈ R gilt f�ur alle k >

|x|
π
, da� |x| < kπ ist und damit fk(x) = sin x.Somit konvergiert die Folge der fk punktweise gegen die Sinusfunktion.m)Haben die Funktionen fk kompakten Tr�ager?

Lösung: Der Tr�ager von fk ist das abgeshlossene Intervall [−kπ, kπ], also kompakt.Au�erdem ist fk stetig auf ganz R: F�ur x 6= ±kπ ist das klar, weil sowohl der Sinus alsauh die Nullfunktion stetig sind, und an den �Ubergangsstellen ±kπ gibt es auh keineProbleme, da der Sinus (und nat�urlih auh die Nullfunktion) dort vershwindet.



n) Ist (fk)k∈N eine approximierende Folge f�ur die Sinusfunktion?
Lösung: Wir wissen bereits, da� die fk Funktionen mit kompaktem Tr�ager sind und�uberall, erst reht also fast �uberall, gegen die Sinusfunktion konvergieren. Zur approxi-mierenden Folge fehlt noh die Cauhy-Bedingung, d.h. zu jedem ε > 0 mu� es ein N ∈ Ngeben, so da� ‖fℓ − fk‖1 < ε f�ur alle k, ℓ ≥ N. Hier ist f�ur k ≤ ℓ

‖fℓ − fk‖1 =

∫

R

|fℓ(x) − fk(x)| =

ℓπ∫

−ℓπ

|fℓ(x) − fk(x)| dx

=

−kπ∫

−ℓπ

|sin x| dx +

kπ∫

−kπ

0dx +

ℓπ∫

kπ

|sin x| dx

= 2(ℓ − k) + 0 + 2(ℓ − k) = 4(ℓ − k) .O�ensihtlih gibt es keine Chane, da� dies f�ur alle k, ℓ ≥ N unter irgendeinem ε > 0bleibt; die Folge ist also keine Cauhy-Folge und damit auh niht approximierend.o) F�ur k ∈ N sei gk:R → R de�niert als
gk(x) =






e−x2 falls |x| ≤ k

e−k2

(k + 1 − |x|) falls k < |x| < k + 1

0 sont .Ist (gk)k∈N eine approximierende Folge f�ur die Funktion g(x) = e−x2?Hinweis: Auh wenn wir es erst sp�ater beweisen werden, d�urfen Sie verwenden, da�∫∞

−∞
e−x2

dx =
√

π ist.
Lösung: Wie aus der Vorlesung bekannt, sind die gk Funktionen mit kompaktem Tr�ager,und wie bei den Funktionen fk aus den vorigen Aufgaben folgt auh sofort, da� die Folgeder gk punktweise gegen g konvergiert. Die Folge ist daher genau dann approximierend,wenn sie eine Cauhy-Folge ist.Da der Integrand e−x2 stets positiv ist, folgt aus der Existenz des uneigentlihen Integrals
∞∫

−∞

e−x2

dx, da� lim
k→∞

−k∫

−∞

e−x2

dx = lim
k→∞

∞∫

k

e−x2

dx = 0ist; daher gibt es f�ur jedes ε > 0 ein N1 ∈ N, so da�
0 <

−k∫

−∞

e−x2

dx =

∞∫

k

e−x2

dx <
ε

8f�ur alle k ≥ N1. Erst reht ist dann nat�urlih auh f�ur jedes ℓ ≥ k

0 <

−k∫

−ℓ

e−x2

dx =

ℓ∫

k

e−x2

dx <
ε

8
,denn der Integrand ist ja positiv.Da e−x2 mit wahsendem Betrag von x monoton f�allt, ist gk in den Intervallen [−k−1, −k]und [k, k + 1] h�ohstens gleih e−k2 ; da dies f�ur k → ∞ > gegen Null geht, gibt es auhein N2 ∈ N, so da� das Integral �uber gk von −k−1 nah −k bzw. von k nah k+1 jeweilskleiner ε/8 ist f�ur k ≥ N2, den k + 1 − |x| liegt im betrahteten Intervall zwishen nullund eins. F�ur k, ℓ ≥ N = max{N1,N2} und ℓ > k ist daher nah der Dreieksungleihung

‖gℓ − gk‖1 < ε, wenn wir das Integral aufteilen in die Teilintegrale �uber die neun Intervalle
(−∞, −ℓ − 1], [−ℓ − 1, −ℓ], [−ℓ, −k − 1], [−k − 1, −k], [−k, k], [k, k + 1], [k + 1, ℓ], [ℓ, ℓ + 1]und [ℓ + 1, ∞): Das Integral �uber [−k, k] vershwindet, alle anderen sind kleiner als ε/8.


