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Themenvorschläge für die kleinen Übungen am 29.+30. April 2013a) Wel
he der folgenden Mengen ist eine Nullmenge?
A =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ y = sin x
}
, B =

{
(x, y) ∈ R

2
∣

∣ x2 + y2 = 1
}

Lösung: A ist eine Nullmenge als Bild der x-A
hse, einer Nullmenge, unter der der stetigdi�erenzierbaren Funktion R
2 → R

2 mit (x, y) 7→ (x, sin x); genauso au
h B als Bild unter
(x, y) 7→ (
os x, sin x).b) f, g:D → R seien zwei stetige Abbildungen auf D ⊆ R

n. Zeigen Sie: Falls f(x) = g(x) f�urfast alle x ∈ D, ist f = g.
Lösung: Wir betra
hten die Menge A aller x0 ∈ R mit f(x0) 6= g(x0). Na
h Voraussetzungist dies eine Nullmenge; falls sie leer ist, sind wir fertig. Andernfalls sei x0 ein Punkt ausA.Da eine Nullmenge keine inneren Punkte hat, liegen in jeder Umgebung von x0 Punkte, dieni
ht aus A sind. Wir w�ahlen jeweils einen sol
hen Punkt xk aus der Kugel mit Radius
1/k um x0. Dann ist f(xk) = g(xk) f�ur alle k ∈ N, und da die Folge der xk gegen x0konvergiert, ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f und g

f(x0) = lim
k→∞

f(xk) = lim
k→∞

g(xk) = g(x0) ,im Widerspru
h zur Annahme x0 ∈ A. Also ist A = ∅ und f = g.
) Zeigen Sie, da� dur
h fk(x) = max{0, k−k2 |x|
} f�ur alle k ∈ N eine Funktion aus K0(R, R)de�niert wird!

Lösung: k − k2 |x| vers
hwindet genau dann, wenn |x| = 1/k ist; wird der Betrag gr�o�er,wird der Ausdru
k negativ und damit fk(x) = 0. Der Tr�ager von fk ist daher das abge-s
hlossene Intervall [−1/k, 1/k], also kompakt. Au�erdem ist fk stetig, denn im Innerndieses Intervalls ist es dur
h die stetigen Funktionen k + k2x f�ur x < 0 und k − k2x f�ur
k > 0 gegeben; die f�ur x = 0 beide den Wert k haben. An den Intervallgrenzen ist dieFunktionen, genau wie au�erhalb, glei
h Null. Ihr Graph ist also bis zum Punkt −1/k undab dem Punkt x = 1/k die x-A
hse; dazwis
hen ist es ein Dreie
k mit Spitze bei (0, k).d) Bere
hnen Sie ∫

R
fk und lim

k→∞

∫
R

fk !
Lösung:

∫

R

fk =

1/k∫

−1/k

(

k − k2 |x|
)

dx = 2

1/k∫

0

(k − k2x)dx = 2

(

kx − k2 x2

2

∣

∣

∣

∣

1/k

0

)

= 2

(

1 −
1

2

)

= 1 ,wie es si
h f�ur die Fl�a
he eines Dreie
ks mit Basis 2/k und H�ohe k geh�ort. Damit ist au
hlim
k→∞

∫
R

fk = 1.e) Ist (fk)k∈N eine Cau
hy-Folge in K0
1(R, R) ?

Lösung: F�ur ℓ ≥ k ist 1/ℓ ≤ 1/k; au�erhalb des Intervalls [−1/k, 1/k] vers
hwinden alsobeide Funktionen. Somit ist
‖fℓ − fk‖1 =

∫

R

|fℓ − fk| =

1/k∫

−1/k

|fℓ(x) − fk(x)| dx = 2

1/k∫

0

|fℓ(x) − fk(x)| dx ,



da der Integrand eine gerade Funktion ist. F�ur x > 1/ℓ, vers
hwindet fℓ(x), wir m�ussenalso �uber fk integrieren. Im Berei
h 0 ≤ x ≤ 1/ℓ ist
fℓ(x) − fk(x) = (ℓ − ℓ2x) − (k − k2x) = (ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x = 0 ⇐⇒ x =

ℓ − k

ℓ2 − k2
=

1

ℓ + k
;daher ist 





fk(x) > fℓ(x) falls x >
1

k + ℓ

fℓ(x) > fk(x) falls x <
1

k + ℓ

.Im Intervall 0 ≤ x ≤ 1/(k + ℓ) ist also
|fℓ(x) − fk(x)| =






(ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x falls 0 ≤ x ≤ 1
k+ℓ

(k − ℓ) − (k2 − ℓ2)x falls 1
k+ℓ

≤ x ≤ 1
ℓ

k − k2x falls 1
ℓ
≤ x ≤ 1

kund
‖fℓ − fk‖1 = 2

1/(k+ℓ)∫

0

(

fℓ(x) − fk(x)
)

dx + 2

1/ℓ∫

1/(k+ℓ)

(

fk(x) − fℓ(x)
)

dx + 2

1/k∫

1

ℓ

fk(x)dx

= 2

1/(k+ℓ)∫

0

(

(ℓ − k) − (ℓ2 − k2)x
)

dx + 2

1/ℓ∫

1/(k+ℓ)

(

(k − ℓ) − (k2 − ℓ2)x
)

dx + 2

1/k∫

1/ℓ

(k − k2x)dx .Alle drei Integrale lassen si
h einfa
h ausre
hnen, am einfa
hsten das letzte:
1/k∫

1/ℓ

(k − k2x)dx = kx − k2 x2

2

∣

∣

∣

∣

1/k

1/ℓ

= k

(

1

k
−

1

ℓ

)

−
k2

2

(

1

k2
−

1

ℓ2

)

=
1

2
−

k

ℓ
+

k2

2ℓ2
.F�ur hinrei
hend gro�e ℓ kommt dieser Wert beliebig nahe an 1

2
heran; es kann alsounm�ogli
h ein N ∈ N geben, so da� er f�ur alle k, ℓ ≥ N kleiner ist als ein Viertel. Damitkann es erst re
ht kein sol
hes N geben, so da� ‖fℓ − fk‖1 < 1

4
, denn alle betra
htetenTeilintegrale sind gr�o�er oder glei
h Null. Somit bilden die fk keine Cau
hy-Folge.f) Ist (fk)k∈N eine Cau
hy-Folge in K0

∞(R, R) ?
Lösung: Im Punkt x = 0 ist fℓ(x) − fk(x) = ℓ − k; daher ist ‖fℓ − fk‖∞ ≥ |ℓ − k|, was imFalle einer Cau
hy-Folge unm�ogli
h w�are.g) Gibt es eine Funktion f, gegen die (fk)k∈N punktweise konvergiert?
Lösung: Nein, denn die Folge der fk(0) = k divergiert.h) Gibt es eine stetige Funktion f:R → R, gegen die (fk)k∈N fast �uberall (punktweise) kon-vergiert?
Lösung: Ja, denn f�ur alle x 6= 0 konvergiert die Folge der fk(x) gegen Null, da fk(x) = 0f�ur alle k > 1/ |x|. Somit konvergiert die Folge der fk fast �uberall punktweise gegen dieNullfunktion.i) Zeigen Sie: F�ur jede stetige Funktion g:R → R ist lim

k→∞

∫
R
(fkg) = g(0) !Hinweis: Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Integralre
hnung!



Lösung: Da fk au�erhalb des Intervalls [− 1
k
, 1

k
] vers
hwindet, ist

∫

R

fkg =

1/k∫

−1/k

fk(x)g(x)dx .Da fk nirgends negativ wird, k�onnen wir den Mittelwertsatz der Integralre
hnung anwen-den; dana
h gibt es ein ξ ∈ [− 1
k
, 1

k
], f�ur das gilt

1/k∫

−1/k

fk(x)g(x)dx = g(ξ)

1/k∫

−1/k

fk(x)dx = g(ξ).F�ur ein beliebig vorgegebenes ε > 0 gibt es wegen der Stetigkeit von g ein δ > 0, so da�
|g(x) − g(0)| < ε f�ur alle x mit |x| < δ. F�ur eine nat�urli
he Zahl N ≥ 1/δ ist 1

k
< δ f�uralle k ≥ N>; f�ur sol
he k ist also |g(ξ) − g(0)| < ε und damit au
h

∣

∣

∣

∣

∫

R

(fkg) − g(0)

∣

∣

∣

∣

< ε .Dies beweist die behauptete Konvergenz.j) F�ur r > 0 sei gr:R → R gegeben dur
h
gr(x) =




 e

4r

(b − a)2
e

−r

(x − a)(b − x) falls a < x < b

0 sonstZeigen Sie, da� gr eine Funktion mit kompaktem Tr�ager ist und bestimmen Sie das Ma-ximum von gr!
Lösung: Da gr(x) au�erhalb des Intervalls [a, b] vers
hwindet, m�ussen wir nur zeigen, da�
gr(x) eine stetige Funktion ist. Im Intervall (a, b) ist gr stetig, da zusammengesetzt ausder Exponentialfunktion und Grundre
henarten, und die Limites lim

xւa
gr(x) und lim

xրb
gr(x)vers
hwinden beide, da das Argument der Exponentialfunktion in beiden F�allen gegen −∞geht. Also ist gr stetig auf ganz R mit Tr�ager [a, b] falls b > a und ∅ sonst.

(x − a)(b − x) = −x2 + (a + b)x − ab = −

(

x −
a + b

2

)2

− ab +

(

a + b

2

)2w�a
hst im o�enen Intervall von a bis 1
2
(a+b) monoton, um dann bis b monoton zu fallen;beim Kehrwert ist es umgekehrt, f�ur den negativen Kehrwert und die Funktion gr wiedergenauso. Somit nimmt gr sein Maximum im Punkt 1

2
(a + b) an; der Funktionswert dortist, dank des Vorfaktors, glei
h eins.k) Zeigen Sie, da� f�ur die Folge der Funktionen fk = g1/k und f(x) =

{
1 falls x ∈ (a, b)

0 sonstgilt: lim
k→∞

∞∫

−∞

|f(x) − fk(x)| dx = 0 !Was bedeutet das f�ur die Konvergenz der Folge?Hinweis: Betra
hten Sie f�ur ein hinrei
hend kleines δ > 0 die drei Intervalle [a, a + δ],
[a + δ, b − δ] und [b − δ, b] getrennt!
Lösung: Wir w�ahlen eine positive Zahl δ < 1

2
(b − a) und betra
hten zun�a
hst nur dasIntervall [a + δ, b − δ]. Dort ist die Di�erenz zwis
hen f(x) und gr(x) im Intervallmit-telpunkt (a+b)/2 glei
h null und w�a
hst dann zu den Intervallenden hin monoton, da grselbst dort monoton f�allt. Tats�a
hli
h sieht man lei
ht, da� gr monoton wa
hsend sowohl



in x − a als au
h in b − x ist; da beide Ausdr�u
ke im Intervall [a + δ, b − δ] dur
h δ na
hunten bes
hr�ankt sind, ist gr(x) in diesem Intervall daher �uberall mindestens glei
h
e

4r

(b − a)2
e

−r

δ(b − a − δ) = e
−r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .F�ur alle x ∈ [a + δ, b − δ] ist daher
f(x) − gr(x) ≤ 1 − e

−r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .Dieser Ausdru
k ist no
h ni
ht sehr angenehm; wir wollen ihn weiter abs
h�atzen. Na
hKonstruktion von gr ist der Exponent negativ, und f�ur alle x ≥ 0 ist 1 − e−x ≤ x, denndies gilt f�ur x = 0, und die Ableitung e−x von 1 − e−x ist f�ur jedes positive x kleiner alsdie Ableitung eins von x. Daher ist f�ur t ∈ [a + δ, b − δ]

f(x) − gr(x) ≤ 1 − e
−r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

)

≤ r

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .Das Intervall hat die L�ange (b − δ) − (a + δ) = a + b − 2δ; somit ist f�ur kleine δ

b−δ∫

a+δ

|f(x) − gr(x)| dx ≤ r(b − a − 2δ)

(

1

δ(b − a − δ)
−

4

(b − a)2

) .Da δ < 1
2
(b − a) vorausgesetzt war, ist δ < b − a − δ, also ist

1

δ(b − a − δ)
=

1

b − a

(

1

δ
+

1

b − a − δ

)

<
1

b − a
· 2

δund damit
b−δ∫

a+δ

|f(x) − gr(x)| dx ≤ r(b − a)

(

2

(b − a)δ
−

4

(b − a)2

)

= r

(

2

δ
−

4

(b − a)

) .In den Intervallen [a, a + δ] und [b − δ, δ] s
h�atzen wir die Di�erenz einfa
h dur
h einsab; die entspre
henden Intergrale sind also h�o
hstens glei
h δ, d.h.
∞∫

−∞

|f(x) − gr(x)| dt ≤ δ + r

(

2

δ
−

4

(b − a)

)

+ δ = 2δ +
2r

δ
−

4r

b − a
.Wir spezialisieren auf δ =

√
r; dann wird dies zu 4

√
r−

4r

(b − a)
, was f�ur r → 0 gegen Nullgeht. Die Folge der fk = g1/k konvergiert also bez�ugli
h der L1-Norm gegen f.l) F�ur k ∈ N sei fk:R → R de�niert als fk(x) =

{ sin x falls |x| < kπ

0 sonst . Zeigen Sie, da� dieFolge (fk)k∈N punktweise gegen die Sinusfunktion konvergiert!
Lösung: F�ur jedes x ∈ R gilt f�ur alle k >

|x|
π
, da� |x| < kπ ist und damit fk(x) = sin x.Somit konvergiert die Folge der fk punktweise gegen die Sinusfunktion.m)Haben die Funktionen fk kompakten Tr�ager?

Lösung: Der Tr�ager von fk ist das abges
hlossene Intervall [−kπ, kπ], also kompakt.Au�erdem ist fk stetig auf ganz R: F�ur x 6= ±kπ ist das klar, weil sowohl der Sinus alsau
h die Nullfunktion stetig sind, und an den �Ubergangsstellen ±kπ gibt es au
h keineProbleme, da der Sinus (und nat�urli
h au
h die Nullfunktion) dort vers
hwindet.



n) Ist (fk)k∈N eine approximierende Folge f�ur die Sinusfunktion?
Lösung: Wir wissen bereits, da� die fk Funktionen mit kompaktem Tr�ager sind und�uberall, erst re
ht also fast �uberall, gegen die Sinusfunktion konvergieren. Zur approxi-mierenden Folge fehlt no
h die Cau
hy-Bedingung, d.h. zu jedem ε > 0 mu� es ein N ∈ Ngeben, so da� ‖fℓ − fk‖1 < ε f�ur alle k, ℓ ≥ N. Hier ist f�ur k ≤ ℓ

‖fℓ − fk‖1 =

∫

R

|fℓ(x) − fk(x)| =

ℓπ∫

−ℓπ

|fℓ(x) − fk(x)| dx

=

−kπ∫

−ℓπ

|sin x| dx +

kπ∫

−kπ

0dx +

ℓπ∫

kπ

|sin x| dx

= 2(ℓ − k) + 0 + 2(ℓ − k) = 4(ℓ − k) .O�ensi
htli
h gibt es keine Chan
e, da� dies f�ur alle k, ℓ ≥ N unter irgendeinem ε > 0bleibt; die Folge ist also keine Cau
hy-Folge und damit au
h ni
ht approximierend.o) F�ur k ∈ N sei gk:R → R de�niert als
gk(x) =






e−x2 falls |x| ≤ k

e−k2

(k + 1 − |x|) falls k < |x| < k + 1

0 sont .Ist (gk)k∈N eine approximierende Folge f�ur die Funktion g(x) = e−x2?Hinweis: Au
h wenn wir es erst sp�ater beweisen werden, d�urfen Sie verwenden, da�∫∞

−∞
e−x2

dx =
√

π ist.
Lösung: Wie aus der Vorlesung bekannt, sind die gk Funktionen mit kompaktem Tr�ager,und wie bei den Funktionen fk aus den vorigen Aufgaben folgt au
h sofort, da� die Folgeder gk punktweise gegen g konvergiert. Die Folge ist daher genau dann approximierend,wenn sie eine Cau
hy-Folge ist.Da der Integrand e−x2 stets positiv ist, folgt aus der Existenz des uneigentli
hen Integrals
∞∫

−∞

e−x2

dx, da� lim
k→∞

−k∫

−∞

e−x2

dx = lim
k→∞

∞∫

k

e−x2

dx = 0ist; daher gibt es f�ur jedes ε > 0 ein N1 ∈ N, so da�
0 <

−k∫

−∞

e−x2

dx =

∞∫

k

e−x2

dx <
ε

8f�ur alle k ≥ N1. Erst re
ht ist dann nat�urli
h au
h f�ur jedes ℓ ≥ k

0 <

−k∫

−ℓ

e−x2

dx =

ℓ∫

k

e−x2

dx <
ε

8
,denn der Integrand ist ja positiv.Da e−x2 mit wa
hsendem Betrag von x monoton f�allt, ist gk in den Intervallen [−k−1, −k]und [k, k + 1] h�o
hstens glei
h e−k2 ; da dies f�ur k → ∞ > gegen Null geht, gibt es au
hein N2 ∈ N, so da� das Integral �uber gk von −k−1 na
h −k bzw. von k na
h k+1 jeweilskleiner ε/8 ist f�ur k ≥ N2, den k + 1 − |x| liegt im betra
hteten Intervall zwis
hen nullund eins. F�ur k, ℓ ≥ N = max{N1,N2} und ℓ > k ist daher na
h der Dreie
ksunglei
hung

‖gℓ − gk‖1 < ε, wenn wir das Integral aufteilen in die Teilintegrale �uber die neun Intervalle
(−∞, −ℓ − 1], [−ℓ − 1, −ℓ], [−ℓ, −k − 1], [−k − 1, −k], [−k, k], [k, k + 1], [k + 1, ℓ], [ℓ, ℓ + 1]und [ℓ + 1, ∞): Das Integral �uber [−k, k] vers
hwindet, alle anderen sind kleiner als ε/8.


